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PRECONCEPCIONES DE PENDIENTE EN ESTUDIANTES DE
BACHILLERATO!

Resumen

En el presente documento se reporta una investigacion que indaga sobre las
preconcepciones de pendiente de estudiantes de bachillerato de primer afio (Grado
10). Se trata de un estudio de corte cualitativo en el que participaron 30 estudiantes
que no han cursado la asignatura de Matematicas III, correspondiente a estudiar
Geometria Analitica. Para la recoleccion de datos se empled la metodologia
Entrevista Basada en Tareas y el método de Anadlisis Tematico para su respectivo
analisis. La entrevista se integro por 13 tareas que involucran diferentes
representaciones de la pendiente ya reportadas por algunos investigadores
(Dolores, Alarcén y Albarran, 2002; Moore-Russo, Conner y Rugg, 2011; Stump,
1999, 2001a).

El analisis de las producciones (escritas, verbales y gestuales) de los 30
participantes permitid identificar 9 preconcepciones que los estudiantes
manifestaron al realizar cada una de las tareas. Entre éstas, las mas frecuentes
fueron: la pendiente como la longitud de un segmento de recta, la pendiente como
un objeto, la pendiente como la inclinacién de la recta y la pendiente como el
angulo. Con una menor frecuencia, la pendiente como el valor de la interseccion de
la recta con los ejes, la pendiente asociada a una expresion algebraica, la pendiente
como una cualidad de rampas y escaleras, la pendiente como el cociente
determinado por los valores de las intersecciones de la recta con los ejes y, como

incdgnita.

'El presente documento es la version extensa de Rivera, M. I. y Dolores, C. (en prensa).
Preconcepciones de pendiente en estudiantes de Bachillerato. Ensefianza de las ciencias.
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SLOPE’S PRECONCEPTIONS IN HIGH SCHOOL STUDENTS

Abstract

This paper reports an investigation that investigates the slopes’s preconceptions in
High school students, before taking the Mathematics III subject, corresponding to
the study of Analytical Geometry. This is a qualitative study in which 30 first-year
high school students participated. For the data collection, the Task-Based Interview
methodology and the Thematic Analysis method were used for its respective
analysis. The interview was integrated by 13 tasks involving different
representations of the slope already reported by some researchers (Dolores,
Alarcén and Albarran, 2002; Moore-Russo, Conner and Rugg, 2011; Stump, 1999,
2001a, 2001b).

The analysis of the productions (written, verbal and gestural) of the 30
participants allowed to identify 9 preconceptions that the students expressed when
performing each of the tasks. Among these, the most frequent were: the slope as
the length of a line segment, the slope as an object, the slope as the inclination of
the line and the slope as the angle. With a lower frequency, the slope as the value
of the intersection of the line with the axes, the slope associated with an algebraic
expression, the slope as a quality of ramps and stairs, the slope as the quotient
determined by the values of the intersections of the line with the axes and, as

unknown.
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INTRODUCCION

La pendiente es un concepto importante en la educacion matematica ya que su
ensefianza es obligatoria, emerge en la educacion secundaria (SEP, 2011a), es
tratado en el bachillerato (SEP, 2013a) y trasciende a los estudios universitarios. Es
previsto en el curriculum de varios paises (Diindar, 2015; Nagle y Moore-Russo,
2014; Newton y Poon, 2015). El estudio de este concepto va mas alla de sélo usarlo
algebraicamente y como indicador de inclinacion (Diindar, 2015), dado que
contribuye al estudio de las funciones lineales y permite describir el
comportamiento de funciones no lineales, por ejemplo, cuadratica y exponencial
(Teuscher y Reys, 2010; Yerushalmy, 1997). Ademas, ayuda en la construccion de la
linea del mejor ajuste en Estadistica (Casey y Nagle, 2016) y del concepto de
derivada en Calculo (Dolores-Flores, Rivera-Lépez y Garcia-Garcia, 2018; Moore-
Russo, Conner y Rugg, 2011; Pineda, 2014; Teuscher y Reys, 2012; Vrancken,
Engler y Miiller, 2008), asi como en la interpretacion de fenomenos de la vida real
(Dolores, Garcia y Galvez, 2017, Stump, 2001a). Por ello, es necesario que los
estudiantes desarrollen una buena comprension sobre este concepto desde sus

estudios secundarios y asi estar mejor preparados para sus estudios universitarios.

La pendiente, como nocidn geométrica hace referencia a una medida de la
inclinacion de la recta (Lobato y Thanheiser, 2002), mientras que como nocion
variacional a la razon de cambio, es decir, a la relacién entre el cambio de una
variable respecto de otra entre dos puntos particulares (Cheng, 2010; Reyes-
Gasperini, 2013). Para una funcién no lineal, la razén de cambio varia dependiendo
del punto o los puntos seleccionados, para el caso en que se trate de un punto en
particular, la pendiente se calcula por medio de la razén de cambio de la recta
tangente a la curva, dando lugar asi a la derivada (Hoffman, 2015). Otras formas en
que puede emerger este concepto son: algebraicamente en féormulas y ecuaciones,
geométricamente en graficos, trigonométricamente como la tangente del angulo de
inclinacion de una recta, en calculo como limite, etc. (Rivera, Salgado y Dolores,
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2019). Esto lo hace un concepto protagonista en el curriculo matematico y
fundamental para desarrollar un pensamiento matematico avanzado (Carlson,
Oehrtman y Engelke, 2010; Confrey y Smith, 1995; Noble, Nemirovsky, Wright y
Tierney, 2001).

Por otro lado, las preconcepciones juegan un papel importante en la
adquisicién de conceptos matematicos por parte de los estudiantes (Yanik, 2011) y
establecen un punto de partida indispensable para cualquier situacién de
ensefianza, ya que forman parte del conocimiento previo (Campanario y Otero,
2000). Su estudio es importante, porque nos muestran los momentos significativos
y aspectos de los procesos de construccion mental que son influenciados por las
vivencias individuales y colectivas que afectan el significado. De la misma manera,
Ausubel (1978) afirma en el epigrafe de su obra: “Si tuviese que reducir toda la
psicologia educativa a un solo principio, enunciaria este: El factor mas importante
que influye en el aprendizaje es lo que el alumno ya sabe. Averigiiese esto y
enséfiese consecuentemente” (p. 6). Es decir, que para contribuir a la mejora del
aprendizaje se debe tener presente la serie de experiencias y conocimientos que
afectan el aprendizaje de los alumnos y éstos deben ser aprovechados para su
beneficio. De ahi que, la presente investigacion examina las preconcepciones de

pendiente que tienen los estudiantes de bachillerato.

Este escrito se estructura en seis capitulos, en los cuales se puntualizan las
caracteristicas de esta investigacion, el analisis de los datos recabados y las
conclusiones. En el capitulo uno, se expone el problema de investigacion, la
pregunta de investigacion y el objetivo de la presente investigacion. En el capitulo
dos, se muestran los antecedentes que dieron sustento y permitieron tener una
aproximacion al problema planteado. Asimismo, en este capitulo se presentan tres
estudios realizados en el contexto mexicano, los cuales se desarrollan empleando
las conceptualizaciones de pendiente como referente tedrico: uno de ellos muestra
un recorrido del concepto de pendiente en el curriculum mexicano y una breve
contrastacion con lo reportado en el curriculum estadounidense (Nagle y Moore-
Russo, 2014; Stanton y Moore-Russo, 2012); los otros dos, son exploraciones sobre
lo que utilizan los estudiantes recién egresados del bachillerato al resolver tareas

que involucran el concepto. Los resultados de estos estudios proporcionaron
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elementos para el diseno de las tareas que permitieron identificar las
preconcepciones, ya que muestran, de alguna manera, lo que ha quedado en los

estudiantes una vez culminado el bachillerato.

En el capitulo tres, se describe el marco conceptual conformado por el
concepto de pendiente, razén de cambio y lo que se va a entender por
preconcepciones. En el capitulo cuatro, se especifican las caracteristicas
metodologicas de esta investigacidon: tipo de estudio, poblacién participante y
condiciones tomadas en cuenta para seleccionarla, instrumentos para la
recopilacién de datos, contenido matemadtico del estudio, el cdmo se efectuo la
recopilacion y el andlisis de datos. En el capitulo cinco se presentan los resultados,
de los que se destacan nueve preconcepciones identificadas en este grupo de
estudiantes. Finalmente, en el capitulo seis se plantean algunos aspectos cruciales
que podrian profundizarse para realizar extensiones de esta investigacion, asi

como implicaciones que emergieron con el andlisis de los datos de este estudio.
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CAPITULO1

Planteamiento del problema y Pregunta de Investigacion

1.1 Planteamiento del problema

El estudio de las preconcepciones no es novedoso en la investigacidn, ya que desde
los 80’s y 90’s junto con las concepciones, creencias y concepciones alternativas
tuvieron auge como objeto de investigacion. El interés de los investigadores sobre
este tipo de conocimiento en los estudiantes se debid a que los estudios indicaban
que no se puede considerar al ser humano como una tabula rasa, ya que todo
individuo antes del estudio formal sostiene firmemente sistemas descriptivos y
explicativos de los fendmenos cientificos y 16gico-matematico (Confrey, 1990). Por
ello, como profesores e investigadores se debe reconocer que todos los
conocimientos y habilidades que tiene un individuo son fruto de su aprendizaje,
los cuales pueden ser obtenidos a través de sus experiencias y percepciones
sensoriales, y no necesariamente ser resultado de una interaccién dentro de un

aula escolar (Azcarate, 1992).

En la literatura existen muchos términos utilizados para describir “lo que el
alumno sabe”, entre estos: preconcepciones, concepciones previas, ideas previas,
concepciones, creencias, etc. (Ausubel, 1978; Oyarbide, 2004; Tovar, Castillo y
Marin, 2007), dependiendo del estatus de la formacién del concepto. Su estudio es
importante ya que gran parte de las dificultades y errores que se tienen en la
educacidon matematica pueden tener su origen en las preconcepciones o
concepciones previas, ya que estas se arraigan fuertemente en la mente de los
estudiantes y son dificiles de cambiar (Behar y Ojeda, 2000; Simons, 1999).

14



Por otra parte, los programas de Matematicas de Secundaria de México
sugieren la conexidn entre el concepto de pendiente y la razéon de cambio (SEP,
2011a). Este reconocimiento seria fundamental para pasar a una razén de cambio
promedio (Deniz y Kabael, 2017a), y por consecuentemente podrian estar listos
para la razén de cambio instantdnea, asi como para la derivada (Nagle y Moore-
Russo, 2013a). De igual manera, el National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM) reconoce la importancia del estudio de este concepto, ya que declara que
todos los estudiantes deben ingresar a la escuela secundaria (grado 9° al 12°) o el
bachillerato (equiparado con la escuela mexicana) con una comprension de los
elementos claves de las gréficas, incluido el concepto de pendiente. Ademas, los
programas de instruccion desde el kinder hasta el 12° grado deben permitir a todos
los estudiantes analizar la idea de cambio en diversos contextos (NCTM, 2000). De
manera que, perciban la utilidad del concepto de razén de cambio en la vida
cotidiana para la toma de decisiones, como es elegir un plan teleféonico, un
producto (refresco, leche, aceite, etc.) o determinar una hipoteca (Hoffman, 2015),

entre otras.

Sin embargo, los estudios han reportado que estudiantes e incluso
profesores, tienen una comprension minima sobre el concepto de pendiente y
experimentan varias dificultades conceptuales (Dolores-Flores, et al., 2018; Lobato
y Siebert, 2002; Simon y Blume, 1994; Teuscher y Reys 2010; Zaslavsky, Sela y
Leron, 2002). Entre éstas, su interpretacion tanto en situaciones funcionales como
fisicas (Simon y Blume, 1994; Stump, 2001a, 2001b) asi como también para
transferir su conocimiento acerca de ésta en diversos contextos como la economia,
biologia, fisica, etc. (Lobato y Thanheiser, 2002; Planinic et al., 2012; Wilhelm y
Confrey, 2003).

Para Stump (2001a) y Walter y Gerson (2007), las dificultades en la
comprension de este concepto se deben a los diversos significados que los
profesores asocian con la palabra pendiente (inclinacion, declive, empinada, entre
otras) y a la escasa o nula conexiéon que hacen con la razén de cambio (N4jjera,
2015; Teuscher y Reys, 2010; Zaslavsky et al., 2002). Por su parte, Cho y Nagle
(2017) atribuyen que una posible fuente de las dificultades con este concepto se

15



debe a la variedad de formas en que puede conceptualizarse y su desconexion
entre éstas. La desconexion entre las diferentes representaciones de la pendiente se
debe a que generalmente su ensefianza se centra en la practica de la férmula
mediante la introduccién de los nimeros. Mds aun, este concepto matematico
generalmente se ensefia sin contexto ni conexion, orillando a su memorizacion por
parte de los alumnos (Wagener, 2009). Ademas, como razén de cambio tiene poco
o ningun énfasis en la interpretacion de lo que significa el resultado dentro de un
contexto dado o sin tener en cuenta las unidades de medida (Herbert y Pierce,
2008). Esta situacion implica un endeble paso de la comprension local basada en el
calculo a la comprensién global del significado del cociente o para hacer

conexiones con la idea de razon de cambio en contexto (Walter y Gerson, 2007).

Las investigaciones han dado cuenta de las conceptualizaciones que de
pendiente tienen los estudiantes (Casey y Nagle, 2016; Stump, 2001la), los
profesores (Stump, 1999; Hoffman, 2015; Nagle, Moore-Russo, Viglietti y Martin,
2013; Newton y Poon, 2015), las que estan presentes en el curriculo estadounidense
(Nagle y Moore-Russo, 2014; Stanton y Moore-Russo, 2012), y en libros de texto
(Kim, 2012). Sin embargo, aun hay vacios y necesidades por satisfacer en esta linea
de investigacion. Por ejemplo, se necesita mads investigacion sobre las
conceptualizaciones mas comunes de pendiente que tienen tanto los profesores
como sus estudiantes y, como éstas influyen en la ensefanza y el aprendizaje
(Stanton y Moore-Russo, 2012). Stanton y Moore-Russo (2012) sugieren investigar
las ideas previas o concepciones iniciales de la pendiente que tienen los estudiantes
o las que se forman primero cuando se introducen al concepto. También, plantean
hacer una comparacion entre las conceptualizaciones que ponen en juego los
estudiantes de diferentes paises cuando se les realizan las mismas preguntas o

preguntas similares.

Por su parte, Nagle et al. (2013) plantean la buisqueda de la existencia de una
relacion jerdrquica entre conceptualizaciones de la pendiente, o bien como las
imagenes personales de los profesores, acerca de la pendiente, se relacionan con su
practica. También, sugieren centrarse en el papel que juegan los profesores de
educacién secundaria (grado 6-12) en el desarrollo de las conceptualizaciones de
los estudiantes en la universidad. Hoffman (2015) propone un estudio referente a
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la comparacion de las conceptualizaciones de la pendiente en los estudiantes y los
profesores de educacion secundaria, o bien una comparacion de las
conceptualizaciones de los profesores de secundaria (grado 6-8) con profesores de
bachillerato (grado 9-12). A este respecto, este estudio se centr en la investigacion

de las preconcepciones de pendiente que se tienen en el Bachillerato.

Hemos decidido el Bachillerato por 3 razones. Primera, de acuerdo con la
curricula, el concepto es tratado con mayor profundidad en este nivel educativo.
Segunda, en los niveles educativos previos a éste se trabaja con el concepto de
razén y proporcionalidad, los cuales son precursores del concepto de pendiente
(Cheng, 2010; Holguin, 2012; Reyes-Gasperini, 2013; Sabinin, 2011), Ila
proporcionalidad directa es vista como una propiedad caracterizada por la
linealidad (Goémez, 2007) y estan relacionados con la nocion variacional del
concepto de pendiente. Y por ultimo, la tercera se debe a que este nivel educativo

es un campo escasamente explorado por los investigadores, mas ain en México.

Por otro lado, en el proceso de ensefianza y aprendizaje se tiende a provocar
cambios conceptuales en los estudiantes sobre la base del conocimiento de sus
ideas previas (Azcarate, 1992, Mahmud y Gutiérrez, 2010). Es decir, que para
mejorar el aprendizaje es necesario conocer los conocimientos precedentes de los
estudiantes, particularmente el relacionado con el conocimiento a ser ensefiado,
porque este tendrd una influencia decisiva en su aprendizaje. Puede convertirse en
obstaculo o en punto de partida para que, en el proceso de ensefianza pueda ser
trascendido para acercarlo al conocimiento aceptable (Dolores et al., 2017). Ignorar
sus conocimientos precedentes seguramente conducird a la preservacion de
concepciones alternativas o conceptos erroneos, que de por si son dificiles de

remover o trascender incluso con la ensefianza reiterada.

Ademas, respecto a los estudios sobre preconcepciones, se han desarrollado
principalmente en el campo de las ciencias naturales (por ejemplo, Mahmud y
Gutiérrez, 2010; Moreira y Greca, 2003; Yip, 1998; Zavala, 2012). En educacion
matematica, los estudios se han centrado en identificar las preconcepciones de
estudiantes sobre: un curso de Estadistica (Tovar et al., 2007); la asociacién
estadistica en tablas de contingencia (Batanero, Estepa, Godino y Green, 1996); las
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translaciones geométricas (Yanik, 2011) y; la simetria reflexiva (Mhlolo y Schafer,
2013), entre otros. Sin embargo, las preconcepciones de pendiente en los

estudiantes de bachillerato es un drea escasamente explorada.

1.2 Pregunta de investigacion y objetivo

De la problemadtica anteriormente expuesta y basado en la recomendacién de
Stanton y Moore-Russo (2012), este estudio se centré6 en indagar sobre las
preconcepciones de pendiente. Especificamente, el estudio es cualitativo y utilizd
entrevistas basadas en tareas para responder la siguiente pregunta de

investigacion:
¢ Qué preconcepciones de pendiente tienen los estudiantes de bachillerato?

Para dar respuesta a la pregunta de investigacion se planted como objetivo
general: Identificar qué preconcepciones de pendiente manifiestan los estudiantes de

primer ario de bachillerato en la resolucion de diversas tareas que la involucran.

Para llegar al planteamiento de este estudio, previamente se desarrollaron
otras exploraciones en estudiantes que ya han culminado sus estudios de
bachillerato (grado 12), cuyo marco referencial fueron las conceptualizaciones de

pendiente.

Los objetivos de los estudios fueron:
e Explorar qué conceptualizaciones de pendiente emplean los estudiantes de

bachillerato en México al resolver tareas que involucran el concepto.

e Explorar qué conceptualizaciones de pendiente emplean los estudiantes

universitarios en México al resolver tareas que involucran el concepto.

e Explorar qué conceptualizaciones de pendiente se promueven en el curriculo
de matemiticas en México.
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Los resultados de estos estudios proporcionaron elementos para:
e Diseiiar tareas que involucren diversas representaciones de la pendiente,
contemplando lo identificado en la curricula mexicana asi como la demanda

cognitiva que deben alcanzar los estudiantes con su educacion de bachillerato.

Asi, de acuerdo con la pregunta de investigacion de este estudio y el
cumplimiento de los objetivos de las otras investigaciones realizadas en el contexto
mexicano, se pretendid contribuir en el conocimiento acerca de las
conceptualizaciones del concepto de pendiente que manifiestan los estudiantes que
ya lo han trabajado en el aula escolar, al resolver tareas que involucran el concepto.
Asimismo, mostrar el desarrollo que tiene este concepto a través de la curricula, es
decir como se plantea en la curricula mexicana desde la educacion basica hasta el

nivel medio superior.

Por otra parte, conocer las preconcepciones tiene dos implicaciones.
Primera, atender una demanda en la investigacion internacional, ya que hoy dia
sabemos que los alumnos mantienen un conjunto diverso de ideas previas o
preconcepciones sobre los contenidos cientificos, las cuales, mayoritariamente son
erroneas y se reconoce en la literatura que son uno de los factores clave que deben
tenerse en cuenta como una condicion necesaria (aunque no suficiente) para un
aprendizaje significativo. Asimismo, este estudio permitira conocer acerca de lo
que ha dejado su estudio en la educacidon secundaria con respecto al concepto de
pendiente. Una segunda implicacion, dar elementos para el desarrollo de futuras
investigaciones centradas en el disefio de propuestas metodologicas para la
ensefianza del concepto, de manera que se contemplen las preconcepciones y

coadyuve a un mejor entendimiento de este concepto.
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CAPITULO II

El concepto de Pendiente en la investigacion

2.1 Antecedentes de la investigacion

La comprension de la pendiente no es tarea facil, ya que ésta se puede representar
en diversos contextos (Cho y Nagle, 2017; Moore-Russo, et al., 2011, Mudaly y
Moore-Russo, 2011; Stanton y Moore-Russo, 2012; Stump, 2001b), esto exige que
tanto profesores como estudiantes las conecten para un mejor entendimiento del
concepto (Nagle y Moore-Russo, 2013a, 2013b; Stanton y Moore-Russo, 2012). Sin
embargo, las investigaciones han dado cuenta de las dificultades que tienen
estudiantes y profesores al trabajar con este concepto (Casey y Nagle, 2016; Cho y
Nagle, 2017; Leinhartdt, Zaslavsky y Stein, 1990; Lobato y Thanheiser, 2002;
Newton y Poon, 2015; Weber, Tallman y Middleton, 2015; Teuscher y Reys, 2012;
Wagener, 2009). Entre éstas se tiene que la relacion existente entre la pendiente y la
razon de cambio no es del todo evidente para ellos (Byerley y Thompson, 2017;
Moore-Russo et al., 2011; Teuscher y Reys, 2012). A este respecto, Simon y Blume
(1994) también notaron la resistencia en los profesores de considerar la pendiente
como una relacion del cambio de una variable con respecto a otra, lo cual les

dificulta relacionarla en otro contexto como es la fisica.

En ese mismo sentido, Néjera (2015) planted situaciones que involucraron el
calculo de la pendiente de una recta, la velocidad, rapidez y aceleraciéon a
estudiantes recién egresados de bachillerato, encontrando que utilizan razones de
cambio pero no son conscientes de que se trata del mismo modelo matematico,
esto por desconocer el devenir de las féormulas, evidenciando asi una desconexion
entre pendiente y razon de cambio. Segin Nagle, Moore-Russo y Martinez-Planell
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(2016), el tener solo memorizada la féormula los orilla solo a conectar valores de
Y2—Y1
X2—X1

tienden a olvidar “si las y's o las x’s estan en la parte superior”, ya que relacionar el

coordenadas de dos puntos dados, por lo que, en la férmula m = a menudo

concepto solo con la féormula conlleva a no darle sentido al valor resultante, que de
manera geométrica €ste refiere a la razéon de cambio de la distancia vertical con

relacion a la distancia horizontal (Simon y Blume, 1994).

Por su parte, Stump (2001b) y Walter y Gerson (2007) encuentran que los
profesores al instruir acerca de la pendiente asocian los términos de inclinacion,
empinado, cuesta, declive, entre otras, con la palabra pendiente, lo cual impide a
los estudiantes mirarla como una relacion entre dos variables. De la misma
manera, Hoffman (2015) identifica que el esquema conceptual de los profesores
respecto a ésta es relacionarla de inmediato con rampas, escaleras, techos de casa,
calles empinadas, etc., representacion de la pendiente que Stump (2001a)
denomind situaciéon mundo real, categoria de situacion fisica. Sin embargo, estas
ideas a pesar de estar relacionadas con la idea de pendiente con poca frecuencia se
reconocen como una medida de inclinacion (Nagle y Moore-Russo, 2013b). Por
tanto, es valido pensar en la existencia de la diversidad de esquemas conceptuales

por parte de los estudiantes.

Con respecto a lo anterior, en los 90’s, Azcarate (1992) indagd sobre los
esquemas conceptuales de los estudiantes asociados al concepto de pendiente.
Estos los clasificé en tres perfiles: geométrico, operativo y funcional, en estos no
hace distincion si son aproximadas o alejadas de la definicion matematica del
concepto, ya que los define en funcion de las palabras que emplean los estudiantes
al hacer referencia a ella. Mas tarde, en ese mismo sentido, Stump (1999, 2001a) y
Moore-Russo et al. (2011) también clasifican las representaciones de la pendiente
que evocan los profesores de secundaria y estudiantes universitarios. Stump (1999,
2001a, 2001b) identific6 ocho y las categorizd como: razén geométrica, razon
algebraica, propiedad fisica, propiedad funcional, coeficiente paramétrico, conceptualizacion
trigonométrica, conceptualizacion en cdlculo y situacion del mundo real (fisicas y
funcionales). Posteriormente, Moore-Russo et al. (2011) agregaron: propiedad
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determinante, indicador de comportamiento y constante lineal, las cuales denominaron

en su conjunto como conceptualizaciones de pendiente (véase Tabla 1).

Tabla 1

Conceptualizaciones de pendiente

Conceptualizacion Descripcion Codigo
Razoén Algebraica  Cambio en y entre cambio en x, razén con una expresion algebraica A
- A
(yz 1 _y).
X2—X1 Ax
Razon Geometrica [ 5 razén del desplazamiento vertical y desplazamiento horizontal G
en la grafica de una recta. Subida sobre corrida del grafico de una
recta.
Propiedad Razon de cambio constante entre las variables o dos cantidades; a F
Funcional veces se observa en las respuestas que implican razones
relacionadas o constantes de proporcionalidad.
Situacion Mundo-  sjtyacion fisica, estdtica o dindmica, situaciéon funcional (por R
Real ejemplo: una rampa, distancia en funcién del tiempo).
Indicador de Numero real con signo que indica crecimiento (+), decrecimiento B
comportamiento  (—) tendencia horizontal de la linea (0). Si no es cero, indica la
interseccion con el eje x.
Propiedad Fisica  Descripcion de una recta utilizando expresiones como grado, P
inclinacién, tendencia, ladeo, declive, etc.
Coeficiente Coeficiente m (o su valor numérico)eny = mx + b o PC
Paramétrico _
y —y1=m(x; —x;)
Concepcion Propiedad relacionada con el dngulo de una recta que hace con una T
Trigonometrica  yecta horizontal; tangente del &ngulo de inclinacién.
Concepcion en Medida relacionada con la derivada como la pendiente de la C
Calculo tangente a una curva, de una recta secante, o cémo razoén de cambio
instantanea para cualquier funcion (incluso una no lineal).
Propiedad Propiedad que determina si las rectas son paralelas o D
Determinante perpendiculares; propiedad con la que se puede determinar una
recta si se da un punto y su pendiente.
Propiedad constante y tinica para las rectas; "recta" o "rectitud" de L

Constante Lineal

una linea que no es afectada por la traslacion. Es una propiedad
constante, independiente de la region del grafico lineal que se esta
considerando, es decir que dos puntos cualesquiera determinan la
pendiente.

Nota: Adaptada de Nagle y Moore-Russo (2014) «Traduccién propia»
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Con base en las conceptualizaciones de pendiente, Moore-Russo vy
colaboradores se interesaron en identificar cudles predominan en profesores,
estudiantes y documentos curriculares. Los estudios de Hoffman (2015), Moore-
Russo et al. (2011), Mudaly y Moore-Russo (2011), Nagle et al. (2013) y Stump
(1999, 2001a, 2001b) se realizaron con distintas poblaciones, destacando la
norteamericana, y en diferentes niveles educativos. Por ejemplo, Nagle et al. (2013)
comparan las conceptualizaciones de pendiente que tienen los estudiantes y
profesores en nivel superior, apreciando que la conceptualizacion como indicador
de comportamiento fue sobresaliente en los estudiantes, contrario en la de los
profesores. De la misma manera, en los profesores es relevante la
conceptualizacidon de pendiente en la aplicacion a situaciones mundo real, no asi para
los estudiantes. Ademads, dicho estudio evidenci® un escaso razonamiento
covariacional en los estudiantes, el cual es base para entender y relacionar con las
conceptualizaciones de pendiente mas avanzadas como es en situaciones funcionales
y en calculo (Nagle et al., 2013).

En cambio, Hoffman (2015) encuentra la conceptualizacion que predomina
en los profesores de secundaria (grado 6-8) es como razon algebraica seguida de la
situacion mundo real asociada a objetos fisicos, encontrando escasa la
conceptualizacion trigonomeétrica, conceptualizacion en Calculo, propiedad determinante y
constante de linealidad. Por su parte, Cho y Nagle (2017) reportaron dificultades
procedimentales y conceptuales, asi como los errores con respecto a la pendiente
que manifiestan los estudiantes universitarios al trabajar con tareas rutinarias en

las que figuran algunas conceptualizaciones de pendiente.

En conjunto las investigaciones antes mencionadas, dan cuenta que la
conceptualizacion trigonométrica de la pendiente es muy poco comun en los
profesores y estudiantes norteamericanos. Este resultado es coincidente con lo que
encuentra Stanton y Moore-Russo (2012) y Nagle y Moore-Russo (2014) en el
curriculo estadounidense asi como en los estandares de matematicas, es decir, esta
conceptualizacion es a la que menos se hace referencia. De acuerdo con Nagle y
Moore-Russo (2013b), si se diera la vinculacion de la conceptualizacién razon
algebraica y la trigonométrica se tendrian mas oportunidades de fortalecer la
comprension de este concepto. ;Pero que hay al respecto en México?
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A continuacién presentamos tres exploraciones que se realizaron en el
contexto mexicano. El primero, con estudiantes recién egresados del bachillerato
en el 2017, el segundo con estudiantes recién ingresados a la universidad en el 2018
y, el tercero, explora el desarrollo de la pendiente en la curricula desde la
educacion primaria hasta la educacion bachillerato (1° al 12° grado). Los tres
estudios toman como marco referencial el conjunto de conceptualizaciones de

pendiente descritas anteriormente en la Tabla 1.

2.2 Las conceptualizaciones de pendiente en estudiantes de bachillerato?

En México, el estudio de las conceptualizaciones de pendiente es reciente. Sin
embargo, algunos trabajos de investigacion se han centrado en estudiar la razén de
cambio en estudiantes (Dolores et al., 2002; Dolores et al., 2017). Dolores-Flores et
al. (2018) reportaron que la ensefianza-aprendizaje de la pendiente prioriza lo
procedimental y el desarrollo de nociones conceptuales queda relegado a un

segundo plano.

Por otra parte, Garcia (2006) reporta que la instruccion del profesor influye
en el aprendizaje de sus estudiantes. Para el caso de la derivada encontré que su
ensefianza es meramente informativa y no explicativa, lo cual orilla a la
memorizacion y dificulta percibir su relacion de manera natural con la pendiente,
ya que el discurso del profesor se centra en indicar a los estudiantes sobre lo que
se emplea en cada situacidon que la involucre. Pdez, Guzman y Zambrano (2015)
reportan la practica de un profesor de 9 grado que se sustenta en recursos visuales
para dar justificaciones. Esto, impide mirar que una recta paralela al eje de las
abscisas tiene pendiente cero, ya que por la ausencia del angulo de inclinacion de
una recta horizontal y representar geométricamente la razon de cambio en la recta
dado dos puntos, el profesor dice que no tiene pendiente, sin embargo, emplea el
cero para representarla. Una vez que este reflexiona sobre su practica se da cuenta

de su error, empero el estudiante ya acepto la justificacion.

2 Este es un estudio que se encuentra postulado a un capitulo del libro “Investigacion e Innovacién en
Matemdtica Educativa en Guerrero” por Rivera y Dolores (2018).
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El caso que reportan Paez et al. (2015) es de un profesor que por el objetivo
de la investigacion pudo percatarse de su error, pero ;qué pasara con las
justificaciones de otros profesores? ;Qué conceptualizaciones tendran y cudles
estimularan en su practica docente? Garcia (2006) reportd que los estudiantes s6lo
reproducen lo que el profesor realiza y emplean lo que €l autoriza, entonces ;como
influyen sus conceptualizaciones en las que se forman sus estudiantes? ,EIl
profesor considera las conceptualizaciones de sus estudiantes cuando ensena el
concepto? Para responder a estas interrogantes es necesario una diversidad de
estudios sobre las conceptualizaciones de cada factor que influye en el proceso de
ensefianza-aprendizaje. Ademas, los estudios permitirian confirmar si hay otras
que aun no se han identificado y entender el papel que juegan éstas en la
enseflanza y aprendizaje de funciones lineales, funciones no lineales y el

comportamiento funcional, incluida la derivada (Stanton y Moore-Russo, 2012).

2.2.1 Objetivo

De lo anteriormente expuesto y a la escasez de los estudios en el nivel de
bachillerato, este estudio se plante6 como objetivo investigar las conceptualizaciones
de la pendiente que usan los estudiantes preuniversitarios en la resolucion de diversas
tareas que involucran el concepto. Se realizd con estos estudiantes, dado que han

tratado de manera formal el concepto de pendiente y razén de cambio.

2.2.2 Método

Una conceptualizacién de pendiente es considerada en el mismo sentido que
Hoffman (2015), como una representacion especifica del concepto de pendiente.
Para investigar qué conceptualizaciones de la pendiente usan los estudiantes, se
emplearon las once conceptualizaciones descritas en la Tabla 1 y se realizé una
entrevista semiestructurada basada en tareas con cada uno de los estudiantes.
Consideramos que ésta es apropiada, ya que permite conocer las ideas y
procedimientos matematicos que utilizan los estudiantes al resolver tareas (Goldin,
2000). Los participantes fueron 27 estudiantes voluntarios recién egresados del
Bachillerato (18-20 afios) y provenientes de diversas instituciones del Estado de
Guerrero, México del afo 2017. Cada entrevista en promedio tuvo una duracién de

60 a 90 minutos.
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Para la recoleccién de datos, se disefié y validé un instrumento conformado
por 16 tareas. La validacion permitié discriminar y asegurar que las tareas
permitieran el logro del objetivo, asi como recoger el nivel de partida requerido
para su resolucion. Se realizé con 6 estudiantes que se encontraban tomando un
curso de Calculo Integral en el Bachillerato, el cudl origind que se prescindiera de 3
tareas y el refinamiento en el planteamiento de 7. El instrumento final estuvo
integrado por 13 tareas, de las cuales 5 (tareas 4, 5, 7, 11, 13) fueron adaptaciones
de Hoffman (2015) y 8 disefiadas por los investigadores (ver Anexo A). Cada tarea
favorece el usos de al menos una de las 11 conceptualizaciones de la pendiente

reportadas en Moore-Russo et al. (2011).

Por otro lado, las tareas pueden agruparse en las que el término de
“pendiente” es explicito en el planteamiento y otras en las que no. En las tareas 2,
3,5, 6 y9; se pide de manera explicita, el cdlculo de la pendiente de: una escalera
(dadas sus dimensiones y otra dada el angulo de inclinacion); rectas (dada una en
el plano cartesiano; tres, dadas su ecuacién) y; la pendiente de una recta tangente a
una curva. El otro grupo de tareas no hace referencia al calculo de la pendiente,
sino al uso e interpretacion en diferentes situaciones, pero sin involucrar el término
“pendiente”. Por ejemplo, dar un criterio sobre la eleccién de una resbaladilla
menos peligrosa, eleccion de una funcidn lineal a partir de tablas de valores,
interpretacion de la pendiente expresada en porcentaje, comparacion de dos
razones de cambio, eleccion de rectas paralelas y perpendiculares dada su
ecuacion, identificacion de intervalos de crecimiento, de decrecimiento en una
curva, identificacion de las variables que estan en juego en una razén de cambio,
asi como el reconocimiento de que la pendiente de una recta no cambia al ser la

recta trasladada.

Para el andlisis de datos se transcribieron y leyeron todas las entrevistas y
mediante un andlisis comparativo de los argumentos y procedimientos realizados
por los participantes, se identificaron palabras claves o procedimientos que hacen
referencia a las conceptualizaciones descritas en la tabla 1. Cada investigador
revisd las grabaciones de video y leyeron las transcripciones escritas de cada
estudiante de manera independiente y realizé su respectiva codificacién. Cabe
mencionar que no se buscaban respuestas correctas, sino las representaciones
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asociadas a la pendiente que utilizaron los estudiantes. Por ejemplo, si el

estudiante utiliz6 la férmula m = % en alguna tarea, esta fue codificada como
2741

razén algebraica, si hizo referencia a la pendiente como el avance en x y avance en

y, este fue codificado como razén geométrica, etc.

Para determinar las conceptualizaciones que usaron los estudiantes, los
investigadores se reunieron y compararon su codificacion propuesta. Las
discrepancias fueron discutidas hasta que se llegdé a un acuerdo sobre la
codificacidn final de los datos. Esto permiti6 la confiabilidad de los resultados y
garantizd su validez, credibilidad y rigor, eliminando asi el sesgo de un unico

investigador.

2.2.3 Resultados

Para las tareas en las que el término “pendiente” fue explicito, 10 estudiantes
utilizaron la conceptualizacién razon algebraica, 11 emplearon la razén geométrica, 7
usaron coeficiente paramétrico, 2 hicieron referencia a la constante lineal, 4 a la
conceptualizacion trigonométrica, 1 a la de indicador de comportamiento, 1 a la
conceptualizacion en Cdlculo y 1 la empleé como propiedad fisica. La tabla 2 muestra
las frases claves o procedimientos que permitieron la codificacion para cada

conceptualizacion.

Tabla 2
Frases claves o procedimientos y ejemplos de algunas respuestas dadas por los estudiantes
para cada conceptualizacion de la pendiente

Conceptualizacién Frase clave o Ejemplo de respuesta (No. tarea)
(No. de estudiantes) procedimiento que
permitid la codificacion
Razon algebraica * Uso de la formula * Para calcular la pendiente se usa la férmula
Y2=Y1 Y2=Y1 : :
(10) — wx, Y Para eso me imagino el plano

cartesiano y los puntos son (0,0) y (6,2) (T. 2).
Elegimos dos puntos y para mas facil
tomamos los de las intersecciones y aplicamos
la féormula (T. 3y T. 9).
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Razoén geométrica
(11)

= Avance en x Yy avance

eny.
Desplazamientos en x
yeny.

Suponemos que este es x (sefala la base de la
escalera) y este es y (Sehala la altura de la
escalera) y vemos cuanto se movio en x y en y
y escribimos aqui y (se refiere al numerador) y
aqui x (se refiere al denominador), entonces es
2 que es equivalente a = (T. 2).

6 3

Coeficiente
paramétrico

?)

Es m en la ecuacion
y=mx+b

La pendienteesmeny = mx + b (T.6 y T.9).
Primero obtengo y = mx + b y la pendiente
es el nimero que acompana a x (T.9).

Constante lineal

()

Con cualquier par de
puntos puedo calcular
la pendiente.

La pendiente es la
misma para toda la
recta.

Dos triangulos
rectangulos
semejantes dan la
misma pendiente.

Para calcularla no importa que puntos tome, la
pendiente es la misma (T. 3).

Como es una linea recta la pendiente es tinica
(T.3).

No importa que tridngulos tome, la pendiente
siempre me va a dar la misma (T.3).

Concepcion
trigonométrica

(4)

La pendiente es la
tangente del angulo
de inclinacién.

La pendiente es tan 6.

El angulo es de 45° entonces tan 45° es 1,
entonces la pendiente es 1 (T. 5).
Sabemos que la pendiente es la tangente y la
tangente es cateto opuesto
adyacente (T.3).

sobre cateto

Indicador de

comportamiento

€]

La pendiente es
positiva y podemos
ver que va creciendo.

Si trazamos un plano cartesiano el angulo es
menor a 90° entonces la pendiente es positiva
y entonces va a ir creciendo (T. 2).

Concepcion en

La derivada es la

Buscamos la ecuacion de la curva y la

Calculo pendiente de la recta derivamos y asi obtenemos la pendiente de la
(@) tangente. tangente en ese punto (T.9).
Propiedad fisica Es la inclinacion que * La pendiente va a ser la inclinacion de la

o)

tiene la escalera

escalera que puede estar dada por el angulo
(T.2).

Cabe mencionar que algunos estudiantes utilizaron e hicieron referencia a

mas de una conceptualizacion de pendiente en algunas tareas, un ejemplo de ello

es el estudiante E24. En la tarea 3, E24 hace referencia a la conceptualizacion de

pendiente constante lineal y la trigonométrica, al calcular la pendiente de la recta. A

continuacion, se muestra el extracto de la entrevista, en el que las palabras en

cursivas en el texto permitieron la identificacion de una conceptualizacion.
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I: ;Cudl es la pendiente de la recta que se muestra en la figura 5? Explique

ampliamente como la obtiene.

E24: [Realiza los cdlculos que se muestran en la Figura 1], es uno.

I: ;Como le hiciste?

E24: La interseccion entre el eje de las equis y el eje de las ye, forman un
tridngulo rectangulo. Ese tridngulo tiene catetos de valores uno y uno, ya
nada mas calculé la tangente de este dngulo.

I: ;Por qué la tangente del angulo?

E24: Porque la tangente nos ayuda a calcular la pendiente de la recta, y
tangente es igual a cateto opuesto entre cateto adyacente [sefiala los
catetos en el triangulo que dibujo]. De hecho, se pueden tomar cualquier
tridngulo.

I: ;Y la pendiente es igual en toda la recta?

E24: Si, si yo trazo desde este punto, de esta manera [traza tridngulos, Figura 2]

siempre me da uno, puedo tomar cualesquiera dos puntos que me ayuden a

construir tridngulos y siempre me va a dar lo mismo.

Figura 2. Produccion de E24, conceptualizacion constante lineal.
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La conceptualizacion razon algebraica fue identificada por el uso de la

férmula m = i’z _zl, principalmente en las tareas 2 y 3. El estudiante E21, identifica
2711

las coordenadas de los puntos de interseccion con los ejes y los sutituye en la
férmula para calcular la pendiente (Figura 3) y al cuestionarle sobre otra forma de

obtener la pendiente declara que es la tinica forma que conoce.

Fig. 5

=
N v e e e &

/1011:4557;1'
1

Figura 3. Producciéon de E21, conceptualizacion razén algebraica

La tarea 2, se da en un contexto no matematico, es decir no se da un plano
cartesiano y se pide calcular la pendiente de una escalera dada la medida de su
base y su altura. Solo 2 estudiantes transfieren la situacién al plano cartesiano y
aplican la féormula. A continuacion se muestra el extracto de la entrevista realizada
a E12.

I: Todos los dias Don Tofo tiene que subir las escaleras para llegar a la entrada
de su oficina. Con base en los datos dados en la Fig 4, ;Qué pendiente tiene
la escalera?

E12: Bueno, aqui no aparece en un plano, pero podemos imaginarlo

I: ;Para qué necesitas el plano?

E12: Para poder aplicar la férmula de la pendiente y bueno si suponemos que este
cero es el origen, entonces este lado es como si fuera el eje equis [senala la
base] y este como si fuera el eje de las ye [sefiala la altura]

I: ah ok, ;y entonces?

E12: entonces si trazamos una linea imaginaria por encima [sefala con el dedo
una recta que une el inicio con el final de la escalera] podemos tener los
puntos cero coma cero y el punto seis coma dos y entonces ye dos menos ye uno
entre equis dos menos equis uno es igual a dos menos cero entre seis menos cero'y
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[escribe sus operaciones y susurra sus calculos, Figura 4] ... es uno entre
tres, o sea un tercio.
I: ;y eso que significa?

E12: no sé, sdlo me sé de memoria la férmula.

Figura 4. Producciéon de E12, conceptualizacion razon algebraica

La conceptualizacidn coeficiente paramétrico fue empleada por los estudiantes
con mayor frecuencia en la tarea 6, en la cual se dieron ecuaciones de rectas, en su
forma general y su forma ordinaria. Sin embargo, E18 también la usa para resolver

la tarea 9, tal como se muestra en el extracto de la entrevista.

I: Calcula la pendiente de la tangente a la curva en el punto A.

E18: Uhmm...ya nos dan la tangente.

I: ;Lo podrias determinar a partir de la grafica?

E18: [Realiza conteo de cuadritos y escribe...]

I: ;Qué estas haciendo ahi?

E18: Tratando de sacar una ecuacion para la recta

I: Ah ok, y ;ya con eso vas a sacar la pendiente?

E18: Aja... [Concluye que es y = 3x + 4] bueno seguin yo, ya saqué la ecuacion
y si es que estoy bien, su pendiente es 3.

I: ;Por qué?

E18: Porque cuando tenemos esta ecuacion [sefiala y = 3x + 4], de la forma ye
igual a eme equis mas be, la pendiente es el niimero que acomparia a x.

De los 27 participantes, solo 8 reconocen a la pendiente como m o a en la
ecuacion de la recta dada en su forma ordinaria. Otros 3 estudiantes no lo tienen
totalmente claro pues consideran que mx es la pendiente o generalizan que el valor
del nimero que acompana a x es la pendiente, tal como también lo encuentra

Birgin (2012). La conceptualizacion de la pendiente como indicador de
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comportamiento se identificd en un estudiante que hizo referencia a distinguir entre

la pendiente es positiva o es negativa, tal como en Nagle et al. (2013).

Por otro lado, cuando resuelven las tareas en las que no aparece
explicitamente el término “pendiente”, la conceptualizacion que mas usaron los
estudiantes fue como propiedad fisica seguida de la conceptualizacidon constante
lineal. Esta conceptualizacidn aparecio con mayor frecuencia en la tarea 7 y la tarea

1, tal como se muestra en la Tabla 3.

Tabla 3
Frecuencia de las conceptualizaciones usadas en las tareas que no aparece explicitamente el

término “pendiente”

No. Tarea A G F R B P PC T C D L

1. Resbaladilla menos peligrosa. o 1 0 0 0 22 0 1 0 0 O

4. Tabla que corresponde aunafuncion 0 0 1 0 0 O 3 o 0 0 9
lineal.

7. Interpretacion de 12% en una calle e o 0 1 0 1 3 0 o 0 0 O
interpretacion de una tuberia con
una pendiente de 2%.

8. Seleccion de recta paralela 'y o 0 o0 0 2 O 0 0o 0 6 0
perpendicular a una dada.

10.Correspondencia de razones de o 2 2 0 2 8 0 o 0 0 O
cambio descrita con su grafica.

11.Intervalos de crecimiento y o 0 0 0 2 0 0 o 1 0 O
decrecimiento.

12. Interpretacion de una situacion 0o 2 5 0 0 8 1 0o 0 0 0

dadas dos gréficas que representan
el llenado de una cubeta.

13. Dada una funcion lineal, ;qué pasa 0 1 0 0 4 6 3 0 0 6 8
si se cambia el término
independiente o si la recta es
traslada a un punto (x, y)?

Por ejemplo, la tarea 1 estuvo planteada de la siguiente manera: De acuerdo

con tu opinion, ;Qué resbaladilla es la menos peligrosa para un nifio de 6 afnos?
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Se encontro que 24 estudiantes se basaron en atributos de la pendiente como

propiedad fisica para la eleccién de la resbaladilla, es decir, que de acuerdo con

Moore-Russo et al. (2011) y Mudaly y Moore-Russo (2011) esta conceptualizaciéon

se caracteriza porque hacen referencia a la propiedad de una recta y es descrita por

expresiones como grado, inclinacion, empinado, etc. En este caso, hicieron alusion

a la inclinacion y con menor frecuencia se atribuye su eleccion al dngulo (5

estudiantes), seguido del término de pendiente (3 estudiantes) con expresiones

como mayor pendiente o menor pendiente. Los estudiantes que involucraron a la

pendiente en esta situacion, E24 y E12, usan la conceptualizacion trigonométrica y la

de razon algebraica respectivamente, para decidir cudl tiene menor pendiente tal

como se muestra en la Figura 5 y Figura 6.
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Figura 6. Produccion de E12, uso de la conceptualizacion razon algebraica como =
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Para el caso de la pendiente como determinador de la relaciéon entre dos
rectas, es decir para decidir si dos rectas son paralelas o perpendiculares, se
encontrd que 6 estudiantes tienen presente a la pendiente como determinador de
paralelismo y 4 para la perpendicularidad. Se identifico el uso de esta
conceptualizacién cuando es sus procedimientos o argumentos aparecen
expresiones como son paralelas si las pendientes son iguales, son perpendiculares si el
producto de sus pendientes es menos uno o las pendientes son reciprocas y de signos

contrarios. Por ejemplo, veamos el extracto de E1

I: De la lista que se da a continuacion, selecciona la que sea perpendicular o la
que sea paralela a la recta y = x + 1. ;Sabes cudles son las rectas paralelas
y cudles son las rectas perpendiculares?

El: si

I: Me puedes decir, por favor

E1: las perpendiculares son las que forman entre si un dngulo recto, 90 grados,
es decir que se cortan y las paralelas son las que por mas que se
prolonguen pues nunca se van a cortar, o sea que la misma distancia es la
que van a ir teniendo a lo largo de su longitud.

I: bien, y aqui como decidirias cudl podria ser paralela o perpendicular a la
rectay=x+1

E1: uhmm, yo sé que se despeja de una manera para tener lo que es eme y ya
teniendo estas [sefala la m], las multiplicas entre si, por ejemplo, tienes
eme uno y eme dos, y las multiplicas entre si y si te da menos uno eso quiere
decir que es perpendicular.

I: ;y por qué?

E1: no sé porque funciona, pero en la escuela eso me ensefiaron, que al
multiplicar las pendientes me tiene que dar menos uno y si las pendientes son
iguales entonces van a ser paralelas.

I: ah ok...

El: aunque también las podriamos graficar, pero seria mas trabajo, yo usaria

las pendientes.

Para conocer la conceptualizacién que predomina en su definicion de la
pendiente, en la tarea 2, donde aparecid el término por primera vez de manera

explicita, se les preguntd sobre lo que se le venia a la mente cuando escuchaban el
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término y en la parte final de la entrevista se les pidi6 que dieran una definiciéon de
lo que entendian por la pendiente. No hubo mucha diferencia, la conceptualizacion
que se manifesto fue propiedad fisica por lo que mencionaron expresiones como: La
pendiente es la inclinacion, es el grado de inclinacion, es un desnivel, es la inclinacion de la
recta, es el dngulo de inclinacion, es una subida o una bajada. S6lo un estudiante al final
complementa su definicién afirmando que la pendiente es la razén de cambio y
ejemplifica con la velocidad, por lo que esto ultimo hace referencia la

conceptualizaciéon de la pendiente como propiedad funcional.

Por otro lado, si bien es cierto no se centré en mirar si las respuestas o las
ideas puestas en juego por parte de los estudiantes eran correctas, sino mas bien lo
que utilizaron para resolver las tareas y en ellas identificar las representaciones que
hicieran de la pendiente. De manera que se encontré que 22 estudiantes
representan a la pendiente como la recta o segmento de recta, por lo que el uso del
teorema de Pitdgoras permitio calcular la pendiente, tal como se muestra en la

Figura 7.

Fig. 4 i |

Figura 7. La pendiente como recta o segmento de recta

Cabe mencionar que incluso algunos estudiantes que wusan las
conceptualizaciones razon geométrica, razon algebraica y coeficiente paramétrico para
calcular la pendiente, al interpretar su resultado lo asocian al valor de la longitud
de la recta o segmento de recta, es decir también la conceptualizan como la recta.
Para otros, la pendiente es el punto de corte con alguno de los ejes cartesianos, es
decir que si la recta corta en el eje y en 3, entonces la pendiente es 3. Algunos
participantes consideran como sinénimos pendiente e inclinacion, de manera que

asocian al angulo como el valor de la pendiente.
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2.2.4 Conclusiones

El proposito de este estudio fue investigar qué conceptualizaciones de la pendiente
usan los estudiantes al resolver diversas tareas que la involucran. Se encontré que
los participantes de este estudio usaron la de propiedad fisica, constante lineal, razon
geométrica, razon algebraica y coeficiente paramétrico. En su minoria, usan la pendiente
como propiedad determinante y como indicador de comportamiento. S6lo 2 estudiantes

usan la conceptualizacion en Cdlculo y la trigonométrica.

La conceptualizacion de la pendiente predominante fue la de propiedad fisica,
lo cual es correspondiente con la definicién que dan para la pendiente, es decir,
para ellos la pendiente es la inclinacion o el grado de inclinacion de una recta. Este
resultado es coincidente con lo que encontré6 Hoffman (2015) en profesores de
secundaria, ya que, para ellos, la conceptualizacién de la pendiente como propiedad
fisica pesa mas en su imagen conceptual que tienen acerca de ella. Con una menor
frecuencia los estudiantes emplearon las conceptualizaciones de la pendiente como
razén geométrica y razon algebraica, pero para el caso en que figuraba el término
“pendiente” en el planteamiento de las tareas. Este resultado es consistente con lo
que encuentran Nagle et al. (2013) en estudiantes de cdlculo avanzado y Walter y
Gerson (2007) y Stump (1999) en estudiantes de secundaria. El uso de estas
conceptualizaciones es proveniente de la definiciéon de pendiente que se presenta
en los libros de texto, y posiblemente del tratamiento que el profesor da a este
concepto. Por un lado, parece ser que la instruccion de la pendiente se enfatiza mas
en un sentido procesal y menos conceptual, y por otro lado, que la imagen propia
que tiene el profesor del concepto es posible que no la explote en su practica

docente (Nagle y Moore-Russo, 2013a).

La conceptualizacion trigonométrica y la de Cdlculo son menos recurridas por
los estudiantes preuniversitarios, situacion similar a lo que ocurre en el contexto
norteamericano tanto en profesores como las que se promueven en su curricula
(Hoffman, 2015; Moore-Russo, et al., 2011; Nagle y Moore-Russo, 2013a; Nagle y
Moore-Russo, 2014; Nagle, Moore-Russo y Styers, 2017; Stanton y Moore-Russo,
2012). La pendiente conceptualizada como propiedad funcional, es decir como una

razon de cambio constante fue utilizada esporadicamente por los estudiantes,
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resultado contrario a lo que encuentran Nagle et al. (2013) en los profesores de
educacion superior, quienes reconocen a la pendiente como una propiedad
funcional y que se aplica a situaciones del mundo real, ademas de desempefiar un
papel integral en el desarrollo de los conceptos clave de calculo. Si bien es cierto,
los resultados son comparados con profesores y ademds de otro contexto, habria
que preguntarse qué pasa con los profesores mexicanos, ya que Byerley y
Thompson (2017) suponen que, si el profesor tiene una riqueza de significados, asi
como de una comprension mas conceptual, permitird que también sus estudiantes
sean capaces de establecer redes de conexiones entre los conceptos, en este caso
entre el conjunto de conceptualizaciones que se tenga acerca del concepto de

pendiente.

Por otro lado, los estudiantes (10) que manifestaron en un inicio no recordar
como calcular la pendiente, resuelven las tareas auxilidndose del triangulo
rectdngulo y recurriendo al teorema de Pitdgoras o a las razones trigonométricas,
como consecuencia de tener conceptualizada a la pendiente como la recta o mas en
particular la hipotenusa del tridngulo rectangulo, resultado que también segun
Byerley y Thompson (2017) ocurre en algunos profesores. Asimismo, el recordar
que la pendiente se involucra en la expresion y = mx + b, asocian directamente al
valor de b que graficamente es la interseccion con el eje y, tal como también lo

encuentra Birgin (2012).

Los resultados de este estudio, una vez mas confirman aun la presencia de
la dificultad de interpretar a la pendiente como una razén de cambio en
situaciones variacionales, ya que las conceptualizaciones que utilizaron los
estudiantes estdn mas relacionadas con el sentido geométrico de la pendiente. El
concebir a la pendiente como la hipotenusa o como la misma recta puede llegar a
ser un obstaculo para cuando ésta se quiera conectar con situaciones variacionales.
Esta informacion es de utilidad para el profesor ya que debe considerarla en su
practica docente al momento de ensefiar este concepto y subsanar las ideas que ha

futuro pudieran obstaculizar su conexion con otros conceptos.
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2.3 Las conceptualizaciones de pendiente en estudiantes universitarios®

Este estudio, al igual que el anterior es de corte exploratorio y continua en la linea
de investigacion marcada por Stanton y Moore-Russo (2012) sobre estudiar
diferentes poblaciones y niveles educativos de otros paises y tener un panorama
mas amplid sobre el conocimiento de pendiente que alcanzan los estudiantes hasta

su educacion bachillerato.

2.3.1. Objetivo

El objetivo del estudio fue identificar las conceptualizaciones de la pendiente que
evidencian los estudiantes universitarios al discutir y resolver tareas relacionadas con este

concepto.

2.3.2. Método

La investigacidn es cualitativa y exploratoria. Para la recoleccion de datos se utilizd
una entrevista basada en tareas, en el sentido de Goldin (2000). Para identificar las
conceptualizaciones de la pendiente que evidencian estudiantes universitarios se
utilizé6 una Entrevista Basada en Tareas y las once conceptualizaciones de la
pendiente descritas en la Tabla 1. Una Entrevista Basada en Tareas puede ser
estructurada o semiestructurada y requiere de una interaccion minima entre un
sujeto (el que resuelve la tarea) y un entrevistador (el que pregunta), donde el
sujeto habla durante, o inmediatamente después, de resolver una tarea (pregunta,
problema, actividad) evidenciando asi, su conocimiento, su comportamiento y

razonamiento en la resolucion de la tarea (Koichu y Harel, 2007).

Los participantes fueron 21 estudiantes (doce hombres y nueve mujeres),
cuyas edades varian entre diecisiete y dieciocho afios. Recientemente, habian
culminado sus estudios del Preuniversitario en diversos Subsistemas Educativos
ubicados en diferentes regiones del Estado de Guerrero, México. Todos obtuvieron
un promedio en matemadticas mayor a 8 y habian tomado los cursos de Geometria

Analitica y Calculo. Todos estaban legalmente inscritos a la Licenciatura en

3 Rivera, M. I, Salgado, G., Dolores, C. (2019). Explorando conceptualizaciones de la pendiente en
estudiantes universitarios. Bolema. 33(65), 1027-1046.
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Matematicas y se encontraban tomando un curso propedéutico introductorio en el

2018, el cual tenia una duracion de 8 horas diarias durante cuatro semanas.

Las tareas que integraron el protocolo empleado en esta investigacion son el
resultado del trabajo en conjunto de los investigadores de este estudio. Para su
elaboracion se consideraron los resultados de diversas investigaciones (Mudaly y
Moore-Russo, 2011; Nagle et al, 2013; Stump, 1999, 2001a, 2001b) que han
explorado las conceptualizaciones de pendiente en estudiantes y/o profesores.
También, se revisaron cinco libros de texto sugeridos en documentos oficiales del
Preuniversitario (Salazar, 2010; Cuellar, 2010; Mazon, 1997; Mora y Rio, 2009;
Contreras et al., 2009). La revisién de los libros se debié a que es uno de los
antecedentes académicos inmediatos que han sido pieza fundamental en la
formacién de los estudiantes que aspiran a realizar sus estudios universitarios.
Permitid a los investigadores conocer la demanda cognitiva requerida para trabajar
el concepto de la pendiente en ese Nivel Educativo. Esto fue de suma importancia
para el disefio de las tareas, dado que los participantes son de recién ingreso a la
universidad y en el momento de la recoleccion de datos, no habian tomado un
curso de matematica superior. Esto ayudd que las tareas disefiadas fueran

asequibles para los estudiantes.

El protocolo inicial se conform6 por trece tareas. Para ganar rigor y
confiabilidad en los datos, se validé con diez estudiantes que se encontraban en 12°
grado del Preuniversitario. Para la validacion también se utilizo la Entrevista
Semiestructurada Basada en Tareas, cada entrevista estuvo a cargo de un
investigador, misma que fue videograbada para su posterior andlisis. En esta fase,
el entrevistador planted la tarea y pidi6 al estudiante platicar sus ideas y
procedimientos empleados durante la resolucion. En esta interaccion, si el
entrevistador detectaba una frase o procedimiento clave para los objetivos del
estudio, realizé preguntas auxiliares como: ;por qué lo hiciste asi?, jconoces otra via de
solucion?, ;a qué te refieres con este término?, jpor qué utilizaste esa formula? etc., con la

intencién de profundizar en los razonamientos empleados.
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La validacion permitié6 discriminar y asegurar que las tareas fueran
congruentes con el objetivo, asi como recoger el nivel de partida requerido para su
resolucion. De esta manera, se prescindid de dos tareas y el refinamiento en el
planteamiento de 8. De modo que, el protocolo final se integrd por once tareas que
involucran diversas representaciones de la pendiente (ver Anexo B), de las cuales
una fue adaptada de Mudaly y Moore-Russo (2011) y dos de Stump (1999).

Los datos fueron recolectados en las instalaciones de la Unidad Académica
de Matematicas adjunta a la Universidad Auténoma de Guerrero, en la ciudad de
Chilpancingo de los Bravo, México. Las entrevistas se realizaron en tres cubiculos
por tres investigadores involucrados en el estudio. Cada entrevista tuvo en
promedio una duracion de 90 minutos. Fueron videograbadas (con previa
autorizacion de los participantes) con la finalidad de captar: evidencia escrita,
movimientos kinestésicos empleados, evidencia verbal etc. La entrevista gir6 en
torno al protocolo proporcionado al estudiante y preguntas auxiliares (;por qué lo
hiciste asi?, jconoces otra via de solucion?, ;a qué te refieres con este término?, ;por qué

utilizaste esa formula?), a fin de conocer a detalle su razonamiento.

Para el andlisis de los datos se digitalizaron las producciones escritas y
transcribieron las entrevistas en el procesador de texto (Microsoft Word). La Figura
8 muestra el diseno de la tabla que se utiliz6 para registrar el analisis individual de
las producciones de los estudiantes. En ella, se registr6 con una X la

conceptualizacion identificada en cada tarea.

Estudiante Conceptualizaciones

R
Tareas (Tn) A|G|F B|P|PC|T|C|D|L
Re | Rr

T1
T2
Ts

Tu
Figura 8. Ejemplo de la tabla empleada para el andlisis de los datos por estudiante
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Para registrar el andlisis individual, cada investigador reviso y contrasto la
evidencia digitalizada y las transcripciones de las entrevistas, a fin de identificar
frases o procedimientos empleados por los estudiantes en cada tarea. De este
modo, establecié codigos asociados a la descripcion de cada conceptualizacidon de

la pendiente sefialada en el Tabla 1.

Para determinar las conceptualizaciones de la pendiente que manifiestan los
estudiantes, los investigadores se reunieron y en conjunto, compararon y
discutieron las codificaciones propuestas por cada uno. En caso de algun
desacuerdo, se discutieron las posturas hasta llegar un consenso y decidieron el
tipo de conceptualizacidn presente. Esto permitio la confiabilidad de los resultados
y garantizo su validez, credibilidad y rigor, eliminando, asi, el sesgo de un tinico
investigador.

2.3.3. Resultados

De los andlisis y la triangulacion realizada por los investigadores, se
determinaron los cddigos asociados a la descripcion de cada conceptualizacion, los

cuales se muestran en la Tabla 4, permitiendo, asi, la categorizacion.

Tabla 4

Codigos asignados a la descripcion de cada conceptualizacion

CONCEPTUALIZACION DESCRIPCION DE LOS CODIGOS
P1: Se asume el valor de la pendiente como el angulo de inclinacion.
Propiedad Fisica (P) P2: La pendiente es descrita empleando términos como: empinamiento,

inclinacion o grado de inclinacion.
Ps: Emplea algtn brazo o alguin objeto (lapiz, regla, cuaderno, etc.)
para simular la inclinacion.

Y2—V1
X2—X1

Ax: Utiliza la formula para calcular la pendiente a partir de las

coordenadas de dos puntos en el plano.
A2: Cuantifica y utiliza los cambios Ax y Ay para obtener la pendiente.
As: Calcula diferencias y obtiene la razén de cambio.

Razén Algebraica (A)

Propiedad Determinante  Di: Rectas paralelas tienen la misma pendiente.
(D)
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PCu: El valor numérico de la pendiente estd dado por el nimero que

Coeficiente Paramétrico acompafia la x en la ecuaciéon y = mx + b.
(PC) PCa: El valor numérico de la pendiente es el valordemeny —y, =
m(x — x,).
PCs: 1a pendiente en la ecuacién de la forma ax + by + c = 0esm = —%

Situacion Mundo Real- ~ Rei: La pendiente es la subida o bajada.
Situacién Fisica (Rr) Re2: La pendiente es un techo inclinado.

Li: Al trasladar una recta en el plano la pendiente se conserva.
Constante Lineal (L) L2: Dada la grafica de una recta se puede tomar cualquier pareja de
puntos y la pendiente sera la misma.

Gi: Representa la pendiente de la recta a través de aumento en y
Razén Geométrica (G) cuando x aumenta su valor en 1.
G2: Representa la pendiente de la recta a través de desplazamientos
verticales y horizontales.

Indicador de Bi: Si la pendiente es positiva la recta es creciente y si es negativa
Comportamiento (B) entonces es decreciente.
B2: La pendiente es cero si la recta es constante.

En la Tabla 5 se muestran los codigos asociados a las conceptualizaciones
evidenciadas por los estudiantes en cada tarea. Los nombres utilizados son

pseudonimos que permiten identificar a cada estudiante.

Tabla 5

Cédigos asociados a las producciones de los estudiantes por tarea

Estudiante Tareas
T1 T: Ts Ta Ts Ts T Ts To To Tu
Emanuel A1 P1 D1 P: P, Pz As B2 P: P:
Diana A1 P, Lo P P As B2 PC: P: P2
Ps
Lorenzo A1 P Pi Re1 As P1 P1
Yareli PCi, PC;, D1 PC2 PCi Py, Ps As B2 PCs, P: L1
PGC;, G2 B1
Miguel A1, Gi D: G, PG P P,Ps  As B2 PC: Pr Dy, L:
Ds
Francisco Al P, A1 PCi P, Ps Rr1 As P2 Al Al Al
Ps
Armando Ax P Pi Re1 As P1
Ilse Al P P P B Pi, Ps
Azurym A1, PG, D1 D: PG P P2, Ps B2 PC: P: P:
L2
Josué P, Ps  As
Alejandra Ax Ds A1 PG Pi Pi As P: P: P1
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José Ax PC: A P P As P2 PCy P: D1

Juan A2 D1 PCa P Re1 As P2 P:
Axel P, Ps As P: P:
Andrea P P P As P:
Alan Al D A1 PG Py, Re1 As P, Pr Dy L
P2, Ps P2
Adelina P1
Elena P P P P2, Ps P: P:
Luis Rr2 Re1 As P1
Alma Ai
Jesus Ps P

Para explicitar los elementos utilizados en la determinacion de las
conceptualizaciones de cada estudiante, tomamos como ejemplo el caso de Miguel,

ya que evocd mds conceptualizaciones en la resolucion de las once tareas.

Miguel evidencié siete conceptualizaciones de la pendiente: Razdn
Algebraica, Razén Geométrica, Propiedad Fisica, Coeficiente Paramétrico, Propiedad
Determinante, Constante Lineal e Indicador de Comportamiento. Para fundamentar esta
declaracion a continuacion se muestra el analisis realizado a sus producciones.
Para obtener la pendiente de una recta dada en un plano graduado, Miguel
identifica las coordenadas cartesianas de dos puntos por donde pasa la recta y

emplea la formula algebraica m = %(A). Su respuesta la representd como
2741

desplazamientos verticales y horizontales en la grafica (G), tal como se observa en

la Figura 9.

T'area 1. Obtenga la pendiente de la recta /; de todas las formas que usted conozca,

Figura 9. Conceptualizacion Razon Algebraica y Razon Geométrica en los procedimientos
de Miguel
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Para la comparacion de las pendientes de tres techos situados en una casa,
Miguel se apoya del criterio de paralelismo, es decir: si dos o mds rectas son paralelas
entonces sus pendientes son iguales (D). Este criterio también fue utilizado en la
resolucion de las tareas 3 y 5 para argumentar la posibilidad de que a partir de la
grafica de una recta existen otras que tienen la misma pendiente (D), y argiiir que
la traslacién de una recta en el plano no afecta el valor numérico de su pendiente
(L).

Por otra parte, para graficar una recta a partir de un punto dado y su
pendiente (positiva), Miguel parte del punto e interpreta y representa la pendiente
como aumento en y producido por un aumento en x (G). Para identificar una
funcion lineal a partir de una tabla numérica, construye la expresion algebraica que
describe el comportamiento de dichos valores y la compara con la forma de la

ecuacion de la recta y = mx + b (PC).

Para la comparacion y el establecimiento de la relacion entre las pendientes
de dos rectas dadas en planos no graduados, tarea 5 y 10, Miguel asume al angulo
de inclinacién como la pendiente de una recta (P). De manera que si una recta tiene
mayor angulo, entonces su pendiente es mayor (Figura 10) y que al duplicar su
angulo de inclinacidon entonces su pendiente se duplica. Esta postura persistio
incluso cuando interpret6 una sefializacion vial relacionada con la pendiente de un
camino, en sus argumentos incorpord movimientos kinestésicos, usando sus

brazos para describir una subida (P).

Tarea 5. La profesora present6 la grafica de dos rectas y pidié a sus alumnos que mencionaran al
menos una diferencia entre ellas. Carla sefial6 que la pendiente de /; es mayor que la pendiente de /.
al respecto, Juan comenté que no compartia la opinion de Carla.

a) ¢ Qué cree que podria estar pensando cada alumno?

b) ;Quién cree que tenga la razén y por qué?

< s \o
) Pend entt

Figura 10. Ejemplo de la Conceptualizacién Propiedad Fisica en los procedimientos
de Miguel
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Al resolver una tarea que involucraba una situacion expresada en lenguaje
comun en la que se requeria la identificacion y el cdlculo de una razén de cambio
constante, Miguel realiza cdlculo de un cociente de diferencias (A) misma que

asocia con una constante, pero no la interpreta como una razén de cambio.

Miguel no evidencié la conceptualizacion en Cilculo, ya que para él la
pendiente es una caracteristica propia de la recta y no de una curva (por ej.,
parabola). Esta idea la manifesté cuando se le presentaron cuatro graficas (tres
rectas y una parabola) y se le pidié que eligiera cudl de ellas podria tener una
pendiente de 2. Sus argumentos se centraron en que por la ubicacion de las rectas
en el plano estas tendrian pendientes positivas, negativas o cero (B). Tal como se

muestra en el extracto de la entrevista.

Entrevistador: Para ti, ;Cudles de las graficas podrian tener pendiente dos?

Miguel: Para mi, ninguna.

Entrevistador: ;Por qué?

Miguel: Uhmm, la primera tiene pendiente negativa y no puede ser dos.

Entrevistador: ;Como sabes que es negativa?

Miguel: Es que se ve que tiene un angulo de inclinacién mayor a noventa grados,
esto hace que su pendiente sea negativa, la segunda tiene pendiente
positiva su angulo es menor a noventa grados, pero su pendiente supera a
dos, la tercera no puede tener pendiente dos ya que es horizontal y por eso
su pendiente es cero.

Entrevistador: ;Y qué ocurre con la cuarta grafica?

Miguel: La tltima no es una recta, que yo sepa la pendiente es para las rectas. No sé si
podria sacarle la pendiente a ésta [sefala con su lapiz la grafica de la parabola]

De las producciones de Miguel se destacd que, al confrontarse con la grafica
de una recta, describe su pendiente en términos del dangulo de inclinacién, mientras
que cuando la informacién dada es la ecuacion de la recta (Tarea 11), asocia la
pendiente directamente con el nimero que acompafia la x en y =mx+b.
Finalmente, las conceptualizaciones que no evidencio fueron: Trigonomeétrica,

Propiedad Funcional, Situacion Mundo Real y la de Calculo.

De manera general, se encontré que los estudiantes evidenciaron de una a
ocho conceptualizaciones entre las cuales se identificaron: Propiedad Fisica, Razon
Algebraica, Propiedad Determinante, Constante Lineal, Coeficiente Paramétrico, Razon
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Geométrica, Indicador de Comportamiento y Situacion Mundo Real- Situacion Fisica. En
la Tabla 6 se muestra cuantas y cudles conceptualizaciones se identificaron en cada
estudiante. En esta aparece una X», donde n representa el nimero de tareas donde

fue identificada la conceptualizacion.

Tabla 6

Conceptualizaciones de pendiente en estudiantes universitarios

Estudiante Conceptualizaciones Nuam. de
A G F R B P PC T C D L conceptualizaciones
Rr  Rr
Emanuel X2 X1 Xs Xi 4
Diana Xa X1 Xs Xi Xa 5
Lorenzo X2 Xi X4 3
Yareli X1 Xu X2 X2 X3 X1 Xi 7
Miguel X2 X2 X1 X5 X Xs Xi 7
Francisco Xe Xi Xs Xi 4
Armando X2 X1 Xs 3
Ilse X1 X1 Xa 3
Azurym X1 X1 Xa X3 X2 Xa 6
Josué X1 Xi 2
Alejandra X3 Xs X1 X1 4
José Xs Xe X2 Xi 4
Juan X2 X1 Xs Xa X1 5
Axel X1 Xs 2
Andrea X1 Xa 2
Alan X2 X1 Xs Xi X2 X1 6
Adelina X1 1
Elena Xe 1
Luis X1 Xa X1 3
Alma X1 1
Jesuis X2 1

2.3.4. Discusion y Conclusiones

Nuestros resultados describen que los estudiantes tienen un conocimiento limitado
sobre las diversas representaciones de la pendiente, ya que aproximadamente el
52% evidenciaron entre una y tres conceptualizaciones, de las cuales la Propiedad
Fisica y la Razén Algebraica fueron las que mds emplearon en la resoluciéon de las

tareas. SO6lo el 9.5% evidenciaron siete  conceptualizaciones. Las
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conceptualizaciones Propiedad Funcional, Trigonométrica, Cdlculo y Situacion mundo
real en su categoria de situaciones funcionales estuvieron ausentes en las

producciones de todos los estudiantes.

El 95% de los estudiantes utilizaron la pendiente como el angulo de la
inclinacion de una recta. Cuando se involucraron en una tarea que requeria de
interpretar la subida de un camino en términos de su pendiente, a través de una
sefializacién vial, utilizaron frases como empinamiento e inclinacion como
equivalentes a la pendiente, algunos realizaron movimientos kinestésicos,

empleando sus brazos u objetos (1apiz, regla, cuaderno etc.).

Estos resultados son comprensibles, ya que segun Cheng y Sabinin (2008)
las personas comienzan a aprender acerca de la pendiente a través de la inclinacion
de objetos en la vida cotidiana, como: rampas, escaleras, resbaladillas, calles,
cerros, techos de casas etc. De este modo, los estudiantes pueden visualizar el
concepto matematico de pendiente sin depender de ninguna habilidad
matematica, como usar una razon o calcular un limite (Deniz y Kabael, 20173,
2017b; Nagle y Moore-Russo, 2013b). Sin embargo, el que los estudiantes
interpreten la pendiente como el dangulo no debe considerarse una idea erronea
(Rasslan y Vinner, 1995), ya que este es un aspecto importante de la pendiente y de
acuerdo con Zaslavsky et al. (2000) ensefar a los estudiantes a ignorarlo o tratarlo

como irrelevante no contribuye a la comprension del concepto.

El reconocimiento de la pendiente como Coeficiente Paramétrico se produjo en
el 43% de los estudiantes al identificarla como m en la ecuacion de la recta y =
mx + b la cual referenciaron como: el nimero que acompana a la x en la ecuacion,
el coeficiente de x, la constante que acompana a la x. Incluso, algunos hicieron
referencia a su valor numérico como m en la ecuacién y —y; = m(x —x;) y una

minoria como m = —% en la ecuaciéon de la forma ax + by + ¢ = 0. E1 90% de los

estudiantes desconocian la interpretacion geométrica del concepto, evidenciando
una comprension limitada del concepto de pendiente y su vinculo con una funcion

lineal, resultado parecido a lo que reporta Birgin (2012).
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Asimismo, la desconexién entre la pendiente y razén de cambio fue
evidente en este grupo de estudiantes, ya que ninguno manifesto la
conceptualizacion en Cadlculo. Este resultado puede ser producto de su instruccion,
probablemente porque sus profesores no propician este vinculo o los miran como
conceptos aislados. Stump (1999) y Nagle et al. (2013) muestran resultados en

profesores estadounidenses que respaldan nuestra hipdtesis.

Asimismo, Dolores-Flores et al. (2018) en estudiantes de Bachillerato vy,
Teuscher y Reys (2012) en estudiantes de Calculo Avanzado, encuentran la misma
desconexion. Esto implicd que los estudiantes al confrontarse con una tarea que
requeria de reconocer si una parabola podia tener una pendiente de 2, la totalidad

de los estudiantes manifestaron que la pendiente solo se podia calcular en rectas.

Los participantes previamente habian sido instruidos en los cursos de
Geometria Analitica y Trigonometria en el Preuniversitario, nivel académico en el
cual los Programas de Estudio sugieren como punto de partida el tratamiento de la
pendiente de una recta como la tangente de su angulo de inclinacién. Sin embargo,
nuestros resultados evidenciaron que ninguno evocd la conceptualizacion
Trigonométrica en sus procedimientos y argumentos. Esto nos hace suponer que en
su instruccion existe una desconexion entre la definicion de la pendiente como la

tangente trigonométrica de su angulo de inclinacién y el cociente % Este
2741

resultado en particular es similar a lo encontrado por Stump (2009) y Nagle y
Moore-Russo (2013a) con profesores.

Si bien, los criterios de paralelismo y perpendicularidad son un tema
sugerido en los Programas de Estudio de Bachillerato (SEP, 2013a), se esperaba que
una porcion significativa de estudiantes manifestara su reconocimiento y dominio
al resolver algunas tareas que lo requerian. Sin embargo, solo el 38% lo empled
exclusivamente para el caso de las rectas paralelas en un contexto grafico. Ninguno

de los estudiantes referencio el criterio para el caso de las rectas perpendiculares.

Nuestro estudio no solo reveld las conceptualizaciones de la pendiente ya
reportadas, los procedimientos y argumentos de casi el 38% de los estudiantes
evidenciaron que la pendiente es conceptualizada como la magnitud de una recta,

techo o calle. Este hallazgo es similar a lo encontrado en profesores de matematicas
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por Byerley y Thompson (2017). Por otro lado, aproximadamente el 48%
consideraron que la pendiente de una recta es la interseccion de esta con algun eje
coordenado (x o y), resultado que Birgin (2012) encontrd con estudiantes turcos de
octavo grado. También, se encontré que alrededor del 10% de los estudiantes

consideran que la pendiente de una recta es la recta misma (el objeto).

En conclusion, podemos decir que el estudio ha revelado un escaso
conocimiento de las diversas representaciones de la pendiente por parte de los
estudiantes, tal como también lo ha identificado Asiala et al. (1997), Borji,
Alamolhodaei y Radmehr (2018) y, Borji, Font, Alamolhodaei y Sanchez (2018). Se
percibié una desconexion entre los aspectos geométricos y variacionales de la
pendiente, parece ser que su aprendizaje e instruccién se ha centrado en lo

procedimental relegando a un segundo plano lo conceptual.

Por otra parte, el estudio también identific6 una serie de errores y
malentendidos sobre ecuaciones de funcion lineal, funciones crecientes,
decrecientes, rectas paralelas y perpendiculares, graficos y el concepto de
pendiente. Algunos confundieron los aspectos algebraicos y geométricos de la

pendiente y mas aun desconocen los variacionales.

Este estudio proporciond una vision critica de las conceptualizaciones de la
pendiente de los estudiantes universitarios mexicanos. Sin embargo, reconocemos
que como en cualquier estudio hay limitaciones. Esta investigacion estd limitada
por el tamano de la muestra, en general, solo 21 estudiantes participaron en este
estudio cualitativo, ya que un tamano de muestra mas grande habria permitido
una recoleccion mads robusta de datos y podriamos haber introducido aspectos
cuantitativos. Recomendamos realizar estudios similares en otros estados de la
republica mexicana, que involucren estudiantes y profesores de otros niveles
educativos, la instruccion del profesor y los libros de texto, ya que es escasa la
investigacion en México sobre esta linea y, asi, equiparar los resultados con lo
reportado en otros paises. De este modo, podriamos conocer la correlaciéon que
existe entre estos elementos que conforman el proceso de ensenanza-aprendizaje

de la pendiente y, por tanto, aportar elementos para mejorar su entendimiento.
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2.4 Conceptualizaciones de Pendiente que se promueven en la curricula

mexicana*

Los planes y programas de estudio de matematicas de la educacion bésica del 2011
y la educacion media superior del 2013, tienen como enfoque comun el desarrollo
de competencias. Mediante este enfoque se buscaba el caracter funcional del
conocimiento matematico y la posibilidad de aplicarlo de forma variada, reflexiva
y perspicaz a una multiplicidad de situaciones de los mas diversos tipos, es decir,
se buscaba que el conocimiento matemadtico que se construye en el aula fuera
aplicable en situaciones de la vida cotidiana (Rivera, Garcia y Cabanas, 2012). La
importancia de analizarlos radica en que sobre la base de estos se disefian los
textos e instrumentos de evaluacion, a través de los cuales se difunde, ensefia y
aprenden los conceptos. Dado que son de uso obligatorio para el profesor y él
como representante institucional, lo interpreta y lo pone en funcionamiento
(Cabanas-Sanchez, 2011; Hume y Coll, 2010; Kahle, 2007), son factores influyentes

para el aprendizaje y comprension matematica por parte de los estudiantes.

El estudio de las conceptualizaciones de pendiente en la curricula
estadounidense se ha realizado por Stanton y Moore-Russo (2012) y Nagle y
Moore-Russo (2014). En México, Paez (2015) da un andlisis de la pendiente en la
curricula mexicana del 2006 del nivel secundaria, destacando la interpretacion
geométrica de esta, asi como del concepto de razoén de cambio. Sin embargo, hace
falta un andlisis del resto de sus representaciones y como se da el desarrollo de este
concepto desde la escuela de educacion basica hasta la educacion del nivel medio
superior. Otra razon que nos orill6 a realizar el andlisis fue, conocer hasta que nivel
cognitivo se propone el trabajo con el concepto de pendiente y asi poder disefiar

las tareas que permitirian conocer las preconcepciones de los estudiantes.

* Estudio proveniente Rivera, M. I y Dolores, C. (2017). Concepciones de la pendiente en el
curriculum oficial de la educacion basica. En Memoria electrénica del XIV Congreso Nacional de
Investigacion Educativa. Recuperado de
http://www.comie.org.mx/congreso/memoriaelectronica/v14/doc/2566.pdf

Complementado en Dolores, C., Rivera, M.I, y Moore-Russo, D. (en prensa). “Conceptualizations
of slope in the intended Mexican curriculum”. School Science and Mathematics.
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2.4.1 Objetivo

Respecto al analisis de los planes y programas de estudio de matematicas de la
educacion basica, nos planteamos como objetivo: Explorar las conceptualizaciones de
pendiente que se promueven es estos, asi como identificar cudles se promueven mds en la
educacion primaria, secundaria y bachillerato, y por tanto de manera general (del 1° al 12°
grado). Para el logro de este primer objetivo, es decir, para analizar el plan y
programas de estudio de matematicas para los grados 1° al 12°, utilizamos las once
conceptualizaciones de pendiente descritas anteriormente en la Tabla 1 y el

meétodo de Analisis de contenido.
2.4.2 Marco referencial y Método

En la curricula, los grados de 1° al 6° corresponden a la escuela primaria, los
grados 7° al 9° corresponden a la escuela secundaria, y los grados 10° a 12°
corresponden a la escuela de nivel bachillerato o escuela nivel medio superior en
México. Todos los materiales curriculares se obtuvieron de los sitios web de la
Secretaria de Educacion Publica (SEP).

Los programas de estudio, para los grados 1 al 9 se desglosan en ejes, temas
y contenidos. Los ejes se refieren a la direccion o curso de una accion de
aprendizaje, estos son: (a) Sentido numérico y pensamiento algebraico; (b) Forma,
espacio y medida; y (c) Analisis de la informacion. El primero, centra en el estudio
de la aritmética y el algebra, el segundo en el estudio de la geometria y la
medicion, y el tercero trata el andlisis general de la informacion cuantitativa y su
uso en la toma de decisiones (SEP, 2011b). Los temas son las ideas matematicas
principales que se encuentran en los ejes, estos son: (a) Patrones y ecuaciones, (b)
Proporcionalidad y funciones, (c) Medicion, (d) Figuras y cuerpos geométricos, y
(e) Analisis y representacion de datos. La informacion mas detallada sobre un tema
en un grado especifico se proporciona a través de descripciones mas especificas,
llamadas contenidos. Por ejemplo, un contenido relacionado con el concepto de
pendiente en el plan de estudios es "Analisis de las relaciones entre el valor de la
pendiente de una recta, el valor del angulo que se forma con la abscisa y el cociente

del cateto opuesto sobre el cateto adyacente” (SEP 2011c, p.50).
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Los programas de estudio de matematicas para los grados 10 a 12 tienen una
estructura ligeramente diferente a la de los grados anteriores. Cada grado de
bachillerato o nivel medio superior se divide en dos semestres. La organizacion
curricular se estructura primero en materias y luego en bloques, en cada uno se
describen desempefios que se logrardn junto con sus objetos de aprendizaje,
competencias a desarrollar, actividades de ensehanza y aprendizaje, y
herramientas de evaluacion. En el grado 10, los estudiantes primero cursan
Matematicas I con objetos de aprendizaje que corresponden al algebra basica.
Luego estudian Matematicas II, con objetos de aprendizaje que corresponden a
geometria euclidiana, trigonometria y algunos temas basicos de probabilidad y
estadistica. En el grado 11, cursan Matematicas III con objetos de aprendizaje que
corresponden a geometria analitica, y luego Matematicas IV, correspondiente al
precdlculo. En el grado 12, tienen la opcién de cursar Matematicas V (Calculo

diferencial) y luego Matematicas VI (Calculo integral).

Para realizar el Analisis de Contenido, sugerido por Bardin (2002), se debe
tener un objeto de estudio, que en este caso fueron los respectivos programas de
estudio de matematicas de cada grado escolar. Las unidades de analisis fueron las
frases o las palabras clave de: 1) los temas y contenidos en los programas de
estudio correspondientes a los grados 1 a 9 y 2) los bloques en los materiales
curriculares de los grados 10 a 12 (es decir, desempenios, objetos de aprendizaje,
competencias para desarrollar, actividades de ensefianza, actividades de
aprendizaje y herramientas de evaluacion) que refieran a alguna de las

conceptualizaciones de pendiente.

Dado que en los programas de estudio no se detalla mucho sobre los
contenidos a desarrollar, optamos por identificar las menciones explicitas de pendiente
asi como aquellas en las que se dan de manera implicita. Ambas menciones pueden
ayudar a los estudiantes a formar nociones de lo que significa este concepto, cdmo
estd representado y los procedimientos tipicamente asociados con él. Por ello,
cuando se menciond pendiente o alguna expresion sinonima (por ejemplo, formula
de pendiente, razén de cambio de una funcion lineal), se documenté como una
mencion explicita de la conceptualizaciéon correspondiente. Cuando el equipo de

investigacién consideré que una de las conceptualizaciones identificadas de
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pendiente estaba presente pero no habia una mencién especifica de pendiente o
alguna expresion sindnima, entonces se documentd como una mencion implicita

(por ejemplo, proporciones, proporcionalidad constante, funciones lineales).

Para registrar el analisis, se elabord una tabla para cada nivel educativo
desde el grado 1° al 12°. La primera columna enumera los contenidos (para los
grados 1 a 9) o los desempefios (para los grados 10 a 12) en los que se divide el
plan de estudios. En las columnas restantes se utilizan los codigos utilizadas para
denotar las conceptualizaciones de pendiente identificadas por grado. Se utilizo el
método de revision por pares para determinar los tipos de conceptualizaciones de
pendiente promovidas en el plan de estudios. Los investigadores revisaron cada
programa de estudio y clasificaron las conceptualizaciones existentes de pendiente
de forma independiente. El objetivo de la revisiéon fue identificar todas las
referencias a la pendiente y luego buscar frases o palabras clave que permitan la
codificacién de los contenidos utilizando los codigos asociados en la Tabla 1.
Finalmente, se compararon y discutieron las asignaciones de codificacion
propuestas. En caso de desacuerdo, los investigadores discutieron el extracto hasta
que se logré un consenso sobre el tipo de conceptualizacién representada. El
numero de referencias en los programas de estudio de matematicas para cada
grado determind la frecuencia de las conceptualizaciones de pendiente. Al final, la

frecuencia se obtuvo para cada nivel educativo.

Se tuvo a consideracion que las conceptualizaciones que pudieran emerger
en un contenido no son unicas. Por ejemplo, uno estd declarado de la siguiente
manera: “Representacion algebraica y analisis de una relacion de proporcionalidad
y = kx, asociando los significados de las variables con las cantidades que
intervienen en dicha relaciéon (SEP, 2011b, p.41)”. En este podemos identificar que
el término pendiente o razén de cambio no estd de manera explicita, por lo que las
conceptualizaciones identificadas estdn asociadas a una mencién implicita. De este
modo, las frases o palabras claves identificadas “representacion algebraica de una
relacion de proporcionalidad y =kx” y “andlisis de una relacion de
proporcionalidad y = kx en el que se asocia el significado de las variables que
intervienen en dicha relacion”. En la primera frase se tiene que la representacion

algebraica y = kx conlleva a la identificacion de k como el coeficiente paramétrico
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en esa expresion lineal, que es codificado por CP. Mientras que en lo que refiere al
andlisis de k en esa relacion es regularmente presentada como constante de
proporcionalidad, lo cual de acuerdo con la Tabla 1, se corresponde a la

conceptualizacion propiedad funcional (F).
2.4.3 Resultados

El término "pendiente" no se utilizo explicitamente antes del grado 9. Sin embargo,

hubo temas que abordaron implicitamente las conceptualizaciones de pendiente.

En los grados 2, 4, 5 al 8 hubo menciones implicitas de algunas
conceptualizaciones de pendiente. Para los grados 1 y 3, no hubo menciones que
refirieran a razdn, tasa, proporcion, u otras ideas relacionadas con el concepto de
pendiente. El tema de “problemas multiplicativos” fue relacionado con la
pendiente en los grados 2 y 4, mientras que para los grados 5 a 8, fue el de
“proporcionalidad de funciones”. La conceptualizacion propiedad funcional fue la
mas comun en estos grados, como se muestra en la Tabla 7. Esta conceptualizacion
se asoci6 a partir de las frases "factor de proporcionalidad" o "relacion
proporcional”, el cual se refiere al factor en la relacion en los grados 2 y 4, o
identificar el factor como una generalizacion en el analisis de tablas que describen
un par de secuencias numéricas en el grado 5. Para el grado 6, la frase
"proporciones del tipo para cada n, m", que contribuye implicitamente a la
interpretacion de una razon de cambio. Las frases "constante de proporcionalidad”
y "el efecto de la aplicacion sucesiva de la constante de proporcionalidad"
permitieron codificarlo como propiedad funcional y constante lineal en el grado 7,

como se sugiere en la Tabla 1.

En el grado 8 se introduce la notacion algebraica y = kx para analizar la
relacién proporcional que se estudiéo numéricamente en el grado 5 y establecer una
conexidn con sus graficas trabajadas en el grado 7. Los contenidos en el grado 8
proporcionan evidencia de seis conceptualizaciones identificadas en seis
contenidos especificos, que incluyen: razén geométrica, propiedad funcional, coeficiente
paramétrico, situacion mundo real, indicador de comportamiento y constante lineal, tal

como se muestra en los extractos en la Tabla 7.
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Table 7
Conceptualizaciones de pendiente identificadas en el 2° 4° hasta 9° grado (SEP, 2011a,
2011b, 2011c, 20114, 2011e)

G M Contenido Codigo

2 1.Resoluciéon de distintos tipos de problemas de multiplicacion (relacién F
proporcional entre medidas, arreglos rectangulares).

4 1. Exploracion de distintos significados de la multiplicacién (relacién proporcional F
entre medidas, producto de medidas, combinatoria) y desarrollo de
procedimientos para el cadlculo mental o escrito.

5 1. Identificacién y aplicacion del factor constante de proporcionalidad (con nimeros F
naturales) en casos sencillos.

6 1. Comparacion de razones del tipo “por cada n, m”, mediante diversos F
procedimientos y, en casos sencillos, expresion del valor de la razén mediante un
numero de veces, una fraccién o un porcentaje.

7 1. Formulacién de explicaciones sobre el efecto de la aplicacion sucesiva de factores F, L
constantes de proporcionalidad en situaciones dadas.

.Representacion algebraica y analisis de una relaciéon de proporcionalidad y = kx, F, PC

Implicita
—_

asociando los significados de las variables con las cantidades que intervienen en
dicha relacion.
2. Analisis de las caracteristicas de una grafica que represente una relaciéon de L
proporcionalidad en el plano cartesiano.
8 3. Analisis de situaciones problematicas asociadas a fenomenos de la fisica, la F, R
biologia, la economia y otras disciplinas, en las que existe variacion lineal entre
dos conjuntos de cantidades.
4. Representacion de la variaciéon mediante una tabla o una expresion algebraica de F, PC
la forma:y = ax +b.
5.Lectura y construccién de graficas de funciones lineales asociadas a diversos G, F
fenémenos.
6. Andlisis de los efectos al cambiar los parametros de la funciéony = mx + b,enla PC,B,L
grafica correspondiente.

1.Calculo y anélisis de la razén de cambio de un proceso o fendémeno que se modela A, P, F,
con una funcién lineal. Identificacion de la relaciéon entre dicha razén y la PC,R

E
8 inclinacién o pendiente de la recta que la representa.
TQ‘ 2. Analisis de las relaciones entre el valor de la pendiente de una recta, el valor del A, T
- angulo que se forma con la abscisa y el cociente del cateto opuesto sobre el cateto
adyacente.
9 3. Andlisis de representaciones (graficas, tabulares y algebraicas) que correspondena F, PC, L
< Una misma situacion. Identificacion de las situaciones que corresponden a una
:5 relacion de proporcionalidad.
‘T:EL 4.Lectura y construccion de graficas formadas por secciones rectas y curvas que F,R B
A=

modelan situaciones de movimiento, llenado de recipientes, etc.

5. Explicitacion y uso de las razones trigonométricas seno, coseno y tangente. T
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6.Analisis de situaciones problematicas asociadas a fendmenos de la fisica, la R, L
biologia, la economia y otras disciplinas, en las que existe variacion lineal o
cuadratica entre dos conjuntos de cantidades.

Nota: G denota Grado. M denota Mencion para indicar si ésta es explicita o implicita.

La conceptualizacion propiedad funcional y coeficiente paramétrico fueron las
mas destacadas en el grado 8. La primera, se codifico cuando el contenido
involucrd el andlisis de la relacion proporcional entre las variables, ya sea en una
tabla o en graficos, ya que para este grado se propone que el estudiante logre
asociar los significados de las variables que se ponen en juego en esta relacion,
especificamente para funciones lineales. Mientras que la segunda, en los
contenidos que tratan la relacion algebraica y = kx, k representan la constante de
proporcionalidad, las expresiones algebraicas y=ax+bey = mx + b, dondeay
m representan la pendiente y graficamente son los pardmetros que garantizan que

la relacion da lugar a una linea recta en el plano cartesiano.

La conceptualizacion constante lineal garantiza una de las caracteristicas
principales de una grafica que representa la relacion proporcional en un plano
cartesiano (Nagle y Moore-Russo, 2013b). El contenido asociado con el analisis de
los efectos que conllevan el cambio de los pardmetros en una funcién lineal, por
ejemplo, el efecto cuando m es positivo o negativo, puede aprovecharse para
promover la conceptualizacion de pendiente como indicador de comportamiento. La
conceptualizacion razén geométrica se codifico para el contenido asociado con la
construccion de graficos de funciones lineales, para el caso pendiente-ordenada al
origen. La conceptualizacion situacion de mundo real se codificd por las frases
"situaciones problemadticas" o "fenémenos en diferentes contextos”, ya que el
objetivo principal fue identificar e interpretarlas, para ello, las variables y unidades

de medida requieren mads atencion.

El término "pendiente" se menciona explicitamente en el grado 9 por
primera vez (Contenido 1 y 2, ver Tabla 7). Se introduce como sinénimo de
"inclinacién" y se asocia con el calculo y el andlisis de la razéon de cambio
(mencionado explicitamente por primera vez también) de un proceso o fendémeno
modelado por wuna funcién lineal, lo que llevd a codificar algunas
conceptualizaciones de pendiente. Para el cdlculo numérico de la pendiente se
utiliza la formula algebraica de la pendiente, lo cual se codifica como
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conceptualizacion razon algebraica; asimismo, el contenido que trata sobre el valor
del cociente formado por la longitud del cateto opuesto y el cateto adyacente de un
triangulo rectdngulo, ya que se enfatiza la determinacion del valor de este cociente.
En la relacién del valor numérico de la pendiente y el angulo de inclinacion, se
proporciona evidencia de la conceptualizacion trigonométrica. El modelo de una
funcién lineal (estudiado anteriormente) alude a la conceptualizacion de coeficiente
paramétrico y la relacion entre la pendiente y la inclinacion dirige hacia la

conceptualizacion propiedad fisica.

Por otro lado, la mencién implicita de pendiente en este grado sugiere otras
conceptualizaciones, que incluyen la constante lineal al analizar una representacion
grafica e identificar si se trata de una relacion proporcional (contenido 3) y como
indicador de comportamiento (contenido 4) al dar lectura a las graficas que
representan situaciones de movimiento o el llenado de recipientes, ya que esto
implica describir el comportamiento de la grafica. El analisis de la razén de cambio
de un fenomeno sugiere codificarlo como propiedad funcional y las referencias:
"analisis de la razén de cambio de un fenomeno" (Contenido 1), "situaciones de
movimiento y llenado de recipientes” (Contenido 4) y, "andlisis de situaciones
problematicas con fendmenos lineales en fisica, biologia, economia ”(Contenido 6),
orill6 al equipo de investigacion a asignar el codigo de situacion del mundo real,
porque en estos contenidos hay una situacion funcional dindmica, lo cual requiere
de mayor atencion a las variables y a las unidades de medidas que se ponen en
juego.

Las conceptualizaciones de pendiente asociadas en el grado 10 se
encuentran en los Bloques II y VI de Matematicas I y en los Bloques IIl y VI de
Matematicas II. En este grado no hubo referencia explicita a la pendiente o razon
de cambio; sin embargo, algunos desempefos estuvieron relacionados con la

pendiente y sus conceptualizaciones, tal como se muestra en la Tabla 8.

Las conceptualizaciones mas notables fueron propiedad funcional, coeficiente
paramétrico e indicador de comportamiento (ver Tabla 8). Propiedad funcional se
identifico en los desempefios que hicieron referencia a “funciones lineales”,
“modelos de variacion proporcional” y “el uso de tablas como técnica para graficar

una funcidén lineal” (BII-P1; BVI-P1 y P3). Las referencias a la expresion y=mx+b
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(BVI-P2) o al requisito de expresiones algebraicas para modelar situaciones que
involucran variaciones lineales o funciones (BVI-P4 y P7), se codificaron como
coeficiente paramétrico. Esto se debio a que en las representaciones algebraicas se usa
el parametro m o su valor numérico correspondiente. Ademds, para emplear la
técnica de punto-ordenada a origen para graficar una funcion lineal (BVI-P3) se
debe considerar el como es la pendiente, es decir, si es positiva, negativa o cero, del
mismo modo para describir el comportamiento de una funcién (BVI-P6 y P7) y asi
determinar si es creciente, decreciente o constante, este ultimo también codificado
como indicador de comportamiento. La frase "describir el comportamiento de una
grafica de funciones lineales" permitié codificar la conceptualizacién constante

lineal la cual garantiza la propiedad de rectitud de la linea.

En Matematicas I, para que los estudiantes logren los desempetios 4 y 5 (que
se muestran en la Tabla 8), se propone como actividad de aprendizaje: resolver
problemas de su entorno y/u otras areas que puedan representarse mediante una
ecuacion lineal con una variable, relativos al movimiento rectilineo uniforme en
formas conocidas por los estudiantes o calculos de interés simple relacionados con
su vida diaria (SEP, 2013a). Esta actividad deja en claro el uso de ecuaciones
lineales en otras areas o en el entorno mismo, por lo que se codificaron como
situacion del mundo real. En Matematicas II, el estudio de la semejanza de tridngulos
(BIII-P1) contribuye a la conceptualizacidn constante lineal y razén geométrica, ya que
la validacion de la razon constante permite reconocer la constancia de la razon del
aumento (o disminucidn) sobre el avance como sugiere Nagle y Moore-Russo
(2013a). Por otro lado, la conceptualizacién trigonométrica estd asociada al contenido
1 (BVI-P1) que involucra las razones trigonométricas, en particular la tangente

trigonométrica, ya que refiere al cociente de las longitudes de los catetos.

En el grado 11, el concepto de pendiente se menciona explicitamente en
Matematicas III como un elemento basico de la recta en el Bloque III y se usa en el
Bloque IV para estudiar las diversas formas de la ecuacién de la recta. En
Matemadticas IV se estudian las funciones algebraicas y trascendentales, la
pendiente no se menciona explicitamente. Sin embargo, existen relaciones con
algunas conceptualizaciones de pendiente en el Bloque III, tal como se muestra en
la Tabla 8.
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Table 8.

Conceptualizaciones de pendiente identificadas en el 10° hasta 12° grado (SEP, 2013a,
2013b, 2013c, 2013d, 2013e, 2013f)
G C B M Desempeno Codigo
I 1.Utiliza razones, tasas, proporciones y variaciones, modelos de F
variacién proporcional directa.
1. Identifica lo que es una ecuacion lineal en una variable y una F
funcién lineal, asi como la relacion entre ellas.
2.Reconoce a y = mx + b como una ecuacién de dos variables como PC
la forma de una funcioén lineal.
— 3. Aplica diversas técnicas para graficar una funcion lineal. G EB
5 VI s 4 Modela situaciones con una ecuacion lineal y/o funcion lineal. PC, R
10 > Ej 5.Redacta y resuelve problemas relativos a situaciones que PC, R
o requieran el uso de ecuaciones lineales en una variable y/o
g funciones lineales..
6.Describe el comportamiento de la grafica de una funcién lineal. B
7.Describe el comportamiento de las variables y/o resultados al PC, B,
solucionar problemas de ecuaciones y/o funciones lineales; tanto L
algebraica como grafica.
_ 1. Argumenta la aplicacién de los criterios de semejanza. G L
=
§ v 1. Aplica las razones trigonométricas en ejercicios tedricos-practicos. T
I 1.Identifica la relacién entre el angulo de inclinacién y la pendiente A, T
E; de una recta.
= v 'é* 1.Usa diferentes formas de la ecuacion de la recta: pendiente- A, PC,
+ * ordenada al origen, punto-pendiente y dados dos puntos. D
=T 2.Aplica los elementos de una recta como lugar geométrica en la R, D
solucion de problemas y/o ejercicios (por ej. relacién entre
paralelismo y perpendicularidad).
I 1.Resuelve problemas que involucren funciones inversas, B,L
11 escalonadas, valor absoluto, idéntica y constante.
III -“g 1. Determina si la situacion corresponde a un modelo de grados cero, F, R,
S 8. uno y dos, empleando criterios de comportamiento de datos en B, L
= £ tablas, descripcion de enunciados, tipos de graficas y
‘2“ regularidades particulares observadas.
2.Emplea los modelos lineales y cuadraticos para describir PC, R,
situaciones teoricas o practicas que implican o no, razones de B
crecimiento o decrecimiento constante que se asocien con el
modelo.
I 5 1. Compara los diferentes procesos algebraicos que determinan A, C,
..>_: '5 una razon de cambio, mediante el analisis de casos relacionados R
§ E’- con la produccion agricola, velocidad instantdnea y produccion
12 H industrial existentes en el entorno cotidiano.
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2. Analiza y resuelve problemas matematicos que modelan razones C, R
de cambio para cuantificar el cambio fisico, bioldgico, econdmico,
entre otros, después de transcurrido un tiempo.

1. Estimacion del error en el calculo de la pendiente de una recta A C
I tangente a la curva.

Mat. VI

Nota: G denota Grado. M denota Mencion para indicar si ésta es explicita o implicita.

En Matematicas III, bloque III, el desempefio 1 sugiere la definicion de
pendiente como la tangente trigonométrica del angulo de inclinacion; por lo tanto,

la conceptualizacion trigonométrica estd presente. La conceptualizacion razon
Y2—)1
X2—X1

las frases clave utilizadas para codificar las conceptualizaciones de pendiente, la

algebraica se identifica cuando se trabaja con el cociente de diferencias . Segtin
conceptualizacidon propiedad determinante también se encuentra en este bloque

porque en las actividades de ensefianza y las actividades de aprendizaje sugieren

resolver problemas que involucran paralelismo y perpendicularidad (BIIL P2).

En el Bloque 1V, la conceptualizacion coeficiente paramétrico y razon algebraica
se identificaron en el desempefio 1 que refiere al trabajo con diferentes formas de
ecuaciones lineales dadas ciertas condiciones. Por ejemplo, pendiente-ordenada al

origen (y = mx + b), donde m se reconoce como el coeficiente paramétrico. Si no se

da m, entonces se usa la razén algebraica % La forma punto-pendiente y —y; =
2741
m(x — x;) o dados dos puntos y —y; = z Z_z 1 (x — x,) son otra forma de obtener la
2741

ecuacion de la recta, por lo que el uso dem y % permitid esta codificacion.
2741

En Matematicas IV, la conceptualizacion de pendiente indicador de
comportamiento y situacion del mundo real estan vinculadas con explicaciones del
aumento y la disminucion en situaciones que deben ser modeladas y representadas
por funciones lineales (BIII-P1 y P2). La conceptualizacién propiedad funcional se
codifica al prestar atencién al comportamiento de los datos dados en tablas y
graficas que representen situaciones correspondientes a un modelo lineal (BIII-P1).
Si la decision depende en elegir entre gréficas lineales y otras, entonces la
conceptualizacidn constante lineal estd implicitamente presente. Teniendo en cuenta
que los modelos representan situaciones practicas y éstas pueden estar asociadas a

un conjunto de pares ordenados si se dan en tablas o gréficas, entonces al
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interpretar los resultados se puede emplear la razén de cambio, por lo que la
conceptualizacion razon algebraica estd implicita. Para las situaciones, también se
puede identificar que la razon de cambio es negativa (para funciones decrecientes);
positiva (para funciones crecientes) o cero (para funciones constantes). Para el uso
de modelos lineales es necesaria una expresion algebraica, por lo que el

desempeno 2 en el bloque III se codifica como coeficiente paramétrico.

El grado 12 estd destinado a ensenar calculo diferencial y calculo integral.
En cdlculo diferencial se identificaron las conceptualizaciones: razdn algebraica,
conceptualizacion en cdlculo y situacién del mundo real. No fue sorprendente que la
conceptualizacion en cdlculo fuera la mas comun y se identifico por las frases clave:
"razon de cambio instantdnea o promedio” y "pendiente de la linea secante o
tangente". Algunas conceptualizaciones no se abordaron explicitamente en los
desempefios sino mas bien en los objetos de aprendizaje, actividades de ensefianza
o actividades de aprendizaje asociadas. Por ejemplo, una actividad de aprendizaje
sugirio "Proponer situaciones en los dambitos administrativo, econémico, natural y
social para aplicar el concepto de razéon de cambio promedio y razén de cambio
instantanea" (SEP, 2013e, p. 25). La conceptualizacion razén algebraica se infiere del

calculo de la razén de cambio promedio porque se necesita la formula % La
2741

conceptualizacion situacion del mundo real se identifica cuando el desemperio refiere
a la interpretacion de la razon de cambio en diferentes contextos, como biologia,

fisica, economia, etc.

En el célculo integral, el bloque I describe el desempefio 1 "Calcula e
interpreta aproximaciones de la derivada de modelos matematicos relacionados
con diferentes disciplinas, desde su representacion grafica y la determinacion de su
diferencial” (SEP, 2013f, p.14). Para su codificacion como conceptualizacion en
cdlculo, el equipo de investigacion se apoyd de la actividad de ensefianza que
refiere a la "estimacion del error en el calculo de la pendiente de una linea tangente
a una curva" (SEP, 2013f, p.16).

61



2.4.4 Discusion

El andlisis de los programas de estudio de matematicas desde el 1° al 12° grado,
permitio identificar las conceptualizaciones que se enfatizan y cuando ocurren.
Asimismo, deja ver una vista longitudinal de la ensefianza del concepto de
pendiente (ver Figura 11), en la cual se identifica que, se desarrolla en tres etapas
con cierta discontinuidad entre la segunda y la tercera etapa. La primera etapa
ocurre en los grados 2, 4, 5, 6 y 7. Esto corresponder a los precedentes de pendiente
y se centra en la idea de factor constante de proporcionalidad (es decir, constante
lineal) que luego se vincula con la conceptualizacion propiedad funcional

implicitamente y una introduccion del lenguaje algebraico en el grado 8.

Primera Etapa: Segunda etapa: Tercera etapa:

Precedentes Aparece el término Pendiente Formalizacion y aplicacion en Calculo

Factor constante de Introduccién a . . Deﬁ,n.icién Pendiente y
proporcionalidad pendiente y razén Ecuaciones lineales anahtl.ca de Derivada
de cambio pendiente
Grado 2, 4 Grado 8 Grado 9 Grado 10 Grado 11 Grado 12
a7 y = kx Ij Ij $ $
F, L G FPCR A,P,F,PC,R T, F,PC, R B, L G, F,PC L, B, R, A,CR
LB L,B L T,D, A

Figura 11. Desarrollo de la pendiente a lo largo del plan de estudio de Matematicas de
México.

La segunda etapa la integra el noveno y décimo grado, donde el término
"pendiente" se menciona por primera vez y se introduce a través de su relacion con
la razén de cambio en fendmenos que se modelan con una funcién lineal. Por lo

tanto, estd vinculado principalmente a la conceptualizacidn propiedad funcional y la
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de situacion del mundo real. Se identificaron otras conceptualizaciones desprendidas
de la definicion analitica, incluida la conceptualizacion trigonométrica, la razén
algebraica, coeficiente paramétrico y propiedad fisica. La discontinuidad observada
ocurre al pasar al grado 10. Si bien, algunas referencias a las conceptualizaciones
de pendiente son explicitas en el grado 9, en el grado 10 (donde se introducen
formalmente las ecuaciones lineales) la pendiente se menciona solo implicitamente.
En esta coyuntura clave, la pendiente debe usarse explicitamente como criterio de
definicién de funciones lineales. Aunque los maestros pueden mencionar las
representaciones de la pendiente, sin embargo esto no garantiza que los
estudiantes puedan mirarlas conectadas. Una posibilidad de mejorar el
entendimiento de este concepto es si el estudiante es capaz de conectar todas las
representaciones de pendiente desde su primera mencion en el grado 9 con las

funciones lineales.

La tercera etapa, la de su formalizacion y aplicacién en Célculo, se lleva a
cabo en el bachillerato, donde la pendiente se define como la tangente del dangulo
de inclinacion (grado 11) y donde se menciona explicitamente la conceptualizacion
en Calculo asociado a situaciones de la vida cotidiana (grado 12). En Calculo, se
produce la transicion de la razon de cambio promedio a la razéon de cambio
instantanea, al igual que su interpretacion como la pendiente de la tangente a una

curva.

Nuestros hallazgos sugieren que los estudiantes mexicanos estudian la
pendiente explicitamente en el grado 9, pero con algunas discontinuidades, lo que
puede no permitir a los estudiantes identificar y conectar las representaciones
multiples del concepto en los grados futuros. Especificamente, los resultados
mostraron que solo se promueve una conceptualizacion en la primaria, 9 en la
secundaria y 10 en el bachillerato. La Figura 12 muestra que hubo mas menciones
explicitas e implicitas a la pendiente en el bachillerato que en la secundaria (es
decir, 23 implicitas y 7 explicitas en la secundaria, y 28 implicitas, 12 explicitas en
el bachillerato).
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Figura 12. Frecuencia de las conceptualizaciones de pendiente en el plan de estudio

mexicano.

La conceptualizacion de propiedad funcional fue la que tuvo un énfasis
principal en el curriculo matematico de México, lo cual esta alineado con los
hallazgos recientes en los Estados Unidos (Stanton y Moore-Russo, 2012; Nagle y
Moore-Russo, 2014). Después propiedad funcional, las siguientes dos
conceptualizaciones mas notables (en orden) fueron: situacion del mundo real y
coeficiente paramétrico. La conceptualizacion situacion del mundo real puede ayudar a
los estudiantes a desarrollar una comprension mas rica de la pendiente ya que,
como lo afirma Stump (2001b), “las situaciones del mundo real no solo brindan
oportunidades significativas para desarrollar la comprension de las matematicas,
sino que también brindan la oportunidad de comunicar su comprension de las

matematicas” (p.88).

Cabe sefalar que el énfasis de la propiedad funcional y la conceptualizacién
situacion del mundo real, coincide con las intenciones de las recientes reformas
curriculares mexicanas. Sin embargo, el plan de estudio no detalla como se va a
incorporar la aplicacion de los contenidos matematicos ni ofrece ejemplos

especificos de como ayudar a los estudiantes a establecer este vinculo con los
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diversos contextos. Por lo tanto, este cambio en el énfasis, que puede ser bastante
nuevo para los maestros, no esta completamente desarrollado. Por ejemplo, para
resolver tareas sobre situaciones de variacion, es necesario que los estudiantes
puedan coordinar cantidades covariantes y esta capacidad esta relacionada con la
comprension de la pendiente (Carlson et al., 2010); sin embargo, el razonamiento
covariacional (que respalda esta capacidad) no forma parte de los estandares,

competencias o desempenos propuestos en el curriculo mexicano.

Las cinco conceptualizaciones mas destacadas (propiedad funcional,
situacion del mundo real, coeficiente paramétrico, constante lineal e indicador de
comportamiento) representaron el 73% de todas las referencias implicitas y
explicitas de la pendiente en el plan de estudios mexicano. La escasa presencia de
las otras ocho conceptualizaciones de la pendiente en el plan de estudios puede
conducir a una comprension débil y desconectada de la pendiente. El hecho de que
las menciones implicitas ocurran cuatro veces mas que las explicitas, puede ser
indicativo de una falta de promocion de conexiones inter e intra entre la pendiente
con otros conceptos matematicos e incluso entre sus diferentes representaciones.
Los estudiantes necesitan un ambiente de instruccidén que apoye sus conexiones de
pendiente (Lobato, Ellis y Mufioz, 2003).

Si bien, la pendiente no puede ser el enfoque principal en todos los grados,
es posible e importante promover conexiones explicitas y abordar activamente las
posibles desconexiones entre la pendiente y razéon de cambio, ya reportada en
diversas investigaciones. También es posible promover conexiones entre el
concepto informal de inclinacion y el concepto matematico de pendiente, lo que
permitiria al estudiante entender su interpretacién como la tangente del dngulo de
inclinaciéon de una recta (Nagle y Moore-Russo, 2013b). Ademas, esto podria estar
relacionado con el papel que juega en Calculo al determinar méaximos y minimos
de funciones como esos puntos en un grafico, donde la pendiente de la recta

tangente es cero.

Desarrollar una comprension conceptual conectada de ideas matematicas
clave, como la pendiente, es fundamental en la educaciéon matematica (NCTM,
2000; Cai y Ding 2017). En particular, para que un estudiante tenga una mejor

comprension de la pendiente no basta con que conozca la razén geométrica y la

65



razon algebraica u otras conceptualizaciones, sino mas bien la conexidn entre estas.
Por ejemplo, si parte de la razon geométrica, la cual puede considerarse como una
secuencia de triangulos rectdngulos iguales y/o semejantes cuyas hipotenusas
forman parte de la grafica de la recta, los conllevaria a conceptualizar la pendiente
como una constante lineal (es decir, propiedad que no depende de qué parte de la
recta el estudiante considerando, la pendiente es tnica; Nagle y Moore-Russo,
2013b). De esta manera, el alumno entenderia como la pendiente se vincula con la
rectitud de una linea y asi mismo como ésta actia como un pardmetro en las

funciones lineales (vinculacion a la conceptualizacion coeficiente paramétrico).

Ahora bien, dada la yuxtaposicidon geografica y la frecuente inmigraciéon de
México a los EE. UU.,, el saber como se estructura el tratamiento de la pendiente en
el plan de estudios mexicano podria ser util para que los educadores
estadounidenses comprendan el razonamiento matematico de los estudiantes
inmigrantes mexicanos. Dicho esto, este es solo un indicador. Es importante tener
en cuenta que, por si solo, conocer el plan de estudios mexicano no es suficiente
para acceder a la comprension completa del estudiante (ya que muchos factores

influyen en el aprendizaje).

Una diferencia importante entre el plan de estudios mexicano y lo que la
investigacion ha reportado sobre los documentos curriculares estadounidenses
(Stanton y Moore-Russo, 2012) es la falta de énfasis en la pendiente como razén
geométrica que se ha identificado también en los estudios realizados a instructores y
estudiantes de EE. UU. (Stump, 1999; Nagle et al. 2013, Nagle y Moore-Russo
2013a). De hecho, Dolores-Flores et al. (2018) descubrid6 que los estudiantes
mexicanos enfatizan la razon algebraica, es decir solo al uso de la féormula de la
pendiente para calcular la pendiente. A partir de esto, uno podria hipotetizar una
preferencia a un enfoque mas analitico o procedimental de la pendiente en el plan
de estudios mexicano, mientras que los Estados Unidos podrian estar enfatizando
un enfoque mas visual, centrado en el grafico de la recta. Ademas, los hallazgos
sefialan que la pendiente es introducida en las escuelas de EE. UU. desde el 8°
grado (Stanton y Moore-Russo, 2012; Nagle y Moore-Russo, 2014), mientras que en
las escuelas de México es desde el 9° grado, por tanto, los estudiantes que ingresan

a las escuelas de EE. UU. pueden tener dificultades particulares. Estas podrian ser
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aun mas pronunciadas si estos no han tenido elementos que les permita visualizar

la pendiente como una razén geomeétrica.
2.4.5 Limitaciones y futuras investigaciones

En este estudio, mostramos un analisis del plan de estudios mexicano con respecto
a la pendiente, pero no ofrecemos informacion sobre lo que se imparte (lo que los
maestros ensefian en el aula) o lo que los estudiantes pueden demostrar. Es
importante tener en cuenta que el plan de estudios analizado presentd deficiencias
respecto a las orientaciones para implementarlo, asi como inconsistencias en las
conexiones explicitas de la pendiente entre los niveles educativos, por lo que le da
al maestro la libertad de interpretarlo y abordarlo de acuerdo con sus criterios
personales. Por lo tanto, es posible que en México lo que se plantea ensenar tenga
divergencias con lo que se imparte. Muy poco se sabe al respecto. En este sentido,
solo encontramos la investigacion de Valenzuela y Dolores (2012), quienes
proporcionan alguna evidencia a favor de este supuesto, ya que encontraron
diferencias sustanciales entre lo que plantea el plan de estudios matematico para el
bachillerato y lo que se ensefia con respecto a los sistemas de ecuaciones lineales,

ecuaciones de segundo grado y problemas de funcion.

Algo similar a lo anterior puede estar sucediendo en los EE. UU., segin
Stanton y Moore-Russo (2012), los documentos de normas estatales presentan una
falta de orientaciones para trabajar con el contenido. Por lo tanto, para saber cuanta
influencia tiene el plan de estudios en las practicas de los maestros, se necesita
investigacion futura para dar evidencias de cémo los maestros interpretan lo
declarado en los documentos oficiales. Otro elemento que juega un papel
importante son los libros de texto que se utilizan como wuna posible
implementacién del plan de estudios. Ademds, a menudo son parte del puente
entre lo planeado y lo impartido (Schmidt et al., 2001). Dado que los libros de texto
tienen una gran influencia en la instruccion en el aula, el trabajo futuro debe

examinar las conceptualizaciones de pendiente promovidas en ellos.

La investigacién en los EE. UU. destaca las dificultades en profesores en pre-
servicio sobre la ensefianza del concepto de pendiente como propiedad funcional
(Stump, 2001b), asi como el uso poco frecuente por parte de los estudiantes (Nagle

y Moore-Russo, 2013a). Teniendo en cuenta el énfasis de esta conceptualizacién en
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el plan de estudios mexicano, seria pertinente un estudio centrado en como los
estudiantes y los maestros entienden la pendiente, especialmente en la transicion
de la secundaria al bachillerato, y particularmente en la capacidad de interpretar
razones de cambio en contextos aplicados, ya que de acuerdo con el plan de
estudios, es en estos niveles educativos donde la pendiente estd explicitamente

destinada a ser ensefada.

Finalmente, la investigacion apunta a que los maestros de EE. UU. podrian
centrarse mas en las interpretaciones visuales de la pendiente (Stanton y Moore-
Russo, 2012) que dependen de la mnemotecnia (Walter y Gerson, 2007) y en
calculos de procedimiento y la comparacién de distintas formas de obtenerla
(Frank, 2016; Moore y Thompson, 2015; Nagle et al., 2013). El estudio actual y otras
investigaciones realizadas en México (por ejemplo, Dolores-Flores et al., 2018;
Rivera et al., 2019) sugieren un posible énfasis en los calculos algebraicos. De
hecho, los investigadores internacionales se han referido en este sentido a un
"descuido” con respecto a la pendiente (Zaslavsky et al., 2002). Por esta razon, se
necesita mas estudio internacional, por un lado para comprender como se aborda
el concepto en todo el mundo y, por otro lado, para determinar como el plan de
estudios planeado asi como el impartido ayuda a los estudiantes a desarrollar una
mejor comprension de la pendiente para poder recurrir a ella cuando se esté
estudiando conceptos matematicos mas avanzados. Los estudios no solo deben
buscar comparaciones entre paises, sino también estudios longitudinales dentro de
la curricula de un pais para ayudar a diferentes paises a identificar diferentes
etapas para la instruccion de pendiente (ya sea explicita o implicita) y cualquier

posible discontinuidad
2.5 Reflexion de los estudios realizados en México

Los estudios descritos en la seccion 2.2, 2.3 y 2.4, son exploraciones que en autoria
y coautoria con otros investigadores (integrantes del grupo de investigacion al que
pertenezco y cuyo objeto de estudio es el concepto de pendiente) se han realizado
con el objetivo de conocer y aportar elementos para tener un panorama mas
amplio de lo que pasa en México respecto de las representaciones de la pendiente,

ya reportadas en la literatura especializada en Educacion Matematica.
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Todos los estudios tienen en comun el marco referencial, es decir, el
conjunto de conceptualizaciones descritas en Moore-Russo et al. (2011). Los
primeros dos, atienden la demanda internacional de dar un vision de lo que hacen
los estudiantes de otros paises, en este caso mexicanos, en particular en el nivel
medio superior, en los cudles, como ya se dijo anteriormente en sus respectivas
secciones, dan evidencia de un dominio débil y ademds escaso de las
representaciones que deberian emplear los estudiantes que ya han culminado su

educacion basica.

De acuerdo con los resultados de la investigacidén centrada en la curricula,
los estudiantes deberian tener dominio de al menos de 8 conceptualizaciones. Sin
embargo, culminan sus estudios de bachillerato y un 50% asocia directamente a la
férmula algebraica y un 30% la reconoce en la expresion y = mx + b pero de forma
memoristica, desconocen su interpretacion y el devenir de la férmula, tal como
también ya lo ha reportado Dolores-Flores et al. (2018), asi como lo que representa

en la funcion lineal y en la grafica, tal como lo ha reportado Birgin (2012).

Los hallazgos de los tres estudios previamente descritos sugieren una
variedad de estudios, entre ellos conocer el conocimiento que tienen los
estudiantes antes de que sea trabajado de manera formal el concepto, entendiendo
por formal el hecho de que se les presenta la definiciéon. Dado que ya se tiene
reporte de las dificultades que presentan los estudiantes, incluidos mexicanos, este
estudio optd por interesarse en el conocimiento previo que tienen los estudiantes
para enfrentar situaciones donde figura el concepto y alguna de sus
representaciones. Asimismo, el estudio permite identificar como ponen en juego

las ideas precarias de este concepto.

Ademas, la poblacién en la que se van a identificar la preconcepciones y
segin lo que plantea la curricula, los participantes ya tuvieron un primer
acercamiento al concepto. De manera que, podemos identificar lo que ha dejado la
escuela secundaria y mirar qué tanto influye la instruccién de la pendiente durante
el bachillerato.
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CAPITULO III

Marco conceptual

Dado que el objetivo es explorar las preconcepciones del concepto de pendiente, es
necesario tener una postura de lo que entenderemos por preconcepciones, la cual
se describe en este capitulo. Ademas, se da la definiciéon de lo que es pendiente y

su relacion con la razon de cambio.
3.1 Pendiente y Raz6n de cambio

La pendiente y la razéon de cambio son presentados con el mismo modelo
Y2=Y1

matematico, es decir un cociente de diferencias P
2741

. De este se obtiene que la

pendiente es un nimero real, que puede interpretarse desde dos nociones, una
geométrica y otra variacional. En la primera, hace referencia a una medida de la
inclinacidon de la recta, mientras que en la segunda, hace referencia a la razén de
cambio, la cual es la variacion de una variable respecto de otra entre dos puntos
particulares (Reyes-Gasperini, 2013; Lobato y Thanheiser, 2002; Dolores et al.,
2017).

En los libros de Calculo, las definiciones que dan para pendiente y razén de
cambio, involucran tanto la nocién geométrica como la nocién variacional, solo que
emplean diferentes notaciones. Por ejemplo, en Larson (2010) se define a la

pendiente de la siguiente manera:
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La pendiente de una recta no vertical es una medida del nimero de unidades que
la recta asciende (o desciende) verticalmente por cada unidad de variaciéon
horizontal de izquierda a derecha. Considerar los dos puntos (x;,y,) y (x,,¥,) de
la recta de la figura P.12 (véase Figura 13). Al desplazarse de izquierda a derecha
por la recta, se produce una variacion vertical de Ay =y, —y, (cambio en y)
unidades por cada variacion horizontal de Ax = x, — x; (cambio en x) unidades.

La pendiente m de una recta no vertical que pasa por los puntos (x;,y,) y (x3,¥,)

Ay _ Y2=)1
Ax Xy —X1

esm= Xy F Xy (p.10).

Ay =y, —y, =cambioeny
Avx =y, — x, = cambio en x
Figura P.12

Figura 13. Imagen tomada de Larson (2010, p.10)

Mientras que, en Stewart (2012) se define a la razéon de cambio como sigue:
Suponga que y es una cantidad que depende de otra cantidad x. Asi, y es una
funcién de x y lo expresamos como y = f(x). Si x cambia de x; a x,, entonces el
cambio en x (también conocido como incremento de x) es Ax = x, —x;, y el

cambio correspondiente en y es Ay = f(x;) — f (xy).

— f(x2)—f(xq)

. . . Ay
El cociente de diferencias —
Ax Xp—X1

se llama razon de cambio promedio de

y respecto de x sobre el intervalo [x;,x,], y puede interpretarse como la
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pendiente de la recta secante PQ (pp. 147-148), tal como se muestra en la Figura

14.

razén de cambio promedio = mpg

Figura 14. Imagen tomada de Stewart (2012, p.148)

Como podemos observar en las dos definiciones, la de Larson (2010) y de
Stewart (2012), muestran como el concepto de pendiente es utilizado para medir
situaciones variacionales que van de una razoén de cambio constante (para el caso
de la representacion en el plano de una relacion proporcional directa) a una no
constante, como es para el caso de la razén de cambio promedio, la cual va mas de
alld de la interpretacion de funciones lineales. Por ello, de manera general suele
denominarse razon de cambio en los que se involucran diversos contextos como son

en la fisica, la biologia, la economia, calculo, etc.

3.2 Preconcepciones

Antes de que una persona aprenda “algo” formalmente, esta tiene significados de
las palabras usadas en la ciencia, ya que desde nifios segin sus experiencias en
sucesos de su vida cotidiana los han llevado a construir significados y
explicaciones (Osborne y Wittrock, 1983), permitiendo asi formar un conocimiento
previo. Simons (1999) define el conocimiento previo como “todo el conocimiento
que los aprendices tienen disponible al ingresar a un entorno de aprendizaje y, que
es potencialmente relevante para el aprendizaje de nuevos conocimientos” (p. 579,
«Traduccion propia»). Este puede ser formal o informal, implicito o explicito, y
puede ser parcialmente correcto o incorrecto en comparacién con los estandares

cientificos (Simons, 1999). Puede consistir en “el inventario personal de
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informacidn, habilidades, experiencias, creencias y recuerdos de un individuo”
(Alexander, Shallert y Hare, 1991, p. 317, «Traduccién propia») y también puede
referirse al conocimiento intuitivo o preconcepciones, que incluyen ideas
sostenidas antes de la instruccién formal. (Aguirre, 1988). De esta manera, el
conocimiento intuitivo estd “compuesto de intuiciones, ideas y creencias de un

alumno sobre entidades matematicas” (Sirotic y Zaskis, 2007, p. 51, «Traduccion

propia»).

Bretones (2003) considera que las preconcepciones subyacen a todo tipo de
conocimiento, tanto conceptual como procedimental. Orientan la interaccion y la
accion de un individuo (Bello, 2004; Bretones, 2003, Campanario y Otero, 2000);
apoyan al aprendizaje, activando el conocimiento de una clase anterior o de un
contexto familiar para formar una nueva idea (Yanik, 2011). Por su parte, Yip
(1998) las entiende como construcciones personales basadas en ideas informales
formadas en la vida cotidiana y/o dentro del salén de clase. Tovar et al. (2007) las
define como las ideas que desarrolla el estudiante a medida que ha tenido contacto
con informacion relacionada con un concepto o fendmeno. Rodriguez (2017)
considera que se elaboran para dar respuesta a su necesidad de interpretar
fendmenos naturales o conceptos cientificos, y asi brindar explicaciones o
descripciones. Estas tienen un cardcter inconexo e incluso a veces son
contradictorias, ya que un mismo alumno puede explicar el mismo fendmeno

desde varios puntos de vista inconsistentes entre si (Pozo y Carretero, 1987).

De acuerdo con Abouchedid y Nasser (2000) las preconcepciones pueden
estar guiadas por la realidad experimental en la que los estudiantes confunden
experiencias reales con la teoria formal. Por otro lado, las concepciones alternativas
devienen de ideas ya formales y conllevan a que una nueva concepcion entre en
conflicto con una ya existente y ademds no es correspondiente con lo aceptado
dentro de la matematica. Ambas situaciones juegan un papel importante en la
comprension y el procesamiento de la informacidon por parte de los estudiantes.
Esto deja entrever que, una preconcepcion empleada durante el estudio formal de
un concepto pasaria a un estatus de concepcion o concepcion alternativa, segin sea
el caso de (Matz, 1980).
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Por ello, sobre la base de las ideas expuestas de Matz (1980), Abouchedid y
Nasser (2000) y Tovar et al. (2007), en esta investigacion entenderemos por
preconcepciones de pendiente a las nociones desarrolladas por el estudiante como
resultado de sus experiencias (escolares y extraescolares) con el concepto, previo al
curso de Matematicas III (Grado 11), ya que en este se promueve la formacién del
concepto y el trabajo con su definicion formal. De esta manera, todos los
argumentos que hacen referencia a la pendiente, asi como los procedimientos y
movimientos corporales (por ejemplo, la simulacion del grado de inclinacién de
una recta utilizando su brazo o un objeto material), proporcionados por los
estudiantes son asociadas con sus preconcepciones sobre el concepto, aunque éstas

no sean aceptables dentro de la matematica.
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CAPITULO IV

Metodologia

En este capitulo se describen las caracteristicas metodoldgicas de la investigacion.
Dado que el objetivo es explorar las preconcepciones de pendiente que tienen los
estudiantes de bachillerato, nos apoyamos de la metodologia entrevista basada en
tareas de Goldin (2000) y el método de analisis tematico de Braun y Clarke (2012).

4.1 Entrevista basada en tareas

La eleccion de esta metodologia parte del hecho de que solo entrevistar da
verbalizacion de los procesos de pensamiento que tiene el individuo, que sin duda
alguna proporcionan informaciéon importante pero no nos permite mirar cémo
ponen en accion esos procesos. También los datos pueden ser obtenidos mediante
instrumentos de indagacidén como son tareas o cuestionarios, pero el hecho de que
resuelvan y conocer solo sus procedimientos no permite conocer las ideas que
pone en accion el individuo al resolverla. De esta manera consideramos
conveniente una combinacién de ambos recursos, es decir de una entrevista y un
instrumento, la cual es correspondiente con la propuesta metodologica de Goldin
(2000), es decir de una entrevista basada en tareas.
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Una entrevista basada en tareas es aquella en la que se requiere de una
interaccion minima entre un sujeto (el que resuelve problemas) y un entrevistador
(el que plantea o pregunta), donde el sujeto habla durante o inmediatamente
después de resolver una tarea (preguntas, problemas o actividades) evidenciando
asi su conocimiento y razonamiento en la resoluciéon de problemas (Koichu y
Harel, 2007). Consideramos que esta metodologia es adecuada porque permite
observar como los participantes ponen en juegos sus ideas matematicas. Ademas,
esto nos permite hacer inferencias sobre el posible significado matematico que se
les atribuyen (Goldin, 1997); también, da oportunidad de conocer el conocimiento

conceptual de los participantes, asi como de ampliar su entendimiento (Assad,
2015).

Para nuestro estudio, la entrevista basada en tareas sirve para recolectar los
datos y tener la informacion necesaria para explorar las preconcepciones de la
pendiente que cada participante tiene o pone en practica al resolver cada una de
las tareas. La entrevista fue semiestructurada, dado que permitié al entrevistador
realizar preguntas referentes a sus procedimientos y al vocabulario empleado (por
ejemplo: si un estudiante dice: “la pendiente es el dngulo”, entonces se le pregunto
sobre lo qué es el angulo; “la pendiente es la inclinacion”, se profundizé sobre lo que
entendia por inclinacion, etc.). Dado que la entrevista se aplicO de manera
individual, participaron 2 entrevistadores (investigadores de este estudio) en la

recoleccidon de los datos. Cada entrevista tuvo una duracion de 60 a 90 minutos.

4.2 Participantes

La investigacion cualitativa a menudo implica seleccionar a proposito a los
participantes, ya que el investigador esta tratando de estudiar una muestra tinica
basada en el propdsito de la investigacion. En este estudio, los estudiantes tuvieron
la caracteristica de no haber cursado geometria analitica con el objetivo de
investigar sus preconcepciones de pendiente. En México, el bachillerato se cursa en
tres anos, distribuidos en seis semestres, generalmente las edades de los
estudiantes oscilan de 15 a 18 anos; para nuestro estudio los estudiantes estaban
cursando el segundo semestre correspondiente al primer afo de bachillerato y sus
edades varian de 15 a 16 afios.

76



Los participantes son provenientes de una preparatoria perteneciente a la
Universidad Auténoma de Guerrero ubicada en la region centro del Estado de
Guerrero, México. La preparatoria fue elegida especificamente por dos razones.
Una, se tiene una relacion profesional con el director de la escuela y con los
maestros de los estudiantes. Por lo tanto, nos sentimos comodos acercandonos a
ellos y solicitar el permiso para llevar a cabo este estudio en la escuela y con sus
estudiantes. Segunda, la escuela fue seleccionada debido a su proximidad de
nuestra residencia de origen. Al elegirla, se pudo asegurar que se tuviera mas
flexibilidad para establecer reuniones con los estudiantes. Por ejemplo, en tres
ocasiones, se citd a estudiantes fuera del horario escolar para que no estuvieran

presionados por perder sus clases.

Los estudiantes fueron elegidos por sus profesores, el criterio que se

considero es que estos fueran alumnos regulares. En total se entrevistaron a 30
estudiantes (13 hombres y 17 mujeres).

Cabe mencionar que de acuerdo con el andlisis del curriculo que se realizd y
cuyos resultados se mostraron en la seccion 2.4, es posible que los estudiantes ya
tengan ideas previas sobre la pendiente. Sin embargo, no tenemos certeza de que
asi sea, ya que no se indago sobre su historial académico y ademads provenian de
diversas escuelas secundarias del estado de Guerrero entre ellas: técnicas,

generales y telesecundarias.
4.3 Diseno de las tareas de la entrevista

Para el disefio de las tareas se consideraron algunas representaciones de la
pendiente que categorizaron Moore-Russo et al. (2011) y Stump (1999, 2001).
Asimismo, los resultados del andlisis de la curricula asi como de las exploraciones
que se hicieron con los estudiantes que ya han culminado su educacion
bachillerato, permitieron considerar la demanda cognitiva de cada tarea. También
se consideraron resultados sobre las concepciones alternativas que ya se han
detectado por Dolores et al. (2002) con estudiantes de bachillerato y universidad,
como son: interpretar mayor velocidad media como la representacion grafica de la
ordenada de mayor altura; al estimar la velocidad media en una grafica dar la
magnitud de la ordenada y asociar la velocidad negativa con una grafica cuyas
ordenadas son negativas.
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Las tareas fueron disenadas en conjunto por el investigador y el grupo de
investigacion al que pertenece. Las tareas estdn planteadas de manera abierta,
permitiendo a los estudiantes de poner en juego todas las ideas que consideren
apropiadas para resolverlas y con el objetivo de no influir en sus procedimientos.
Cada tarea requiere analizar e interpretar situaciones especificas que involucran
representaciones verbales, graficas o algebraicas de la pendiente. De las cuales, 4
representan simulaciones de situaciones con la vida cotidiana y 6 se dan en

contextos escolares rutinarios.

La tarea 1 consistio en comparar la pendiente de una escalera respecto de
una rampa. Esta involucra al menos dos representaciones de la pendiente, entre
ellas como razén algebraica y como propiedad fisica, las cuales pudieran aparecer

. A . .
o no. La primera al emplear = o bien, para la segunda al apoyarse de los términos
Ax

inclinacion, angulos, empinada, etc. Sin embargo, dado a los recursos que se les
dio, es decir, transportador, regla y calculadora, ellos pudieran calcular el angulo y

emplear una representacion trigométrica, es decir obtener la tangente del angulo.

Por otro lado, por el poco trabajo que pudieran tener con el concepto, asi
como las experiencias en su vida cotidiana, es probable que se dejen guiar mas por

lo visual e interpretar que la pendiente sea el qué tan empinado este el objeto.

Esta se planted de la siguiente manera. “La entrada a una cafeteria tiene dos
accesos: una escalera y una rampa. La imagen (Figura 15) muestra sus medidas.

¢Qué acceso tiene mayor pendiente?”

Figura 15. Imagen mostrada en la tarea 1
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La tarea 2, es algo similar a la tarea 1, dado que nuevamente comparan
pendientes, pero ahora de rectas que estan dadas en planos cartesianos no
graduados. Esta tarea es mas de tipo conceptual, ya que el estudiante debe conocer
que para poder decidir en este contexto es necesario conocer la graduacion de los
ejes. Sin embargo, es mas esperada la representacion de la pendiente como
propiedad fisica, ya que en la etapa en que se encuentran los estudiantes es mas

probable que se dejen guiar por lo visual.

Esta tarea plantea decir: Como son entre si las pendientes de la recta L1y I
(Figura 16) y se les pidi6 sus argumentos. Asimismo, se les planted la pregunta

auxiliar sobre argumentar cudl tenia pendiente mayor.

»1 J"/

Figura 16. Rectas dadas en la tarea 2

La tarea 3, con el objetivo de conocer qué elementos consideran necesarios
para el calculo de la pendiente de una recta, se les plantearon 4 segmentos de recta
dados en un mismo plano cartesiano y graduado (Figura 17). Dos de estos
presentan elementos que permiten realizar el calculo, uno de ellos el dngulo de
inclinacion y el otro las intersecciones en los ejes x e y; otro es completamente

horizontal y el otro no tiene cortes a los ejes.

La pregunta detonadora fue: ;En cudl o cudles rectas es posible calcular la
pendiente? una vez argumentado para cada caso, se les pidid que mostraran o

dijeran como las calculaban.

79



30°
I 1 t + 1 1 1 1 1 + 1 ——
/ /2 0 ll X

Figura 17. Rectas dadas en el plano cartesiano en la tarea

Las representaciones de la pendiente involucradas en esta tarea son: la
trigonométrica, razon algebraica, razon geométrica y propiedad fisica, aunque cabe
mencionar que por las caracteristicas de los participantes pueden aparecer otras

ideas que van a depender del conocimiento de cada estudiante.

La tarea 4 da lugar a las representaciones de la pendiente como coeficiente
paramétrico, propiedad determinante, constante lineal, razon algebraica, razon
geométrica y propiedad fisica. Sin embargo, no es garantia de que sean las ideas
que el estudiante ponga en juego. Esta estuvo planteada de la siguiente manera:
“La grafica de la recta [; tiene por ecuacion a y = 2x + 4, es trasladada de modo
que ahora esta sobre el punto (4,0) y se transforma en [,. ;Qué pendiente tiene [,?”

véase Figura 18.

Figura 18. Imagen utilizada para la tarea 4
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Nuevamente la tarea sugiera el cdlculo de la pendiente, pero también
permite identificar la interpretacion que el estudiante le de. Pesé a que las
preguntas giran entorno al calculo, no es objetivo del estudio saber si resuelve bien

cada tarea, sino qué emplea para dar una solucion.

Para la tarea 5, se muestra la fotografia de una escalera (Figura 19), con
informacion de la medida de su huella y contrahuella. La pregunta consistié en
decir qué pendiente tiene la escalera, ademas de conocer que interpretacion le da
en un contexto real. Las representaciones involucradas son, situacion mundo real

fisica y razdn geométrica.

Figura 19. Fotografia utilizada para la tarea 5

La tarea 6 contempld la representacion de la pendiente como propiedad

funcional, ya que en esta se interpreta la velocidad y asimismo usar o verificar la

. Ad . o
velocidad usando . Esta se planteo de la siguiente manera:

“Ana sali6 de su casa a las 12.00 pm y regreso a las 8:00 pm. La siguiente grafica
(Figura 20) muestra el comportamiento de la distancia que recorrié en su
automovil respecto del tiempo. Escribe los intervalos que correspondan a cada

situacion.

a) Ana conduce su auto a una velocidad de 40 km/h.
b) En su regreso a casa, se encontrd con mucho trafico.
¢) Se detuvo a comer.

4

d) Ana conduce su auto a una velocidad de 10 km/h.
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Figura 20. Grafica presentada en la tarea 6

La tarea 7 da la oportunidad a evocar las representaciones razon algebraica,
razon geométrica, propiedad determinante y coeficiente paramétrico. Asimismo,
permite emplear las ideas que tenga cada estudiante acerca de la pendiente. La
tarea parti6é de la ecuacion de la recta asi como de su representacion en el plano
cartesiano junto con otra recta paralela denominada [; (Figura 21). Y demand¢ lo

siguiente, ;Cual es la ecuacion de la recta [;? y ;Cudl es la pendiente de la recta [;?

7 |
4

Figura 21. Gréfica presentada en la tarea 7

La tarea 8 da oportunidad al estudiante a referirse a la pendiente como
coeficiente paramétrico y asi mismo relacionarlo como factor que determina
cuando la recta es creciente, decreciente o constante, por lo que se dio la
expresion general de la funciéon y = mx — 1y se le preguntaron las condiciones
que debe cumplir para ser una funcién creciente, decreciente o constante.
Ademas en esta tarea, también es posible identificar que ideas asocian a los

pardmetros y a una funcidén creciente, decreciente o constante.
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La tarea 9 demanda la pendiente de una recta en el plano cartesiano dada
alguna informacion (Figura 22) que permite obtenerla de diversas maneras, entre
estas estd el uso de la representacién como razén geométrica, razon algebraica, la
trigonométrica, por mencionar primordialmente. Sin embargo, el planteamiento no
obstruye a poner en juego las ideas que tienen los estudiantes que no conocen del

todo las distintas representaciones de la pendiente.
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Figura 22. Grafica presentada en la tarea 9

La tarea 10 es un primer acercamiento a la pendiente como coeficiente
paramétrico y propiedad funcional en una situacion del contexto real que
involucra la constante proporcional. Ademas, es una actividad en la que de

acuerdo al analisis curricular, es comun trabajarla. Esta plantea lo siguiente:

Miguel vende cloro a domicilio, puede vender por litro o por la cantidad de
dinero que le pidan. Una sefiora le pidi6 cuatro litros y medio y pago $27,
mientras que otra clienta le pidi6 $18 y don Miguel le dio tres litros. Analiza la

situacion y contesta lo siguiente:
a) Si Ana le compra $15 pesos, ;cudntos litros de cloro le daran?

b) Don Miguel desea conocer una regla general que relacione el costo a pagar y
el nimero de litros de cloro. Supongamos que la regla tiene la forma y = kx.

¢Cuadl es esa expresion algebraica?

c) ¢Qué significa el valor de k?
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En esta tarea se espera que los estudiantes manifiesten las ideas que se

relacionan con la constante de proporcionalidad, asi como con lo que significa.

Las tareas 11, 12 y 13, son preguntas que dejaran ver lo que para ellos es la

pendiente, como se representa y dar ejemplos.

4.4 Analisis de datos

Las entrevistas fueron videograbadas y se realizaron en la oficina de un profesor y
en el auditorio de la escuela. El foco de la camara se centrd en las manos del
estudiante, este posicionamiento permitio una grabacion de su trabajo mientras
resolvia cada tarea. Para proteger el anonimato de los estudiantes, sus rostros no
fueron grabados y se utilizaron los acronimos E1, E2, E3, ..., E30 para
identificarlos. Para su respectivo andlisis, las entrevistas se transcribieron y
escanearon las hojas de trabajo de los estudiantes, empleandose asi el andlisis
tematico sugerido por Braun y Clarke (2012) y el método de triangulacion para

proporcionar confiabilidad, validez, credibilidad y rigor (Aguilar y Barroso, 2015).

El objetivo del andlisis tematico es identificar, organizar y sistematizar
patrones de significados (temas) utilizando un conjunto de datos para dar
respuestas a la pregunta de investigacion. De acuerdo con Braun y Clarke (2012),
un tema capta algo importante de los datos en relacion con la pregunta de
investigacion y representa algiin nivel de respuesta o significado modelado dentro
del grupo de datos. Estos patrones se identifican a través de un riguroso proceso
de familiarizacion y codificacion de datos y, desarrollo y revision de temas. La
triangulacion de datos es un procedimiento heuristico disefiado para documentar
informacion de acuerdo con diferentes puntos de vista, lo que aumenta la calidad y
la validez de los datos, ya que se elimina el sesgo de un solo investigador (Arias,
2000).

El método de andlisis tematico se estructura en 6 fases, en las primeras 4
fases, los investigadores (con diferentes niveles de experiencia) analizaron los
datos de forma independiente, posteriormente, compararon y discutieron sus

resultados. En caso de desacuerdo, los datos se analizaron conjuntamente y este
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proceso eventualmente condujo a un consenso de opinion. Todo esto se realizo en

la fase 4 del andlisis tematico. En la fase 5, los investigadores discutieron los

resultados y formaron conclusiones en sesiones de trabajo especificas. A

continuacidn, se describe cada una de las fases a partir de las cuales se estructura el

método.

Fase 1. Familiarizacion con los datos.

La familiarizacion con los datos y el lenguaje utilizado por los participantes se

logro al leer repetidamente las transcripciones de las entrevistas.

En esta fase se transcribieron las 30 entrevistas en Microsoft Word. Una vez

transcritas, se continud el con la lectura de las transcripciones y anotando las ideas

principales que ponen en juego los participantes. Se apoyd de Microsoft Excel para

ordenar la informacién y facilitar la codificacion inicial en los datos. En cada

columna se escribié cada una de las actividades que se incluyeron en las 13 tareas y

en las filas los pseuddnimos de los estudiantes para los cuales hemos denominado
Estudiante 1 (E1), Estudiante 2 (E2), Estudiante 3 (E3), y asi sucesivamente hasta

Estudiante 32 (E30) tal como se muestra en la figura 23.
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Figura 23. Captura de pantalla de la organizacion de los datos en Microsoft Excel
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Fase 2. Generacion de cédigos iniciales.

Se establecieron cddigos iniciales para una primera clasificacion basada en la pre-
lectura de las narrativas. Se buscaron palabras o frases empleadas por los
estudiantes para referirse a la pendiente en sus procedimientos y justificaciones.
Por ejemplo, en el extracto de E9 se puede ver en letras cursivas las frases que
permitieron establecer algunos codigos iniciales como son la pendiente como: la

inclinacion, posicién y el valor de m.

I: La entrada a una cafeteria tiene dos accesos: una escalera y una rampa. ;Qué
acceso tiene mayor pendiente?

E9: bueno, la pendiente es la inclinacién, entonces aqui es la rampa.

I: ;por qué?

E9: porque su inclinacién es mayor

I: ;A qué te refieres con inclinacion?

E9: que estd como mds acostadita, para mi entre mas horizontal mas inclinaciéon, o
sea entre mas vaya bajando mas inclinacion tiene [mueve el brazo simulando
el movimiento], aunque bueno, también se podria hacer con el plano
cartesiano sacando los valores de m y b, de ahi sacas la pendiente que es m, pero

no tengo esos datos.

Las frases mas significativas o claves que refieren a la pendiente son las que
se han denominado como codigos iniciales. El analisis se realizé por alumno y por
tarea, para llevarlo a un analisis en conjunto. Los codigos y los temas se derivan
del contenido de los datos por si mismos, de modo que la revision del investigador

durante el andlisis coincide estrechamente con el contenido de los datos.

A continuacion, presentamos la codificacién obtenida en tres de las tareas
como ejemplo. La Tabla 9 muestra los codigos identificados en la tarea 1, ejemplos
de un extracto de la entrevista y la frecuencia en la que aparecié cada cddigo. Por
ejemplo, en esta se interpreta que los estudiantes ponen en juego la idea de
pendiente como “longitud”, pero para responder a la tarea refieren a la longitud de
la base o a la longitud de una hipotenusa que ellos visualizan en la tarea. Lo mismo
para el codigo “inclinacién”, esta es atribuida por la posicidon en que se encuentra
un segmento que visualizan, al d&ngulo o a la longitud de la base o de la distancia

horizontal que abarcan las escaleras o la rampa.
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Tabla 9

Cddigos identificados en la Tarea 1

Codigo

Asociado
a:

Ejemplo de un extracto de la entrevista

Longitud

Base

E5: Es la rampa porque es la que estd mds largo, y ahi
vemos que la base mide 120, entonces eso hard que
la diagonal también sea mas larga.

Hipotenusa

E7: La rampa, porque tiene mds larga su longitud
(recorre con el dedo la rampa) y se ve porque la
linea de la diagonal o la hipotenusa es mas larga que
la de la escalera.

12

Inclinacion

Posicion

E11: Las escaleras porque estan muds inclinada, es decir
que estan mds hacia arriba,

Angulo

E4: Las escaleras porque estan mds inclinadas y eso se
ve bien si trazamos la linea y asi se ve como un
tridngulo y asi se ve en los dngulos, éste es mas
grande.

Longitud-
base

E10: Las escaleras porque se ven como mds inclinadas y
ademas como la medida de su ancho (sefiala la
base) es menor, eso hace que este mas inclinada.

Facilidad

Esfuerzo

El: La rampa tiene mayor pendiente porque es mus
fdcil para caminar, porque no tiene escalones.

Tiempo

E6: Las escaleras, porque la rampa tiene mas tardanza
en subir, subimos mds rdpido en las escaleras porque
solo son 3 escalones.

m en
y=mx+b

Valor de m

E9: La rampa porque su inclinacién es mayor, para mi
entre mas horizontal mas inclinacion. También se
podria hacer con el plano cartesiano sacando lo de m
y b, de ahi sacas la pendiente que es m.

Diagonal

Rampa

E29: La rampa, porque tiene mads distancia y mas
pendiente, la pendiente, es por ejemplo lo que vas a
subir, por ejemplo, escaleras, cerros o algo asi, y
entre mas distancia mas pendiente.

Nota: F denota Frecuencia

En la tarea 2, para la decision de la recta con mayor pendiente se
identificaron 3 cddigos, los cuales estan asociadas a las ideas que pusieron en juego
los estudiantes (ver Tabla 10). Por ejemplo, hablaban de la inclinacién pero esta
asociada a la posicion con respecto del eje x o del eje y, o bien, al valor de la
ordenada maxima, interseccion con el eje y, o al angulo.
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Tabla 10

Cddigos identificados en la Tarea 2

Codigo Asociado a: Ejemplo de un extracto de la entrevista
Posicion E4: la uno tiene mayor inclinacion, mas inclinacion seria
respecto a x que este muis cercano al eje x o que tenga la forma de

ese gje.
Posicion E16: la dos, porque ésta estd por asi decirlo mds cerca
respecto a y de la ye. [distancia el eje y al extremo superior de la
recta], su inclinacion es mas.
Inclinacion | Altura E6: la dos tiene mds inclinacion, porque tiene una altura
mas... alta.
Interseccion | E2: tiene mayor pendiente ele dos porque se encuentra
con y mas arriba de lo que se encuentra la primera recta
(sefiala la interseccion).
angulo El: ele uno porque tiene mayor dngulo que la 2 o sea
esta mds inclinada.
Base E10: la 2 porque estad mids inclinada, porque aqui mide
menos [sefala la distancia de la interseccién con el eje
y hacia el origen].
Recta E25: las dos tienen la misma pendiente porque se ve
Longitud que tienen el mismo tamarfio nada mdas que tienen
diferente posicidn, por eso se ven diferentes.
Segmento E5: La uno, porque un mayor espacio, es mas larga,
del ler entre mas pendiente mds larga es esta [se refiere al
cuadrante tamario de la recta en el cuadrante].
Triangulo El1: la recta ele 2 tiene mayor pendiente porque sus
Area mayor | mayor lineas se intersecan en diferentes puntos y forman
un tridngulo mayor que la recta ele 1.

Nota: F denota Frecuencia

La Tabla 11, muestra los codigos identificados en la Tarea 3 asi como las
asociaciones que realizaron los estudiantes con respecto a la idea que pusieron en

juego para atenderla.
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Tabla 11

Cddigos identificados en la Tarea 3

Codigo Asociado a: Ejemplo de un extracto de la entrevista F

Segmentos E7: en la tres y cuatro, porque son estas [sefiala los | 7

Diagonal segr,n'ento's] las diagonales, la uno no p’orque n,o
estd inclinada, y la dos no corta a las x’s o la y’s
[sefiala los ejes del plano cartesiano].

Recta E6: todas, porque ya estan marcadas sus distancias | 12
de un punto a otro y para calcularla mediria sus
centimetros

Segmento E2: En la uno y dos no, en las otras si, porque | 3

acotado  por conocemos de donde se empiezan a trazar

las [sefiala la interseccién en el eje x] y donde

intersecciones terminan [sefhala interseccion en el eje y] y

. entonces la pendiente es esto [sefiala el segmento
Longitud . .
formado por las intersecciones como extremos], su
medida.

Altura E27: En la uno no, porque no tiene inclinacién. Las | 4
otras, todas tienen altura y acd va su inclinacidn,
digamos que es donde se pueden encontrar los
grados y su altura, entonces aqui la 3 y 4 casi
tienen la misma pendiente, sus alturas casi son
iguales.

Angulo E20: La uno no porque no se le puede calcular el | 6

Angulo angulo, en las otras si, porque estan las dos
lineas y asi si le podemos calcular el dngulo.

Valor m E9: En todas porque ya tienes el plano cartesiano | 1
solamente te guiarias contando y ya sacas el
valor de m y luego el valor de b. Eme va en equis
y b con ye creo, algo asi, pero m es la pendiente.

Cociente E13. Para calcularla se tienen los puntos doénde | 1

_m en formado por corta en el eje “y” y el eje “x” y vamos a usar la
y=mx+ b Ordenada al origen

abscisa al origen

férmula y= mx + b, donde b representa el punto
de corte con ye y m representa la pendiente,
entonces para ele cuatro, es -5 y 3, creo que arriba
va el 3 en la formula (escribe y = 3/-5 + b]
entonces su pendiente seria 3/-5.

Nota: F denota Frecuencia
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En esta misma tarea, otra codificacion que pudo identificarse como

condicion para poder calcular la pendiente fueron, la existencia de las

intersecciones de la recta con los ejes (8) y que la recta tenga una cierta inclinacién

(18) y que se pueda apreciar un tridngulo (4).

Cabe mencionar que para poder establecer las frecuencias, primero se

organizd la codificacion apoyandonos de Microsoft Excel. En esta es posible

apreciar qué ideas o procedimientos empled cada estudiante para realizar cada una

de las tareas o lo que evitd la atendieran. Una parte de esta organizacion se

muestra en la Figura 24.
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Figura 24. Captura de pantalla de la primera codificacion de los datos en Microsoft Excel

Asimismo, para reconocer qué ideas puso en juego cada estudiante, se

realizé una codificacion sin importar la tarea, esta también se organizé en

Microsoft Word y se muestra una parte en la Figura 25. En esta se puede apreciar

como se empieza a relacionar los codigos de manera que ayudan al establecimiento

de los tema en la siguiente fase.
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Figura 25. Captura de pantalla de la primera codificacion de los datos en Microsoft Excel

sin considerar las caracteristicas de las tareas.

Fase 3. Bilsqueda de temas.

En esta fase la busqueda de temas es un proceso activo en el que los codigos
iniciales son comparados entre si (Braun y Clarke, 2012). Esto permite identificar
patrones asociados en las respuestas dadas por los estudiantes y asi agruparlos en
un tema. Es decir, consiste en identificar dreas de similitud y superposicion entre
los cédigos; este proceso de generacion de temas (y subtemas) implica el
agrupamiento de codigos que parecen compartir algiin rasgo unificador para
reflejar y describir un patron coherente y significativo en los datos.

En términos de este estudio, un tema es una preconcepcién. Para ello,
observaron los codigos asociados para hacer referencia al concepto de pendiente.
En esta fase se agruparon los codigos que establecian una misma relacion. Por
ejemplo, se tenian codigos como: longitud de la altura, longitud de la hipotenusa,
la pendiente es la medida de la diagonal, la pendiente es la distancia de un punto
inferior a otro superior, y de estos se construyé el tema “La pendiente como la
longitud del segmento de recta”.
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Fase 4: Revision de temas.

Este proceso involucra un proceso recursivo mediante el cual el desarrollo de los
temas es revisado en relacion con los datos codificados y todo el conjunto de datos
(Braun y Clarke, 2012). Para ello, se revisan los temas frente a los extractos
asociados a cada uno a fin de que exista relacion entre ellos. En este proceso, se
pueden modificar o formar nuevos temas que capturen de forma mas significativa

los datos relevantes que responder a la pregunta de investigacion.

Cabe mencionar que en esta etapa se pueden eliminar algunos temas que no
agrupen el patron respuesta de los estudiantes o que no sea suficientemente
soportado por la evidencia. De acuerdo a Braun y Clarke (2012) algunas preguntas
que pueden guiar este proceso son: ;Es este realmente un tema (dado que podria
ser solo un codigo) ?; si se trata de un tema, ;cudl es su calidad, es decir, dice algo
atil sobre el conjunto de datos y la pregunta de investigacion?; ;cudles son los
limites de este tema, es decir, que puede incluir y qué excluye? y; ;hay suficientes
datos (significativos) para apoyar este tema, es decir, el tema es fino o denso?; ;el

tema tiene coherencia?

Por tanto, en esta etapa la coherencia entre los temas y los datos sera la que
determine el refinamiento de los temas (o subtemas, si es el caso). En esta etapa es
valido también dividir un tema amplio en un nimero de temas mas especificos o
coherentes o bien, juntar aquellos de tal forma que en grupo forman un todo mas

coherente.

Como resultado de esta fase, en este estudio, algunos temas sufrieron
cambios en el titulo o descripcidn, por ejemplo, se tenia el tema “la pendiente como la
recta”, en el que se encontraban los cddigos “la pendiente es la linea diagonal” y “la
pendiente es la hipotenusa”; también se tenia el tema “la pendiente como una subida o
bajada” cuyos cdédigos hacen referencia a “ la pendiente es una subida o una
bajada”, “la pendiente es como un terreno que se ve como una bajada”. Sin
embargo, al analizar estos temas se identifico que hablaban de la pendiente como
un ente o un objeto, de manera que esto provocod que se creard un tema, cuyo

nombramiento fue: “la pendiente como un objeto”. De manera que, los dos que eran
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temas en la fase 3 del andlisis pasaron a ser dos subtemas, tal como se sinteriza en
la Tabla 12. En esta fase se reunieron los investigadores para presentar los temas

identificados y en caso de desacuerdo llegar a un consenso sobre los temas finales.

Tabla 12

Ejemplo de la creacion de un tema y modificacion a subtemas en la fase 4 del andlisis.

Tema ‘ Subtema Codigos
e La pendiente es la diagonal.
e La pendiente es la linea inclinada.

La La pendiente como la recta . )
) ¢ La pendiente es la hipotenusa.
pendiente .
e La pendiente es la recta.
como

¢ La pendiente es una subida o bajada.
e La pendiente es como un terreno
donde se ve la subida o bajada.

objeto | La pendiente como una subida o
una bajada

Fase 5. Definiendo y nombrando los temas.

Braun y Clarke (2012) caracterizan esta fase como aquella en la que es necesario
establecer claramente lo que es tinico y especifico sobre cada tema; asimismo, un
buen andlisis tematico tendra temas que (a) no sean demasiados, ya que deberian
idealmente tener un enfoque singular; (b) estdn relacionados, pero sin
superponerse, por lo que no son repetitivos, aunque pueden basarse en temas

anteriores; y (c) permiten responder directamente a la pregunta de investigacion.

Habria que mencionar también que, en algunos casos, es posible tener
subtemas dentro de un tema, que son utiles en casos en los que hay uno o dos
patrones generales dentro de los datos pero cada uno se reproduce de diferentes
maneras (Braun y Clarke (2012). Esta fase del andlisis consiste en seleccionar
extractos para presentar, analizar y luego exponer la historia de cada tema. De
manera que, los temas en este estudio se definieron (ver Tabla 13) después de
sesiones de trabajo entre los investigadores en los que se discutié sobre los

aspectos que destacarian en cada tema.
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Fase 6. Produccion del informe.

Esta fase del andlisis tematico parte del conjunto de temas completamente
nombrados y definidos, que en este caso son las preconcepciones de pendiente

identificadas en los participantes.

Para los propdsitos de esta investigacion el reporte (presentado en el
siguiente capitulo) consiste en: primer lugar, presentar una tabla que muestra de
manera general los temas y subtemas asociadas a las preconcepciones de
pendiente, asi como la definicion de cada una; y posteriormente describir cada una

de ellas.
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CAPITULO V

Resultados

Del andlisis y triangulacion de los datos, se identificaron 9 preconcepciones de
pendiente en los estudiantes que aiin no han trabajado el concepto de pendiente en
el bachillerato. Cada una fue manifestada con diferente frecuencia y en algunas se

identificaron subtemas, tal como se muestra en la Tabla 13.

Las entrevistas revelaron que la mayoria de los participantes tenia
dificultades para describir o hablar de la pendiente en términos matematicos. El
40% de los estudiantes declaré haber tenido una experiencia escolar con el
concepto de pendiente en sus estudios de secundaria (la curricula oficial plantea su
estudio en el grado 9), pero no recordaban su definiciéon ni cémo calcularla. Sin
embargo, mostraron tener varias ideas asociadas a la pendiente, algunas difusas y
otras cercanas al concepto matematico. En consecuencia, en sus explicaciones hubo
influencia su vida escolar pero mayoritariamente se basaron en sus experiencias de
su vida cotidiana, ya que los términos que utilizaron para explicar tienen un
significado distinto a la definicion que se da en matematicas. Por ejemplo, para
ellos, el angulo es el espacio que hay de la recta con respecto de la horizontal o el
numero con grados; inclinacion, es la posicion de la recta con respecto de la

horizontal o vertical o el angulo; diagonal, es una linea inclinada.
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Tabla 13

Preconcepciones de la pendiente.

La pendiente... Descripcion Subtemas F
Como longitud de Se refiere a la medida de la La pendiente es la medida 89
un segmento de recta o segmento de recta la recta.
recta involucrado. La pendiente es el valor 7

de la altura.
La pendiente es el valor 6
de la base.

Como un objeto Se refiere a la propia recta o La pendiente es la recta. 43
a la parte inclinada de una La pendiente es como 10
superficie o de un objeto en una subida o bajada.
la que pueda visualizarse
una diagonal (linea
inclinada).

Como la inclinacion  Se refiere a la posiciéon que La pendiente es la 35
tiene el segmento de recta. posicién de la recta con

respecto a la horizontal o
vertical.

La pendiente como la 7
inclinacion atribuida a la
interseccion con el eje y.

Como el dangulo Se refiere al valor del dngulo que se forma de la horizontal
hacia la diagonal de una escalera o rampa, o hacia la recta, 25
con la caracteristica de ser menor de 90°.

Como interseccion Se refiere al punto de corte del segmento de recta con el eje 22

en los ejes x o el ejey.

Asociada a una Se refiere a una ecuacion o La pendiente es el valor 7

expresion algebraica al valor de algiin elemento demeny =mx +b.
que pertenece a la ecuaciéon La pendiente es la 6
de la recta. ecuacion.

La pendiente es el valor 2
debeny =mx +b.

Se obtiene del Se refiere a calcular la pendiente como el cociente de la 4

cociente
determinado por los
valores de las
intersecciones con el
ejexey.

abscisa al origen y ordenada al origen de manera indistinta.
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Como una cualidad  Se refiere a un rasgo necesario para facilitar el recorridode 3

en rampas o una rampa y una escalera empleando un menor esfuerzo

escaleras y/o tiempo.

Como incognita Se refiere a un valor desconocido o la solucién de un 2
problema.

Nota: F denota frecuencia

5.1 La pendiente como longitud de un segmento de recta

Esta preconcepcion se refiere a considerar a lo que mide la recta o segmento de
recta como la pendiente. Es utilizada por el 93% de los estudiantes, cada uno la
mostro con diferente frecuencia. Esta se manifesto en su mayoria en las tareas que
requerian el calculo de la pendiente de una recta dada en el plano cartesiano (Tarea
3,4, 7y9)y el cadlculo y/o comparacion de la pendiente de una rampa y de una
escalera (Tarea 1 y 5). Los participantes que tienen esta preconcepcion
consideraron diferentes longitudes asociadas a la pendiente, las cuales se describen

a continuacion.

5.1.1 La pendiente esla medida de la recta.

Esta idea fue la de mayor frecuencia (89 veces) y se caracterizé como aquella en la
que los estudiantes manifiestan que la pendiente es la medida de la recta dada
cuando se da en el plano cartesiano, mientras que cuando se da una rampa o una

escalera es la longitud de la rampa o la zanca (véase Figura 26 y Figura 27).

R: )_O\ @\’WCE\\(;:\\.“« e O\ \q
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Figura 26. Ejemplo de la pendiente como longitud de la recta
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Figura 27. Ejemplo de la pendiente como longitud de la zanca

Para obtener la longitud utilizan: el Teorema de Pitagoras, ya que a partir de
visualizar un tridngulo rectangulo la equiparan con la hipotenusa; miden la recta
con una regla omitiendo el plano cartesiano (ver Figura 28) y/o; consideran que la
medida de la recta es la proyeccion de la recta en el eje x o el eje y, tal como se

muestra en el extracto de estudiante E14.

I: ;Cuadl es la pendiente de la recta I,?

E14: Bueno pues aqui es uno, dos, tres y aqui uno [cuenta las particiones en el
eje y positivo y negativo], entonces seria nueve lo que mediria toda la recta,
porque ocho mas uno, son nueve.

I: ok, pero ahi me estas dando lo que mediria esto [sefiala el eje y] y nos estan
pidiendo la pendiente de la recta [;.

E14: si, pero eso es lo mismo que mediria la recta.

I: ;por qué consideras eso?

E14: porque si movemos la recta de manera que coincida con el eje y, entonces
este punto [sefala el extremo derecho] cae en ocho si tomamos que cada
rayita vale uno [sefiala las particiones que se dan], y el otro punto llega a
menos uno [sefala el extremo izquierdo] pero como son distancias entonces
es uno. Entonces, si sumamos las distancias nos da nueve, y como ya lo dije
anteriormente que la pendiente es la distancia de un punto a otro, entonces

nueve es la pendiente.
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Figura 28. Procedimientos para obtener la longitud del segmento de recta dada.

En este subtema, 20% de los estudiantes consideran la pendiente como la
longitud del segmento de recta pero de manera restringida, ya que consideran solo
el segmento que se encuentra por encima del eje x, porque el segmento que se
ubica por debajo del eje x daria distancias negativas, y esto no existe o no tiene
sentido. A continuacion, se muestra la parte de un extracto de la entrevista cuando

el estudiante E27 hace esta declaracion al atender la Tarea 4.

I: [...]° ;La pendiente es la misma, o se modifica al trasladarse?

E27: si se modifica, porque ahora ya solo tienes esto en ele dos [senala el
segmento de recta que esta después de la interseccidon con el eje x], aqui se
forma el tridngulo, que es como lo que esta después de suelo.

I: ;Qué quieres decir con eso?

E27: es que la recta es esta [sefiala a I:], pero si suponemos que esto es el suelo
[senala el eje x], entonces aqui empieza la pendiente [sefiala el segmento de
recta] que seria donde se empieza a formar como este triangulo [remarca el
triangulo, véase Figura 29].

I: ;Entonces cual es la pendiente de esa recta?

E27: hmmm... mediria esto [sefiala lo que seria la hipotenusa del tridngulo]
pero me apoyaria de la altura que seria lo mismo que mide la diagonal y
entonces la pendiente es 4.

I: ;entonces ese 4 es la pendiente de la recta ele sub dos o nada mas de ese
segmento?

E27: es lo mismo, porque esto que abajo es como si no existiera.

5[...] se escribe con el objetivo de senalar la existencia de mas discurso en la entrevista por ambas
partes.
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Figura 29. Procedimientos de E27 en la Tarea 4.

5.1.2 La pendiente como el valor de la altura.

Se manifestd principalmente en las tareas que pedian el cdlculo de la pendiente de
una recta dada en el plano cartesiano (7 veces). Esta refiere a considerar la longitud
del segmento que baja desde su extremo derecho y es perpendicular al eje x. De
esto modo, las principales atribuciones que dan para la pendiente es el valor de la

maxima ordenada, tal como se muestra en la produccion y el extracto de E7.

I: ;Como son entre si las pendientes de la recta l1 y 12?

E7: son iguales.

I: jpor qué?

E7: porque las dos tienen la misma distancia nada mas que... no, son
diferentes, si son diferentes.

I: jpor qué son diferentes?

E7: porque sus distancias son diferentes.

I: ;a qué distancias te refieres?

E7: esta [sefiala el extremo derecho de 12] estd més alta que la de 11, tiene una
altura mas... alta.

I: entonces, si te pido que me des su pendiente, jcuadl es su pendiente?

E7: esta [traza lineas punteadas desde el extremo superior hacia el eje y, véase
Figura 30], el nimero que este aqui, puedo medirlo con la regla para saber
cuanto es.

I: Asi esta bien, sdlo escribe tu respuesta por favor.
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Figura 30. Procedimientos de E7 en la Tarea 2.

5.1.3 La pendiente como el valor de la base.

Parten de visualizar un tridngulo rectangulo formado por la recta, el eje x y por
una recta perpendicular bajada del extremo derecho hacia el eje x, donde la medida
de la base es la pendiente. Por tanto, fue natural para los estudiantes asociar a la
pendiente el valor de la abscisa del extremo derecho del segmento. Se manifestd (6
veces) en las tareas que pedian la pendiente de la recta dada en el plano cartesiano,

tal como se muestra en la produccion de E30 (véase Figura 31).
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Figura 31. Justificacién de E30 al resolver la Tarea 2.

De la misma manera, el estudiante E26 asigna el valor de la abscisa a la
pendiente de la recta, pero para justificar resuelve una ecuacion y segun su criterio,
esto justifica que su respuesta es correcta, tal como se puede apreciar en el

siguiente extracto y su produccion.
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I: [...] {Cudl es la pendiente de la recta Ii?

E26: seria seis.

I: ;como lo sabes?

E26: porque si aqui bajamos [traza un perpendicular del extremo derecho hacia
el eje x, véase Figura 32], queda en el punto seis.

I: entonces ;esa es su pendiente?

E26: si, porque esa es su medida, aunque también lo podemos hace con una
operacion.

I: ;qué operacion?

E26: [escribe y = 2x + 4] equis vale uno, entonces [sigue escribiendo y
sustituye el valor de 1 en la ecuacion y contintia realizando las operaciones,

tal como se ve en la Figura 32] y nos da 6, y si, su pendiente es 6 [...]

Figura 32. Procedimientos de E26 al resolver la Tarea 4.

Otra tarea en la que figur6 fue en la de una escalera dadas la respectiva
medida de uno de sus escalones. En esta, la pendiente fue asociada a la longitud
horizontal que se forma al unir las huellas de todos los escalones omitiendo asi la
medida de la contrahuella, tal como se puede apreciar en el extracto de la

entrevista realizada a E23.

I: En la escalera, como la puedes ver aqui [sefiala la imagen en la hoja], los
escalones tienen una medida de 27cm de huella, o sea donde se pisa'y 18 cm
de contrahuella, o sea la alzada, tal como se muestra en la fotografia. La
pregunta es ;qué pendiente tiene la escalera?

E23: La pendiente seria lo que mida la base de la escalera.

I: ;A qué te refieres con la base?

E23: o sea de lo que abarque sin los escalones.
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I: ;como es eso?

E23: si, porque con todos los escalones se forma como un... un triangulo jno?,
entonces si nada mds nos fijamos en esto [simula con la mano una
horizontal] seria solo la medida de la base de los escalones... o sea aqui
seria 27cm su base y si juntamos todos los escalones seria 27 por ... no sé
cuantos escalones tiene la escalera, pero multiplicaria 27 por la cantidad
escalones.

I: y jeso seria la pendiente?

E23: si, la medida de la base de la escalera.

5.2 La pendiente como un objeto

Esta preconcepcion se refiere a considerar a la pendiente como a la propia recta o
segmento de recta, asi como a la parte inclinada de una superficie o de un objeto en
el que se visualice una diagonal, entendiéndose ésta en términos coloquiales, es
decir como una linea inclinada respecto de la horizontal. Se manifestd en el 66% de
los estudiantes, cada uno con diferente frecuencia. Esta se identifica en dos
contextos, en matematicas y en la vida cotidiana, pero en ambas hacen referencia

en si al ente, tal como se describe a continuacion.

5.2.1 La pendiente es la recta.

El estudiante hace referencia a la pendiente como a la recta que se da en el plano
cartesiano, en términos de “es la linea inclinada”, “es una diagonal”, “es la recta”,
principalmente al preguntar sobre qué es la pendiente (44% de los estudiantes).
Con esta idea, al resolver las tareas que involucraban una recta en el plano
cartesiano omitieron toda la informacion que se dio en estas. Asimismo, cuando se
les preguntd sobre lo que se le venia a la mente cuando escuchaban la palabra
“pendiente”, antes (estudiantes que al plantearles la primera tarea, declararon no
haber trabajado el tema) o después (una vez contestado la tarea 1), el 33% hizo
referencia a una linea inclinada. En general, esta idea se manifest6 43 veces, y en la

Figura 33 se muestran algunas evidencias.

103



¢Cuil ¢s la pendiente de la recta 1,2,
A2

v

«2Qué ex la pendiente?
la pgevdier\e e3 tualquiey \wnea

Ave esfe wnelinado

LQué ¢3 Ia pendiente? .
Lle fPendienle on e 'meee Qe i tae i
g\
x o 13"\0 Q&)\I&O o ooy

Figura 33. Ejemplos de la pendiente preconcebida como la recta.

En esta categoria se encontro con dos tipos de estudiantes, quienes se
aferraron a la idea de que la pendiente es la recta por lo que al pedirle un valor de
la pendiente, ellos no lo atribuian a nada mas que al propio dibujo dado, tal como

se muestra en el siguiente extracto.

I: ;Cudl es la pendiente de la recta 11?7 ... aqui tenemos la recta 1 y te dan
algunos datos ;Cual seria su pendiente?

E17: La pendiente seria estd [sefala recorriendo con su lapiz la recta dada].

I: ;a qué te refieres?

E17: a esta [senala nuevamente la recta]

I: ;alarecta?... es que no entiendo a qué te refieres con esta.

E17: pues es esta [coloca la punta del 1apiz sobre la recta].

I: ;puedes marcar ahi cudl es la pendiente?

E17: [remarca la recta dada]

I: ;seria la linea?

E17: si, esa es una pendiente.

I: y si te piden encontrar la pendiente, ;qué harias o qué resultado daria?

E17: pues nos darian puntos por donde va a pasar la pendiente, y es que hay
una férmula que te da valores y con eso encuentras los puntos por donde va
a pasar la pendiente

I: la recta y la pendiente ;es lo mismo?

E17: si, sélo si tiene forma de una pendiente.

I: ;como es eso de forma de una pendiente?

E17: una linea inclinada.
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En cambio, otros que también partieron de esta idea, fue natural dar la longitud del
segmento como valor de la pendiente, tal como se deja ver en el extracto de la

entrevista a E1.

I: Dada las rectas I3, I, I3 y Iy . ¢En cudl o cudles es posible calcular la
pendiente?

El: la ele uno no, porque estd en la recta normal [con el ldpiz simula la
horizontal] y la dos no se puede porque la linea no estd hacia aca [se refiere
a la prolongacion y cortar con el eje x] y la tres y cuatro si se puede porque
cortan y son pendientes.

I: ;puedes calcular la pendiente de la recta ele sub tres?

El: ;su pendiente?

I: si, ;Como la calcularias?

E1: sacar la férmula de equis para saber donde va a quedar el punto este y este
[ senala las intersecciones]

I: ;donde va a quedar los puntos, pero que no ahi ya estan los puntos?

El: si, pero si no los conociéramos tendriamos que sacar la férmula para
encontrarlos y asi poder trazar la pendiente

I: ;1a pendiente seria la linea?

E1: si [escribe en su hoja, esta es la pendiente, véase Figura 34]

I: pero, entonces ;cual seria su valor?

E1: pues si me piden un valor seria lo que mide ;no? [...]

Esta cne
Pembatmne

Figura 34. Produccion de E1 en la Tarea 3.

Como se aprecia en el extracto de la entrevista al estudiante E17, sino se le
hubiese pedido un valor de la pendiente, €l no hubiera asignado medida del
segmento. Asi como este estudiante, mantienen su idea de pendiente como la recta.

Por ello, en él la preconcepcion identificada es de pendiente como un objeto.

105



5.2.2 La pendiente es como una subida o una bajada.

Esta preconcepcion es cercana a su experiencia de su vida cotidiana, como es su
interaccion con el recorrido de calles y carreteras. Se caracteriza por considerar a la
pendiente como una subida o una bajada, es decir, un sendero o lugar con declive.
En las tareas identifican a la pendiente como la rampa para las sillas de ruedas y la

rampa en la que se apoya la escalera, tal como se muestra en la Figura 35.

I. La entrada a una cafcteria tiene dos accesos: una excalera y una rampa. La imagen muestra sus
medidas, | Qué acceso tiene mayor pendiente?

11. ;Qué es la pendiente? l_& S U‘Y)-A(\ o \9(‘)‘\

A qokhay que
{elofrer b quknf auve

Figura 35. Ejemplos de la pendiente como la subida o bajada.

Asimismo, esto se puede mirar en el extracto de la entrevista cuando el estudiante

E1 atendio la tarea 5.

I: En la escalera, los escalones tienen una medida de 27 cm de huella y 18 cm
de contrahuella, tal como se muestra en la fotografia. ;Qué pendiente tiene
la escalera?

E1: pues la pendiente es esta parte de la escalera.

I: ;cual?

E1: pues esta parte, la que se forma con los escalones.

I: pero ;a qué parte te refieres?

E1: esta parte, la que se ve inclinada [con su l4apiz sefiala toda la escaleral].

I: puedes marcarla ahi por favor

E1: [toma una regla y traza una linea, véase en la Figura 36] esta.

I: ;y como la calculamos?

E1: pues solo la trazamos ;0 quiere un valor?

I: la pregunta es ;cudl seria la pendiente de esa escalera?

E1: uhmm... pues esta seria la medida de la pendiente.
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Figura 36. Produccion del estudiante E1 en la tarea 5.

Analizando el discurso de E1, asi como su produccién, se percibe que el asignarle
un valor a la pendiente es otro requerimiento que trata de asociar con la pendiente, pero
para él es claro sobre lo que piensa acerca de la pendiente, es decir la mira como un objeto
y atribuirle la medida es una asociacién que hace forzada como para satisfacer al
entrevistador. Por ello, se abstrae que la idea esencial que pone en juego el estudiante E1
es la pendiente como un objeto, visto mds como una subida o bajada. De manera similar,
se puede apreciar la misma idea en la produccion del estudiante E10 al definir lo que es

pendiente, como lo representa y al ejemplificar en la Figura 37.

11.0Qué ¢s la pendiente?
€s |oa fovma de ka “nelt racan de una
Cesa,

12.; Coémo se representa?
Cor\ Tl ';hCh nacion . r:mJ.Telcc
13. Escribe un cjemplo de la pendiente. .

a pendienie la pue&o sbnevvay en lg
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Figura 37. Ejemplo de pendiente como subida o bajada en la produccion de E10.

5.3 La pendiente como la inclinacién

Se caracteriza por considerar a la pendiente como la inclinacion, entendida como la
posicidn que tiene un segmento de recta o un objeto. Para determinarla se apoyan
de: la posicion de la recta con respecto de la horizontal o vertical (35 veces) y; del
valor de la interseccion que tiene la recta con el eje y en el plano cartesiano (7

veces). Se percibi6 la dificultad para externar verbalmente lo que consideran por
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inclinacion, de manera que para explicarla utilizaron la mano o el brazo para
visualizar cuando un objeto tiene inclinacién y pendiente, evidenciando y
afirmando que la pendiente e inclinacion son sinénimos. A continuacion, se

describen las dos ideas que manifiestan los estudiantes.

5.3.1 La pendiente es la posicion de la recta con respecto a la horizontal o
vertical.

Se caracteriza por hacer referencia a la pendiente en términos de la posicién que
tiene el segmento de recta respecto de la horizontal (30 veces) o de la vertical (5
veces). El 23% de los estudiantes definen a la pendiente como la inclinacion de la
recta, entendiéndola como la posicion, por ejemplo, el estudiante E30 declara que
“la pendiente es la inclinacion y ésta es el que tan lejos o que tan cerca este la recta a ye”.

O como también lo emplea el estudiante E13 para dar respuesta a la Tarea 2.

I: ;Como son entre si las pendientes de las recta l1 y 12?

E13: son diferentes.

I: diferentes ;por qué?

E1: porque una estd mas inclinada que la otra.

I: ;cual tendria mayor pendiente?

E13: esta [senala la recta L]

I: ;Por qué?

E13: pues en si se ve mas inclinada que la otra, entre mas recta parezca, mas
inclinada va a estar.

I: ;como te das cuenta de lo inclinado?

E13: pues me guio por el eje y, por ejemplo si esta como recto... bueno como
parado, por ejemplo, si una rampa estd casi igual como una pared va a estar
muy empinada y va a estar dificil subirla, pero en cambio si estd un poquito
mas planito como el suelo si se va a poder caminar, por eso esta [sefala la
recta 2] tiene mas pendiente.

I: pero aqui ;cdmo ves que tiene mas pendiente?

E13: porque esta mas inclinada, y sé que estd mas inclinada si se acerca mas a

ye o bueno si se asemeja a ye.
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Cabe mencionar que el 20% de los estudiantes consideran que una recta tiene mas
pendiente si se encuentra mas cerca de la horizontal, tal como se observa en el extracto de

la entrevista de E6 y en la produccién del estudiante E4 (véase Figura 38).

I: ;Cémo son entre si las pendientes de las recta 11 y 1.?

E6: pues una estd enfocada mds hacia abajo y la otra esta como mas hacia
arriba, aqui van cambiando sus grados, una tiene mayor grado que la otra y
por eso hace que vayan cambiando de direccion.

I: ;cudl tendria mayor pendiente?

E6: esta [sefiala la recta 11]

I: ;por qué?

E6: porque entre menos grados tenga la recta va a ser mas grande su pendiente
debido a que como que se va acostando y entonces eso hace que se haga un
poco mas larga

I: entonces, ;jcudl seria la pendiente?

E6: la inclinacion

I: ;y qué es la inclinacion?

E6: la pendiente

I: ;como, entonces pendiente e inclinacion es lo mismo?

E6: si, algunos le llaman pendiente y otros le llaman inclinacion, pero en si se

refiere a qué tan cerca o lejos esta del eje x.

Figura 38. Produccion del estudiante E4 en la tarea 2.
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5.3.2 La pendiente como la inclinacion atribuida a la interseccion con el eje y.

Se manifesto principalmente al comparar las pendientes de dos rectas (7 veces),
entendiéndola como la inclinacion, pero atribuida a la interseccion que tienen las

rectas con el eje y. A continuacion se muestra en parte del extracto de la entrevista

de E15 asi como su produccion en la Figura 39.

[...]

E15: la recta L. tiene mayor pendiente, porque estd mas inclinada.

I: ;como sabes que estd mas inclinada?

E15: porque por ejemplo suponiendo que aqui tenemos uno, dos, tres [Da
graduacion a los ejes de ambos planos cartesianos, ver Figura 39], entonces
como podemos ver, la recta I1 pasaria por el punto uno, y de la recta l> su
inclinaciéon estd hasta el ndmero cuatro, entonces eso también me
demuestra que la pendiente es mayor.

I: ;por el corte con el eje y?

E15: si, eso nos demuestra cual tiene mayor pendiente en el plano cartesiano.

!
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Figura 39. Produccion del estudiante E15 en la tarea 2

5.4 La pendiente como el dangulo

Se refiere a considerar la pendiente como el valor del dngulo que se forma de la
horizontal hacia la recta o una diagonal para el caso de la escalera o rampa. El 40%
de los estudiantes la manifiesta con mayor frecuencia en las tareas 3 y 9, seguida de
la 5y en el resto mas esporadicamente (ver Figura 40).
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Figura 40. Ejemplo de la preconcepcion de la pendiente como el angulo

El 20% del 40% de los estudiantes, dicen explicitamente la pendiente es el
angulo, mientras que el otro 20% argumenta que el valor de la pendiente es el
valor del angulo porque ese es su inclinacion, tal como se muestra en el siguiente

extracto de entrevista.

I: Dadas las rectas Iy, I, I3 y 1, ¢en cudl o cudles es posible calcular la

pendiente?

E18: en la cuatro y la tres

I: ;Por qué?

E18: porque la pendiente es la inclinacion y estos tiene una base y asi se podria
calcular el d&ngulo. Y en estas [sefiala la recta 11 y I2] no, no tienen una base.

I: ti crees que es importante conocer la base para poder calcular la pendiente,
¢De qué te ayudaria la base para poder calcularla?

E18: porque a través de ahi se pude medir el angulo, y ese es su inclinacion, lo
que te piden.

I: Pero te piden la pendiente.

E18: si, pero es lo mismo que su inclinacién y su inclinacion es el dngulo.

5.5 La pendiente como el valor de la interseccion en los ejes

Esta preconcepcion se refiere a considerar la pendiente de la recta como el punto
de corte entre la recta dada y alguno de los ejes del plano cartesiano. El 33% de los
estudiantes la manifestd en al menos una tarea, asignando la ordenada al origen o
la abscisa al origen como el valor de la pendiente de la recta. Como ejemplo se
muestran las producciones del estudiante E2 al resolver la Tarea 7 y 9 (ver Figura
41) y en la entrevista declaro que la pendiente es “el punto donde se cruza la recta con

el ejeyox”.
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7.Larcclay = 2x es paralcla a la recta 4. 9. ¢Cudl es la pendicnte de la recta 1,?
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Figura 41. Producciones del estudiante E2 en la Tarea 7 y tarea 9.

Cabe mencionar que el 27% de los participantes manifesté que la recta debe
intersecarse con el eje x o el eje y para poder obtener la pendiente, caso contrario no

es posible calcularse, tal como se muestra en los siguientes extractos de entrevista.

I: Dadas las rectas Iy, I, I3 y 1, ¢en cudl o cudles es posible calcular la

pendiente?

E3: Yo digo que en esta [sefiala la recta 13] y estd también [sefiala la recta [,]
[...] Las otras no, porque no cortan a las rectas estas [sefiala los ejes y, x], la
dos esta inclinada pero no corta, y todas tienen que cortar para que se les

pueda calcular. [...] Para l;, seria 2, porque es ahi hacia donde se inclina.

E10: La ele tres y ele cuatro, porque las dos pasan por los ejes, aunque si
alargamos la ele 2 también podria pasar, pero no sé qué tanto afecte,

mientras que la uno no, porque solo pasaria por un eje.

E11: En la ele cuatro y ele tres, en ele cuatro ya nos estan dando el angulo, para
la ele tres puedo sacarlo o utilizar el corte en ye, mientras que ele unoy ele

dos no cortan al eje x o al eje .
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Otro aspecto que resaltar es que, a pesar de que algunos estudiantes no
consideran a la pendiente como la interseccion, para ellos si es un prerrequisito que
la recta tenga interseccion con algunos de los ejes del plano cartesiano, pero es mas

por la necesidad de visualizar un tridngulo, no porque les sirva para calcularla.
5.6 La pendiente asociada a una expresion algebraica

Esta preconcepcion incluye ideas de la pendiente como la ecuacion o el valor de
algin elemento de la ecuacion de la recta y = mx + b, especificamente m y b. Esta
se manifestd principalmente en algunos estudiantes que declararon haberla

estudiado en la educacién secundaria.

5.6.1 La pendiente es el valor de m en la ecuacion y = mx + b.

Se reconoce el valor de m como la pendiente en la ecuacion de la recta y = mx + b.
Se manifestd en el 7% de los estudiantes y se empled en al menos en 2 tareas.
Siempre que se pidid la pendiente, los estudiantes buscaron la expresion y = mx +
b en el planteamiento de las tareas o la dedujeron de los datos, tal como se observa

en las producciones del estudiante E13 en la Tarea 5 (Figura 42).

Tt
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Figura 42. Producciones de E13 en la Tarea 5.

De la misma manera lo hace el estudiante E9, quien establece la relacion con
la expresion y = mx + b, pero declara no recordar como obtener, tal como se

observa en el extracto de su entrevista al atender la Tarea 1.

I: La entrada a una cafeteria tiene dos accesos: una escalera y una rampa. La
imagen muestra sus medidas. ;Qué acceso tiene mayor pendiente?

I: ;conoces otra forma para conocer cual tiene mayor pendiente?
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E9: bueno también se podria hacer con el plano cartesiano sacando lo de eme y
b, de ahi sacas la pendiente.

I: Me podrias mostrar cdmo se hace eso

E9: haces un plano cartesiano, sacas eme y b, pero aqui no tengo esos datos.
Solo sé que m es la pendiente.

I: ;y no los podrias obtener de los datos que te dan ahi?

E9: es que no sé como se hace, no me lo han ensefiado...solo me acuerdo que

nos daban lo de eme y be y de ahi sacdAbamos la pendiente.

Asimismo sucedié cuando se enfrentd con la Tarea 3, solo reconoce que m es la
pendiente, pero al pedirle que trabaje con ella, el trabajo algoritmico con el concepto
sobresale de sus ideas y en el procedimiento que realiz6 al querer representar la pendiente

en el plano cartesiano, tal cdmo se observa en parte del siguiente extracto.

I: Tenemos las rectas Iy, I, I3 y 14, sen cudl o cudles es posible calcular la

pendiente?

E9: en todas.

I: ;Por qué?

E9: porque ya tienes el plano cartesiano, solamente te guiarias contando y ya
sacas el valor de m y luego el valor de b.

I: por ejemplo aqui [sefala la recta horizontal Ii] ;cuanto seria su pendiente?

E9: ah, a ver si me acuerdo... uhmm... creo que eme era dos y be era, no,
menos dos [escribe m=2 y agrega el signo quedando m=-2 y escribe
b=1]... algo asi.

I: ah ok!, ahora me puedes decir por qué, ;Qué significa m?

E9: es que a mi me explicaron pues que eme es del primer valor que da una
ecuacion y ya para sacar mi pendiente vas colocando un punto y sale tu
recta [remarca el punto (2,-1)]

I: ah ok, por ejemplo aqui el eme igual a menos dos es porque tienes aqui dos
[sefiala el valor de x=2]

E9: ah no, si me equivoqué era dos [borra el signo en dénde escribi6 el valor de
m].... aja eme va en equis y b con ye creo, algo asi, pero creo que tomas el
valor de este [seniala el eje y] y ya de ahi vas contando algo asi [hace como
conteos verticales con el lapiz].

I: bueno ya tienes los valores de eme y de be, entonces ahi ;cudl seria su
pendiente?

E9: pues no tiene porque esta en recta horizontal, no hay ninguna pendiente.
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I: y ;por qué sabes que no hay ninguna pendiente?

E9: porque se mantiene este... horizontalmente, no se ve asi como aqui [sefiala
la recta 2] que esta inclinada.

I: ah ok, entonces ;no tendria pendiente?

E9: para mi no.

I: y en la segunda, o sea ele sub dos ;cudl seria su pendiente?

E9: aqui si hay pendiente

I: y ;cudl seria?

E9: pues lo voy a tratar de sacar pero no, no lo he visto. Pero igual trataria de
sacar a eme y be.

[...]

I: por ejemplo si ta quisieras conocer la pendiente ;de qué te serviria conocer a
my b?

E9: pues porque es ir acomodando eso y ya sacariamos la pendiente.

I: a ver supongamos que en ese plano [se refiere al dado en la tarea], yo te doy
una m igual a tres y un b igual a 1, si yo te doy eso valores, ;como los
acomodarias aqui?

, . . . 3
E9: ya me acordé!, es mejor sacarlo como fraccion [escribe el m = =y ya escoges
1

el uno [se posiciona en x=1] y este, uno dos tres aqui [sube tres posiciones
y coloca un punto] y luego otra vez uno y uno y ya sale [traza un
segmento que pasa por (1,1) y en (1,3), véase Figura 43] ya pasaria por
aqui.

I: entonces ;cudl seria su pendiente?

E9: pues si eme vale 3 entonces es tres, la verdad no sé muy bien, pero yo sé

que eme es la pendiente.

i Dadalasrectas !y Iy, 1y i (Encual (cs) o possble calcular s peadicnte™

)

Figura 43. Producciones de E9 en la Tarea 3.
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5.6.2 La pendiente es la ecuacion.

Los estudiantes referencia a la ecuacidén de la recta como la pendiente (17%). Se
utilizd en las tareas 4, 7 y 11, con diferente frecuencia. Un estudiante distingue que
su definicion de pendiente es propia para matematicas, cuya idea principal es la
pendiente como una ecuacion. A continuacion se muestra el extracto y la evidencia

escrita del estudiante E1 que manifestd esta preconcepcion.

I: con tus palabras, me puedes decir qué es la pendiente

E1: si, [Escribe en la hoja, la pendiente en la matemadtica es cuando tenemos
que buscar una férmula de una linea recta, véase Figura 44] eso es, en mi
opinién

I: ;qué quieres decir con eso?

E1: ah que la pendiente es buscar una férmula para que nos dé una linea.

I: ah ok, ;has escuchado hablar de la ecuacion de la recta?

E1: si, pues es la férmula que buscamos.

I: ah ya, entonces ;la pendiente es la ecuacidn de la recta?

E1: en matematicas si.

I: ;y cuando no es en matematicas?

E1: es que depende, puede ser un angulo o una subida o bajada.

[...]

I: Me puedes dar un ejemplo por favor

E1: pues es como esta jno? [sefala la recta de la Tarea 9]

I: bueno pero que sea creado por ti, que hallas visto en otro lado, uno que ta
puedas asociarlo con la pendiente.

E1: lo voy a hacer en una recta, ;lo puedo hacer?

I: si claro

E1: [traza el plano cartesiano y lo gradua, traza una recta que interseca en dos
puntos exactos] y ya de esta tenemos que sacar un férmula para saber si es
cierto, si da aqui o no [se refiere a la recta]

I: ;entonces cual es la pendiente?

El: pues es buscar la formula o ecuacion que nos da esta [Sefiala la recta que

trazo, véase Figura 44].

116



II-LQ“I!'ﬁIIIﬂﬂ.iHIE? LA Peakenihe frm Lin wepbe h"“"‘"'ﬁj €5 {Wn%

{'.-rﬂr“g L= LY l‘!‘ﬂiu- Ly T‘Q‘w\n OPIC @ ume L e vecl o
13.Escribe un rc;inn de la pendicnte
grcontor Lo Feriule for Que  cho
L{é - -rHC\}':I\;_N de ft{: o 4

""l'—l—'-'—’Ir

Figura 44. Producciones del estudiante E9 en la Tareas 11 y 13.

Entre los argumentos de otros estudiantes encontramos que “la pendiente es
una medida expresada en una ecuacion, por eso la ecuacion es la pendiente”, “la pendiente
es esta ecuacion”. De manera que en sus respuestas figuran expresiones como y =

2x,y = x — 2, tal como se ve en la produccion de E14 en la Figura 45.

7.Larectay = 2x es paralela a Ia recta 4.
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Figura 45. Produccion del estudiante E14 en la Tarea 7.

5.6.3 La pendiente es el valor de b en la ecuaciéon y = mx + b.

Esta idea se evidencio en el 7% de los estudiantes, y se identificé en los argumentos
“la pendiente es el valor de b en la ecuacion y = mx + b” y “la pendiente es el término
independiente de la ecuacion de la recta”. Esta idea se diferencid de la preconcepcion
de la pendiente como la interseccién de los ejes porque en aquella los estudiantes

hablaban especificamente del punto de corte, mientras que aqui se refieren
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especificamente al valor de b de la expresion algebraica sin relacionar al papel de b
con el corte en la grafica en el eje y. Esto se puede apreciar en el extracto de la

entrevista realizada a E12.

I: La grafica de la recta i tiene por ecuacién a y = 2x + 4, es trasladada de
modo que ahora estd sobre el punto (4,0) [sefiala con el dedo el punto] y se
trasforma en I, en lugar de ser ele uno, pasa a ser ele dos [senala con el
dedo el desplazamiento], ;qué pendiente tiene 1.?

E12: La pendiente es la misma, porque es paralela, o sea es igual a la recta ...
no, espere...

I: a ver, jcudl es la pendiente de 11?

E12: es cuatro

I: y ;cudl es la pendiente de 12?

E12: dos

I: ;por qué cuatro es la pendiente de ele uno?

E12: porque aqui lo dice la ecuacion [sefiala la ecuacion dada] y este numero
siempre va a ser la pendiente y después dice el problema que se traslada a
dos entonces va a cambiar la pendiente.

I: entonces, ;cual seria la pendiente de ele dos?

E12: Tendria que sacar una ecuacion como esta [sefiala la ecuacion dada], y ver
qué valor va a tener este nimero [sefala el término independiente de la

ecuacion] pero no sé como se saca, no me acuerdo si nos lo ensefiaron.

5.7 La pendiente se obtiene del cociente determinado por las intersecciones en el

ejexey

Esta idea se refiere a identificar las intersecciones en los ejes y establecer el cociente
de manera indistinta. Se emple6 en 4 tareas por el 3% de los estudiantes y es un
procedimiento para obtener el valor de m. La figura 46 muestra como el estudiante

E13 lo utiliza para contestar a los requerimientos de la Tarea 3.
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Figura 46. La pendiente obtenida del cociente de las intersecciones para la Tarea 3.

De la misma manera, el estudiante E13 pone en juego la misma idea al
resolver la tarea 7 (véase Figura 47), pero en esta ocasion forma al cociente
tomando interseccidn en x entre interseccion en y, en el cual el manifiesta que no
importa el orden en cdmo se escriban, tal como se puede apreciar en el siguiente

extracto de entrevista.

I: ahora tenemos lo siguiente, la recta y = 2x es paralela a la recta I

[sefiala en la imagen], jcudl es la ecuacion de la recta Ii”?

E13: bueno, tendria que sacar una ecuacion como esta [escribe en la hoja y =
mx + b] y ver qué valor a tener este [senala a m]...pues aqui tenemos que
el punto de corte es en —4, ahora para sacar mx tenemos que calcular,

entonces... [hace trazos en la grafica]...tenemos que empezar desde el
punto de corte en los dos, aqui es —2 y aca es 4 [escribe formando el
cociente], bueno aqui va a ser un chilaquil con los signos

I: jpor qué?

E13: bueno no importa porque de todas maneras menos entre mas es
menos.

I: entonces, ;cudl su ecuacion?

E13: esta [escribe en la hoja su respuesta, véase Figura 47]

I: ahora lo siguiente, ;cudl es la pendiente de la recta I1?

E13: seria esto de aqui [sehala en su respuesta la fraccion] seria la
fraccién de acd [escribe su respuesta] que equivaldria a -0.5, esa
seria su pendiente.

I: jexiste un orden para acomodar los nimeros en la fraccion?
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E13: no importa, de hecho nos va a dar 1o mismo.

I: ;si?

E13: [comprueba y se da cuenta que no] ah no!, aqui nos da menos dos.

I: entonces, ;jcudl es la pendiente?

E13: nunca me pregunté del orden, yo sabia que no importaba, pero
ahorita ya empiezo a dudar, siempre lo hago asi como venga. Pero

aqui yo digo que si es menos cero punto cinco.

7. Lam:uy = 2x ¢s paralela a Ja recta I,

&

a) ;Cudl :Fl :cuun!m de larecta [, 7

by (C I:su&:dml:dchmui"'z -0'5
L’

Figura 47. Produccion del Estudiante E13 al resolver la Tarea 7.

De manera andloga, en la Tarea 9, tomas las intersecciones y forma el
cociente para poder obtener el cociente, tal como se muestra en la Figura 48. Sin

embargo, el siempre parte de la ecuacion y = mx + by asi visualiza el valor el m
para asignarselo a la pendiente.

9..¢Cuil es la pendiente de la recta [;?, f?ndleﬂl'e ef) (9(,0( a /7
v 4

0 :

Figura 48. Produccién del Estudiante E13 al resolver la Tarea 9.
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5.8 La pendiente como una cualidad en rampas o escaleras

Esta preconcepcion se evidencio al justificar en la Tarea 1. El 10% de los
estudiantes identifica a la pendiente como una cualidad necesaria para recorrer
rampas o escaleras con menor esfuerzo en un determinado tiempo. En esta idea se
identifica una relacion entre el esfuerzo y tiempo, de manera que, el 7% atribuye
que una mayor pendiente es cuando se tiene mas facilidad de ascenso o descenso.
Entre sus argumentos destacan que en una rampa es menor el esfuerzo que se
realiza, pero es mayor el tiempo empleado, caso contrario al uso de las escaleras,

tal como se aprecia en el siguiente extracto de la entrevista.

I: La entrada a una cafeteria tiene dos accesos: una escalera y una rampa. La
imagen muestra sus medidas. ;Qué acceso tiene mayor pendiente?

E5: la escalera.

I: la escalera, jpor qué?

E13: porque como que tienes que hacer un poco mas de... o sea tienes que
hacer mas movimientos, en cuestiéon de medida esta es la que tiene menos
[sefiala la escalera] pero... en cuestion de movimientos es la escalera
porque te tardas mas, por el momento de estar doblando la rodilla y en
esta pasas directo [sefiala con el indice recorriendo la rampa], pasas
rapido, entonces el que tiene mayor pendiente es la escalera.

I: entonces, cuando escuchaste la pendiente, ;qué es lo primero que te
imaginaste?

E13: como mayor tardanza, o sea que cual se tarda mas tiempo.

I: ;y eso tendra que ver con la pendiente?

E13: pues si, porque se cre6 para que se haga menos esfuerzo, de hecho por eso
se inventaron las rampas, porque las escaleras estas siempre mas paraditas

y hace uno mas esfuerzo, menos tiempo pero mas esfuerzo.

5.9 La pendiente como incognita

Esta preconcepcion se refiere a considerar la pendiente como un valor desconocido
de una ecuacion o la soluciéon de un problema. Estd aparecid principalmente
cuando se les pidid que dijeran lo que es pendiente. Por ejemplo, en la entrevista

E20 argumento lo siguiente:
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E20: es el valor obtenido.

I: ;a qué te refieres con eso?

E20: la solucién de un problema pues.

I: ;toda solucion de un problema es pendiente?
E20: no, lo que se represente con x

I: ;Me puedes dar un ejemplo que puedas asociar con la pendiente?
E20: ;cualquier ejemplo?

I: si, pero que lo puedas asociar con la pendiente.
E20: [escribe x-5y] seria x en este caso.

I: ;equis seria la pendiente?

E20: si, su resultado.

De manera similar, el estudiante E5 la define como “una medida que estd representada

por una ecuacion, tal como lo expresa en la entrevista.

I: ;qué es la pendiente?

E20: es una medida que se representa con una ecuacion.

I: ;a qué te refieres con eso?

E20: es una medida de algo, no sé, un porcentaje o un resultado encontrado.

I: pero ;es una medida de qué?

E20: pues no sé, puede ser de distancia, tiempo y peso, lo que nos estén
pidiendo, al final es un valor que estamos buscando.

I: y ;coOmo lo vemos en la ecuaciéon?

E20: puede ser con la x o con cualquier letra, no importa, porque al final es el

valor que vamos a encontrar.

En ambas ideas se puede identificar que la pendiente lo tienen preconcebida como
una asociacion a incognita, ya que declaran que es el valor buscado. Al parecer
estos participantes tenian presente el contenido que recién habian trabajo en el

aula, ya que segun la curricula, en el grado 10 se ve la ecuacidn lineal.
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CAPITULO VI

Discusion y conclusion

6.1 Preconcepciones de pendiente en estudiantes de bachillerato

El andlisis de datos revela que los estudiantes que atn no han trabajado el
concepto de pendiente en el curso de Matematicas III en el bachillerato, ponen en
juego diversas nociones al trabajar con diferentes tareas que involucran el
concepto, las cuales probablemente son mas provenientes de su experiencia con el
término en la vida cotidiana que con su experiencia escolar. De ahi que, las
preconcepciones que manifiestan son la pendiente como: la longitud de un
segmento, un objeto, la inclinacion, el dngulo, la interseccion con los ejes en un
plano cartesiano, asociada a una expresion algebraica, el cociente determinado por
las intersecciones en los ejes, una cualidad en rampas o escaleras y, una incdgnita;

todas con diferente frecuencia, tal como se muestra en la Figura 49.

Incognita § 2
Cualidad en rampas y escaleras 8 3

Cociente de intersecciones B 4

Asociada a una expresion algebraica
Interseccién en los ejes

Angulo

Inclinacién
Objeto
Longitud

La Pendiente como ...

= 102

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Frecuencia de uso en las tareas

Figura 49. Frecuencia de cada preconcepcion
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En general, los estudiantes evidencian de 2 a 6 preconcepciones de
pendiente, de las cuales algunas son consecuencia de otras. Por ejemplo, el 20% de
los estudiantes que denomind a la recta como la pendiente, al pedirle su respectivo
valor fue natural asociar la longitud del segmento de recta dado. Solo el 10% de
estudiantes del 40% que declar6 haber trabajado con el concepto en su educacion
secundaria, manifiesta dos nociones relacionadas con alguna conceptualizacion de
pendiente, estas son: reconocer a m en la ecuacion y = mx + b, y definir a la
pendiente como la inclinacién de la recta. La primera, de acuerdo con Stump (1999)
y Moore-Russo et al. (2011) es conceptualizar a la pendiente como un coeficiente
paramétrico; mientras que la segunda es conceptualizarla como una propiedad
fisica. Sin embargo, estas nociones parecen ser producto de una memorizacion, tal

como también lo reporta Birgin (2012).

La preconcepcion de pendiente como la longitud del segmento de recta se
manifiesta en el 97% de los estudiantes y se empled con mayor frecuencia. Sin
embargo, esta idea no solo la tienen los que ain no la han estudiado de manera
formal, sino también en aquellos que tienen afios de experiencia en la docencia, tal
como lo encuentra Byerley y Thompson (2017) en algunos profesores
estadounidenses de bachillerato, quienes definian a la pendiente como la distancia
entre dos puntos. Asimismo, este resultado es coincidente con lo que encuentran
Rivera et al. (2019) con estudiantes que ya han culminado sus estudios de
bachillerato. Para el caso del contexto mexicano, el término “pendiente” en su vida
cotidiana es utilizado para hacer referencia a declives o cuestas en una calle, en
carreteras, en montanas, etc. Por ello, es entendible que los estudiantes
manifestaran la preconcepcion de la pendiente como objeto, y consideraran a la

pendiente como la recta en las tareas planteadas en el contexto matematico.

En cambio Jiménez y Buendia (2017) al explorar con personas de distintos
perfiles, incluso algunos no tienen drea afin a matematicas; por ejemplo,
comerciante, recepcionistas, persona de limpieza, estudiante de contabilidad,
profesor de primaria, de bachillerato y profesor de economia; destacan que, las
personas en la vida diaria usan mas este concepto en términos de comportamientos

e inclinaciones.
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De acuerdo con el andlisis, el 40% del 97% de los estudiantes que
consideraron a la pendiente como la distancia entre dos puntos partieron de la idea
inicial de la pendiente como la recta y por tanto su valor estaria dada por su
longitud. Este resultado da pautas para inferir que la experiencia de los estudiantes
con el concepto pesa mas al momento de dar una definicion y al ejemplificarla, tal
como se muestra en la Figura 50. En esta podemos ver los ejemplos propuestos de

cinco estudiantes, E4, E7, E19, E28 y E30, respectivamente.

13. Eseribe un cjemplo de la pendiente.

En ona calle empinada (;f’jﬁ o

En on ‘Iruanﬂu!oh

Produccion de E4

13. Escribe un cjemplo de la pendiente.

N CamiNo o (xe@yYer

Produccion de E7

13. Escribe un cjemplo de la pendiente.

N

Sera s iLt arrilog .

Ura Cﬂhﬂd o m¢r~[ﬂ~'xr

Produccion de E19
13. Escribe un ¢jemplo de la pendiente.

nel pPendiende geere

Produccion de E28

13. Escribe un ejemplo de la pendiente.
' 4

M c.nlaha
Produccion de E30

Figura 50. Propuesta de ejemplos de los estudiantes sobre la pendiente
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En la preconcepcién de pendiente como longitud, no sélo consideran la
medida de la recta, algunos hacen referencia a la longitud del segmento que baja
del punto maximo dado hacia el eje x, de manera que como pendiente asignan el
valor de la maxima ordenada. Este resultado ya ha sido identificado por Dolores et
al. (2002), Beichner (1994) y McDermott, Rosenquist y Van Zee (1987) en
estudiantes que trabajan con problemas que involucran la pendiente y la

velocidad, e incluso por Billings y Klanderman (2000) en futuros profesores.

Por otra parte, el 23% de los estudiantes destaca que la relacion de la
pendiente y la velocidad se debe con los valores de las distancias y el tiempo se
obtienen datos para ser graficados y asi obtener la pendiente, lo cual para ellos es
la recta. El resto menciona que son cosas diferentes porque son de diferentes areas.
Este ultimo resultado es similar a lo reportado por Dolores-Flores et al. (2018) en
estudiantes preuniversitarios que ya han cursado Calculo. De manera anéaloga, en
la tarea que involucrd un acercamiento a la razon de cambio constante a través de
la constante de proporcionalidad, el estudiante relaciond con la pendiente sélo si se

pide graficar.

Para el caso de la preconcepcion de la pendiente como la inclinacion, el
estudiante refiere mas a la posicion que tiene una recta respecto a la horizontal en
lugar de mirar a la pendiente como la medida de esa inclinacion de la recta (Lobato
y Thanheiser, 2002); mas ain es nula una percepcion de una relacién entre dos
cambios, es decir de la manipulacion de una distancia horizontal y una distancia
vertical. Los participantes de este estudio atribuyen la posicion solo a la distancia
vertical. Asimismo, hacen referencia a la pendiente como el dangulo de inclinacion,
definicion que de acuerdo con Agudelo-Valderrama y Martinez (2016) es un uso

coloquial que se le da a este término.

Otro aspecto que resaltar es que, durante las entrevistas se pudieron
identificar algunas dificultades, pese a que no fue objetivo del estudio. Entre estas
encontramos que, a pesar de que los estudiantes entienden a la pendiente como el
angulo, al menos un 23% de los estudiantes presento dificultades para medirlos, es
decir, no saben emplear el transportador, tal como se puede apreciar en la Figura

51. En esta se observa que uno de los estudiantes toma como eje de referencia la
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misma recta a pesar de reconocer qué angulo es el que pretende medir, que en este

caso se trataba del angulo de inclinacion de la recta.

Figura 51. Ejemplo de cémo mide el dngulo un estudiante.

Respecto a los términos de creciente y decreciente, todos los estudiantes lo
emplean en un sentido coloquial, creciente cuando algo sube y decreciente cuando
algo baja, lo cual, para ellos es facil de identificar una funcion creciente o
decreciente una grafica y no a una expresion algebraica (al menos un 50%). A este
respecto, Bush y Karp (2013) también reportan que de manera general, los
estudiantes prefieren ver graficas que las funciones dadas en expresiones
algebraicas. Esto se ve reflejado, por qué al menos un 50% de los participantes
prefirié dar ejemplo sobre como seria la grafica que ellos asocian para hablar de

funcion creciente, decreciente o constante (véase Figura 52).

;Bajo qué condiciones la funcién y = mx =1 ¢s creciente, decreciente o constante?

Crecient< &qﬂﬁml:c ! B
- ———
X ; A |

Figura 52. Ejemplo de como los estudiantes visualizan una funcion creciente,

decreciente y constante.
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Nuestros resultados se corresponden con lo que encuentran Jiménez y
Buendia (2017), es decir, que para interpretar una grafica los estudiantes no hacen

referencia a la pendiente, se apoyan mas de aspectos visuales que analiticos.

Esto deja ver y ser coincidente con los resultados de Dolores (2004), Cardona
(2009) y Christensen y Thompson (2012) sobre la existencia de la imprecision que
presentan los estudiantes para interpretar donde una funcién es positiva, creciente
y decreciente. Otro 42% de los estudiantes tratéo de trabajar con la expresion
algebraica, y partir de ahi para asociarlo con una funcién creciente, decreciente o
constante. Estos atribuyen que el signo del término independiente de la expresion
y = mx + b, es decir b indica el comportamiento de la funcion, tal como se muestra
en la Figura 53. De manera similar, Barr (1980, 1981), Moschkovich (1996), Birgin
(2012) y Hattikudur et al. (2012) lo encuentran en estudiantes de octavo grado, ya
que confunden el papel que juega m y b en la ecuacion de la recta de la forma y =

mx + by lo que representan en el plano cartesiano.

i Bajo gué il ibn y = i i
iBajo qué condiciones la funrmr_’u Y =mx =1 escreciente, decreciente o constante?

y:mx‘1 €% iﬂuﬂ' ad Jf’uecien-}c y constanie

oY gue no nay oto ‘te'tmiﬁo donde
= cor¥e  \a \/pea.

y=mxt1 es creciente ya que e Signo €5
P o521 Tivo, ) para €\ lone cavdesvano

€5 hacia artibo.

Figura 53. Ejemplo de como deben ser la expresion algebraica de una funcion creciente y

de una decreciente

De acuerdo con la curricula mexicana, en la educacion secundaria se debe
promover la relacion entre pendiente, razéon de cambio e inclinacién (SEP, 2011a).
Sin embargo, los estudiantes de este estudio mostraron escaso conocimiento sobre
esta relacion. Ademas, dado que las preconcepciones sobre la pendiente o razén de
cambio de una funcion lineal afectan en el aprendizaje matematico posterior
(Birgin, 2012), es importante que los profesores de los diversos niveles educativos

asi como los de capacitacién a profesores tengan la oportunidad de conocerlas.
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Segun Biemans y Simons (1995) el ser consciente de estas y abordarlas en la
instruccion puede ayudarlos a reorganizar su estructura de conocimiento y

posiblemente corregirlas.

6.2 Conclusion y futuras investigaciones

En conclusién observamos que, en contraste con los resultados de los estudios
presentados en el capitulo dos, acerca de las conceptualizaciones de pendiente en
los estudiantes en el contexto mexicano, se tiene que no hay mucha variacion
respecto a lo que para ellos corresponderian ser concepciones alternativas, por el
momento y estatus de estudio que ellos presentaban, tal como lo refieren Matz
(1980) y Abouchedid y Nasser (2000). Esto hace suponer que probablemente son
preconcepciones arraigadas, que han adquirido un cierto grado de coherencia por
las experiencias que han tenido con el concepto de pendiente en su vida cotidiana.
Sin embargo, los estudios han evidenciado que estudiantes y profesores con mas
experiencia ain conservan algunas de estas preconcepciones, lo cual permite
hipotetizar que el estudiante fragmenta lo que aprende escolarmente de lo que
experimenta en su vida cotidiana. En este sentido, Jiménez y Buendia (2017) lo
confirma cuando mencionan que es una consecuencia natural de la tradicion
escolar, ya que estd siempre centrada en aspectos analiticos. Asimismo, Zaldivar y
Cordero (2015) declaran que lo que ocurre en lo cotidiano siempre esta alejado del
discurso escolar sobre lo matematico y se da énfasis a aspectos significativos, pues

esto es relegado u opaco en el aula.

Segin la curricula mexicana, los participantes debieron tener ya una
primera experiencia con el concepto de pendiente, pero sélo la mitad afirm¢ tal
declaracion. Y de acuerdo con los resultados de este estudio, pareciera que ese
primer acercamiento no fue significativo para ellos. Por ello, para verificar tal
afirmacion, seria importante un estudio que explore en estudiantes de primaria,
pero centrandose en primer lugar, en las nociones que estan involucradas en el
concepto de pendiente, como es la inclinacidn y sus factores que influyen y, en la
constante de proporcionalidad, a fin de conocer cémo es que evolucionan tales
nociones o bien, si es que se mantienen. Por ejemplo, para el caso de la pendiente
como un objeto y como la longitud de un segmento, son preconcepciones que los

jovenes que ya han trabajado incluso con la definicion matematica las siguen
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conservando, estas nociones figuraran mucho antes de tener un primer
acercamiento? o ;qué hace que no evolucionen estas nociones?, son interrogantes
significativas para conocer el devenir de tales nociones y el fracaso de su
evolucién. Para la dltima pregunta, un andlisis de como es la instruccién de los
profesores de secundaria sobre este concepto daria elementos sobre el por qué los

estudiantes deciden fragmentar, o si el profesor es quien promueve eso.

Jiménez y Buendia (2017) también identifican que las personas en la vida
diaria usan este concepto mas en términos de comportamientos e inclinaciones lo
cual no es algo que se aproveche en el aula. Por ello, seria interesante un estudio
que con lo obtenido hasta el momento, sobre las preconcepciones, se disefien
actividades que posibiliten a los estudiantes a trascender estas preconcepciones a
un conocimiento aceptable y cercano al concepto de pendiente, asi mismo realizar
experimentos de ensefanza a fin de afinar elementos que conlleven al disefio de
una propuesta metodoldgica sobre la ensefianza de este concepto, y en la cual se

pueda ir trabajando la conexion entre sus diversas representaciones.
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ANEXO A

Tareas de la Entrevista

1. (PF). De acuerdo a tu opinion, ¢qué resbaladilla es menos peligrosa para un nifio de 6 afos?
¢(Por quée?

210 cm
1.5m
180 cm

180 cm ' 3m 230 cm

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

2m

2. (RG). Todos los dias Don Tofio tiene que subir las @@
escaleras para llegar a la entrada de su oficina. Con
base en los datos dados en la figura 4, ;Qué pendiente
tiene la escalera? Explica que realizaste para hallarla.

Fig. 4

3. (RG) (Cudl es la pendiente de la recta que se muestra en la Figura 5? Explique ampliamente
como la obtiene.

ylk
7

8 Fig. 5
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4. (RA). Sobre la base de los valores de las tablas siguientes, decide cuél de ellas corresponde a
una funcion lineal. Explique las razones de su decision.

) [ 170 ST o IS

-1 1 0 2 -3 | 10
0 0 2 6 -2 5
1 1 4 10 -1 2
2 4 6 14 0 1
3 9 8 18 1 2

5. (CT). Miguel desea construir una escalera que tenga un angulo de inclinacién de 35°, tal como
se muestra en la Figura 6.

A) ¢Cual es la pendiente de dicha escalera?

B) Propon posibles medidas para la huella y contrahuella
de manera que el angulo de inclinacién no cambie.

rampa

35°

Fig. 6

6. (CP). ¢Qué pendiente tienen las rectas cuyas formulas se muestran a continuacion?
a) y=kx+b
b) y=5-3x
C) y-2x+3=0

7. (SMR). En el Barrio del Carmen, calle de la Murtra en Barcelona aparece el siguiente letrero.
¢ Qué significa ese 12%?
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Otra opcion (SMR). En la colocacion de las tuberias para el desagiie de
un bafio, el ingeniero le ordena al albafil colocar la tuberia con una
pendiente minima de 2% para que el agua escurra sin problema. Si
tuvieras que explicarselo al albafiil ;como lo harias?

8. (DP.) De la lista que se da a continuacion, selecciona la que sea perpendicular o paralela a la
recta y= x+1. Explique por qué.
a) y=2x
b) y=x+2
C) y=-x+1

9. (CC). Calcula la pendiente de la tangente a la curva en el punto A. Explica tu respuesta.

y s
12
11

10 A

©

S = N W & 0N

1 2 3 4 5 6 7 8 I

10. (SMR: SF). Las siguientes gréaficas representan la relacion de los dias transcurridos con el
dinero que tiene la alcancia de Ana, Luis, Angel, Beto y Karla. Asocia cada nifio con la grafica
gue describa la relacion de cdmo fueron ahorrando.

a) Luis mete dinero y saca dinero

b) Beto es el que consigue ahorrar mas en menos tiempo.

c) Anaecha en la alcancia siempre la misma cantidad.

d) Cuando decidieron ahorrar, Karla ya tenia una cantidad en su alcancia.
e) Angel es quien tiene menos dinero ahorrado.
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11. (IC) Como se comporta la funcion cuya grafica se muestra a continuacion. Es decir, en qué
intervalos crece, donde decrece y donde se hace constante. Explique ampliamente las razones
de sus repuestas.

yk
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12. (PF). El maestro de Kiara y Miriam les dejo la tarea de llenar una cubeta cilindrica a una razén
constante y que representaran en una grafica la variacion de la altura del nivel del liquido
respecto del tiempo. Las graficas obtenidas fueron las siguientes:

Ar y N
40 - 40 -
Altura en cm. j Altura en cm.
— - >
0 3 0 5
Tiempo en min. Tiempo en min.
Gréfica de Kiara Grafica de Miriam

¢Cbémo son entre si las graficas? ¢;Qué piensas que habra pasado para que sus graficas se vean asi?

13. (CL). Sienla funciony = zx +1

a) Se cambia el término independiente por 3 ¢La funcion lineal es la misma o es diferente?
¢Por qué? ¢ Qué pasa con la pendiente?

b) Ahora si se traslada la recta al punto A (3,2), es decir si tomaras la recta e hicieras que pase
por el punto A, ;Qué pasa con su pendiente?

/yh

) /

(]
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ANEXO B

Tareas de la Entrevista

Tarea 1. Obtenga la pendiente de la recta |I; de
todas las formas que usted conozca.

pw i

Tarea 2. ;C6omo son entre si las pendientes de
los techos A, By C?

Lo

Tarea 3. Construya la grafica la recta que pasa
por el punto A (1,-2) y cuya pendiente sea 3. ¢ES
posible que existan otras rectas que tengan la
misma pendiente? Argumente.

Tarea 4. Identifique la tabla de valores que
proviene de una funcién lineal y argumente su
eleccion.

A B C
x  Fix) x  Fx) = Fix)
1 1 i 2 2 &
o 4 2 [ A1 ]
3 @ 3 & o ]
4 16 4 ] 1 3

Tarea 5. La profesora presentd la grafica de dos
rectas y pidié a sus alumnos que mencionaran al
menos una diferencia entre ellas. Carla sefiald
gue la pendiente de |1 es mayor que la pendiente
de I, al respecto, Juan comentd que no
compartia la opinién de Carla.
a) ¢Qué cree que podria estar pensando cada
alumno?
b) ¢Quién cree que tenga la razén y por qué?
VoA b )
h
I

Tarea 6. En Italia se encuentra una subida
conocida como el “Salita Scanuppia” en la que
una sefal de trafico advierte claramente lo que
se avecina, en esta aparece un 45% tal como se
ve en la imagen 1, ;Qué significa esa sefial?

[ 3

Imagen 1.Salita Scanuppia
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Tarea 7. Maria tiene una cantidad de dinero
ahorrada en el banco. De su salario, guarda la
misma cantidad quincenal. Después de tres
quincenas, ella tiene ahorrado $2100. En la
séptima quincena su ahorro es de $2900.

a) ¢Cuanto ahorra Maria cada quincena?

b) ¢Cuanto tenia inicialmente en el banco?

Tarea 8. Analice las cuatro gréficas y responda,
¢cudles podrian tener una pendiente de 2?
Argumente su eleccion y escriba por cada inciso
su analisis.

b} ¥

c) d)

Tarea 9. Analice las ecuaciones dadas y responda lo que se pide

Iy =2X TRV
Y 2x

V. y=-3x+2 VI. y=2x+4

1. y=4x IV.y=3

VI y =3x+1

a) Elijay escriba las ecuaciones que se corresponden con rectas crecientes, decrecientes, constantes.

Argumente su respuesta.

b) Elija y escriba las ecuaciones que representan rectas paralelas entre si. Argumente su respuesta.
c) Elijay escriba las ecuaciones que representan rectas perpendiculares entre si. Argumente su

respuesta.

d) Elija y escriba las ecuaciones que representan rectas cuya pendiente es dos.

Tarea 10. La recta k forma un angulo de 30° con
el eje x, y la recta | forma un angulo de 60° con
el eje x. Luis asegura que la pendiente de la recta
| es el doble de la pendiente de la recta k. ¢ Qué

opina sobre la afirmacion del estudiante?
Y A

Tarea 11. Dada la grafica de la recta I.
Construya al menos dos rectas, que tengan la
misma pendiente. Argumente su respuesta.

¥
.

0 \ >
x
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