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Introduccion

En la actualidad hay una fuerte demanda en la investigacion por estudiar el proceso de
ensefanza y aprendizaje de la matematica en toda su complejidad. Lo que implica el uso
coordinado de diversas perspectivas tedricas que permitan, el analisis y la descripcion de los
aspectos, sociales e individuales, de la actividad matematica que sucede dentro de un aula de
clases (Cobb & Yackel, 1996; Cobb, 1999; Wawro, 2011; Rasmussen, Wawro & Zandieh,
2015) cuando se aborda un contenido matematico especifico.

Esta investigacion, avanza en esa linea, se centra en el analisis de la actividad matematica
que sucede dentro de un aula de clases, a través de uno de sus aspectos, como es el
razonamiento matematico. Su eleccidon recae en que, una descripcion de la evolucion del
razonamiento matematico, deja en evidencia las conexiones entre ideas, representaciones y
contextos, asi como de argumentaciones y justificaciones (Wawro, 2011), que los estudiantes
hacen para resolver un problema; convencer a los demas o a ellos mismos de una afirmacién
particular; o para integrar una serie de ideas en un todo mas coherente (Brodie, 2010).

En ese contexto, este estudio persigue caracterizar las practicas matematicas y las formas
normativas de razonamiento que soportan la evolucion del razonamiento matematico de una
comunidad de aula de clases de primaria, a lo largo de una secuencia de instruccion que
promueva el desarrollo del pensamiento funcional. El fin es establecer un panorama global
del desarrollo del pensamiento funcional de los nifios en situaciones de aula, en el contexto
escolar y social.

Este tipo de trabajos, eventualmente, tienen un papel clave sobre los procesos de ensefianza
y aprendizaje en la promocion del pensamiento funcional en la matematica escolar, al poner
de manifiesto formas de pensamiento funcional y de participacion en el aula que los
profesores de matematicas necesitan reconocer y desarrollar con sus estudiantes.

Para efectos de organizacion, la presente memoria de tesis doctoral, esta dividida en seis
capitulos.

El primer capitulo reporta una revision a la literatura especializada sobre las tematicas de
pensamiento funcional y andlisis del razonamiento matematico, con el fin tanto de dar
evidencia de la necesidad y pertinencia del presente estudio, como de delimitar los aspectos
que lo sustentan y lo conforman. Se finaliza con el planteamiento del problema, la pregunta
y los objetivos de investigacion.

El segundo capitulo establece el sustento tedrico y el marco interpretativo adoptado para la
realizacion del estudio desde un contexto escolar y social. De manera particular, se
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fundamenta de la perspectiva sociocultural de Cobb y Yackel (1996) y su marco
interpretativo de los aspectos sociales e individuales que norma la actividad matematica en
el aula.

El tercer capitulo incluye un andlisis de contenido matematico escolar para la sucesion
matematica con progresion aritmética. Considerado para reflexionar sobre el tratamiento
otorgado a este contenido en el curriculo de matematicas de la educacion primaria mexicana,
asi transformarlo y extenderlo, para el disefio de una secuencia de instruccion que contemple
problemas de generalizacion de patrones como via para desarrollar pensamiento funcional.

El cuarto capitulo presenta el disefio metodoldgico de la investigacion, el cual se desarrolla
con elementos de una investigacion disefio. Especificamente, el tipo de disefio utilizado es
un experimento de ensefianza en el aula, basado de tres etapas: 1) disefio de materiales de
instruccion y planificacion; 2) experimentacion en el aula; y 3) analisis retrospectivo (Cobb,
2000). Etapas discutidas en el marco del presente estudio.

El quinto capitulo describe las practicas matematicas y las formas normativas de
razonamiento que soportaron la evolucion del razonamiento matematico que la comunidad
de aula de primaria estudiada evidencio a lo largo de una secuencia de instruccion que
promovio el desarrollo del pensamiento funcional. La descripcion es organizada por cada
problema que constituy6 la instruccion.

El sexto capitulo plantea una sintesis de la investigacion. Se da respuesta a la pregunta de
investigacion y se exponen las conclusiones sobre los objetivos formulados. Ademas, se
inidican tanto las aportaciones y limitaciones del estudio, como algunas interrogantes de
investigacion abiertas.



Capitulo 1. Antecedentes y problema de investigacion

En la actualidad existe una creciente demanda por estudiar el proceso de ensefianza y
aprendizaje de la matematica en toda su complejidad. Lo que implica considerar la naturaleza
social y culturalmente situada de la actividad matematica en el aula de clases (Cobb, 1999).
Este capitulo presenta una revision a la literatura sobre el pensamiento funcional, para
evidenciar la necesidad y pertinencia de trabajos que, desde una mirada sociocultural,
analicen la actividad matematica en un aula de clases a lo largo de una secuencia de
instruccion que promueva el desarrollo de pensamiento funcional. Se asume que una forma
de analizar la actividad matematica en el aula, es mediante uno de sus aspectos, como es el
razonamiento matematico. Asi mismo, se da cuenta que una de las vias para promover
pensamiento funcional en primaria, son los problemas de generalizacion de patrones. Es de
tener en cuenta que, en el trabajo con este tipo de problemas, una de las formas de
razonamiento matematico (en particular el algebraico), que permea, involucra al pensamiento
funcional.

1.1. El pensamiento funcional en los primeros grados de la educacion elemental

El pensamiento funcional es parte de las propuestas de innovacion curricular de algebra
temprana (en inglés early algebra) que promueven en las aulas de los primeros grados de la
educacion elemental, la incorporacion de actividades dirigidas al estudio y generalizacion de
patrones, relaciones y propiedades matematicas para desarrollar competencias propias del
algebra, en un ambiente en el que se valore que los estudiantes exploren, modelen, hagan
predicciones, discutan, comprueben ideas, argumenten y practiquen habilidades de calculo
(Blanton & Kaput, 2005). Su objetivo, es desarrollar y promover simultdneamente el
pensamiento aritmético y el algebraico desde edades tempranas (de 3 a 12 afios de edad), con
la finalidad de desarrollar un aprendizaje con comprension que facilite el estudio posterior
del Algebra en la educacion secundaria.

El pensamiento funcional es reconocido como un punto de entrada importante en el
pensamiento algebraico temprano y entendido como una actividad cognitiva centrada “en la
relacion entre dos (o mas) cantidades variables, especificamente los tipos de pensamiento
que van desde relaciones especificas (incidencias individuales) a generalizaciones de esa
relacion en todas las instancias” (Smith, 2008, p.143). La parte de razonamiento algebraico
asociado con el pensamiento funcional ocurre cuando los nifios crean sistemas de
representacion apropiados (por ejemplo, tablas, graficos, lenguaje verbal o escrito, y
variables) para representar una generalizacion de una relacion entre cantidades variables
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(Smith, 2008). El contenido matematico protagonista, es la funcion (Drijvers, Dekker &
Wijers, 2011). Por tanto, su desarrollo posibilita los estudios sobre las nociones de variable
y de funcion (Tanisli, 2011; Doorman & Drijvers, 2011; Vergel 2015) y abre camino a unas
matematicas mas avanzadas, como el Calculo y el Anélisis.

El tratamiento sugerido para desarrollar el pensamiento funcional, es mediante la
transformacion y ampliacion del contenido aritmético considerado dentro del curriculo de
matematicas de la educacion elemental, para convertirlo en un recurso de oportunidades para
construir patrones, conjeturar, generalizar y justificar las relaciones matematicas entre
cantidades (Blanton & Kaput 2003; Blanton & Kaput, 2005). Blanton y Kaput (2005)
plantean que “las matematicas de los grados elementales deben, desde el inicio de la
educacion formal, extenderse mas alla del enfoque bastante comun en los patrones recursivos
para incluir el curriculo y la instruccion que atienden deliberadamente como dos o mas
cantidades varian entre si” (p.34). Reconocen que con ello se evitarian saltos, rupturas y
cortes didacticos entre la ensefianza de la Aritmética y el Algebra.

1.2. Los problemas de generalizacion de patrones como ruta para abordar el
pensamiento funcional

Una de las rutas considerada por la investigacion (e.g. Warren & Cooper, 2006; Vergel, 2015;
Blanton et al., 2015; Pinto, 2016; Tanisli, 2011) como la més importante para abordar el
pensamiento funcional en los primeros grados de la educacion elemental, son los problemas
de generalizacion de patrones, que permiten introducir y trabajar con relaciones matematicas
entre dos cantidades que varian, esto es, relaciones funcionales. La relacion funcional que
puede establecerse en este tipo de problemas, es entre el patron y su posicion (Tanigh, 2011).

Los problemas de generalizacion de patrones son el resultado de reconocer que un patrén es
un elemento importante del desarrollo matematico para los nifios y una construccion central
de la investigacion matematica (Waters, 2004 citado en Tanish & Ozdas, 2009). El patrén es
entendido como “cualquier regularidad que usualmente involucra relaciones numéricas,
espaciales o logicas” (Mulligan & Milchelmore, 2009, p.34). Por su parte, la generalizacién
es un acto cognitivo primario hacia la abstraccion matematica (Mason 1985 citado en Butto
y Rojano, 2004) y el centro de las actividades matematicas (Tamsh & Ozdas, 2009; Radford,
2013). Se basa en la capacidad de:

... extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacion mas alla del

caso o casos considerados, identificando explicitamente y exponiendo similitud entre

casos, o aumentando el razonamiento o comunicacion a un nivel donde el foco no son

los casos o situacion en si mismos, sino los patrones, procedimientos, estructuras, y las
relaciones a lo largo y entre ellos (Kaput, 1999, p. 136).
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El trabajo con patrones en los primeros grados de la educacion, favorece tanto el desarrollo
de la generalizacion, como la articulacion de la generalizacidon en situaciones cotidianas
(Mason, 1985, citado en Butto y Rojano, 2004). Estos resultados, respaldan la configuracion
de los problemas de generalizacion de patrones como via para desarrollar el pensamiento
funcional.

Este tipo de problemas implican la busqueda de patrones y su solucion exige hallar un
término a partir de otros dados o conocidos. Radican en generar, a partir de los términos
particulares dados o condiciones iniciales de su generacion, nuevos términos particulares
(que suelen ser consecutivos, cercanos o lejanos) o la expresion del término general. Ponen
de manifiesto, la necesidad de producir un patron de comportamiento de los términos
conocidos (Merino, Canadas y Molina, 2013).

Estos problemas de generalizacion de patrones, pueden entenderse como el resultado de
transformar y ampliar el contenido aritmético del curriculo de matematicas de la educacioén
primaria mexicana de sucesiones matematicas con progresion aritmética y geométrica.

1.3. Estado de la investigacion sobre el pensamiento funcional

La investigacion sobre el pensamiento funcional (e.g. Blanton & Kaput 2004; Blanton &
Kaput, 2005; Brizuela & Earnest, 2008; Stephens et al., 2012; Merino, Canadas y Molina,
2013; Blanton, Brizuela, Gardiner, Sawrey & Newman-Owens, 2017) ha reportado que
cuando el curriculo y la instruccion dan la oportunidad a los nifios de involucrarse en el
pensamiento funcional, son capaces de trabajar con ideas de generalizacion, estructura y
relaciones, que expresan mediante el uso de dibujos, tablas, graficos, lenguaje comun (verbal
y escrito) y variables. También, con gestos, la manipulacion de artefactos y el movimiento
corporal (Radford, Edwards & Arzarello, 2009; Vergel, 2015). Esto apunta a que el
pensamiento funcional puede abordarse con éxito en los primeros grados de la educacion
elemental e integrarse como parte del curriculo de matematicas (Blanton & Kaput 2003;
Blanton & Kaput, 2005; Kaput, 2008).

Hoy dia, esta linea de investigacion, ya no discute si los nifios son capaces o no de desarrollar
ciertos rasgos del pensamiento funcional, sino que busca explicar hasta donde son capaces
de desarrollarlos y como promoverlos en las aulas de clases. Por ejemplo, Blanton y Kaput
(2004) reportan como los estudiantes de grados elementales (de preescolar hasta quinto
grado) desarrollan y expresan funciones. Toman en cuenta las formas de representacion
utilizadas, la progresion en el lenguaje matematico y las operaciones empleadas, y como
atienden a una o mas cantidades variables. Sus resultados indican que los estudiantes pueden
participar en el pensamiento covariacional desde preescolar y que son capaces de describir
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como las cantidades se corresponden desde el primer grado usando lenguaje comun hasta
quinto grado en palabras y simbolos. Resaltan que, aunque la busqueda de patrones en
conjuntos de datos de una sola variable es comun en los curriculos elementales, es
aconsejable que las matematicas de los grados elementales se transformen y extiendan para
incluir también el pensamiento funcional.

La literatura evidencia al menos cuatro grupos de estudios asociados con el pensamiento
funcional, los que se centran en: 1) los estudiantes, 2) los profesores, 3) el curriculo,
instruccion o andlisis de libros de textos; y 4) proponer modelos o marcos para caracterizar
el pensamiento algebraico o parte de €l.

1.3.1. Investigaciones centradas en el estudiante

Las investigaciones centradas en el estudiante, han indagado en aspectos cognitivos y
sociales dentro y fuera de las aulas de clases. Los resultados se reconocen en términos de: a)
formas de pensamiento funcional, b) tipos de representaciones, c¢) estrategias, d) dificultades
y/o limitaciones, €) enfoques para articular sus ideas, y f) progreso de los estudiantes en
generalizar y representar las relaciones funcionales.

a) Formas de pensamiento funcional. Son tres las formas de pensamiento funcional que la
investigacion ha documentado en el marco de la generalizacion de patrones, asociados a
relaciones funcionales lineales (Smith, 2008; Blanton & Kaput, 2005), en nifios de educacién
primaria: patréon recursivo o recurrencia, pensamiento covariacional o covariacion y la
correspondencia o relacion de correspondencia. Apoyado en estas formas de pensar, Tanisl
(2011) reconoce que cuando los estudiantes de quinto grado trabajan de forma individual con
patrones numéricos expresados en tablas, piensan en la covariacion, descubren la relacion de
correspondencia y generalizan esta relacion. Este es un indicativo de las habilidades de
razonamiento de los estudiantes, asociadas a sus formas alternativas de pensar en la
generalizacion de la relacion de correspondencia.

El estudio de Stephens et al. (2012) con estudiantes de tercero a quinto grado, investig6 el
impacto de una progresion de aprendizaje de algebra temprana, referidas al pensamiento
funcional. Se desarrollé en el marco de un experimento de ensefianza, que se basd en el
analisis de las habilidades de los estudiantes al participar en el experimento. Documentaron
que después de una intervencion sostenida de algebra temprana, las habilidades de los
estudiantes incrementaron, de modo tal, que pasaron de un pensamiento recursivo a uno
covariacional sobre funciones lineales asi como para representar reglas de correspondencia
tanto en palabras como en variables. Reconocieron una mejora significativa en las
habilidades de los estudiantes, por cuanto a: 1) construir tablas de funciones en los de tercero
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y cuarto grado, 2) identificar patrones o relaciones en las tablas en los de tercer grado, 3)
representar verbalmente una regla funcional en los de tercero y cuarto grado, y 4) representar
simbolicamente una regla funcional en todos los grados.

El estudio de Lopez-Mojica, Cardenas, Sdnchez y Aceves (2017) por su parte, se ocup6 de
estudiar procesos cognitivos que se articulan al pensamiento funcional, en una poblacién con
sindrome de Down de entre 11 a 15 anos de edad. Caracterizaron los procesos cognitivos
del pensamiento algebraico en atencidn a tres ejes rectores: epistemoldgico, cognitivo y
social. El primero, refiere al conocimiento matematico. El segundo, a los esquemas
compesatorios que se presentan cuando el individuo desarrolla una deficiencia, los que le
permiten superarlas para explorar el medio en el que se desarrolla (el individuo). El tercero,
enfatiza en que la adquisicion del conocimiento matematico es resultado de la interaccion
entre el sujeto, el objeto y el signo, a manera que un concepto siempre puede ser
perfeccionado y se distingue de, y entre, objeto y signo. En ese contexto de ideas y posturas
tedricas, disefiaron y aplicaron actividades que exploraron el desempeiio de esta poblacion,
ante problemas de seriacion, proporcion y patrones geométricos. Evidenciaron en el eje
epistemologico, la presencia de nociones de seriacion, proporcidon y patrones geométricos
durante la actividad matematica. En el eje cognitivo, reconocieron que los jovenes emplearon
el esquema compensatorio visual, el cual favorecid su pensamiento matematico. En el eje
social, reconocieron que actividades con patrones geométricos favorecen el desarrollo del
pensamiento algebraico en este tipo de poblacion.

b) Tipo de representaciones. Por cuanto al tipo de representaciones a las que recurren los
nifos para observar y expresar las relaciones entre cantidades en problemas de generalizacién
de patrones, la investigacion ha documentado al menos diez, desde diferentes enfoques y
perspectivas teoricas, tales como: dibujos (figural o pictorica), tablas, graficos, lenguaje
comun (verbal y escrito), expresiones con variables y representaciones multiples (e. g.
Brizuela & Earnest, 2008; Stephens et al., 2012; Merino, Cafiadas y Molina, 2013; Blanton,
etal., 2017), los gestos, el ritmo, la manipulacion de artefactos y el movimiento corporal (e.g.
Radford et al., 2009; Radford, 2014; Vergel, 2015). Merino et al. (2013) por ejemplo,
establecieron una categoria de representaciones a partir de la solucién de un problema
genérico sobre generalizacion de un patron lineal, en nifios de quinto grado. Tomaron como
base el concepto de representacion y algunas categorias ya establecidas. En ese contexto
documentaron, las del tipo: pictdrica, verbal, numérica, simbdlica y multiple.

Desde la teoria cultural de la objetivacion, la investigacion ha documentado el tipo de
representaciones que usan los estudiantes en tareas de generalizacion de patrones, en
términos de recusos semiodticos (e.g. Radford, 2008; Radford, 2014; Vergel, 2015). Se
sustentan del analisis de la génesis del pensamiento algebraico en el contexto de las acciones
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a través de las cuales los jovenes estudiantes expresan sus generalizaciones. Génesis
explorada a partir de la forma en que surgen y evolucionan nuevas relaciones entre el cuerpo,
la percepciéon y el inicio del uso de simbolos a medida que los alumnos participan en
actividades sobre generalizacion de patrones. Los recursos semioticos que usaron, como los
gestos, el movimiento, la ritmicidad y la actividad perceptual fueron consubstanciales a la
manifestacion y constitucion del pensamiento algebraico temprano. Evidenciaron una
evolucion del pensamiento algebraico factual (donde los medios semioticos de objetivacion
movilizados fueron los gestos, los movimientos, el ritmo, la actividad perceptual y las
palabras para expresar acciones concretas) hacia el contextual (donde los gestos y las palabras
fueron sustituidos por otros medios semioticos de objetivacion tales como frases “clave”,
para expresar el término general).

¢) Estrategias. En el marco de las estrategias empleadas por los nifios cuando resuelven
problemas de generalizacion de patrones, se han reportado al menos diez: 1) contar a partir
de un dibujo (Stephens et al., 2012; Merino et al., 2013; Jurdak & El Mouhayar, 2014), 2)
recursivo, 3) objeto-entero, 4) fragmentado, 5) explicito o funcional (Lannin, Barker &
Townsend, 2006; Tanish & Ozdas, 2009; Jurdak & El Mouhayar, 2014), 6) de diferencia
(Stacey, 1989), 7) uso de patron, 8) opera sin uso de patron, 9) repeticion de enunciado
(Merino et al., 2013) y 10) respuesta directa (Morales, Cafiadas, Brizuela y Gomez, 2016).

Estudios como los de Lannin, Barker y Townsend (2006), informan las estrategias de
generalizacion algebraica utilizadas por dos estudiantes de quinto grado (de EE. UU.) junto
con los factores que parecen influir en su aparicion, destacan: el valor de entrada, la estructura
matematica de la tarea, las estrategias anteriores, la imagen visual de la situacion y, las
interacciones sociales con el profesor y otro estudiante. Tamish y Ozdas (2009), analizaron
las estrategias usadas por estudiantes de quinto grado en Turquia (con niveles de éxito alto,
medio y bajo), en la resolucion de problemas de generalizacidon de patrones en atencion a la
generalizacidn cercana y lejana. Identificaron a las estrategias recursiva y explicita como las
mas usadas. La primera, en etapas cercanas y la segunda en etapas lejanas. Jurdak y El
Mouhayar (2014), por su parte, exploraron la tendencia de desarrollo del nivel de
razonamiento de los estudiantes en la generalizacion de patrones asociado con el uso de las
estrategias en los niveles de grado de cuarto a undécimo en cinco escuelas en el Libano. Su
estudio da cuenta, que el nivel de razonamiento de los estudiantes tuvo una tendencia
creciente entre grupos de niveles de grado. El tipo de tarea (inmediata, cercana, lejana) y el
tipo de funcion (lineal, no lineal) parecieron mediar el desarrollo del nivel de razonamiento
en el nivel de grado, no asi la complejidad de la tarea (simple, mas compleja). Identificaron
varias estrategias en cada grupo de nivel de grado y las tendencias de desarrollo del nivel de
razonamiento de los estudiantes asociados con el uso de ellas, no fueron uniformes y variaron
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en los grupos de nivel de grado, por lo que apoyaban una interpretacion neo-piagetiana de
los resultados.

d) Dificultades y limitaciones. En el &mbito de la generalizacion de patrones, también se han
reconocido las dificultades y/o limitaciones que enfrentan los estudiantes al construir una
expresion matematica plausive (o regla general) que exprese el comportamiento de un patrén
en cualesquiera de sus etapas. En este sentido, Warren y Cooper (2008) destacan a las
descripciones orales de una generalizacion, como una dificultad y limitacion en estudiantes
de ocho afios, porque carecen de precision. Dificultad con el uso de vocabulario matematico
necesario, para dar respuestas precisas: palabras como "fila" y "columna" y describir una
matriz como 2 filas por 4 columnas. Con base en ello, sugieren mayor investigacion sobre el
papel del lenguaje matematico y la comprension matematica en el aula de primaria. En
Carraher, Martinez y Schliemann (2008), documentaron dos dificultades en estudiantes de
tercer grado mientras resuelven problemas sobre la generalizacion de patrones figurales en
sucesiones lineales: 1) el paso entre las conceptualizaciones recursivas a las expresiones de
funciones de forma cerrada (de entrada y salida) y 2) el paso o conduccion del pensamiento
empirico, basado en conjeturas sobre los casos en cuestion, al razonamiento tedrico que se
deriva de operaciones sobre afirmaciones explicitas sobre relaciones matematicas. En ese
marco de ideas, sugieren promover procesos donde los estudiantes aprendan y sean
introducidos a hacer generalizaciones matematicas sobre problemas para los que se les
permite buscar patrones y anotar relaciones y estructuras. Ya que como bien sefalan,
aprenderan de manera progresiva a formular estas generalizaciones usando notacién
algebraica. Aun mas gradualmente, aprenderdn a obtener nueva informacion reflexionando
sobre las expresiones algebraicas que ellos mismos y otros han producido.

e) Enfoques para articular ideas. Se han caracterizado a los enfoques de recurrencia, el
covaricional y el de correspondencia (Smith, 2008), a partir de las acciones que los
estudiantes realizan, y por medio de los que los estudiantes articulan ideas sobre relaciones
entre una o dos cantidades. Estos enfoques se han identificado en diversos estudios. A partir
del enfoque de recurrencia, identificaron ideas en nifios de preescolar, como "contando por
2"y "cada vez mas" y en los de primer grado para el caso de contar ojos y colas para cierta
cantidad de perros como "estamos contando por 3" desde un enfoque de recurrencia. En
preescolar también reconocieron ideas desde un enfoque covariacional: "cada vez que
anadimos un perro mas, tenemos dos ojos". Desde un enfoque de correspondencia,
estudiantes de segundo grado plantearon expresiones como “tienes que duplicar el numero
de perros para obtener el nimero de ojos" y los de tercero, cuarto y quinto grado como “no
importa cuantos perros tengas, solo tienes que multiplicarlo por 2", asi describen esta relacion
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como 'n X 2'y '2 X n' (Blanton & Kaput, 2004). Otras ideas identificadas son "contando en
dos" y "doblando" en estudiantes de segundo grado (Cafiadas, Brizuela & Blanton, 2016).

f) Progreso de los estudiantes en generalizar y representar las relaciones funcionales. Los
estudios que indagan sobre el progreso de los estudiantes mientras generalizan y representan
las relaciones funcionales como parte de un enfoque integral del algebra temprana refieren
al nivel basico. Este grupo de estudios (e.g. Markworth, 2010; Blanton et al., 2015; Blanton,
et al., 2017; Stephens, Fonger, Strachota, Isler, Blanton, Knuth y Murphy, 2017) han usado
a la trayectoria hipotética de aprendizaje como modelo tedrico para el disefio de secuencia
de instruccidn, que contribuya a fomentar la comprension de las relaciones funcionales en
los nifos. Se han orientados a validar las trayectorias de aprendizaje y su caracterizacion
basada en los datos empiricos.

El estudio de Markworth (2010), para documentar el progreso en estudiantes de primaria
(quinto grado) se apoyo del concepto de préactica matematica acufiado de Cobb y
colaboradores (Coob & Yackel, 1995; Yackel & Coob, 1996), sin evidenciar las formas
normativas de razonamiento, fundamental para dar cuenta de la evolucion del razonamiento
de una comunidad de aula desde una mirada sociocultural del aprendizaje. Asi, determind
seis practicas matematicas para ilustrar la progresion del aprendizaje de los estudiantes
durante una secuencia de instruccion local sobre el desarrollo del pensamiento funcional en
el contexto de patrones geométricos de crecimiento: 1) utilizar el razonamiento figurativo
para identificar y articular la estructura fisica del patron de crecimiento, 2) traducir el
razonamiento figurativo al razonamiento numérico, 3) identificar una relacion entre el
numero de etapa y un aspecto cuantificable del patron de crecimiento, 4) representar una
relacion entre el namero de etapa y un aspecto cuantificable del patrén de crecimiento, 5)
usar variables como cantidades variables para la generalizacion de las variables
independientes y dependientes, y 6) representar la relacion funcional en una ecuacidén
simbolica completa.

Blanton et al. (2015), Blanton et al. (2017) y Stephens et al. (2017) expresan ese progreso,
en téminos de niveles de sofisticacion en el pensamiento infantil en ensefianza basica, sobre
la generalizacion. En Blanton et al. (2015), proponen ocho niveles que se espera puedan
desarrollar nifios de tercer grado en relacion con la gran idea matematica de pensamiento
funcional: 1) generar datos lineales y organizarlos en una tabla de funciones, 2) identificar el
significado de una variable utilizada para representar una cantidad variable, 3) identificar un
patron recursivo y describirlo en palabras; usar para predecir datos cercanos, 4) identificar
una relacidon covariacional y describir en palabras, 5) identificar una regla de funciéon y
describir en palabras y variables, 6) usar una regla de funcién para predecir valores de
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funciones lejanas, 7) dado un valor de la variable dependiente, determinar el valor de la
variable independiente (reversibilidad), y 8) construir un grafico de coordenadas.

En Blanton et al. (2017) categorizaron seis niveles con base en el uso de cantidades variables
y notacion variable: 1) pre-variable / pre-simbolico, 2) pre-variable/letras como etiquetas o
como objetos representativos, 3) letras que representan variables con valores fijos y
deterministas, 4) letras que representan variables con valores fijos pero elegidos
arbitrariamente, 5) letras como variables que representan incognitas variables, y 6) letras que
representan variables como objetos matematicos. En Stephens et al. (2017) se clasifico once
niveles asociados con la generalizacion y la representacion que se hace de las relaciones
funcionales: 0) no hay respuesta o reafirmacion de lo dado; 1) patron recursivo-particular, 2)
patron recursivo general, 3) relacion de covarianza, 4) instanciacioén unica, 5) Funcional-
particular, 6) funcional-basico, 7) funcional-emergente en variables, 8) funcional-emergente
en palabras, 9) funcional-condensado en variables, y 10) funcional-condensado en palabras.

Zapatera (2018) por su parte, evidencia ese progreso, con base en la coordinacion de diez
descriptores (Figura 1.1) que contribuyeron a diagnosticar la comprension de los estudiantes
sobre la generalizacion de patrones y a describir su progreso en quinto grado, en términos de
crecimiento asociado con el pensamiento algebraico.

0 (No continfian la secuencia al no respetar las estructuras espacial y numérica)

Continiian la secuencia de figuras
(No realizan la generalizacion cercana al utilizar estrategias proporcionales)

Realizan la generalizacion cercana
2 (Noinvierten el proceso para términos cercanos, aunque algunos intuyen
que el proceso es distinto al anterior y dividen en lugar de multiplicar)

3 Invierten el proceso para términos cercanos
(No realizan la generalizacion lejana al no coordinar las estructuras espacial y numérica)

Realizan la generalizacion lejana
4 (No expresan la regla general al no establecer la funcién que relaciona
el término de la figura y el nimero de elementos)

5 Expresan la regla general
(No invierten el proceso para términos grandes aunque muchos dividen en lugar de multiplicar)

Invierten el proceso para términos grandes
6 (No expresan de forma verbal la regla general del proceso inverso al no establecer
la funcién que relaciona el nimero de elementos y el término de la figura)

Expresan de forma verbal la regla general del proceso inverso
(No utilizan la indeterminada para expresar algebraicamente la regla general)

8 Expresan algebraicamente la regla general
(No utilizan la indeterminada para expresar algebraicamente la regla general en el proceso inverso)

9 Expresan algebraicamente la regla general en el proceso inverso

Figura 1.1. Descriptores de los niveles de la trayectoria, reimpreso de Zapatera (2018, p. 108).
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1.3.2. Investigaciones centradas en el profesor

El pensamiento funcional también ha sido objeto de estudio en profesores en formacion y en
servicio, de nivel basico (e.g. Warren & Cooper, 2008; Wilkie, 2014; Godino et al., 2015;
Pino-Fan, Assis & Castro, 2015; Zapatera, 2019). Warren y Cooper (2008) exploraron las
acciones de enserianza que comenzaron a salvar muchas de las dificultades reportadas en
otras investigaciones, producto de la exploracion de los patrones de crecimiento visual y la
expresion de estos patrones como funciones y expresiones algebraicas en jovenes
adolescentes. Los datos del estudio fueron recolectados en el marco de un experimento de
ensefianza desarrollado en dos aulas de clases con estudiantes de ocho afios de edad. El
analisis de los datos reveld seis acciones de los profesores que apoyaron el examen de
patrones de crecimiento como relaciones funcionales entre el patron y su posicidén, como son:
1) el uso de materiales concretos para crear patrones, 2) preguntas especificas para hacer
explicita la relacion entre el patrén y su posicion, 3) preguntas especificas que ayudan a los
estudiantes a alcanzar una generalizacion en relacion con posiciones desconocidas, 4) el
discurso, 5) el sistema de signos, y 6) la actividad semidtica. Estas acciones no solo
permitieron que los estudiantes fuesen capaces de pensar en la relacion entre dos conjuntos
de datos, sino también de expresarla de forma abstracta.

El estudio de Wilkie (2014) por su parte, analizd aspectos del conocimiento actual de los
profesores sobre la enseflanza del pensamiento funcional en la educacion primaria superior.
Como parte de un proyecto en Australia, encuestd a 105 profesores de educacioén primaria
superior. La encuesta contenia varios items de respuesta abierta que buscaron datos sobre la
comprension de los maestros en cuatro de los dominios de conocimiento: Conocimiento de
contenido especializado (SCK); Conocimiento de contenido y estudiantes (KCS);
Conocimiento de contenido y ensefianza (KCT); y Conocimiento del plan de estudios (KC).
Los resultados indicaron que, en su mayor parte, el conocimiento de los profesores sobre el
pensamiento funcional estaba por debajo del nivel esperado para la ensefianza del algebra en
la educacion primaria superior. La Tabla 1.1 presenta un resumen de los hallazgos clave para
cada uno de los cuatro tipos de conocimiento investigados y lo que la mayoria de los
profesores pudieron hacer (es decir, fortalezas) y no pudieron hacer (es decir, debilidades).
Los hallazgos proporcionan una base solida sobre la cual construir el conocimiento de los
profesores referente a como los estudiantes aprenden y las estrategias de ensefianza efectivas
que pueden usar. Interés que comparte el trabajo de Godino et al. (2015).
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Tabla 1.1.
Fortalezas y debilidades en el conocimiento matemadtico de los maestros para ensefiar el pensamiento
funcional, reinpreso de Wilkie (2014, p.419)

Tipo de conocimiento Fortalezas Debilidades

Identificar y representar la Representar la generalizacion

SCK generalizacion del patron de simbolicamente.
crecimiento en palabras o con
un célculo.
Proporcionar posibles Proporcionar ejemplos recursivos y

KCS respuestas correctas de los explicitos de generalizacion.
estudiantes Usar la terminologia algebraica

apropiada.

Interpretar los errores de los estudiantes.
Proporcionar una respuesta adecuada a
KCT un error del estudiante.

Utilizar la terminologia algebraica en la
ensefnanza.

Usar pares de variables consecutivos y
no consecutivos para enseflar
generalizacion.

KC Aplicar el curriculo a las actividades
apropiadas.

Zapatera (2019) por su parte, evidencia el estado que guarda el desarrollo de la competencia
docente mirar profesionalmente el pensamiento matemdtico de los alumnos en estudiantes
para maestros (EPM) de educacion primaria, quienes cursaban la asignatura Aprendizaje y
didactica de las matematicas. Conceptualiza la mirada profesional con base en tres destrezas
descritas por Jacobs, Lamb y Philipp (2010, citado en Zapatera, 2019): 1) identificar los
aspectos relevantes, 2) interpretar la comprension de los alumnos y 3) tomar decisiones de
accion. Para llevar adelante su investigacion, demandé a los EPM: a) describir las respuestas
de tres alumnos de primaria a un problema de generalizacion de patrones, b) interpretar la
comprension de los alumnos y ¢) proponer acciones para mejorar o ampliar el proceso de
ensefanza-aprendizaje. Derivado de su investigacion, generd descriptores de cuatro niveles
de desarrollo: 1) EPM que no identifican los elementos matematicos relevantes en el proceso
de generalizacion de patrones, 2) EPM que identifican los elementos matematicos, pero no
los usan para interpretar la comprension de los alumnos, 3) EPM que identifican los
elementos y los usan para interpretar la comprension de los alumnos, y 4) EPM que
identifican los elementos, los usan para interpretar la comprension de los alumnos y proponer
acciones adecuadas para el progreso del aprendizaje de los alumnos de primaria. Infiere que
los niveles establecidos y sus descriptores pueden ser el punto de partida para establecer una
futura trayectoria de aprendizaje de la mirada profesional y ofrecer informacion a los
formadores para interpretar el progreso de los EPM en el desarrollo de la competencia mirar
profesionalmente el pensamiento matematico de los alumnos en el contexto de Ila
generalizacion de patrones.
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Otro estudio es el de Pino-Fan, Assis y Castro (2015), desarrollado con profesores de
matematicas de secundaria en ejercicio, quienes cursaban una maestria en Educacion
Matematica en Chile. Exploraron en estos profesores, el uso de algunas dimensiones y
herramientas tedrico-metodoldgicas sugeridas por el modelo de Conocimiento Didactico-
Matematico del Enfoque Ontosemiotico, a través del analisis del conocimiento que
evidenciaron al resolver una actividad (de naturaleza didactico-matematica) sobre patrones.
Analizaron dos dimensiones, la Matematica y la Didactica. Desde la primera, analizaron el
Conocimiento Comun y el Conocimiento Extendido. Con base en la segunda dimension,
exploraron las Facetas Epistémica, Ecoldgica, Cognitiva, Afectiva, Interaccional y la
Mediacional. Evidenciaron que los maestros pueden resolver elementos relacionados con el
conocimiento de contenido comun, aunque reconocen que tienen ciertas dificultades cuando
se enfrentan a elementos que apuntan a explorar otras dimensiones de su conocimiento, por
ejemplo, sobre conocimiento de contenido extendido, de recursos y medios, o del estado
afectivo de los estudiantes.

1.3.3. Investigaciones centradas en el curriculo, instruccion o analisis de libros de textos

Los estudios sobre pensamiento funcional centrados en el curriculo e instruccion, han
propuesto formas, medios y herramientas para integrarlo en el aula de clases. La
investigacion de Blanton y Kaput (2005) por ejemplo, se respondié como los profesores de
primaria pueden usar el pensamiento funcional para integrar el razonamiento algebraico en
el curriculo y la instruccion. El estudio refiere al desarrollo profesional de cinco afios, asi
como de un curso de posgrado para maestros de primaria. Identificaron tres dimensiones
conectadas del cambio: 1) transformar la base de recursos instructivos de los maestros; 2)
usar el pensamiento de los nifios para aprovechar el aprendizaje de los maestros; y 3) crear
un salon de clases con cultura y préctica para apoyar el pensamiento algebraico. A grandes
rasgos, la primera dimension plantea que los profesores transformen su base de recursos de
instruccion existente (contenido aritmético) para incluir la exploracion de las relaciones de
covariacion y correspondencia. Consideran que se logra si en los problemas aritméticos se
involucra la variacion de un parametro, ya que es como los estudiantes generan un conjunto
de datos que tienen una relacion matematica, y el uso de cantidades suficientemente grandes
para que ese parametro conduzca al uso algebraico del nimero. La segunda dimension de
cambio se basa en que los profesores deben incorporar la generalidad en su instruccion, deben
comprometerse con lo que los estudiantes dicen, hacen y escriben como un catalizador para
construir su propio discurso algebraico en el aula, es decir, requieren un "sentido algebraico"
mediante el cual puedan identificar momentos en el pensamiento de los nifios para extender
las conversaciones sobre aritmética a aquellas que exploran la generalidad matematica. Por
ultimo, la tercera dimension alienta a construir una cultura de practica en las aulas de clases
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para que el pensamiento funcional de los nifios pueda prosperar. Esta se crea cuando el
profesor integra en su instruccion normas socio-matematicas de conjeturas, argumentaciones
y generalizaciones de manera intencional, donde los estudiantes tomen en serio los
argumentos como formas de desarrollar un conocimiento confiable.

En este mismo grupo de estudios se ubican los de Button y Rojano (2004; 2010), quienes
propusieron rutas de acceso al pensamiento algebraico: razonamiento proporcional y
procesos de generalizacion. Para dar evidenciar de la viabilidad de dichas rutas, realizaron
estudios empiricos con estudiantes de quinto y sexto grado de primaria, de entre 10 y 11 afios
de edad, basados en el Modelo Teérico Local propuesto en Filloy (1999) y Filloy, Rojano y
Puig (2008). Los trabajos experimentales involucraron actividades con lapiz y papel y con el
programa Logo. Los resultados revelaron que, durante la investigacion, los estudiantes
presentaron dificultades para percibir la diferencia entre secuencias aritméticas y
geométricas, asi como para expresar relaciones funcionales. Al término del estudio,
reconocen que los participantes lograron comprender ideas basicas de variacion
proporcional, describir un patrén y formular una regla general, a medida que transitaban del
pensamiento aditivo al multiplicativo.

Otro tipo de estudios, es el centrado en el analisis de libros de texto de la educacion elemental,
que caracterizan las fareas o lecciones que refieren al pensamiento algebraico. En ese
contexto, Demosthenous y Stylianides (2014), delimitaron un marco analitico para
categorizar tipos de tareas en primaria y las respectivas directrices (o la falta de ellas) en las
guias docentes que los acompafian. Establecieron tres categorias: a) relaciones
aritméticamente situadas (RAS), b) relaciones basadas en reglas (RBR) y C) relaciones
conocidos-desconocidos (RD-C). Examinaron ademas, si en las tareas, la demanda de las
relaciones entre los nuimeros y las cantidades estd presente de forma explicita o
implicitamente. Usaron este marco, para delimitar el porcentaje de tareas que corresponden
a cada tipo, en los libros de texto de los grados cuarto, quinto y sexto en el contexto educativo
chipriota. Reconocen que el 42,4% son tipo RBR; 45,7%, corresponden a la categoria RD-
C; y 11,9% tipo RAS. Sugieren el desarrollo de investigaciones que exploren las
interpretaciones de los profesores de primaria en tareas de este tipo, asi como la difusion de
diferentes tipos de tareas relacionadas con el algebra. Basados en el marco analitico
propuesto por estos investigadores, Cabafias-Sanchez, Salazar y Nolasco-Hesiquio (2017) y
Salazar (2017), analizaron las tareas propuestas en el libro de texto de matematicas de primer
grado de Educacion bésica primaria en México, a fin de caracterizar las que potencian el
desarrollo del pensamiento algebraico temprano. Se ubicaron en las correspondientes al eje
sentido numérico y pensamiento algebraico. Su analisis parte de proponer una articulacién
entre este marco, con las grandes ideas matematicas propuestas por Blanton et al. (2015).
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Reconocen que una mayoria de tareas se ubican en las categorias tipo RAS (44%) y RBR
(43%). Las de tipo RAS enfatizan en gran idea matematica equivalencia, cuyo razonamiento
se orienta hacia la comprension relacional del signo igual. Las de tipo RBR, como sefialan
estos autores, demandan el desarrollo del pensamiento funcional en los estudiantes, mientras
se les ubica a reconocer patrones en sucesiones de tipo lineal en orden ascendente y
descendete. Situan a los estudiantes a reconocer el comportamiento de los patrones numéricos
0 geométricos en una sucesion, para luego articularlos con el lenguaje verbal y/o escrito. Las
tareas tipo RC-D las reconocen articuladas a las de tipo RAS. Refieren a la gran idea
matematica ecuacion, que aparece de modo implicito en situaciones sobre valor faltante. En
ese contexto, aparece ademads, la gran idea matematica equivalencia. De ahi que las
categorizan como tipo RAS, RC-D (13%).

En Lopez-Mojica y Martinez (2017) también se analizan las tareas de los libros texto de texto
de matematicas de Educacion Primaria en México, de primero a sexto grado. Se propusieron
caracterizar la naturaleza algebraica de las tareas a fin de ofrecer a los docentes de este nivel
educativo una alternativa del tratamiento de los conceptos algebraicos. Analizaron las
lecciones que pertenecen al eje sentido numérico y pensamiento algebraico, con base en un
marco de referencia que establece criterios de anélisis para el disefio e implementacion de
actividades relativas a un pensamiento relacional, un pensamiento proporcional y el estudio
de la generalidad a través de patrones. Los criterios de andlisis establecidos, fueron: nociones
de algebra; situacion y contexto; recursos semiodticos; y términos empleados. Reconocieron
un predominio en las lecciones sobre lo proporcional, un descuido en el tratamiento de lo
relacional y un limitado desarrollo de la generalidad a través del estudio de patrones y
secuencias. Las nociones de patrones y sucesiones fueron las que menos se identificaron en
las lecciones (47 lecciones de un total de 180) de los seis niveles educativos. Con ello
sugirieron un predominio hacia lo aritmético y el desaprovechamiento de sentar bases para
un razonamiento algebraico. Otra investigacion que involucré a las tareas de los libros de
texto de matematicas de primaria en México es el de Aké (2017). Para ello, delimité un marco
de referencia para el andlisis de la actividad matematica, que le permiti6 identificar qué es lo
que puede considerarse como algebraico en los niveles elementales, asi como de las tareas
que potencializan su desarrollo. Se sustentd del Modelo de Niveles de Algebrizacion
propuesto por Godino y colaboradores (Godino, et al., 2014, citado en Aké, 2017).
Ejemplifico el andlisis a partir de una tarea dada y exploré las posibles practicas matematicas
que implica. Delimité los aspectos estructurales y funcionales del algebra que podrian ser
potenciados en la tarea para promover el razonamiento algebraico. Asi, evidencid que los
niveles de algebrizacion son referente para que los maestros de educacion primaria puedan
distinguir formas de razonamiento algebraico en la practica matematica de los nifios y
discernir entre las tareas que promueven su desarrollo de las que no.
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1.3.4. Investigaciones centradas en proponer modelos 0 marcos para caracterizar el
pensamiento algebraico o parte de él

Un ultimo grupo de investigaciones sobre pensamiento funcional, son las centradas en
proponer modelos o marcos para caracterizar el pensamiento algebraico o parte de ¢l (e. g.
Rivera, 2013; Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi, 2014; Godino, Wilhelmi, Aké, Etchegaray
y Lasa, 2015; Lopez-Mojica y Martinez, 2017).

Basado en una sintesis de estudios realizados sobre la generalizacion de patrones, Rivera
(2013) construye un marco organizativo para caracterizar el proceso de generalizacion de
patrones en estudiantes del nivel de primaria y de secundaria. EI marco propuesto (Figura
1.2), considera a los procesos inferenciales de abduccidn, induccion y deduccion como
centrales en la generalizacion de patrones. También, cinco dimensiones de la generalizacion
de patrones: tipos y fuentes de generalizacion, tipos de estructuras, formas de atenciéon (o
conciencia) a las estructuras, modos de representar y de comprender generalizaciones. Este
marco concibe a la generalizacion de patrones, como un proceso complejo que conlleva a la
superposicion simultanea de, procesos relevantes para construir, expresar y justificar
estructuras interpretadas.
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Figura 1.2. Marco organizativo del proceso de generalizacion de patrones, reimpreso de Rivera (2013, p.59).

Por su parte, Godino et al. (2015) articularon y extendieron el modelo de caracterizacion del
razonamiento algebraico en Educacion Primaria de Godino et al. (2014), mediante la
inclusion de tres niveles adicionales de razonamiento algebraico que permiten analizar la
actividad matematica en Educaciéon Secundaria (incluido Bachillerato). Estos niveles
estuvieron basados en consideracion del uso y tratamiento de parametros para representar
familias de ecuaciones y funciones; y del estudio de las estructuras algebraicas en si mismas,
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sus definiciones y propiedades, de acuerdo con el Enfoque Ontosemidtico (EOS) del
conocimiento y la instruccién matematica (Godino, Batanero & Font, 2007; Godino, 2012).
En la Tabla 1.2 son presentados los seis niveles de razonamiento algebraico en primaria y
secundaria (junto con el nivel 0 indicativo de ausencia de algebrizacion). Estos niveles de
algebrizacion son ofrecidos también como medio para el disefio de practicas operativas,
discursivas y regulativas cuyo objetivo es la progresion del aprendizaje.

Tabla 1.2.
Niveles de algebrizacion en el EOS

Niveles de algebrizacion

Nivel 0: aritmético

Nivel 1: proto-algebraico incipiente
Nivel 2: proto-algebraico intermedio
Nivel 3: algebraico consolidado
Nivel 4: uso de parametros

Nivel 5: manipulacion de parametros
Nivel 6: tareas estructurales

La investigacion de Lopez-Mojica y Martinez (2017) propone un marco de referencia que
permita promover un pensamiento algebraico desde el enfoque del algebra temprana. Desde
el punto de vista metodologico se apoya de las tareas del eje Sentido numérico y pensamiento
algebraico de los libros texto de matematicas (de primero a sexto grado) de Educaciéon
Primaria en México. Proponen cuatro criterios de analisis para el disefio e implementacioén
de actividades relativas a un pensamiento relacional, un pensamiento proporcional y el
estudio de la generalidad a través de patrones. Estos criterios lo estructuran con base en los
resultados de investigaciones previas (Ojeda, 2006; Butto y Rojano, 2010; Aké, 2013 citados
en Lopez-Mojica y Martinez, 2017) en los que distinguen (Lopez-Mojica y Martinez, 2017,
pp. 46-47):

1) Nociones de algebra. estas refieren a las caracteristicas relacional (Aké, 2013),
proporcional (Butto y Rojano, 2010) y de patrones geométricos (Aké, 2013)
que sientan bases para el pensamiento algebraico.

2) Situacion y contexto. refieren al tipo de actividades que se tratan en las lecciones
del libro de texto, es decir como se plantean los enunciados y el contexto
(Ojeda, 2006) al cual atienden las nociones de algebra.

3) Recursos semioticos. se consideran al tipo de figuras, diagramas, graficas,
tablas, lengua natural, simbologia matematica (Ojeda, 2006) relacionada con el
tipo de nociones algebraicas.

4) Términos empleados. el tipo de expresiones (Ojeda, 2006) que aluden a las
nociones algebraicas de interés en las lecciones de los libros de texto.
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1.4. Reflexion sobre el estado del arte de la investigacion sobre el pensamiento funcional.
Necesidad del presente estudio

Los estudios sobre el pensamiento funcional fueron divididos en al menos cuatro grupos, los
que se centran: 1) en los estudiantes; 2) en los profesores; 3) en el curriculo, instrucciéon o
analisis de libros de textos; y 4) en proponer modelos o marcos para caracterizar el
pensamiento algebraico o parte de él.

En general, estos estudios han perseguido explicar hasta donde, los estudiantes, profesores o
las tareas de los libros de texto, son capaces de desarrollar ciertos aspectos del pensamiento
funcional, y el como promoverlo en las aulas de clases. La revision a la literatura identificéd
el reporte de una gran variedad de aspectos cognitivos (e. g. lenguaje matematico y las
operaciones empleadas, formas de pensar, tipos de representaciones, estrategias, nociones
matematicas puestas en juego, tipo de generalizacion expresada) asociados al pensamiento
algebraico o al funcional, son pocas las investigaciones (e. g. Blanton & Kaput, 2004;
Blanton & Kaput, 2005; Lannin, Barker & Townsend, 2006; Warren & Cooper, 2008;
Radford et al., 2009; Radford, 2014; Vergel, 2015; Canadas et al., 2016) enfocadas en los
aspectos sociales (ideas matematicas, interacciones sociales en el aula, recursos semidticos y
normas sociomatematicas) generadores de dichos pensamientos. Evidenciando la necesidad
de estudios que persigan un analisis coordinado de aspectos, cognitivos y sociales,
generadores de pensamiento funcional en las aulas de clases. Este tipo de investigaciones son
validas y necesarias, ya que permitirian una comprension mas amplia de la actividad
matematica, en especifico la algebraica, desplegada en las aulas de clases de matematicas.

Lo anterior, abre camino a futuras investigaciones, las cuales aborden desde una mirada
sociocultural del aprendizaje, el proceso de desarrollo del pensamiento funcional en las aulas
de clases. Algunas cuestiones de interés, podrian referir a: ;Qué caracteriza la evolucion del
pensamiento funcional en un aula de clases especifico? ;De qué forma el pensamiento
funcional subyace en la actividad matematica, colectiva e individual, en un aula de clases?
(Cuales son las similitudes o diferencias en el pensamiento funcional, colectivo e individual,
en un aula de clases?

La presente investigacion avanza en esta linea. Esta interesada en indagar la actividad
matematica que emerge en una comunidad de aula de clases de primaria, a lo largo de una
secuencia de instruccion que promueva el desarrollo de pensamiento funcional. Se asume
que una forma de analizar la actividad matematica en el aula desde una mirada sociocultural
(Cobb & Yackel, 1996), es mediante uno de sus aspectos, como es el razonamiento
matematico.
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El analisis del razonamiento, en lo individual y lo colectivo, dejaria en evidencia las
conexiones entre ideas, representaciones y contextos, asi como de argumentaciones y
justificaciones (Wawro, 2011), que una comunidad de aula hace cuando resuelve problemas
que promueven pensamiento funcional, como son los problemas de generalizacion de
patrones. Investigar el desarrollo de como se conectan las ideas es una contribicion
importante para el campo de la investigacion en educacion matematica en primaria. Algunas
preguntas a responder son: ;Coémo surgen, se desarrollan y difunden las ideas o formas de
razonar algebraicamente en una comunidad de aula a lo largo del tiempo? ;Cudles son las
formas de razonar de una comunidad de aula cuando trabaja con problemas que promueven
el pensamiento funcional? ;Cual es la produccion social del significado matematico asociado
al pensamiento funcional en un aula de clases?

Este estudio busca sistematizar los resultados ya reportados en la linea de investigacion del
pensamiento funcional, ofrecer una secuencia de instruccién de referencia que admita un
enfoque sociocultural del aprendizaje y describir basados de la empirea, la evolucion del
razonamiento matematico en una comunidad de aula sobre el pensamiento funcional a lo
largo del tiempo. El producto es la propuesta de un modelo explicativo de la evolucion del
razonamiento de una comunidad de aula de clases de nivel primaria, para el caso de la
generalizacion de patrones, que refiere al pensamiento funcional. El modelo tiene la cualidad
de ser explicativo y de ser adaptado en caso de interaccidon con otras comunidades. Es decir,
documenta una ruta para el aprendizaje de ideas importantes relacionadas con el pensamiento
funcional.

1.5. Analisis de la evolucion del razonamiento matematico en un aula de clases

En la actualidad hay una fuerte demanda en la investigacion asociada al razonamiento
matematico de los estudiantes en las aulas de clases (e.g. Brodie, 2010; Cobb, Stephan,
McClain & Gravemeijer, 2001; Rivera & Becker, 2011; Conner, Singletary, Smith, Wagner
& Francisco, 2014; Rasmussen et al., 2015; Krummheuer, 2015; Cetina-Vazquez; Cabafas-
Sanchez & Sosa-Moguel, 2019), ya que permite evidenciar las conexiones entre ideas,
representaciones y contextos, asi como de argumentaciones y justificaciones (Wawro, 2011),
que los estudiantes hacen para: resolver un problema; convencer a los demas o a ellos mismos
de una afirmacién particular; o para integrar una serie de ideas en un todo mas coherente
(Brodie, 2010).

La investigacion sobre el pensamiento funcional en primaria, no estd ausente de ello (e.g.
Blanton y Kaput, 2004; Canadas, Brizuela y Blanton, 2016). Sin embargo, los trabajos
existentes muestran un primer acercamiento desde una perspectiva social, del proceso de
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generalizacion y de las ideas sobre relaciones funcionales que los estudiantes establecen
cuando resuelven problemas de generalizacion de patrones. Limitados al tratamiento de
relaciones funcionales lineales de la forma a,, = dn.

En cambio, hay investigaciones (e.g. Yackel, Rasmussen & King, 2000; Cobb, Stephan,
McClain & Gravemeijer, 2001; Rasmussen et al., 2015; Zembat & Yasa, 2015; Giiven &
Dede, 2017) que bajo una perspectiva sociocultural, como la de Cobb y Yackel (1996),
analizan los procesos sociales y psicologicos de aulas, en el contexto escolar y social. Sus
productos son ricas descripciones de la evolucion del aprendizaje matematico de
comunidades de aula durante una secuencia de instruccion.

Dentro de este cuerpo de investigaciones, una forma de analizar el aprendizaje matematico a
partir de la actividad colectiva e individual de los estudiantes, es mediante las practicas
matematicas y las formas normativas de razonamiento que soportan la evolucion del
razonamiento matematico observable en el aula de clases (Cetina-Vazquez; Cabanas-
Sanchez & Sosa-Moguel, 2019).

En ese contexto, las practicas matematicas y las formas normativas de razonamiento han sido
analizadas y reportadas en diferentes contextos de aula de clases y en diferentes niveles
educativos. Por ejemplo, en educacion primaria, en primer grado, centrado en la medicién
lineal (McClain, Cobb, Gravemeije & Estes, 1999; Cobb et al., 2001); y en tercer grado,
sobre el valor posicional (Bowers, Cobb & McClain, 1999). En educacion secundaria, con
estudiantes de séptimo grado, centrado en estadistica (Cobb, 1999). En la educacion media
superior, con estudiantes de undécimo grado en un curso intructorio de calculo (Cetina-
Vazquez; Cabafas-Sanchez & Sosa-Moguel, 2019). En la educacion superior, en un curso
introductorio de ecuaciones diferenciales principalmente para ingenieros (Stephan &
Rasmussen, 2002; Rasmussen, Stephan &Allen, 2004; Rasmussen, Zandiech & Wawro,
2009); y en un curso de matematicas de pregrado en algebra lineal (Rasmussen et al., 2015).
Se requiere ademas, estudios que den cuenta del contenido asociado con el pensamiento
funcional en el nivel primaria. Mas aun, abre camino a estudios, que bajo este tipo de
perspectiva (la cual vincula dos puntos de vista teoricos distintos sobre la actividad en el
aula), proporcionen informacién sobre las practicas matematicas y las formas normativas de
razonamiento que soportan la evolucion del razonamiento matematico, colectivo e
individual, en una comunidad de aula durante una secuencia de instruccidon que promueva
pensamiento funcional, con el fin de establecer una panorama global del proceso de
desarrollo del pensamiento funcional de los nifios en situaciones de aula, en el contexto
escolar y social.
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1.6. Problema y pregunta de investigacion

Los resultados asociados a la literatura, evidencian la necesidad y pertinencia de estudios que
coordinen las perspectivas social y psicologica, para dar una explicacion mas clara sobre el
razonamiento matematico que surge en una comunidad de aula de primaria al resolver
problemas que promueven el pensamiento funcional. La presente investigacion esta
interesada en indagar las practicas matematicas y las formas normativas de razonamiento que
soportan la evolucion del razonamiento matematico que manifiesta una comunidad de aula
de primaria. Mediante una secuencia de instruccion que involucre problemas de
generalizacion de patrones, como via para desarrollar pensamiento funcional en el nivel
primaria.

Los problemas de generalizacion de patrones de interés para este estudio son los que resultan
de transformar y ampliar el contenido aritmético del curriculo de matematicas de la educacion
primaria mexicana de sucesiones matemdticas con progresion aritmética. La relacion
funcional implicada es de la forma a,, = dn + ¢, donde ¢ # 0.

La pregunta de investigacion, es:

(Qué practicas matematicas y formas normativas de razonamiento soportan la evolucion del
razonamiento matematico en una comunidad de aula de primaria a lo largo de una secuencia
de instruccion que promueve el desarrollo del pensamiento funcional?

1.7. Objetivos de investigacion
El objetivo general de investigacion, es:

Caracterizar las prdacticas matematicas y las formas normativas de razonamiento que
soportan la evolucion del razonamiento matematico en una comunidad de aula de
primaria, a lo largo de una secuencia de instruccion que promueve el desarrollo del

pensamiento funcional.

Los Objetivos Especificos (OE), son:

OE1: Reconocer qué ideas matematicas individuales expresadas en los argumentos
de los estudiantes de una comunidad de aula de clases se constituyen en formas
normativas de razonamiento durante una secuencia de instruccion que promueve
pensamiento funcional.

OE2: Organizar las formas normativas de razonamiento en torno a las practicas
matematicas realizadas por los estudiantes de una comunidad de aula de primaria.
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1.8. Elementos clave de la investigacion

El objeto de investigacion es el razonamiento matematico. Su estudio se enmarca dentro del
tema de pensamiento funcional en una comunidad de aula de primaria. Su contextualizacién
permitio delimitar el objetivo general de la investigacion, que remarca elementos clave,
como:

1) Razonamiento matematico en una comunidad de aula.

2) Problemas de generalizacion de patrones como via para desarrollar pensamiento
funcional.

3) Secuencia de instruccion.

El primero, permitié delimitar los constructos teoricos y las herramientas para el anélisis de
los datos. El segundo, definié el contenido matematico asociado con el curriculo de
matematicas. El tercero, establecié la metodologia para el disefo del instrumento de recogida
de informacion.

El producto de estos componentes es el disefio del estudio empirico, centrado en un
experimento de ensefianza. Su desarrollo con la poblacion de estudio y el analisis de sus
producciones permitira alcanzar tanto los objetivos especificos y el general, como responder
a la pregunta de investigacion.

Estas ideas clave se han organizado en un esquema (Figura 1.3) y definido en detalle en los
diferentes apartados de este documento.
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Figura 1.3. Elementos clave de la investigacion.
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El enfoque tedrico considerado en esta investigacion es la perspectiva sociocultural de
aprendizaje de Cobb y Yackel (1996) y su marco interpretativo de aspectos sociales e
individuales que norma las interacciones en el aula. Estos aspectos de alguna manera
determinan los pensamientos y acciones de los individuos durante la interaccién y, como
consecuencia, el desarrollo matematico que esta teniendo lugar. Este enfoque considera que
las practicas matematicas surgen de ideas y normas matematicas socialmente compartidas en
clase y expanden la actividad matemaética de una comunidad de aula a un nivel mas avanzado
de razonamiento.

En particular, para el analisis de las practicas matematicas y las formas normativas de
razonamiento que soportan la evolucion del razonamiento matematico que surgen en una
comunidad de aula de primaria, se retoman los constructos de practicas matematicas en el
aula, para el estudio del colectivo, el de interpretacion y razonamiento matemdtico, como su
correlato psicologico para el estudio de lo individual y el de forma normativa de
razonamiento matemdtico como el constructo que permite el enlace entre perspectivas. El
analisis se realiza a través de las interacciones en el aula de clases. En especifico, en la
argumentacion.

2.1. Perspectiva sociocultural de aprendizaje de Cobb y Yackel (1996) y su marco
interpretativo

Un desafio en la investigacion en educacion matematica es coordinar diferentes analisis para
desarrollar una descripcion mas comprensiva sobre la ensefianza y el aprendizaje (Rasmussen
et al., 2015), a través de la integracion de diversas perspectivas tedricas (e.g. Cobb, et al.,
2001; Krummbheuer, 2007; Brodie, 2010; Conner et al., 2014; Rasmussen et al., 2015;
Dreyfus, Hershkowitz & Schwarz, 2015). Uno de los primeros esfuerzos para integrar
diferentes puntos de vista tedricos es la perspectiva sociocultural de aprendizaje de Cobb y
Yackel (1996) y su marco interpretativo, derivada de la etnometodologia y del
interaccionismo simbolico de Blumer (1969) y el constructivismo psicologico de von
Glasersfeld (1995). El supuesto central de este punto de vista es que el desarrollo matematico
en el aula de clases estd normado por un proceso de construccion individual y activa un
proceso de enculturacion matematica (Cobb & Yackel, 1996).

25



Capitulo 2. Fundamentacion tedrica

Bajo ese supuesto, la perspectiva sociologica de aprendizaje considera importante los
procesos tanto sociales como psicologicos (Wawro, 2011) que norman las interacciones en
el aula de clases y los trata como complementarios. Su marco interpretativo (Tabla 2.1)
presenta la coordinacion establecida de los puntos de vista teoricos, social y psicolégico, para
analizar la actividad matematica en comunidades de aula, como las que constituyen el
profesor y los estudiantes. La perspectiva social alude a formas normativas de actuar, de
razonar y de discutir en una comunidad de aula. Considera el razonamiento matematico de
un estudiante en particular como un acto de participacion en actividades normativas de una
comunidad de aula. La perspectiva psicologica se refiere a la naturaleza del razonamiento de
cada estudiante. En otras palabras, en sus formas particulares de participar en las actividades
comunales (Cobb, et al., 2001).
Tabla 2.1.

Un marco interpretativo para analizar la actividad matematica colectiva e individual y el
aprendizaje. Reimpreso de Cobb et al. (2001, p.119)

Perspectiva Social Perspectiva Psicolégica
Creencias individuales sobre su propio papel, el
Normas sociales del aula papel de los demas y la naturaleza general de la
actividad matematica
Normas sociomatematicas Creencias y valores especificos de matematicas
Practicas matematicas en el aula Interpretaciones y razonamiento matematico

En la Tabla 2.1 se puede observar que cada perspectiva considera tres aspectos diferentes. Se
“postula una relacion reflexiva entre las construcciones sociales y sus correlatos
psicologicos” (Yeckel, Rasmussen & King, 2000, p.277), en consideracion de la hipdtesis
basica de “que ni las actividades individuales de los estudiantes ni las actividades comunales
en el aula se pueden explicar adecuadamente, excepto en relacion con la otra” (Cobb, 2000,
p- 310). La unidad de andlisis en esta vision teorica es el contexto social del aula, es decir, la
participacion en la interaccion en el aula. Via por la cual es posible documentar la situacion
establecida interactivamente en la que el estudiante esta actuando; y explicar la constitucién
de procesos sociales y culturales mediante el conocimiento activo de los estudiantes
individuales (Cobb & Yackel, 1996).

Para fines de la presente investigacion se adoptan Unicamente los constructos practica
matematica en el aula e interpretacion y razonamiento matematico, debido a que resultan ser
mutuamente constitutivos y permiten asi, dar evidencia de los aspectos que soportan la
evolucion del razonamiento matematico que emergen en una comunidad de aula.
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2.2. Practicas matematicas en el aula e interpretaciones y razonamiento matematico

El razonamiento matematico es entendido como “razonar sobre y con los objetos de las
matematicas” (Brodie, 2010, p.7). Razonar implica desarrollar lineas de pensamiento o
argumento, con el propdsito de convencer a los demas o a nosotros mismos de una afirmacién
particular, resolver un problema, o para integrar una serie de ideas en un todo mas coherente
(Brodie, 2010). El producto de un proceso de razonamiento es un texto, ya sea hablado o
escrito (Douek, 2005). Especificamente, una linea de argumentacion, que puede ser
producida por una persona o coproducida por un grupo de personas. Su importancia radica
en ser una parte clave del descubrimiento matematico. Justificar y crear argumentos en
defensa de las reclamaciones, es fundamental para todas las formas de razonamiento
matematico (Brodie, 2010).

En ese contexto, la perspectiva sociocultural (Cobb & Yackel, 1996), usa los constructos de
practica matematica en el aula y de interpretaciones y razonamiento matematico para
contabilizar el aprendizaje matematico, a través del razonamiento matematico que tiene lugar
en el contexto social del aula.

Las prdcticas matemadaticas en el aula constituyen las situaciones locales inmediatas del
desarrollo de los estudiantes. Identificar las secuencias de tales practicas, implica documentar
la evolucion de las situaciones sociales en las que los estudiantes participan y aprenden. El
analisis revela las ideas y actividades matematicas establecidas conjuntamente cuando el
profesor y los estudiantes coordinan sus actividades individuales (Cobb & Yackel, 1996;
Cobb, 2000).

Las interpretaciones y razonamiento matemdatico de los estudiantes individuales se toman
como los correlatos psicologicos de estas practicas, bajo la consideracion que los estudiantes
contribuyen activamente a la evolucion de las practicas matematicas en el aula, ya que
reorganizan sus ideas y actividades matematicas individuales y, a la inversa, estas
reorganizaciones estan habilitadas y limitadas por la participacion de los estudiantes en las
practicas matematicas (Figura 2.1). El anélisis pone de manifiesto la heterogeneidad en las
ideas y actividades de los individuos de una comunidad de aula (Cobb & Yackel, 1996; Cobb,
2000).
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APRENDIZAJE MATEMATICO EN EL AULA

Participan en practicas
matematicas en el aula

v |

Social ) Psicolégico

| )

Reorganizan su actividad
matematica individual

Contexto social y cultural

Figura 2.1. Esquema del proceso de aprendizaje matematico en una comunidad de aula.

Con estos constructos, se toma tanto al colectivo como al individuo como puntos de
referencia. Rasmussen et al. (2015) ofrece una definicion de las practicas matematicas en el
aula en atencidén a las interpretaciones y razonamiento matematico de los estudiantes
individuales. Estos autores refieren a practicas matematica en el aula, como:
“Las formas normativas de razonamiento que surgen a medida que los alumnos
resuelven problemas, explican su pensamiento, representan sus ideas, etc. Por
normativo queremos decir [...] que una idea o una forma de razonar funciona como si
fuera una verdad matematica en el aula. Esto significa que las ideas particulares o las
formas de razonamiento funcionan en el discurso del aula como si todos tuvieran una

comprension similar, aunque puedan existir diferencias individuales en Ia
comprension” (Rasmussen et al., 2015, p. 262).

Un andlisis de las practicas matematicas en el aula y de las formas normativas de
razonamiento da luz a las interpretaciones y actividades matematicas de los estudiantes. De
ahi que, esta investigacion parta del supuesto de que basta un andlisis de las practicas
matematicas y de las formas normativas de razonamiento, para dar cuenta de las diferentes
interpretaciones y razonamientos matematicos de los estudiantes individuales.

Desde una mirada sociologica del aprendizaje, las practicas matematicas y las formas
normativas de razonamiento son reconocidas a través de la participacion en las interacciones
en el aula de clases. En especifico, en la argumentacion (Krummehuer, 1995), entendida
como “interacciones en el aula observada que tienen que ver con la explicacion intencional
del razonamiento de una solucion o después de ella” (p.231).

Metodologicamente, para documentar las practicas matematicas y las formas normativas de
razonamiento, se requiere establecer a la argumentacion como una norma en el aula de clases
(Cobb & Yackel, 1996) y el uso de enfoques analiticos (e.g. Stephan & Rasmussen, 2002;
Rasmussen & Stephan, 2008) que permitan modelar las explicaciones dadas durante la
actividad colectiva de los estudiantes.
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La produccién de estas practicas matemadticas en el aula y estas formas normativas de

razonamiento constituye la evolucion del razonamiento matematico (Figura 2.2), emergente

y potencialmente idiosincrasico en una comunidad de aula local (Rasmussen et al., 2015). En

este sentido, examinar la evolucioén del razonamiento matematico es estudiar el aprendizaje

matematico de una comunidad de aula.

Practicas matematicas
en el aula

Formas normativas
de razonamiento

]

Evolucion del razonamiento matematico en una comunidad de aula

~
.,

Interpretacionesy
razonamicnto matcmatico

l

It}éas y actividades matematicas
establecidas conjuntamente
uando el profesor y los
studiantes coordinan sus
actividades individuales (Cobb
& Yackel, 1996; Cobb, 2000).

Ideas particulares o formas de razonar
que funcionan en el discurso del aula
como si todos tuvieran una
camprension similar, aunque puedan
existir diferencias individualesen la
comprension (Rasmussen et al., 2015).

Ideas y actividades matematicas
de los individuos de una
comunidad de aula (Cobb &
Yackel, 1996; Cobb, 2000).

L T
Procesos reconocidosen la Y

| Argumentacién

1

Interacciones en el aula observada que tienen que ver con la explicacién intencional
del razonamiento de una solucién o después de ella (Krummehuer, 1995).

— Son un conjunto de

<+— Conforman

Figura 2.2. Constructos y logica que permiten una caracterizacion de la evolucion
del razonamiento matematico en una comunidad de aula.

29



Capitulo 3. Contenido matematico

El tema de investigacion abordado es el pensamiento funcional y se promueve con el trabajo
de problemas de generalizacion de patrones con relacion funcional lineal de la forma a,, =
dn + ¢, donde ¢ # 0. Se reconoce a este tipo de problemas como el resultado de transformar
y ampliar el contenido aritmético del curriculo de matematicas de la educacion primaria
mexicana de sucesiones matemadticas con progresion aritmética.

Este capitulo presenta el analisis de contenido matematico escolar realizado para la sucesion
matemadtica con progresion aritmética. Los documentos analizados fueron textos de las
matematicas escolares de la educacion primaria mexicana. El objetivo fue reflexionar sobre
el tratamiento otorgado a dicho contenido en el curriculo de matematicas de la educacioén
primaria mexicana, para transformarlo y extenderlo, asi disefiar y proponer una secuencia de
instruccion que involucre problemas de generalizacion de patrones como via para desarrollar
pensamiento funcional en dicho nivel educativo.

3.1. Analisis de contenido matematico

El andlisis de contenido matematico fue utilizado en este estudio como “un método para
establecer y estudiar la especificidad de los significados de los conceptos y procedimientos
que conforman un texto de las matematicas escolares” (Rico y Fernandez-Cano, 2013, p.12).
Los textos analizados fueron: los Programas de estudio 2011 guia para el maestro (SEP,
2011a; 2011b; 2011c; 2011d; 2011e; 2011f), Desatios matematicos. Libros para el alumno
(SEP, 2016a; 2016b; 2016c; 2016d; 2016e; 2016f) y Desafios matematicos. Libros para el
maestro (SEP, 2014a; 2014b; 2014c; 2014d; 2014e; 2014f) de la educacion primaria
mexicana.

El contenido matematico abordado fue sucesion matematica con progresion aritmética. El
objetivo del analisis fue reflexionar sobre el tratamiento otorgado a este contenido en el
curriculo de matemadticas de la educacion primaria mexicana, para transformarlo y
extenderlo, asi disefiar y proponer una secuencia de instruccion que involucre problemas de
generalizacion de patrones como via para desarrollar pensamiento funcional en dicho nivel
educativo.
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Las categorias de analisis de contenido matematico, fueron (Rico y Fernandez-Cano, 2013,
p.11-12):

1) Conceptual. Considera el momento histérico y el marco poblacional donde se inserta.

2) Formaly estructural. Abarca los conceptos, definiciones y procedimientos, junto con
la estructura formal que proporciona referencia a los contenidos matematicos
utilizados.

3) Representacional. Comprende las notaciones graficas, simbolicas y sistemas de
signos involucrados.

4) Fenomenologica. Aborda los fendémenos que dan origen a los conceptos, los
contextos en los que se utiliza y aquellas situaciones en las que presentan y en las
cuales se aplican, que dotan de sentido a los contenidos en estudio.

En los siguientes apartados se presentan los resultados obtenidos para cada una de estas
categorias.

3.1.1. Conceptual

El analisis de contenido se ubico en el curriculo de matematicas de la educacion primaria
mexicana (6 a 12 afios de edad). Se identifico que los Programas de estudio 2011 y los libros
Desafios matematicos para el alumno y para el maestro, estan organizados en cuatro
Estandares Curriculares de Matematicas:

1) Sentido numérico y pensamiento algebraico
2) Forma, espacio y medida
3) Manejo de la informacion
4) Actitud hacia el estudio de las matematicas

Estandares que comprenden el conjunto de aprendizajes que se espera de los estudiantes en
los seis grados escolares para conducirlos a altos niveles de alfabetizacion matematica.

El estudio del contenido matematico de interés, sucesion matematica con progresion
aritmética, estd ubicado en el eje sentido numérico y pensamiento algebraico, a lo largo de
los seis grados escolares de la educacion primaria. La Tabla 3.1 resume los contenidos y
definiciones matematicas asociadas con la sucesion matematica con progresion aritméticas
que son considerados en el curriculo de matematicas a lo largo de la educacion primaria

mexicana.
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Tabla 3.1.

Contenidos y definiciones matematicas

Capitulo 3. Contenido matematico

Sucesion matematica con progresion aritmética en primaria

Eje sentido numérico y pensamiento algebraico

Grado | Bloque Contenido matematico Definiciones matematicas
Expresion oral de la sucesion = Una sucesién numérica es una
numérica ascendente y descendente secuencia ordenada de nimeros que

I de 1 en 1, a partir de un nimero dado. presenta alguna regularidad, ya sea de
Escritura de la sucesion numérica forma ascendente o descendente (SEP,
hasta el 30. 2014a, p.18).
= Patron es una regularidad de signos

Primero Conocimiento de la sucesion oral y (orales, gestuales, graficos,
escrita de numeros hasta el 100. geométricos, numéricos, etcétera) que
Orden de los niimeros de hasta dos se contruye siguiendo una regla (SEP,

11 cifras. 2014a, p.37).
Identificacion de regularidades de la
sucesion numérica del 0 al 100 al
organizarla en intervalos de 10.
Produccion de sucesiones orales y = Las sucesiones con progresion
escritas, ascendentes y descendentes aritmética son aquellas en las que la
deSenS,de10en 10. diferencia entre dos términos

I Identificacion de la regularidad en consecutivos es constante (SEP,
sucesiones ascendentes_ con 2014b, p.60).

Segundo progresion aritmética, para iqtercalar = Patrén es una regularidad de signos
0 agregar niimeros a la sucesion. (orales, gestuales, graficos,
Produccion de sucesiones orales y geométricos, numéricos, etcétera) que
escritas, ascendentes y descendentes, se contruye siguiendo una regla. La

v de 100 en 100. Anticipaciones a idea que se asocia a patron es algo
partir de las regularidades. que se repite con regularidad (SEP,
2014b, p.123).
Identificacion de la regularidad en = Una sucesién numérica con
sucesiones con numeros, ascendentes progresion aritmética es una serie de
11 o descendientes, con progresiones numeros tales que la diferencia entre
aritméticas para continuar la sucesion dos términos consecutivos es
o encontrar términos faltantes. constante, es decir, es la misma (SEP,
Identificacion de la regularidad en 2014c, p.124).
sucesiones con figuras, con = Las sucesiones ascendentes siempre
progresion aritmética para continuar van aumentando los valores de sus
la sucesion o encontrar términos términos y las sucesiones
faltantes. descendientes siempre van
Tercero disminuyendo los valores de sus
términos (SEP, 2014c, p.124).
v = En una sucesiéon ascendente se aplica

una adicion, por ejemplo, para
obtener el término siguiente se debe
sumar 4 al anterior (SEP, 2014c,
p.124).

En una sucesion descendiente se
aplica una sustraccion, por ejemplo a
cada término se le resta 7 para obtener
el siguiente (SEP, 2014c, p.124).
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Una sucesion es una secuencia de
elementos que responden a una ley de
formacion (SEP, 2014c, p.171).

Una sucesion con progresion
aritmética se construye sumando o
restando una cantidad fija al término
anterior (SEP, 2014c, p.171).

Identificacion de la regularidad en
sucesiones compuestas con

Una sucesion es un conjunto
ordenado de elementos (nimeros,

I progresion aritmética, para encontrar letras, figuras, etcétera) que
términos faltantes o averiguar si un responden a una ley de formacion o
término pertenece o no a la sucesion. regla. A los elementos de la sucesion
Identificacion del patron en una se les llama términos (SEP, 2014d,
sucesién de figuras compuestas, hasta p-33).
con dos variables. Las sucesiones se construyen
Cuarto siguiendo una regla; por ejemplo,
cada término se obtiene sumando una
v constante al término anterior (SEP,
2014d, p.33).
Para decidir si un elemento dado
(ntimero o figura) pertenece o no a
una sucesion, primero se debe
encontrar la regularidad entre los
elementos dados (SEP, 2014d, p.305).
Identificacion de la regularidad en Una sucesion se genera a partir de un
sucesiones con numeros (incluyendo patron o ley de formacion (SEP,
numeros fraccionarios) que tengan 2014e, p.193).
progresion aritmética, para encontrar En una sucesion con progresion
Quinto v términos faltantes o continuar la aritmética, el patron esta dado por la
sucesion. constante aditiva entre los términos
de la sucesion y se usa para encontrar
términos faltantes o continuar con la
sucesion (SEP, 2014e, p.195).
Identificacion y aplicacion de la En las sucesiones con progresion
regularidad de sucesiones con aritmética, entre sus términos, hay
v numeros (naturales, fraccionarios o una constante aditiva (SEP, 2014f,
decimales) que tengan progresion p-231).
Sexto aritmética. Cons@ccién de ’
sucesiones a partir de la regularidad.
Identificacion y aplicacion de la
v regularidad de sucesiones con

figuras, que tengan progresion
aritmética.

3.1.2. Formal y estructural

En esta categoria se analizaron los conceptos, definiciones y procedimientos, junto con la

estructura formal que proporciona referencia a la sucesidon matematica con progresion

aritmética. Para examinar estos elementos, se uso un sistema que consider6 dos campos y

tres niveles de complejidad (Tabla 3.2).
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Campos y niveles para examinar la categoria formal y estructural. Adaptado de Fernandez (2016)

Categoria de analisis: Estructura y analisis formal

Campos Niveles

Descripcion de los niveles

Hechos

Los constituyen los términos, notaciones, convenios y
resultados asociados con el contenido matematico de interés.

Conceptos

Conceptos

Se encuentran los conceptos y relaciones.

Los conceptos vienen dados por extension o por
comprension. Las relaciones se establecen entre conceptos, o
los objetos mismos, dando lugar a relaciones n-arias que, por
sencillez, en la educacion basica se limitan a las relaciones
bianarias.

Estructuras conceptuales

Se basa de la consideracion de diversos conceptos,
transformaciones y relaciones entre ellos, y de las
operaciones y propiedades que los vinculan, que,
eventualmente, pueden dar lugar a conceptos mas
complejos.

Destrezas

Consisten en el procesamiento secuenciado de contenidos
basicos, mediante el uso de convenios y manipulacion de las
notaciones.

Procedimientos Razonamientos

Involucran el procesamiento de relaciones e inferencias
logicas entre conceptos. Se consideran cinco tipos de
razonamientos: logico-deductivo, inductivo, analdgico,
numérico y figurativo.

Estrategias

Implican el procesamiento de conceptos y la conexion de
razonamientos vinculados con una o varias estructuras, para
responder a una cuestion o problema.

En los siguientes parrafos se presetan los resultados identificados para cada categoria con sus

respectivos niveles de analisis.

3.1.2.1. Conceptos

3.1.2.1.1. Hechos

Los hechos constituyeron un primer nivel de analisis conceptual de la sucesion matematica

con progresion aritmética. Se realizd6 mediante cuatro subniveles de analisis (Fernandez,

2016): términos, notaciones, convenios y resultados. La Tabla 3.3 muestra los resultados

encontrados en este nivel y en sus subniveles de analisis, organizados por cada grado de la

educacion primaria.
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Tabla 3.3.
Hechos asociados con la sucesion matemdtica con progresion aritmética en la educacion primaria mexicana
Primero Segundo Tercero Cuarto | Quinto | Sexto

Términos: vocablos o palabras que se emplean para denominar los objetos, nociones, relaciones y operaciones de un tema matematico (Fernandez, 2016,
p.100).
Numeros naturales de 0 al | Numeros naturales de 0 Numeros naturales de Numeros naturales. Numeros naturales y | Numeros naturales,
100. al 1000. hasta cuatro digitos. Sucesion ascendente | fraccionarios. fraccionarios y
Sucesion numérica Sucesion ascendente o Sucesion ascendente o o descendenten. Sucesion ascendente. | decimales.
ascendente o descendenten. | descendenten. descendenten. Sucesiones Sucesiones numéricas | Sucesion ascendente.

Regularidad: de 1 en 1, 0
en intervalos de 10.
Términos faltantes (escribir
las cantidades que faltan).
Términos consecutivos
(completar la sucesion).

Sucesiones de figuras con
progresion artimética.
Sucesiones numéricas
con progresion
artimética.

Regularidad: de 5 en 5,
de 10 en 10, y de 100 en
100.

Términos faltantes.
Términos consecutivos,
cercanos y lejanos.
Expresion de la
regularidad.

Sucesiones de figuras
con progresion
artimética.
Sucesiones numéricas
con progresion
artimética.

Términos faltantes.
Términos consecutivos y
cercanos.

Diferencia
Regularidad

Ley de formacion.

compuestas con

progresion artimética.

Sucesiones de figuras
compuestas con

progresion artimética.

Términos faltantes.
Términos
consecutivos,
cercanos o lejanos.
Diferencia.
Regularidad.
Patron.

Regla.

con progresion
artimética.
Términos faltantes.
Términos
consecutivos y
cercanos.
Diferencia (constante
aditiva).
Regularidad.
Patron.

Regla.

Sucesiones numéricas
con progresion
artimética.
Sucesiones de figuras
con progresion
artimética.

Términos faltantes.
Términos
consecutivos,
cercanos y lejanos.
Diferencia.
Constante aditiva.
Regularidad.

Patron.

Regla.

2016, p.106).

Notaciones: simbolos mediante los cuales se hacen presentes los conceptos del tema y expresamos sus propiedades, relaciones y operaciones (Fernandez,

No se hace uso de ningtn tipo de notacion.

Convenios: acuerdos de uso frecuente (Fernandez, 2016, p.106).

Conteo ordenado de
objetos o cantidades, con
base en una cierta
regularidad.

Conteo ordenado de
objetos o cantidades, con
base en una cierta
regularidad.

Conteo ordenado de
cantidades, con base en
una cierta regularidad.

Calcular la diferencia
entre dos términos
consecutivos de una
sucesion.

Calcular la diferencia
(constante aditiva)
entre dos términos
consecutivos de una

sucesion.

Calcular la diferencia
(constante aditiva)
entre dos términos
consecutivos de una

sucesion.
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Identificar cuanto se
agrega o disminuye de un
término a otro.

Expresar la regularidad
analizada, como: “va de 5
en 57, “se le suma 5”
“aumenta de 5 en 57,
“disminuye de 10 en 107,
“disminuye cada vez 107,
“se le resta 10” etc.

Identificar cuanto se
agrega o disminuye de
un término a otro.
Expresar la regularidad
analizada, como: “va de 5
en 57, “se le suma 5”
“aumenta de 5 en 57,
“disminuye de 10 en 107,
“disminuye cada vez 107,
“se le resta 10” etc.

Expresar la
regularidad analizada,
como: “va de 5en 57,
“se le suma 5”
“aumenta de 5 en 57,
“disminuye de 10 en
107, “disminuye cada
vez 107, “se le resta
10” etc.

Expresar la
regularidad analizada,
como: “vade 5en 5”,
“se le suma 57
“aumenta de 5 en 57,
“disminuye de 10 en
107, “disminuye cada
vez 107, “se le resta
10” etc.

Expresar la
regularidad analizada,
como: “vade 5en 5”,
“se le suma 57
“aumenta de 5 en 57,
“disminuye de 10 en
107, “disminuye cada
vez 107, “se le resta
10” etc.

Resultados: inferencias basicas que se derivan de los hechos conceptules anteriores (Fernandez, 2016, p.106).

Una sucesiéon numérica es
una secuencia ordenada de
que  presenta
alguna regularidad, ya sea
de forma ascendente o
descendente (SEP, 2014a,

p.18).

numeros

La diferencia entre dos
términos consecutivos en
una sucesion con
progresion aritmética, es
constante.

La diferencia entre dos
términos consecutivos en
una sucesion con
progresion aritmetica, es
constante.

Una con
progresion aritmética se
construye sumando o
restando una cantidad fija
al término anterior (SEP,
2014c, p.171).

sucesion

Cada término de una
sucesion se obtiene
sumando
constante al término
anterior (SEP, 2014d,
p.33).

Para decidir si un
elemento dado
(nimero o figura)
pertenece 0 no a una
sucesion, primero se
debe encontrar la
regularidad entre los
elementos dados
(SEP, 2014d, p.305).

una

Se pueden generar
sucesiones a partir de
un patrén dado o ley
de formacion (SEP,
2014e, p.193).

El patrén, en una
sucesion con
progresion aritmética,
esta dado por la
constante aditiva
entre los términos de
la sucesion y se usa
para encontrar
términos faltantes o
continuar con la
sucesion (SEP,
2014e, p.195).

Entre los términos de
una sucesiones con
progresion aritmética,
hay una constante
aditiva (SEP, 2014f,
p.231).
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Los conceptos fueron un segundo nivel de analisis conceptual. La Tabla 3.4 presenta los conceptos asociados con el estudio de la sucesion

matematica con progresion aritmética en la educacion primaria. Los subniveles considerados fueron los conceptos y las relacionales.

Tabla 3.4.

Conceptos asociados con la sucesion matemdtica con progresion aritmética en la educacion primaria mexicana

Primero

Segundo

Tercero

Cuarto

Quinto

Sexto

Conceptos: vienen dados por extension o por comprension, todo concepto establece una clase o conjunto de objetos (Fernandez, 2016, p.108).

Sucesion de nimeros
naturales.

Sucesion creciente y
decreciente.
Regularidad.

Patron.

Sucesion de nimeros
naturales.

Sucesion creciente y
decreciente.

Progresion aritmética.
Término de la sucesion.
Términos: consecutivos,
cercanos y lejanos.
Diferencia.
Regularidad.

Patron.

Sucesion de nimeros
naturales.

Sucesion creciente y
decreciente.

Progresion aritmética.
Término de la sucesion.
Términos:
y cercanos.
Diferencia.
Regularidad.

Regla de recurrencia.
Patron.

consecutivos

Sucesion de nimeros
naturales.

Sucesion creciente y
decreciente.
Sucesiones
compuestas.
Progresion aritmética.
Término de la sucesion.
Términos:
consecutivos, cercanos
y lejanos.

Diferencia.
Regularidad.

Regla de recurrencia.
Patron.

Sucesion de nimeros
naturales o
fraccionarios.

Sucesion de nimeros
fraccionarios.

Sucesion creciente.
Progresion aritmética.
Término de la sucesion.
Términos:
consecutivos y
cercanos.

Diferencia.

Constante aditiva.
Regularidad.

Regla de recurrencia.
Patron.

Sucesion de nimeros
naturales, fraccionarios
o decimales.

Sucesion de nimeros
fraccionarios.

Sucesion de nimeros
decimaless.

Sucesion creciente.
Progresion aritmética .
Término de la sucesion.
Términos:
consecutivos, cercanos
y lejanos.

Diferencia.

Constante aditiva.
Regularidad.

Regla de recurrencia.
Patron

Relaciones: se establecen entre conceptos, o los objetos mismos, dando lugar a relaciones n-arias que, por sencillez, en la educacion bésica se limitan a las
relaciones bianarias (Fernandez, 2016, p.108).

Relacion de recurrencia
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El tercer y ultimo nivel de analisis conceptual consistié en establecer la estructura conceptual,

desde la matematica formal, asociada con la sucesién matematica con progresion aritmética.

Los resultados son resumidos en la Tabla 3.5, que presenta los objetos matematicos

conectados, los elementos, las diferentes propiedades y las relaciones existentes entre sus

elementos de las sucesiones matematicas con progresion aritmética. Aspectos que definen su

estructura conceptual.

Tabla 3.5.

Estructura conceptual asociada con las sucesiones matematicas con progresion aritmética

Estructura conceptual: Se basa de la consideracion de diversos conceptos, transformaciones y relaciones
entre ellos, y de las operaciones y propiedades que los vinculan, que, eventualmente, pueden dar lugar a
conceptos mas complejos (Fernandez, 2016, pp. 108-109).

Objetos matematicos | Elementos Propiedades Relaciones existentes entre sus elementos
Correspondencia Término Finitud Relacion de recurrencia

Aplicacion Posicion Monotonia Relacion de correspondencia

Funcion Limite Acotacion

Sucesion matematica Convergencia

Progresion aritmética Recurrencia

Objetos matematicos'

Las sucesiones matematicas y las progresiones aritméticas forman parte de la Teoria de

Numeros, fundamentada a partir de la teoria de conjuntos. Pueden hablarse de estucturas

conceptuales tomando como base a las funciones como idea central.

Aplicacién
Funcién

Sucesion

Progresion
aritmética

Correspondencia

Figura 3.1. Relaciones de inclusion entre objetos matematicos. Adaptado de Cafadas (2007, p.103).

La Figura 3.1, muestra las relaciones de inclusion entre objetos matematicos asociados con

el de sucesion. La correspondencia se presenta cuando se establece cualquier tipo de relacion

entre dos conjuntos, uno inicial (o de partida) y otro final (o de llegada). Para que dicha

1 Esta seccion presenta un resumen de los resultados reportados en Cafiadas (2007, pp. 96-122) sobre el
analisis conceptual de las sucesiones matematicas. Se consideraron algunas modificaciones o especificaciones

adicionales, que resultan pertinentes para el presente estudio.
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correspondencia pueda denominarse aplicacion o funcion es necesario que todos los
elementos del conjunto del que se parte tengan una y solo una imagen, reservando la
expresion funcion cuando se trabaja en analisis matematico o cuando los dos conjuntos
considerados son conjuntos numéricos. Las sucesiones son un caso de funciones particulares
donde el conjunto inicial es el de los nimeros naturales ordenados, y el conjunto final, o
imagen es el conjunto de los numeros reales. Las progresiones aritmeticas son un tipo
particular de sucesiones, cuya expresion analitica es un polinomio de grado uno.

La estructura matematica de las sucesiones lo constituyen: sus elementos, sus diferentes
propiedades y las relaciones existentes entre sus elementos.

Elementos?

Una sucesion es una coleccion de nimeros en la que un niimero es designado como el
primero, otro como el segundo, otro como el tercero, y asi sucesivamente. Cada nimero de
la sucesion es llamado un término, y cada nimero natural al que estd asociado dicho nimero,
es conocido como la posicion. Una sucesion se expresa de forma general, como:

aq,Qa5,03,04, .., Ay, -

El namero a, es el primer término; a,, €l segundo término y, en general, a,, es el n-ésimo
término (tambien llamado término general). Por cada numero natural n, hay un nimero
correspondiente a,. De esta forma, una sucesion se puede definir como una funcion cuyo
dominio es el conjunto de los nimeros naturales ordenados. Comunmente se escribe como
a, en lugar de la notacion de funcidn f(n) para indicar el valor de la funcion en el nimero
n.

La sucesion {a,, a,, as, ..., } también se denota mediante
{an} Y {an}%;l
Otro elemento, es el limite de una sucesion, denotado como:
lim a, =L
n—-oo

Significa que los términos de la sucesion {a,} se acercan a L conforme n se incrementa. La
definicion formal de limite de una sucesion es:

2 Esta seccion y la seccion de propiedades reportan definiciones de los libros de Stewart (1999) y Fuller
(1977).
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Una sucesion {a,,} tiene el limite L y escribimos

lima,=L o a,— Lcuandon —» o
n—-oo

Si para toda € > 0 existe un correspondiente entero N tal que
|a, — L] < & siempre quen > N
Propiedades

Finitud. Una sucesion que tiene un nimero fijo de términos es llamada una sucesion finita;
de otro modo la sucesion es llamada sucesion infinita.

Convergencia. Una sucesion {a,} es convergente si existe lim a,. Si no es asi, se dice que
n—->oo

la sucesion es divergente.

Monotonia. Una sucesion {a,} se llama creciente si a, < a,,, para toda n > 1; esto es,
a, <a, <az<-- Caso contrario, es decreciente si a, > a,,, para toda n>1. En
cualquiera de los dos casos, si la desigualdad es estricta, la sucesion se llama estrictamente
creciente o estrictamente decreciente, respectivamente. Una sucesion se llama monotona si
es creciente o decreciente.

Acotacion. Una sucesion {a, } estd acotada superiormente si existe un nimero M tal que

a, < M paratodan > 1.Y estd acotada inferiormente si hay un nimero m tal que m < a,,
para todan > 1. Si estd acotada superiormente e inferiormente, {a, } es una sucesion
acotada.

Teorema de las sucesiones monotonas. Toda sucesion acotada y monotona es convergente.
Relaciones

Una relacion de recurrencia para una sucesion {a,} es una ecuacion que expresa cada
término a,,, a partir de cierto ny € N, en funcién de uno o mas de los términos que le preceden
ay, 1, Ay, Az, Ay, ..., Ay_1. Los valores de los términos necesarios para empezar a calcular se
llaman condiciones iniciales. Se dice que una sucesion es una solucion de la relacion de
recurrencia si su término general verifica dicha relacion. Ejemplos particulares de relaciones
de recurrencia son las de la forma a, = a,,_; + d (progresion aritmética). Sus soluciones
son a, = ay + dn (Ramirez, K, s.f.).

Una relacion de correspondencia para una sucesion {a,} es una expresion algebraica que
expresa el término general (a,), en funcion de su posicion (n). Considera lo qué cambia
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entre elementos sucesivos de una sucesion y lo qué no cambia (lo invariante). Ejemplos
particulares de relaciones de correspondencia son las de la forma a, = a; + (n — 1)d
(progresion aritmética).

Progresiones aritméticas

Una sucesion en la que cada término después del primero se forma sumando un niimero fijo
al nimero precedente es denominada una progresion aritmética. El nimero fijado es

llamado la diferencia comun o razon de la progresion. Sea
ai,0a3,0a3,...0y_1, Ay, -
Los términos de una progresion aritmética, cumplen con:
a,—a;,=d

a3_a2=d

ap,—a,_1=d

Asi mismo, cada término de la progresion se puede obtener mediante afadir al término
anterior la diferencia constante. Por ejemplo:

a, =ay_1+d

Si a, representa al primer término y d a la diferencia comun de una progresion artimética, se
pueden escribir los términos sucesivos por adicion repetida de d. Asi para n términos, se
tiene:

a,,a; +d,a, +2d,a, +3d,...,a; + (n—1)d
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El n-ésimo término se encuentra observando que el coeficiente de d en cada término es una
unidad menor que el nimero de orden correspondiente al término. Al denotar al n-ésimo
término por a,, se tiene la formula

a, =a, +(n—1)d

Con a, y d dados, se puede encontrar cualquier término deseado de una progresion
sustituyendo el entero positivo apropiado para n. Por ejemplo, determinar el trigésimo
término de la progresion aritmética 2, 6, 10, ...

Solucién. Aqui a; = 2,d = 4 y n = 30. Entonces usando la férmula a,, = a; + (n — 1)d,
se encuentra

azo =2+ (B0—1)4=2+116 =118

Pero si no se da a; y en vez se conoce el valor a;, donde k < n, entonces se puede expresar
el siguiente sistema de ecuaciones:

a,=a;,+(n—-1)d
ap=a, +(k—1)d

Si se despeja a; en ambas ecuaciones, se obtiene que:

a, =a,—(n—-1)d
a, =a, —(k—1)d

Al igualar, queda:
a,—(n—1d=a,—(k—1)d
Si se desarrolla, se obtiene:
ap,—nd+d=a,—kd+d
Al despejar a,,:
a, =ar—kd+d+nd—-d
Al simplificar y factorizar, se tiene que:
a, = a; —kd +nd
a, = a,+nd — kd
a, =a,+n—k)d
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Donde n, k, a,, y a; son nimeros naturales, tales que n > k, y d es un nimero real. Asi,
con a, y d dados, se puede encontrar cualquier término deseado de una progresion
sustituyendo el entero positivo apropiado para n mediante la férmula

a, =a,+n—k)d

Por ejemplo, determinar el trigésimo término de una progresion aritmética, conocido su
tércer término a; = 10 y la diferencia comun entre sus términos d = 4.

Solucion. Siaz = 10,d = 4 y n = 30. Entonces empleando la formula a,, = a; + (n —
k)d, se encuentra

aso =10+ (30—-3)4=10+108 =118

Las propiedades de las progresiones aritméticas son: finitud (finitas o infinitas), convergencia
(convergente o divergentes) monotonia (crecientes o decrecientes), acotaciéon (acotada
inferiormente, acotada superiormente o acotada).

3.1.2.2. Procedimientos

3.1.2.2.1. Destrezas

Las destrezas constituyeron un primer nivel de andlisis procedimental de la sucesion
matematica con progresion aritmética. Se realizd mediante el andlisis del procesamiento
secuenciado de contenidos basicos, mediante el uso de convenios y manipulacion de las
notaciones asociadas al contenido matematico en cuestion (Fernandez, 2016). La Tabla 3.6
presenta los resultados determinados en este nivel de analisis, organizados por grado escolar.
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Tabla 3.6.
Destrezas asociadas con las sucesiones matematicas con progresion aritmética en la educacion primaria mexicana
Primero Segundo Tercero Cuarto Quinto Sexto
Escritura y lectura de Escritura y lectura de Continuar una Continuar una Construir una sucesion | Construir una sucesion

una sucesion numérica.

una sucesion numérica.
Continuar una
progresion conociendo
algunos de sus
términos.

Anticipar un término,
cercano o lejano, dadas
sus condiciones
iniciales de generacion
de una sucesion.

progresion conociendo
algunos de sus
términos.

Anticipar un término
cercano de la sucesion,
dados algunos de sus
términos o dadas sus
condiciones iniciales de
generacion.

progresion conociendo
algunos de sus
términos.

Determinar si un
elemento dado (nimero
o figura) pertenece o no
a una sucesion.
Construir una sucesion
numérica o de figuras
con progresion
aritmética .

numérica con
progresion aritmética ,
dadas sus condiciones
iniciales de generacion.
Determinar la
diferencia (constante
aditiva) entre los

términos de la sucesion.

Usar la diferencia
(constante aditiva) para
encontrar términos
faltantes o continuar la
sucesion.

numeérica con
progresion aritmética ,
dadas sus condiciones
iniciales de generacion.
Determinar la
diferencia (constante
aditiva) entre los
términos de la sucesion.
Usar la diferencia
(constante aditiva) para
encontrar términos
faltantes o continuar la
sucesion.

3.1.2.2.2. Razonamientos

Los razonamientos fueron un segundo nivel de analisis procedimental de la sucesion matematica con progresion aritmética e involucraron

el procesamiento de relaciones e inferencias logicas entre conceptos. En general, son considerados cinco tipos: logico-deductivo,

inductivo, analdgico, numérico y figurativo. Los resultados (Tabla 3.7) muestran la implicacién de tres tipos de razonamientos, inductivo,

numerico y figurativo, asociados con el contenido matematico analizado.

Tabla 3.7.
Razonamientos asociados con las sucesiones matemdticas con progresion aritmética en la educacion primaria mexicana
Primero Segundo Tercero Cuarto Quinto Sexto
Inductivo. Inductivo. Inductivo. Inductivo. Inductivo. Inductivo.
Numérico. Numérico. Numérico. Numérico. Numérico. Numérico.
Figurativo. Figurativo. Figurativo. Figurativo
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El razonamiento inductivo se refiere a un proceso cognitivo que comienza con el trabajo de casos particulares y, pasando por la
formulacion de conjeturas, llega a la comprobacion de éstas” (Canadas, 2007, p.66). Este tipo de razonamiento produce un paso de lo
particular a lo general. El razonamiento numérico es un tipo particular de razonamiento inductivo donde se utilizan conceptos y
operaciones algebraicas como las diferencias finitas y la prueba y el error (Rivera y Becker, 2005, p. 199). Este tipo de razonamiento
conduce a generalizaciones entre valores numéricos ya conocidos y calculados. Se basa en usar la aritmética estdndar para resolver etapas
sucesivas o en adivinar y verificar para encontrar relaciones (Markworth, 2010). Y el razonamiento figurativo es un tipo particular de
razonamiento inductivo centrado en la estructura fisica del patrén de crecimiento geométrico. Se basa en relaciones que podrian extraerse
visualmente de un conjunto dado de casos particulares (Rivera y Becker, 2005, p. 199). Este tipo de razonamiento conduce a
generalizaciones mas precisas y con mejores justificaciones (Markworth, 2010).

3.1.2.2.3. Estrategias

Las estrategias fueron el tercer y ultimo nivel de analisis procedimental de la sucesion matematica con progresion aritmética. Implican
el procesamiento de conceptos y la conexion de razonamientos vinculados con una o varias estructuras, para responder a una cuestion o
problema. En la Tabla 3.8 se presentan las estrategias que se esperan en los estudiantes cuando abordan el concepto de sucesion
matematica con progresion aritmética a lo largo de la educacion primaria.

Tabla 3.8.
Estrategias asociadas con las sucesiones matemdticas con progresion aritmética en la educacion primaria mexicana
Primero Segundo Tercero Cuarto Quinto Sexto
Construccion de un Construccion de un Construccion de un Identificacion del Continuacion de una Determinacion de un
conjunto ordenado de conjunto ordenado de conjunto ordenado de patron en una sucesion numérica, término (consecutivo,
nimeros siguiendo un nimeros o de figuras numeros o de figuras sucesion. siguiendo un patrén cercano o lejano) de
patron dado. siguiendo un patrén siguiendo un patrén Obtencion de una regla | inferido. una sucesion
Identificacion de  la | dado o inferido. inferido. de recurrencia. Construccion de una (numérica o de
regularidad  entre  dos Antigipacién de un Antigipacién de un Contipuacién de; una syce’si()n numérica, ﬁguras), sig}liendo un
términos consecutivos de témlno (cer’cano 0 térmlpo cercano de la sucesion nur’nér’lca 0 siguiendo un paFrén patron 1nfe;r1d0.
una sucesion. lejano) siguiendo un sucesion, dgdos algunos | de ﬁgurasi mgqlendo flqdf) y sus condicones Construccu’m de? una
patron dado. de sus términos o dadas | un patrén inferido. iniciales. sucesion numérica,
Identificacion de la sus condiciones iniciales siguiendo un patréon
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regularidad entre dos
términos consecutivos
de una sucesion.
Resolucion de
problemas con contexto
real, donde estan
involucradas sucesiones
con progresion
aritmética.

de generacion.
Identificacion de la
regularidad entre dos
términos consecutivos
de una sucesion.
Obtencion de una ley de
formacion (regla de
recurrencia).
Representacion figural
de una sucesion con
progresion aritmética.
Calculo de la diferencia
en una sucesion con
progresion aritmética.
Resolucion de
problemas con contexto
real, donde estan
involucradas sucesiones
con progresion
aritmética.

Representacion figural
(o numérica) de una
sucesion con
progresion aritmética.
Calculo de la
diferencia en una
sucesion con
progresion aritmética.
Resolucion de
problemas con
contexto real, donde
estan involucradas
sucesiones con
progresion aritmética.

Representacion en
diferentes registros de
una  sucesiébn  con

progresion aritmética.

Identificacion de
regularidades entre los
términos de una
sucesion.

Obtencion de una regla
de recurrencia.
Calculo de la
diferencia (constante
aditiva) en una
sucesion con
progresion aritmética.
Representacion
numérica de una
sucesion con
progresion aritmética.

dado y sus condiciones
iniciales.

Obtencion de una regla
de recurrencia.
Representacion verbal,
figural y numérica de
una sucesion con
progresion aritmética.
Calculo de la
diferencia en una
sucesion con
progresion aritmética.
Resolucion de
problemas con
contexto real, donde
estan involucradas
sucesiones con
progresion aritmética.

Representacion en
diferentes registros de
una  sucesiébn  con

progresion aritmética.

3.1.3. Representacional

Una tercera categoria del contenido matematico escolar fue la representacional. Comprendio de las notaciones graficas, simbolicas y

sistemas de signos involucrados en los documentos analizados. Fueron considerados cuatro sistemas de representacion base: numérico,

figural, algebraico y verbal. La Tabla 3.9 documenta las representaciones de las sucesiones matematicas con progresion aritmética

presentes a lo largo de la educacion primaria mexicana.
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Tabla 3.9.
Representaciones de las sucesiones matematicas con progresion aritmética en la educacion primaria mexicana
Primero Segundo Tercero Cuarto Quinto Sexto
Numérica (simple oral y | Numérica (simple oral y | Numérica (simple | Numérica (simple | Numérica (simple | Numérica (simple
simple escrita). simple escrita), figural y | escrita), figural y verbal. | escrita) y figural. escrita y tabular) y | escrita)y figural.
verbal. verbal.

Las representaciones son ejemplificadas a partir de ejemplos reimpresos de los documentos Desafios matematicos. Libro para el alumno.

Numérica simple oral. Expresa oralmente la sucesion matematica en su forma numérica simple.

ﬁwm'@rm 7

En grugc, canten “La gallina papanatas”,

La gallna papanatas
pusnun Fuevo er |a canasta (& o \
puso dos )
Fuso tres )
usU cualro
puso cinzo
EUsO s2's
puso sicte
puso ocho
FLs0 nueve
auso dez
iquieres que te cuentz otra vez?

Figura 3.2. Ejemplo de una representacion numérica oral. Reimpreso
de Desafios matematicos. Libro para el alumno. Primer grado (SEP, 2016a, p.13).
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Numérica simple escrita. Expresa de forma escrita la sucesion matematica en su forma numérica simple.

2. Completen la siguiente espiral y contesten las preguntas

Figura 3.3. Ejemplo de una representacion numérica escrita. Reimpreso de Desafios matematicos.

Libro para el alumno. Tercer grado (SEP, 2016c, p.86).

Numérica tabular. Expresa la relacion mediante pares ordenados organizados en una tabla de valores.

men en el grupo 6 son los siguientes.

Primer asiento
Segundo aslento
Tercer asiento
Cuarto asiento
Quinto asiento

6. Algunos de los folios de los aspirantes que presentarcn exa-

oo bsN

10

Figura 3.4. Ejemplo de una representacion numérica tabular. Reimpreso de Desafios matematicos.

Libro para el alumno. Quinto grado (SEP, 2016e, p.163).
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Figural. Expresa la sucesion mediante la construccion ordenada de las figuras y/o los puntos que la forman.

S

a) ¢Cuantos cuadrados utilizaste para dibujar
faltante?

la

figura

Figura 3.5. Ejemplo de una representacion figural. Reimpreso de Desafios matematicos.
Libro para el alumno. Tercer grado (SEP, 2016¢, p.112).

Verbal. Expresa la sucesion mediante lenjuage comun.

N

Condigie 4

En equipos, resuelvan los siguientes problemas. Pueden

utilizar su caiculadora

1. Siunasucesion aumenta de 1.5 en 1.5, ccuales son los

primeros 10 términos si el primero es 0.5?

2. éCuales son los primeros 10 términos de una sucesion
si el inicial es § y la diferencia entre dos términos
conseculivos es 16?

1
3. El primer término de una sucesién es 3 y aumenta
constantemente 0.5, cCudles son los primeros 10 tér-

minos de la sucesiéon?

Figura 3.6. Ejemplos de una representacion verbal. Reimpreso de Desafios matematicos.
Libro para el alumno. Sexto grado (SEP, 2016f, p.115).
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3.1.4. Fenomenologica

La fenomenoldgica es la cuarta y ultima categoria del analisis de contenido matematico escolar. Evidencio los fendmenos que dan origen
a la sucesion matematica con progresion artimética en la educacion primaria mexicana. Siendo el concepto de progresion artimética la
que describe y organiza los contextos y situaciones en los que se presenta. Dotandose de sentido y significado (Rico y Fernandez-Cano,
2013). La Tabla 3.10 resume los contextos y usos en los que son presentados las progresiones aritméticas en la educacion primaria
mexicana.

Tabla 3.10. Contextos y usos de las sucesiones matemdticas con progresion aritmética en la educacion primaria mexicana

Primero Segundo Tercero Cuarto Quinto Sexto
Conteo ordenado de Juegos donde interviene | Patrones figurales o Patrones figurales o Patrones numéricos. Patrones numéricos.
objetos en canciones el uso de tarjetas numeéricos. numeéricos. Situaciones personales | Situaciones laborales
infantiles. ordenadas o tableros de | Situaciones personales Patrones compuestos. | como el lugar de | como construccion de
Conteo ordenado de juego. como el ahorro contante | Situaciones laborales asiento a ocupar en un | estrucutras armadas
cantidades, como los dias | Patrones figurales o de dinero. como construccion de | examen segun el folio | con tubos métalicos y
que conforman los meses | numéricos. estrucutras de vidrio asignado. hojas de vidrio
del afio en un calendario. | Situaciones personales para armar un edificio
Conteo ordenado de como el ahorro contante o0 pisos de madera con
objetos como frijoles, de dinero. un cierto disefio.
tarjetas o casillas
numeradas en un tablero
de juego.

El primer acercamiento que tienen los nifios en la educacién primaria mexicana es el conteo de objetos, donde establecen
inconscientemente una biyeccion entre los objetos considerados y una etiqueta (secuencia de nimeros naturales) empleada para
cuantificarlos o, bien, ordenarlos. Por ejemplo, se puede observar la secuencia numérica convencional para diferenciar ordenadamente
en canciones infantiles (Figura 3.7) a animales, se le asigna un numero en una lista ordenada creciente o decreciente, con el fin de
propiciar el conteo oral.
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Consigna 7

En grupo, canten “Los diez perritos”.

Yo tenia diez perritos,
uno se lo llevo Irene,

ya nomas me quedan nueve.

De los nueve que quedaban,

uno se lo di al jarocho,
ya nomas me quedan ocho.

De los ocho que quedaban,
uno se fue con Vicente,
ya nomas me quedan siete.

De los siete que quedaban,
uno se lo di a Moisés,
ya nomas me quedan seis.

De los seis que me quedaban,

uno se fue para un circo,

ya nomas me quedan cinco.

De los cuatro que quedaban,
uno se fue con Andrés,
ya nomas me quedan tres.

De los tres que me quedaban,
uno se enfermao de tos,
ya nomas me quedan dos.

De los dos que me quedaban,
uno se quedd con Bruno,
ya nomas me queda uno.

Este uno que quedaba,
se lo llevd mi cunada
y ya no me queda nada.

Cuando ya no tenia nada,
la perra estaba cargada
y ahora ya tengo otros diez.

De los cinco que quedaban,
uno se quedo en el teatro,
ya nomas me quedan cuatro.

Figura 3.7. Ejemplo de un contexto asociado a la accion de contar. Reimpreso de Desafios matematicos.
Libro para el alumno. Primer grado (SEP, 2016a, p.15).

Otro contexto, es el conteo ordenado de cantidades, centrado en un entorno de calendario
(Figura 3.8), donde se solicita que los nifios completen las fechas de los dias que conforman
los meses del afio. Tiene por objetivo continuar la construccion de sucesiones numeéricas
escritas que involucran nimeros del 1 al 31.

Consigna 7

Cn equipos, realicen lo que a continuaciéon se pide.

1. Anoten las fechas que faitan en el calendario.

Agosto 2014
e [y ey v e Y
1 2
4 6 9
12 14
7 18 20
2‘/? . 26 28

2. Presenten su trabajo a3l grupo. Comparen las fechas
que escribieron con lo que anotaron otros equipos.

3. Expliguen a sus compaiieros qué hicieron pera saber
que numeros taltaban.

Figura 3.8. Ejemplo de un contexto asociado a la accion de contar. Reimpreso de Desafios matematicos.
Libro para el alumno. Primer grado (SEP, 2016a, p.19).
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Otro tipo de conteo ordenado, en los libros de texto, son de objetos como frijoles, tarjetas
ordenadas o de la posicion de las casillas en tableros de juego (Figura 3.9). Tiene por objetivo
que los nifios analicen las regularidades en las sucesiones que van escribiendo. Se trabaja con
nimeros del 0 al 100.

Y

Organizados en parejas sigan estas instrucciones y
respondan las preguntas. Anoten en &l tablero de Ia
pagmna N3 b que sepide

1. Escriban de menor a mayor los numeros de las casillas
donde hay riachuselos.
¢En qué se parecen los nimeros que escribieron?

2. Escriban de menor a mayor los numers que estan un
lugar antes de las casillas donde hay nachuelos.
<En qué se parecen los nimeros que escribieron?

Figura 3.9. Ejemplo de un contexto asociado a la accion de contar. Reimpreso de Daﬁos ateméticos.
Libro para el alumno. Primer grado (SEP, 2016a, p.61).

Los juegos (Figura 3.10) son otro contexto usado en la educacion primaria para que los nifios
utilicen el calculo mental al tener que anticipar el resultado de sumarle o restarle una cantidad
a un numero dado. Son practicos, ya que puede llevarse a cabo varias veces ofreciendo
algunas variantes en sus condiciones de desarrollo. Por ejemplo, puede pedirse que al inicio
lancen un dado y se parta de la casilla que tenga el nimero o color que salié en el dado, o
bien, que el inicio fuese el nimero de meta y la meta fuese llegar al valor inicial. También,
pueden cambiarse las condiciones de conteo. Se trabajan con nameros del 0 al 1000.

Qrganicen equipos y jueguzn El caracaidas. Utilican &l “

tavler:, los aviones y el dado de coalri caras que es4n

en el material reccrtaole (paginas 173-175). x

Cologuen sus avionzs er |3 pista de salida.

+ Forganse ge acucrdo er ou € orden van a participar

+ Slal jugador zn turnz Iz cae el dado con 2l color verge
hacia sbajo. su avio~ sube 200 metros. Sicas =n Zolor
rojo hacia abaje, of avion baja 100 metros Si cae con
la cara de tolor amarlls anajo, s& queda en el msmo
lugar S/ cae sobre I3 cara de color az.l, pisrde un
ume.

+ El primer jugadcr g.e llegue 3 la parte m3s ata q.e
5on 1000 metros, ganara ¢l jucgo,

Figura 3.10. Ejemplo de un contexto de juego. Reimpreso de Desafios matematicos.
Libro para el alumno. Segundo grado (SEP, 2016b, p.37).
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Los patrones son otro contexto empleado para trabajar con sucesiones matematicas con
progresion aritmética creciente y/o decreciente. Se identificd el uso de patrones figurales,
numéricos y compuestos. Los patrones figurales (Figura 3.11) utilizados son figuras
escalonadas o configuraciones puntuales. Su fin es que los nifios identifiquen la regularidad
de crecimiento o decrecimiento para continuar el patrén o determinar términos cercanos y
lejanos.

@) Diou en sobre la linea ¢l sigu ente elemento de esta

sucesion

Expliquen como supieron cual era la figura siguienta

b) Dioujen el elamento faltante en lg siguente sucesion.

T o o s uaap

Expliquen como decidieron qué figura debian dibujar.

Figura 3.11. Ejemplo de patrones figurales. Reimpreso de Desafios matematicos.
Libro para el alumno. Segundo grado (SEP, 2016b, p.38).

Los patrones numéricos (e.g. Figura 3.12) usados son colecciones de numeros ordenados de
forma creciente o decreciente. Tienen como objetivo que los nifos identifiquen la regularidad
de crecimiento o decrecimiento para continuar el patron o anticipar términos cercanos y/o
lejanos.

1. éCual de las siguientes descripciones corresponde a la regu-

3
laridad de la sucesion - 1, o, 2, 2 ., 3,7

20232

La regularidad es que aumenta cada término de 2 en 2.

La regularidad es que al término anterior se le aumenta
2 al numerador.

La regularidad es que al término anterior se le suma %
para obtener el siguiente término.

La regularidad es que cada término se determina

1 5 5 £
aumentando 3 al término anterior.

2. éCuadl es la regularidad de la siguiente sucesion? Describanla.

L W~ - 3
16'16' 16" 16"

Figura 3.12. Ejemplo de patrones numéricos. Reimpreso de Desafios matematicos.
Libro para el alumno. Quinto grado (SEP, 2016e, p.118).

Los patrones compuestos son representados tanto figural como numericamente, o bien de
forma mixta (Figura 3.13). Este tipo de patrones son conformados por dos sucesiones
intercaladas. Son abordados inicamente en cuarto grado. Su objetivo de uso es identificar y
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expresar la regularidad de crecimiento o decrecimiento en patrones compuestos. Ademas, de
usar esa regularidad para determinar términos consecutivos, cercanos y/o lejanos; o de
averiguar si un término pertenece o no a la sucesion.

1. La siguiente sucesion numeérica corresponde al numerc de
cuadrados verdes y azules de la sucesion de figuras. cCuales
son los cuatro términos que contindan esta sucesion?

6.0.8.1,10,2,12, 3.

S

Figural Figura 2 Figura 3 Figurad

Figura 3.13. Ejemplo de un patron compuesto. Reimpreso de Desafios matematicos.
Libro para el alumno. Cuarto grado (SEP, 20164, p.128).

Las situaciones personales, estuvieron presentes con relacion a un contexto de ahorro
constante (Figura 3.14), donde se dan las condiciones de generacion del patron de
crecimiento. Es decir, se proporciona la relacién de recurrencia. En ese proceso, los nifios
deben interpretar la informacion y construir el patron para anticipar términos cercanos y/o
lejanos. Otro contexto utilizado fue de aplicacion a un examen. Asociado al lugar de asiento
a ocupar en la aplicacion del examen segin el folio asignado. Su fin era que los nifios
identifiquen la regularidad mediante la cual se construye la sucesion y determinen términos
cercanos y/o lejanos, asi como, establecer si un término pertenece o no a la sucesion.

Reunete con un companero y resuelvan los siguientes
problemas.

a) Ermesto le dijo a su esposa que cada semana le dara
$100 como ahorro para comprar una televisién. Si ya
habian juntado $300, ccuanto tendran después
de 5 semanas mas?

Figura 3.14. Ejemplo de una situacion personal. Reimpreso de Desafios matematicos.
Libro para el alumno. Segundo grado (SEP, 2016b, p.106).

Otro tipo de situaciones abordadas, fueron las laborales como la construccion de estructutras
de vidrio para fachadas de edificios (Figura 3.15) y el armado de pisos de madera con un
cierto disefio (Figura 3.16). Tienen por objetivo que los nifios identifiquen y/o apliquen la
regularidad (o patron) de las progresiones para determinar (o anticipar) términos cercanos o
lejanos. Tambien, que conecten las representaciones figural y numérica de los patrones
inmersos.
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En resumen, en los libros de textos existen muchos fendémenos que son usados para dar
sentido a las progresiones aritméticas. Son englobados, todos aquellos contextos y
situaciones en las que se evolucione de un estado a otro, bajo una diferencia comun o
constante.

A Diego le encargaron armar estructuras de vidno para b fa
chada de un edificio. Las pezas que necesita son hojas de vidno

cuadrado, tubo metalico y sujetadores

Qo
Tubo metalico —=
e—
Piezas

w0

ujetador

Hoja de vidrio

La secuencia de estructuras que debe armar es la siguiente
Estructura 1 Estructura 2 Estructura 3
a) cCuantos tubos metalicos y cuantos sujetadores necasita Die-

@0 para hacer una estructura con 5 hojas de vidrio?

Figura 3.15. Ejemplo de una situacion laboral. Reimpreso de Desafios matematicos.
Libro para el alumno. Cuarto grado (SEP, 2016d, p.126).

Se estd armando un piso de madera con las siguientes sucesio-
nes de estructuras:

Figural Figura 2 Figura 3 Figura 4

¢Cuantos cuadrados de color café y de color beige se necesitan
para armar una estructura de 30 piezas en total y que corres-
ponda con la sucesién? ¢Cudl es el perimetro de esta estructura
de 30 piezas?

Figura 3.16. Ejemplo de una situacion laboral. Reimpreso de Desafios matematicos.
Libro para el alumno. Cuarto grado (SEP, 2016d, p.177).

3.2. Sintesis sobre el analisis de contenido matematico

El analisis de contenido matematico reveld que las sucesiones matematicas (Figura 3.17),
son un caso de funciones particulares donde el conjunto inicial es el de los nimeros naturales
ordenados, y el conjunto final, o imagen es el conjunto de los nimeros reales. Asimismo, que
las progresiones aritméticas son un tipo particular de sucesiones, cuya expresion analitica es
un polinomio de grado uno de la forma a,, = a; + (n — 1)d, donde a, representa al primer
término y d a la diferencia comun. Una expresion mas general es a, = a; + (n — k)d,
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donde n y k son numeros naturales, tales que n > k, a; representa un término k-€simo
conocido y d a la diferencia comun.

Lo anterior, manifiesta la posibilidad, desde la matematica formal, de transformar y extender
el contenido aritmético del curriculo de matematicas de la educacidon primaria mexicana de
sucesion matematica con progresion aritmética para abordar pensamiento funcional. Esto se
logra, al integrar en este tipo de contenido cuestiones que centren a los estudiantes a atender
como dos cantidades varian entre si, en consideracion al uso de cantidades suficientemente
grandes que conduce al uso algebraico del nimero (Blanton & Kaput, 2005).

Para lograr dicha transformacion y extension, se plante6 la siguiente cuestion ;Cual es el
tratamiento otorgado a las sucesiones matematicas con progresion aritmética en el curriculo
de matematicas de la educacion primaria mexicana? Los resultados del analisis de contenido
matematico escolar, evidenciaron que las progresiones aritméticas en la educacion primaria
mexicana, son tratadas a lo largo de los seis grados escolares que la comprenden dentro del
eje Sentido Numérico y Pensamiento Algebraico. Abordadas en sus diferentes tipos de
representaciones como: numérica (simple oral, simple numérica y tabular), figural y verbal.
Con monotonia creciente y/o decreciente. Los elementos considerados son posicion y
términos particulares (como términos consecutivos, cercanos y lejanos).

Se observa, por grado escolar, una creciente demanda en los objetivos y en el tipo y rango de
valores numéricos. Por ejemplo, con respecto al conjunto de niumeros tratados. De primero a
sexto grado, se trabaja con progresiones aritméticas con numeros naturales. En quinto se
anade el trabajo con nimeros fraccionarios y en sexto con nimeros decimales.

La mayor demanda cognitiva identificada en las tareas del libro de texto es el reconocimiento
del patrdn y su aplicacion para obtener un término particular a partir del término anterior, es
decir, encontrar la relacion de recurrencia entre los términos. Evidencia de que no se les
demanda el establecimiento de una regla general.

Los contextos usados para dar sentido y significado a las progresiones aritméticas, son
problemas y/o situaciones asociadas con la acciéon de contar y de explorar aritmética y/o
visualmente un patron. Algunos contextos son: 1) conteo ordenado de objetos, cantidades,
tarjetas o casillas en tableros de juego; 2) juegos; 3) patrones figurales, numéricos o
compuestos; y 4) situaciones personales y laborales.
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Esto da un referente de qué y hasta donde son abordadas las sucesiones matematicas con
progresion aritmética en la educacion primaria en México (Figura 3.17). Permitiendo tomar
decisiones con respecto a la poblacion de estudio, el tipo de representaciones a usar, el
conjunto de nimeros a tratar y los contextos a considerar para el disefio de una secuencia de
instruccion que involucre problemas de generalizacion de patrones como via para desarrollar
pensamiento funcional. Lo cual sera descrito en el siguiente capitulo.
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|a,,=a.,,_1+d ap, =a, +(n—=1d
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Figura 3.17. Estructura conceptual de la sucesion desde la matematica formal versus estructura conceptual de la progresion aritmética

inmersa en la educacion primaria mexicana.
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La metodologia de investigacion utilizada es un experimento de ensefianza en el aula (Coob,
2000), ubicada dentro del enfoque de la investigacion de disefio (Molina, 2006; Molina,
Castro, Molina y Castro, 2011). Su objetivo es estudiar la naturaleza del desarrollo de las
ideas, razonamientos, herramientas o modelos en los que estdn contenidos los estudiantes y
el profesor (Kelly & Lesh, 2000; Steffe & Thompson, 2000; Cobb, 2000; Molina et al., 2011),
a través de una secuencia de instruccion. Esta metodologia fue ejecutada para abordar la
siguiente pregunta de investigacion:

(Qué practicas matematicas y formas normativas de razonamiento soportan la evolucion del
razonamiento matematico en una comunidad de aula de primaria a lo largo de una secuencia
de instruccion que promueve el desarrollo del pensamiento funcional?

En los siguientes apartados, la investigacion de diseno, el experimento de ensefianza en el
aula y cada una de las etapas de su desarrollo se describen y discuten en el marco del presente
estudio.

4.1. Investigacion de disefio

La investigacion de disefio, también denominado investigacion de desarrollo o investigacion
basada en disefio, es un paradigma metodologico utilizado para el estudio del aprendizaje en
contexto mediante el disefo sistematico de formas particulares de aprendizaje, estrategias y
herramientas de ensefianza. Es de naturaleza principalmente cualitativa (Molina et al., 2011;
Swan, 2014; Cobb, 2000) y se caracteriza por abordar la brecha entre la teoria y la practica
que ha atestado la educacion (Wawro, 2011).

Swan (2014) define una investigacion de disefio como:

“un enfoque formativo de la investigacion, en el cual un producto o proceso (o
“herramienta”) se visualiza, disefia, desarrolla y refina a través de ciclos de
promulgacion, observacion, analisis y redisefio, con retroalimentacion
sistematica de los usuarios finales (...) Sus objetivos son crear herramientas
innovadoras para que otros utilicen, describan y expliquen coémo funcionan estas
herramientas, explican el rango de implementaciones que ocurren y desarrollan
principios y teorias que pueden guiar los disefios futuros. En ltima instancia, el
objetivo es transformador; busca crear nuevas posibilidades de ensefhanza y
aprendizaje y estudiar su impacto en los profesores, los nifios y otros usuarios
finales” (p.148).
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El producto, proceso o herramienta mencionado por Swan, otros autores (e.g. Cobb, 2000;
Cobb & Gravemeijer, 2008) lo llaman diserio instruccional, para referirse al disefio de
ambientes de aprendizaje.

El ciclo (Figura 4.1) de la investigacion disefio se constituye por dos fases: disefio
instruccional e investigacion, relacionadas de forma interdependiente. El disefio instruccional
sirve como contexto para la investigacion y, por otro lado, los andlisis y explicaciones
realizados sobre el aprendizaje informan la mejora del disefio instruccional, lo que da sentido
a una de sus principales caracteristicas, de investigar simultdneamente el proceso de
aprendizaje y los medios por los cuales se apoya y organiza (Cobb & Gravemeijer, 2008).

Informa la mejora del

‘ Disefio instruccional ’ ‘ Investigacion I

| i)

Contexto para

Figura 4.1. El ciclo de la investigacion de disefio.

La diversidad de entornos a desarrollar en este tipo de estudios, junto con el tipo de personas
involucradas, es uno de los factores que ha originado la existencia de una variedad de tipos
de estudios de disefio en la investigacion en Educacion Matematica (Molina, 2006). Ejemplos
de esta variedad se encuentran en el Handbook of Research Design in Mathematics and
Science Education (2000) y en el Handbook of Design Research Methods in Education
(2008). Este estudio se realizo con el caso especifico de un experimento de ensefianza en el
aula (Cobb, 2000). El objetivo de este tipo de metodologia, es que los investigadores
experimenten, de primera mano, el aprendizaje y el razonamiento matematico (Steffe &
Thompson, 2000) en comunidades de aula.

4.2. Experimento de ensefianza en el aula

El experimento de ensefianza en el aula (Cobb, 2000), es una metodologia sustentada de la
perspectiva sociocultural de aprendizaje de Cobb y Yackel (1996), que considera a la
actividad matematica de los estudiantes ubicada necesariamente en una situacion social y que
los productos de su desarrollo matematico, formas de razonamiento cada vez mas
sofisticadas, estan relacionados con su participacion en comunidades de aula.
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Algunas especificidades de este tipo de experimento de ensefianza, son (Cobb, 2000):

1) La actuacidon del investigador como profesor en el aula y su interaccion con los
estudiantes de manera individual, en grupos pequefios y en discusiones grupales con
toda la clase.

2) La participacion de los estudiantes en practicas matematicas en el aula, donde se
espera que interactien de acuerdo a ciertas normas de participacion establecidas como
parte de la microcultura del aula.

3) Los andlisis realizados se basan de la actividad matematica empirica de los
estudiantes seglin se ubica en el contexto social del aula.

En general, en un experimento de ensefianza en el aula, participan un investigador-profesor,
un colectivo de estudiantes y uno o mas investigadores-observadores. Su duracién varia, de
unas horas a uno o mas afios académicos. Uno de sus objetivos es el desarrollo de materiales
de instruccion y el establecimiento de conjeturas iniciales para abordar problemas practicos
especificos. Estas conjeturas posteriormente orientan los andlisis continuo y retrospectivo de
las fuentes de datos (informacion de todo lo que ocurre en el aula de clases) que pueden
incluir: producciones escritas de los estudiantes, grabaciones de video de entrevistas y/o
discusiones grupales con toda la clase, capturas a la pizarra, notas de campo, por mencionar
algunos (Cobb, 2000). Su objetivo final, es estudiar la naturaleza del desarrollo de las ideas,
razonamientos, herramientas o modelos (Kelly & Lesh, 2000; Steffe & Thompson, 2000;
Cobb, 2000; Molina et al., 2011) en los que estan contenidos los estudiantes y el investigador-
profesor, durante la implementacion de una secuencia de instruccion. La cualidad que poseen
sus resultados es la de ser explicativos y poder ser adaptados en caso de interaccion con otros
estudiantes (Molina, 2006).

La ejecucion de los experimentos de ensefianza en el aula, se caracteriza en tres etapas: 1)
disefio de materiales de instruccion y planificacion; 2) experimentacion en el aula; y 3)
analisis retrospectivo (Cobb, 2000). Etapas que se relacionan con las fases del ciclo de la
investigacion de disefio de la siguiente forma: el disefio de materiales de instruccion y
planificacion esté relacionado con la fase de disefo instruccional; y la experimentacion y el
analisis retrospectivo de las actividades y eventos en el aula, involucran la fase de
investigacion.

En los siguientes apartados, se describe cada una de las etapas en el marco del presente
estudio.
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4.3. Diseiio de materiales de instruccion y planificacion

La etapa de diseiio de materiales de instruccion y planificacion abarco una serie de acciones
que incluyeron: 1) establecer un punto de partida para el disefio de la secuencia de
instruccion; 2) precisar los participantes; 3) delinear una trayectoria hipotética de
aprendizaje; 4) disefiar los materiales de instruccion, 5) realizar un analisis a priori; y 6)
especificar el rol del profesor.

4.3.1. Punto de partida para el disefio de materiales de instruccion

El fundamento del disefio de la secuencia de instruccion, son un analisis de contenido
matematico y una revision a la literatura centrada en dos tematicas: problemas de
generalizacion de patrones y principios de disefo.

4.3.1.1. Analisis de contenido matematico

Se toman de referencia los resultados del analisis de contenido matematico escolar
documentado en el Capitulo 3, realizado para sucesiones matematicas con progresion
aritmética. Dichos resultados permitieron tomar decisiones con respecto al grado académico
al cual dirigir la secuencia de instruccion (poblacién de estudio), el sistema de representacion
a usar, el conjunto de numeros a tratar y los contextos a considerar en los problemas de
generalizacion de patrones.

El grado académico de interés es quinto de primaria, ya que curricularmente (Tabla 3.1) los
estudiantes de tal grado, tienen conocimiento respecto al trabajo con progresiones aritméticas
en sus diferentes representaciones y contextos. Asi como, con la regla de recurrencia.
También, han trabajado con contenido asociado con las estructuras aditivas y multiplicativas.
Lo anterior, resulta un punto de partida fundamental para el desarrollo de una secuencia de
instruccion que involucre problemas de generalizacion de patrones como via para desarrollar
pensamiento funcional.

El sistema de representacion a usar en los patrones, es: numérico (tabular), figural y verbal.
La importancia de considerar problemas de generalizacion de patrones en sus diferentes
representaciones, radica en: 1) favorecer el transito entre representaciones; y 2) obtener
mayor evidencia de la capacidad de hacer de los nifios ante este tipo de problemas y de la
manera en que su pensamiento funcional progresa.

62



Capitulo 4. Marco metodoldgico

El conjunto de nimeros a tratar son los nimeros naturales. En cursos anteriores, estudiantes
de quinto grado, han trabajado solo con progresiones aritméticas con nimeros naturales. El
trabajo con progresiones artiméticas con numeros fraccionarios se da hasta finales de su curso
de matematicas en quinto grado. Motivo que llevo a delimitar el trabajo de patrones con
nimeros naturales.

Los contextos considerados en los problemas de generalizacioén fueron los patrones, al ser
cercanos para los estudiantes. Son trabajados de forma transversal en la educacion primaria
desde sus diferentes representaciones. Ademas, para el disefio de un contexto que involucre
un patrén verbal, se contemplo abordar una situacion personal como el ahorro constante de
dinero. Esto daria oportunidad de considerar aspectos que son tratados en la educacién
primaria mexicana en el disefio de materiales de instruccion de esta investigacion.

4.3.1.2. Problemas de generalizacion de patrones

Los problemas de generalizaciéon de patrones son considerados por la investigacion (e.g.
Warren & Cooper, 2006; Vergel, 2015; Blanton et al., 2015; Pinto, 2016; Tanisli, 2011) como
una de las vias para promover el desarrollo del pensamiento funcional en la educacion
primaria, ya que permiten introducir y trabajar con relaciones funcionales de la forma a,, =
dn + ¢, donde ¢ # 0.

Los problemas de generalizacion de patrones implican la busqueda de patrones y su solucién
exige hallar un término a partir de otros dados o conocidos. Estos problemas radican en
generar, a partir de los términos particulares dados o condiciones iniciales de su generacion,
nuevos términos particulares (que suelen ser consecutivos, cercanos o lejanos) o la expresion
del término general (o regla general). Ponen de manifiesto, la necesidad de producir un patrén
de comportamiento de los términos conocidos (Merino, Cafiadas y Molina, 2013).

El proceso implicado en la generalizacion de patrones, consiste en (Radford, 2008): 1) tomar
conciencia de una regularidad comun; 2) extender o generalizar dicha regularidad a todos los
términos posteriores de la secuencia; y 3) usar esa regularidad comun para determinar una
expresion directa de cualquier término de la secuencia. Radford distingue en ese proceso dos
tipos de generalizaciones: la aritmética y la algebraica. La generalizacion aritmética
involucra los incisos 1 y 2 y el trabajo con cantidades determinadas. La generalizacién
algebraica, abarca el transito por los tres incisos y el trabajo con cantidades indeterminadas.

Esta revision dio la pauta de dos aspectos a considerar para el disefio de la secuencia de
instruccion, el proceso y la estructura de los problemas de generalizacion de patrones.
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4.3.1.3. Principios de disefio

Se hizo una revision de los principios de disefio que la investigacion en Educacion
Matematica ha resaltado considerar en la planificacioén y desarrollo de tareas de aprendizaje
para apoyar el razonamiento matematico. Lo que conllevo a retomar de Solar y Deulofeu
(2016) algunos componentes para promover la argumentacion en el aula de clases, como son
que las tareas permitan: a) diferentes procedimientos para su resolucion, b) respuestas
abiertas, y c¢) posturas diferentes. De Smith y Stein (1998) se tomd en cuenta las
caracteristicas de las tareas que apoyan altos niveles de demanda cognitiva, esto es que,
tengan la potencialidad de involucrar al estudiante en mayores niveles de pensamiento,
incluidos el razonamiento y la creacion de sentido. Las caracteristicas son (p.348):

1) La atencidn de los estudiantes se centra en el uso de procedimientos con el proposito
de desarrollar niveles profundos de comprension de los conceptos e ideas
matematicas.

2) Sugieren explicita o implicitamente caminos a seguir que son procedimientos amplios
y generales que tienen conexiones cercanas con los conceptos e ideas subyacentes, en
oposicion a los algoritmos cerrados que son opacos respecto a los conceptos
subyacentes.

3) Usualmente estan representados de multiples maneras, tales como diagramas
visuales, objetos concretos, simbolos, y situaciones problema. Hacer conexiones
entre multiples representaciones ayuda a desarrollar el significado.

4) Requiere algun grado de esfuerzo cognitivo. Aunque se puede seguir un
procedimiento general, no pueden seguirse sin pensar. Los estudiantes necesitan
involucrarse con ideas conceptuales que subyacen a los procedimientos para
completar la tarea satisfactoriamente y asi desarrollar la comprension.

Estos principios forman parte de los aspectos considerados para el disefio de la secuencia de
instruccion. En los problemas de generalizacion se planted una mayor demanda cognitiva
como es la expresion del término general (o regla general), en contraste con lo establecido

en el curriculo de la educacion primaria mexicana.

Los resultados de estas tres revisiones ayudaron a definir aspectos especificos para el disefio
de la secuencia de instruccion, la cual es personificada en términos de los participantes, una
trayectoria hipotética de aprendizaje y los materiales de instruccion.
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4.3.2. Participantes previstos

Una comunidad de aula de quinto de primaria, constituida por un investigador-profesor y un
colectivo de estudiantes.

4.3.3. Trayectoria hipotética de aprendizaje

La trayectoria hipotética de aprendizaje fue usada como modelo tedrico para el disefio de la
secuencia de instruccion, estuvo compuesta de un objetivo de aprendizaje, un conjunto de
actividades de aprendizaje y un proceso hipotético de aprendizaje (Simon, 2014). El
resultado, fue un camino conjeturado por el que los estudiantes progresan en el desarrollo de
su pensamiento funcional, asociado con la comprension de las relaciones funcionales
lineales.

El objetivo de aprendizaje fue apoyar a los estudiantes en el desarrollo de formas flexibles y
productivas de pensamiento funcional, que involucran la comprension de las relaciones
matematicas entre dos cantidades variables, que van desde relaciones especificas a
generalizaciones de esas relaciones en todas sus instancias. En esta instruccion se trabajé con
relaciones funcionales lineales cuya expresion algebraica general es de la forma a,, = dn +
¢, donde ¢ # 0., en el contexto de problemas de generalizacion de patrones con distintos tipos
de representaciones y condiciones iniciales. Se conjeturd que: 1) en la resolucion de los
problemas, los estudiantes utilizarian herramientas matematicas basadas en el uso de
pensamiento funcional cada vez mas sofisticado, y 2) la actividad matematica individual de
los estudiantes seria base para construir razonamiento matematico cada vez mas sofisticado
a medida que participaran en las practicas matematicas en el aula de clases.

El proceso hipotético de aprendizaje expresa de forma anticipada como el pensamiento y la
comprension de los estudiantes pueden evolucionar cuando las actividades de aprendizaje se
implementan en el aula (Simon, 1995 citado en Cobb, 2000). En consideracion de que las
practicas matematicas en el aula son medios potenciales de apoyo para el desarrollo del
pensamieto funcional (Markworth, 2010) y de una revison a la literatura internacional
(Radford, 2008; Markworth, 2010; Zapatera, 2018) sobre el proceso (o progreso) de
aprendizaje del pensamiento funcional via la generalizacion de patrones. En este estudio, se
propusieron cinco practicas matematicas, basadas de la conjuncion de los trabajos de Radford
(2008), Markworth (2010) y Zapatera (2018), que los estudiantes podrian experimentar en el
trabajo con problemas que promueven pensamiento funcional. Las cuales constituyeron un
proceso hipotético de aprendizaje sobre pensamiento funcional:
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1) Extender el patron. Identifican y respetan las estructuras espacial y/o numérica del
patrdn para generar nuevos elementos.

2) Percibir y registrar un patron. Exploran, espacial y/o numéricamente, qué cambia
y qué permanece en los elementos de un patron. Con ello, perciben y expresan lo qué
es comun entre los elementos de un patrén.

3) Generalizar aritméticamente. Generalizan lo qué es comun a todos los términos
posteriores de un patron. Usan cantidades determinadas.

4) Generalizar algebraicamente. Articulan la relacion funcional lineal entre la
posicion y el patron, expresan la regla general. Usan cantidades indeterminadas.

5) Predecir el comportamiento del patron utilizando la expresion general. Usan la
regla general para el andlisis posterior del patron.

El orden y aparicidon de estas practicas, son susceptibles de las variaciones consideradas en
el disefio de cada problema de generalizacion de patrones y de la actividad matematica puesta
en juego por los estudiantes participantes durante la aplicacion.

El siguiente paso implicé disefiar una secuencia de materiales de instruccion para desarrollar
formas flexibles y productivas de pensamiento funcional de los estudiantes al apoyar su
proceso de aprendizaje a través de las cinco practicas matematicas establecidas.

4.3.4. Materiales de instruccion

Se disend una secuencia de materiales de instruccion para usar en una comunidad de aula de
quinto grado. El disefio consider6: a) trabajar con problemas de generalizacion de patrones,
b) tratar con patrones en sus diferentes representaciones: figural, numérico y verbal, ¢) variar
las condiciones iniciales de cada problema; y d) contemplar los principios de disefio
seleccionados en la revision a la literatura en investigacion en Educacion Matematica.

La secuencia de materiales se conformd por cinco problemas de generalizacion de patrones
(Anexo A), disefiados para desarrollarlas en cinco sesiones, cada una de aproximadamente
120 minutos de duracion. En la Tabla 4.1 se proporciona informacién general de la secuencia
de instruccion. La tabla incluye el contexto de cada problema, la descripcion de la actividad
de instruccion, las practicas matematicas abordadas en cada problema y las variaciones en
las condiciones de los problemas.

Problema 0. El objetivo es introducir a los estudiantes al trabajo de analisis de patrones y
establecer como una norma en el aula de clases a la argumentacion. La actividad matematica
esta dirigida al desarrollo de las dos primeras practicas matematicas: extender el patron y
percibir y registrar un patron.
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Si bien, este problema no persigue que los estudiantes generalicen, se considerd solicitar
términos consecutivos, cercanos, lejanos y el general, por dos razones. La primera para que
conozcan y comiencen a familiarizarse con la estructura que implican los problemas de
generalizacion de patrones. La segunda para averigar qué hacen y hasta donde son capaces
de llegar (en un sentido de diagnodstico), asi tomar decisiones durante la instruccion. Este
problema funciona como punto de partida y sus resultados no son objeto a reportar en esta

investigacion.

La implementacion de este problema, es contemplado en dos momentos, de forma individual
y de discusion grupal con toda la clase. En la discusion grupal, el profesor debe promover la
participacion de los estudiantes con el objetivo de que hagan explicito su razonamiento
matematico. El tema de discusion grupal es las multiples formas de visualizar el patron.

El patrén inmerso en este problema es retomado de Wilkie y Clarke (2016, p.240) e implica
multiples formas de verlo. La relacion funcional involucrada es de la forma general a,, =
3n+ 1.

Tabla 4.1.
Resumen de la secuencia de materiales de instruccion
Actividad de Practicas Condiciones del
Contexto del problema . ., .
instruccion matematicas problema
Problema 0. Analiza la siguiente | Introducir el trabajo 1. Extender el Se presentan los
sucesion de figuras formadas por | de analisis de patron. primeros términos
circulos de igual tamafio. patrones figurales. 2. Percibiry de un patron figural
Compartir con todo el registrar un y se demanda
grupo. patron. determinar términos
consecutivos,
cercanos, lejanos y
el general.
Posiciones
demandadas: 4, 7,
20, 50, n y 1500.
Relacion funcional:
a,=3n+1.
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Problema 1. Las figuras de la
sucesion siguiente estan formadas

Explorar diferentes
formas de extender y

L2y

3. Generalizar

Se presentan los
primeros tres

por circulos de igual tamafio. generalizar un patron aritméticamente. | términos de un
_ figural. patron figural y se
\% ’f %{f Compartir en grupos solicita determinar
,J,S 02‘3:3 secce pequefios y con todo términos cercanos y
el grupo. lejanos.
Posiciones
demandadas: 5, 9,
12, 100, 2150.
Relacion funcional:
a, =4n+ 2.
Problema 2. Las figuras de una Generar el patron 1,2,3y Se establecen las

sucesion estan formadas por

figural y articular una

4. Generalizar

condiciones de

cuadrados blancos y grises del regla general. algebraicamente. | generacion de un
mismo tamafio. Los cuadrados Compartir con todo el patron figural y un
blancos se ubican de forma grupo. ejemplo, y se
alineada, en el centro de cada demanda la
figura y los grises, alrededor de construccion de sus
los blancos, como se muestra en primeros términos,
seguida. asi como
determinar términos
consecutivos,
cercanos, lejanos y
el general.
Posiciones
demandadas: 1, 2,
4,10, 50, 130, n.
Relacion funcional:
a, =2n+6.
Problema 3. Los hexagonos de la | Transitar de una 1,2,3y4 Se presentan los

sucesion estan formados por
palillos del mismo tamafio, como

~ AL AN ~ N
AT FNGA N GONGINN

[ ik .k 1) l

N NN ~

’ N \\‘ /’/ \\_,/‘—_\\_ &
Un hexagene  Des hexégonos

I'res hexagonos

Organiza los datos anteriores en
la tabla y complétala.

Numero de | Cantidad
hexdgonos | de palillos

b !

2

3

4

g

6

representacion figural
a una numérica del
patron, con la
intension de
introducir su uso para
el analisis y
generalizacion del
patron.

Compartir en grupos
pequefios y con todo
el grupo.

primeros tres
términos de un
patron figural y se
solicita organizar
los datos en una
tabla. Luego se
demanda
determinar términos
consecutivos,
lejanos y el general.
Posiciones
demandadas: 4, 5,
6,23, 52, n.
Relacién funcional:
a, =5n+1.
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Problema 4. Analiza la siguiente | Analizar un contexto | 3,4y Se proporciona un
situacion y responde lo que se te del mundo real deun | 5. Predecir el patron de forma
solicita. patron expresado de comportamiento | verbal (ley de
forma verbal y del patron recurrencia) y se
Un nifio desea ahorrar de forma establecer su utilizando la solicita determinar
que cada dia ahorre $3.00. generalizacion. expresion términos cercanos,
Inicialmente su alcancia tiene Compartir con todo el general. lejanos y el general.
$10.00. grupo. Posiciones
demandadas: 7, 30,
‘«‘7‘ - 107, r%,’ 365. .
%3 Relacion funcional:
.. a, = 3n+ 10.

Problema 1. El objetivo es que los estudiantes exploren diferentes formas de extender y
generalizar aritméticamente un patron figural. La actividad matematica esta dirigida al
desarrollo de las tres primeras practicas matematicas: extender el patron; percibir y registrar
un patron; y generalizar aritméticamente. Contempla demandar términos cercanos y lejanos.

Dos son los momentos contemplados en la implementacion de este problema: en pequeios
grupos y de discusion grupal con toda la clase. En la discusion grupal, el profesor debe
promover la participacion de los estudiantes en la argumentacion y guiarlos a discutir sobre
las diferentes formas de determinar un término deseado y cual es el procedimiento (o regla)
mas eficiente.

El patron de este problema es una propuesta de este estudio e implica multiples formas de
verlo. La relacion funcional involucrada es de la forma general a,, = 4n + 2.

Problema 2. Su objetivo es que los estudiantes generen el patrén figural y articulen una regla
general. Presenta las condiciones de generacion del patrén y un ejemplo, y solicita determinar
términos consecutivos, cercanos, lejanos y el general.

La actividad matematica inmersa esta dirigida al desarrollo de las cuatro primeras practicas
matematicas: extender el patron; percibir y registrar un patrdn; generalizar aritméticamente;
y generalizar algebraicamente.

En la implementacion del problema, se contemplan dos momentos de trabajo: de forma
individual y de discusion grupal con toda la clase. Los temas de discusion grupal
considerados, son: las multiples formas de proceder y de mirar el patron, y las diferentes
formas de expresar el término general.
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El patron de este problema es procedente del trabajo de Cafiadas (2007, p.209) e implica
multiples formas de verlo. La relacion funcional involucrada es de la forma general a,, =
2n + 6.

Problema 3. El objetivo es que los estudiantes transiten de una representacion figural a una
numérica del patron, con la intension de introducir su uso para el andlisis y generalizacién
del patron. Presenta los primeros tres términos de un patron figural y solicita la organizacion
de los datos en una tabla. Después, demanda términos consecutivos, lejanos y el general.

La actividad matematica implicada es el desarrollo de las cuatro primeras practicas
matematicas: extender el patron; percibir y registrar un patrdn; generalizar aritméticamente;
y generalizar algebraicamente.

El trabajo con este problema dentro del aula, se contempla en dos momentos, en pequefios
grupos y de discusion grupal con toda la clase. La discusion grupal estd planeada para tratar
dos temas para argumentar: las multiples formas de mirar el patron y la expresion de la regla
general.

El tipo de cuestion planteada en este problema fue una adaptacion de las propuestas en Tanigh
(2011). El patrén fue retomado de Radford (2010, p. 11) e implica multiples formas de verlo.
La relacion funcional es de la forma general a,, = 5n + 1.

Problema 4. El objetivo es que los estudiantes analicen un contexto de situacion personal
(de ahorro constante) de un patrén expresado de forma verbal y establezcan su expresion
general. Este problema presenta el patron de forma verbal (ley de recurrencia) y solicita
determinar términos consecutivos, lejanos y el general.

La actividad matematica inmersa esta dirigida al desarrollo de las tres Gltimas practicas
matematicas: generalizar aritméticamente; generalizar algebraicamente; y predecir el
comportamiento del patron utilizando la expresion general.

El trabajo con este problema, es considerado en dos momentos, de forma individual y de
discusion grupal con toda la clase. Los temas de discusion son: la interpretacion/aplicacion
de la ley de recurrencia y la expresion de la regla general. El patron presentado en este
problema es una propuesta de este estudio y solo implica una forma de ver el patréon. La
relacion funcional involucrada es de la forma general a,, = 3n + 10.
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4.3.5. Analisis a priori

Para establecer las diferentes formas de pensamiento funcional que una comunidad de aula
pueden desarrollar ante la implementacion de la secuencia de materiales de instruccion de
esta investigacion, se utilizaron como categorias los modos de analizar patrones y relaciones
entre cantidades establecidos por Smith (2008) y retomados por diversos estudios (e.g.
Blanton & Kaput, 2005; Tanisli, 2011; Stephens et al., 2012; Morales et al., 2016) como un
marco (Tabla 4.2) para discutir las formas de pensamiento funcional encontrados en
estudiantes de primaria ante la resolucion de problemas de generalizacion de patrones.

Tabla 4.2.
Modos de analizar patrones y relaciones entre cantidades

Relaciones entre

cantidades Descripcion
Relacion de Se centra en aquel patron que permite identificar un valor (o varios)
recurrencia dentro de la secuencia de valores de una de las variables, dejando
implicita la secuencia de valores de la otra variable (Blanton & Kaput,

2005; Morales et al., 2016). Por ejemplo:
“se le suma una unidad al valor anterior”

Relacion Implica identificar cbmo cambian las cantidades de ambas variables de
covariacional forma simultanea y en mantener ese cambio como una parte explicita y

dinamica de la descripcion de una funcion (Blanton & Kaput, 2005;
Morales et al., 2016). Por ejemplo:
“cuandon aumenta en dos, a,, aumenta en tres”
Relacion de Se basa en identificar una correlacion entre variables, a,, y n (Smith,
correspondencia | 2008). Por ejemplo:

"a,, es dos vecesn mas cuatro"

Problema 0. Las diferentes formas de pensamiento funcional que se espera pudieran
desarrollarse mediante el andlisis y la resolucion de este problema, se presentan en la Tabla
4.3.

Tabla 4.3.
Analisis a priori de las formas de pensamiento funcional para el Problema 0
1. Relacién de recurrencia
Tipo 1.1. Analizan la cantidad de circulos que forman a las figuras de la sucesion dada y,

PO TN S

rig. 1 rig.2 rig.3 rig. 4 rig.5

reconocen que la diferencia entre pares de cantidades de circulos consecutivos que forman las figuras de la
sucesion es comun (o constante), aspecto que expresan como: “la cantidad de circulos va aumentado de tres
entres”
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16
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Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

Para obtener la cantidad de circulos que le corresponde a una figura deseada, suman repetidamente la
diferencia comun partiendo de la cantidad de circulos que le corresponde a la figura uno (o a una figura dada)
hasta la deseada. Su razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica de forma iterada hasta
obtener la cantidad de circulos de la figura deseada, por ejemplo:

43 B 15

2 0N
a4
B oo cotbon ceocbieos
Fig.1 Fg.2 Fig.3 Fig.4 Fig.5
La sintesis del término general es:

A. “ala cantidad de circulos que forman una figura cualquiera le sumo tres unidades hasta llegar a

la cantidad de circulos que forman la figura deseada”
B. a, =a,_; + 3, donde n es el nimero de figura, a,, la cantidad de circulos que forma la figura de

la sucesion analizada y a,,_, la cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

Tipo 1.2. Se basa de ordenar los valores de la cantidad de circulos respecto al nimero de figura que forman
en una representacion numérica simple:

4,7,10, _, 16, ...

Se reconoce que la diferencia entre dos cantidades de circulos consecutivos es una constante de tres unidades,

que expresan como:
+3 13

mry
4,7,10, _, 16, ...
A. “la cantidad de circulos va aumentado de tres en tres”
Para obtener la cantidad de circulos que le corresponde a una nueva figura, el razonamiento se sustenta de
un pensamiento aditivo que se aplica de forma recurrente a los valores de la cantidad de circulos, por ejemplo:
13

m
4,7, 10, 13, 16, ...

La sintesis del término general es:
B. “al valor anterior de circulos le sumo tres unidades”
C. a, =a,_;+ 3, donde n es el nimero de figura, a,, la cantidad de circulos que forma la figura de
la sucesion analizada y a,,_, la cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

Tipo 1.3. Se basa de ordenar los valores de la cantidad de circulos respecto al nimero de figura que forman
en una representacion tabular:

Namero de figura 1 {2345
Cantidad de circulos | 4 | 7 | 10 16

Se reconoce que la diferencia entre dos cantidades de circulos consecutivos es una constante de tres unidades,
que expresan como:

Numero de figura 1123145

Cantidad de circulos | 4 | 7 | 10 16
(O
+3 +3
A. “la cantidad de circulos va aumentado de tres en tres”

Para obtener la cantidad de circulos que le corresponde a una nueva figura, el razonamiento se sustenta de
un pensamiento aditivo que se aplica de forma recurrente a los valores de la cantidad de circulos, por ejemplo:
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Numero de figura 1234 5
Cantidadde circulos | 4 | 7 [ 10 | 13 16

+3 43
La sintesis del término general es:
B. “al valor anterior de circulos le sumo tres unidades”
C. a, =a,_;+ 3, donde n es el nimero de figura, a,, la cantidad de circulos que forma la figura de
la sucesion analizada y a,,_; la cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.
2. Relacion covariacional

Tipo 2.1. Se basa de analizar la cantidad de circulos respecto al numero de figura que forman mediante el
uso de la representacion figural dada.

o oo b s

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

Se reconoce que las diferencias entre los valores consecutivos de nimero de figura son una constante de una
unidad, al mismo tiempo que las diferencias entre los valores de las cantidades de circulos son constantes de
tres unidades.

Fig. 1 Fig.2 Fig. 3 Fig. 4 Fig.5

+1 +1
A. ‘el numero de figura va de uno en uno y la cantidad de circulos va de tres en tres”

Para obtener un valor desconocido, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica a
ambas variables, esto es, al nimero de figura y a la cantidad de circulos, por ejemplo:

oBooogooooogooooooogooooooooogooooo

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

+1
B. “cuando el numero de figura aumenta en uno, la cantidad de circulos aumenta en tres”
La sintesis del término general es:

C. “si al numero de figura se le suma una unidad, a la cantidad de circulos se le suma tres unidades,
y viceversa”

D. sin= (n-—1)+ 1, entonces a,, = a,_, + 3, donde n es el numero de figura, (n — 1) es el nimero
de figura anterior a la analizada, a,, la cantidad de circulos que forma la figura analizada y a,,_, la
cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

Tipo 2.2. Se basan de ordenar el numero de figura y la cantidad de circulos, en pares ordenados mediante
una representacion tabular:

Numero de figura 112 |3]14]|5
Cantidad de circulos 7
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Se reconoce que las diferencias entre los valores consecutivos de nimero de figura son una constante de una
unidad, al mismo tiempo que las diferencias entre los valores de las cantidades de circulos son constantes de
tres unidades.

+1 +1
m N
Numero de figura 112 (3([4]5
Cantidad de circulos | 4 | 7 | 10 16
7 7
+3 +3

A. el numero de figura va de uno en uno y la cantidad de circulos va de tres en tres”
Para obtener un valor desconocido, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica a
ambas variables, esto es, al nimero de figura y a la cantidad de circulos, por ejemplo:

+1  +1
mn N
Numero de figura 1 12(3]4]5
Cantidad decirculos | 4 | 7 | 10| 13 | 16
\C AV,
3 43

B. “cuando el numero de figura aumenta en uno, la cantidad de circulos aumenta en tres”
La sintesis del término general es:
C. “si al numero de figura se le suma una unidad, a la cantidad de circulos se le suma tres unidades,
y viceversa”
D. sin= (n-—1)+ 1, entonces a,, = a,_, + 3, donde n es el numero de figura, (n — 1) es el nimero
de figura anterior a la analizada, a,, la cantidad de circulos que forma la figura analizada y a,,_, la
cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

3. Relacion de correspondencia

Tipo 3.1. Se basan de analizar la estructura del patron figural, por ejemplo:
La figura 4 se forma de tres grupos de cuatro circulos y de un circulo central

] Fig. 4

o la figura 4 se forma de tres grupos de cuatro circulos y un circulo superior.

Estas estructuras multiplicativas, se usan para obtener un valor desconocido de la sucesion, que a la vez se
sustenta de un pensamiento multiplicativo, como sigue:
A. Si se conoce el niimero de figura y se desea determinar la cantidad de circulos que la forman, basta
con:

Ndmero de figura

3x4 =12
12 +1 = 13 circulos
Sintesis del término general:
B.  “el numero de figura lo multiplico por tres, luego le sumo uno, el resultado es la cantidad de
circulos que la forman”
C. a, =3n+1, donden es el nimero de figura y a,, la cantidad de circulos que forma la figura
analizada.
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Tipo 3.2. Otra estructura del patron figural, es:
La figura 4 se forma de dos grupos de cuatro circulos mas uno y de un grupo de cuatro circulo.

CSSOCSSS |
Fig. 4

Esta estructura multiplicativa, se usa para obtener un valor desconocido de la sucesion, que a la vez se
sustenta de un pensamiento multiplicativo, como sigue:
A. Si se conoce el niimero de figura y se desea determinar la cantidad de circulos que la forman, basta
con:
Numero de figura
v
2Zx4)+1=9
9 + 4 = 13 circulos

Numero de figura
Sintesis del término general:

B.  “al doble del numero de figura le sumo uno, luego le sumo el numero de figura, el resultado es la
cantidad de circulos que la forman”

C. el numero de figura lo multiplico por dos, luego le sumo uno, al resultado que me dé le sumo el
numero de figura, asi obtengo la cantidad de circulos que la forman”

D. a, = (2n+ 1) +n, donden es el nimero de figura a,, la cantidad de circulos que forma la figura
de la sucesion analizada.

Las diferentes formas de pensamiento funcional que pudieran desarrollar los estudiantes
mediante el analisis y resolucion de los problemas 1 al 4 son presentados en el Anexo B.

4.3.6. Rol del profesor

La responsabilidad del profesor como parte de una comunidad de aula, recae en impulsar el
desarrollo de las matematicas y establecer la argumentacion como una norma en el aula de
clases (Cobb & Yackel, 1996), es decir, el profesor debe promover que los estudiantes:

1) Compartan las diferentes formas en que proceden, expliquen y justifiquen su
razonamiento, den sentido a las explicaciones dadas por los demads, indiquen su
acuerdo o desacuerdo, y

2) Compartan y juzguen lo que consideran como una solucion matematica diferente, una
solucion matematica sofisticada y una solucion matematica eficiente, y una
explicacion y justificacion matematicamente aceptable.

Asimismo, el profesor debe fomentar la interaccion en el aula de clases, respetando ideas y
estableciendo cuestiones para enfocar a los estudiantes en los problemas de generalizacién
de patrones. Algunas cuestiones guia que pudiera usar para enfocar a los estudiantes a
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explicar su razonamiento sobre la resolucion de los problemas y potenciar su participacion

en la discusion grupal, son:

(Como resolvieron la cuestion # del problema #?

(Qu¢ hicieron para obtener ese resultado? O ;Coémo obtuvieron ese resultado?

(Qué observaron en el patron o de qué se basaron?

(Como es la figura que le corresponde a la posicion #? ;Por qué tiene que ser asi'y
no de otra forma? ;Coémo lo determinaste?

(Cual es el valor del término que le corresponde a la posicion # del patron? ;Por qué
es ese valor y no otro? ;Como lo determinaste?

(La figura o valor del término presentado por su compaiiero corresponde a la posicion
solicitada? ;Por qué?

(Cuantos # debe tener la figura #? ;Como lo determinaste?

(Explica el procedimiento que seguiste?

(Qué significa sumarle #?

(Qué significa multiplicarlo por #?

(Qué se hace de primero?

(Alguien mas lo hizo (procedio o piensa) asi?

(Quién lo hizo (procedio o piensa) de una forma diferente?

(Explica la regla que estableciste?

(Como se relaciona el valor del término con el valor de su posicion?

(Cual regla (o procedimiento) resulta mas eficiente para determinar el valor del
término que le corresponde a la posicidon #? ;Por qué?

Ademas, su funcién incluye considerar la trayectoria hipotética de aprendizaje y visualizar

la evolucion de la actividad matematica de los estudiantes hacia los objetivos de la misma, a

través de la actividad en el aula de clases; y gestionar en el aula las dificultades y las

limitaciones que experimenten los estudiantes.

Algunas dificultades y limitaciones documentadas por la investigacion, que podrian

experimentar los estudiantes ante la resolucion de los problemas de generalizacion de

patrones, son:

)]

2)

El vocabulario matematico necesario para proporcionar explicaciones precisas acerca
de un patrdn figural, palabras como "fila" y "columna" y describir una matriz como
2 filas por 4 columnas (Warren & Cooper, 2008).

Al interpretar los datos, donde tinicamente identifican lo que cambia en el patron, sin
percibir lo que no cambia —el valor inicial del patréon— (Cetina-Vazquez y Cabafias-
Sanchez, 2019), esto lleva al uso de estrategias, como: recursiva, diferencia, objeto-
entero y fragmentar.
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3) Fijacién de una cierta estrategia y su resistencia a abandonarla (Lee, 1996; Lannin et
al., 2006; Zapatera, 2018).

4) Falta de flexibilidad entre estrategias y uso de representaciones (Zapatera, 2018).

5) Uso de un enfoque recursivo para describir generalizaciones (Warren, 2000 citado en
Warren & Cooper, 2008).

6) El paso del recuento a la abstraccion del patrén (Zapatera, 2018; Carraher et al.,
2008).

7) Falta de precision al expresar verbalmente las generalizaciones (Warren & Cooper,
2008).

4.4. Experimentacion en el aula de clases

La segunda etapa del experimento de ensefianza, consistié en la implementacion de la
secuencia de instruccion en el aula de clases y su analisis continuo.

4.4.1. Implementacion de la secuencia de instruccion

La secuencia de instruccion se desarrolld en cinco sesiones de clases (Tabla 4.4), cada una
de aproximadamente 120 minutos de duracion. Cada sesion, tuvo episodios de trabajo
individual y/o grupal, de entrevistas individuales y de discusion grupal con toda la clase. Las
entrevistas individuales se usaron para tener mayor informacion sobre el proceso de
razonamiento de cada estudiante durante la resolucion de los problemas de generalizacion de
patrones. Y también, para guiar y estructurar las discusiones grupales, de tal forma que
durante las entrevistas se ubicaron las soluciones y procedimientos diferentes, y se motivaba
a los estudiantes a explicarlos durante los episodios de discusion grupal con toda la clase.

Tabla 4.4.
Desarrollo de la secuencia de instrucccion en el aula de clase
Sesion de clases | Fecha de ejecusion | Problema abordado
1 17/abril/2018 0
2 19/abril/2018 1
3 24/abril/2018 2
4 26/abril/2018 3
5 13/junio/2018 4
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4.4.1.1. Participantes

Una comunidad de aula, constituida por un colectivo de estudiantes y un investigador-
profesor, y tres investigadores-observadores.

Estudiantes

Un colectivo de 25 estudiantes, 17 mujeres y 8 hombres (10-11 afios de edad), matriculados
en quinto grado en la Escuela Primaria Doctor Alfonso G. Alarcon, en Zumpango de los
Rios, Guerrero, México. Este colectivo no habia recibido ninguna preparacion especifica en
la resolucion de problemas de generalizacion de patrones. En cambio, habia estudiado las
propiedades de recurrencia en sucesiones matemadticas con progresion aritmética con
numeros naturales en diferentes representaciones y contextos y las estructuras aditivas y
multiplicativas.

Inicialmente, el colectivo estaba conformado por 33 estudiantes, de los cuales fueron elegidos
25, en consideracion de al menos uno de los siguientes aspectos: 1) que hayan asistido a todas
los sesiones de clases; y/o 2) que hayan participado en uno o mas episodios de discusioén
grupal de alguna sesion de clases. Estos aspectos fueron importantes, ya que permitieron la
seleccion de aquellos estudiantes en los que se podia tener un seguimiento (o un referente)
de su desarrollo matematico durante la secuencia de instruccion.

La Escuela Primaria Doctor Alfonso G. Alarcon, fue opcidn para la experimentacion en el
aula de clases, debido a que ofrecid las condiciones necesarias (como son espacio, tiempo,
un colectivo de estudiantes de quinto grado, etc.), para el desarrollo de la secuencia de
instruccion. Esta flexibilidad, fue dada por sus directivos, cuyo interés es que la investigacion
incida en sus aulas de clases, lo cual los ha llevado a una estrecha relacion con nuestro grupo
de investigacion.

Investigador-profesor

La autora de este documento, gui6 el experimento de ensefianza, en el rol de profesor. Se
encargo de: 1) seguir e impulsar el desarrollo de las matematicas y la interaccion en aula de
clases, respetando ideas y estableciendo cuestiones para enfocar a los estudiantes en los
problemas; 2) gestionar los errores y las dificultades presentes en los estudiantes; 3) orientar
a los estudiantes a verificar sus respuestas; y 4) realizar en tiempo real (mientras los nifios
resolvian los problemas de generalizacion) entrevistas individuales.
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Investigadores-observadores

Tres investigadores participaron como observadores durante el experimento de ensefianza en
el aula. Su funcion fue tomar notas de campo y apoyar al profesor a realizar las entrevistas
individuales. También, se encargaron de tomar fotografias a la pizarra y de grabar video
durante las discusiones grupales con toda la clase.

4.4.1.2. Intrumentos de recoleccion de datos

Basados en la resolucién de los cinco problemas de generalizacion de patrones, los datos se
recolectaron a través de la produccion escrita de los estudiantes, las grabaciones de voz de
las entrevistas individuales, fotografias a la pizarra, las grabaciones de video de las
discusiones grupales con toda la clase y notas de campo realizadas por los investigadores-
observadores.

4.4.2. Analisis continuo

Al término de cada sesion de clases, se realizaron reuniones entre el investigador-profesor y
los investigadores-observadores para reflexionar sobre lo acontecido. Asi, tomar decisiones
sobre el rumbo en el desarrollo del razonamiento y del pensamiento funcional de los
estudiantes en las sesiones de clases subsiguientes.

Los puntos de reflexiéon fueron los éxitos y fracasos sobre como los problemas y la
instruccion parecieron influir en el desarrollo del razonamiento y del pensamiento funcional
de los estudiantes. Ello, en contraste con la trayectoria hipotética de aprendizaje establecida
y en las especificidades de este tipo de experimentos de ensefianza en el aula.

Algunas decisiones tomadas en las reuniones, fueron:

1) Los instrumentos de recogida de datos. Siempre solicitar a los estudiantes que
explicaran por escrito y verbalmente cémo resolvieron cada cuestion de los
problemas.

2) Disefio del material de instruccion. Se identificd que si al inicio se daban todas las
cuestiones que conforman los problemas, la participacion de los estudiantes en la
discusion grupal, se centraba en explicar el producto final de su forma de razonar y
no todo el proceso involucrado a lo largo de la resolucion del mismo. La medida
tomada fue dividir las cuestiones de los problemas en partes que definieran diferentes
episodios de trabajo escrito, seguidos de episodios de discusion grupal.
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3) Gestion del aula. Los problemas 1y 3 en su disefio se habian considerado trabajar en
pequefios grupos, pero durante la aplicacion del problema 1 se observo que la mayoria
de los estudiantes trabajaron de forma independiente y al final de su resolucion,
procedian a contrastar sus resultados con los integrantes de sus equipos. En ese
contexto, se decidié que todos los problemas se trabajaran de forma individual y el
contraste se realizara en los episodios de discusion grupal con todo la clase.

4.5. Analisis retrospectivo

La ultima etapa de esta metodologia, fue el analisis retrospectivo de todo el conjunto de datos
recolectados durante el experimento en el aula. Uno de sus objetivos principales es “colocar
los eventos del aula de clases en un contexto tedrico mas amplio, enmarcandolos como casos
paradigmaticos de fendmenos mas abarcadores” (Cobb, 2000, p.325-326).

En ese contexto, el andlisis retrospectivo se realizd colocando los eventos del aula en la
perspectiva sociocultural de aprendizaje de Cobb y Yackel (1996). La cual, situa el andlisis
de la actividad matematica de los estudiantes en el contexto social del aula. Su unidad de

analisis es la participacion en la interaccion en el aula, en especifico, en la argumentacion.

Para identificar y caracterizar las ideas matematicas de los estudiantes individuales, las
formas normativas de razonamiento y las practicas matematicas en un aula de clases, se
adopto el enfoque analitico de Stephan y Rasmussen (2002) para el analisis de los datos
empiricos. En este enfoque, el modelo argumentativo de Toulmin (Figura 4.2) es utilizado
para analizar la estructura y las ideas expresadas en la argumentacion de los estudiantes y
hacer un seguimiento de como funcionan estas ideas en el discurso de los estudiantes, con el
fin de reconocer aquellas que se convierten en parte de las formas normativas de
razonamiento en el aula de clases.

CUALIFICADOR: Certeza con
la que se realiza una asercion

DATO: J CONCLUSION |~
lividencia T Tesis

GARANTIA: Explica como los
datos conducen a la conclusion )
; - . S """ El nticleo del
RESERVA:
Excepcion argumento
Xeel RESPALDO: Explica por qué
la garantia tienen autoridad

Figura 4.2. Modelo argumentativo de Toulmin. Adapatado de Rasmussen et al. (2015, p.263).
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Especialistas en el area (e.g. Rasmussen, Stephan & Allen, 2004; Stephan & Rasmussen,
2002; Rasmussen et al., 2015) han caracerizado la forma en que los argumentos subyacen en
la interaccion en el aula, es decir, el contexto social del aula. Establecen que un argumento,
es desencadenado a partir de una cuestion hecha, en donde un hablante (o hablantes) establece
una conclusion y presenta pruebas o datos como apoyo a esta afirmacion. Los datos consisten
de hechos o procedimientos que conducen a la conclusion establecida. Para mejorar ain mas
la fuerza del argumento, quien habla a menudo proporciona una mayor clarificacion que
conecta los datos con la conclusion, que sirve como una garantia, o un conector entre los
dos. Por ultimo, un argumento puede incluir también un respaldo, lo que demuestra por qué
la garantia tiene autoridad para apoyar el par datos-conclusion. El modelo de Toulmin
(Toulmin, Rieke & Janik, 1984) también incluye de cualificadores (razones que indican el
grado de fuerza o probabilidad de la conclusion) y reservas (excepciones hacia una
afirmacion o razon previamente hecha).

El analisis de los datos empiricos transito por cuatro fases, que consistieron de lo siguiente:

Fase I: Analizar las transcripciones de las discusiones grupales de los problemas 1 al 4
(problemas de interés para el presente estudio) para reconocer y registrar las ideas
matematicas y formas de razonamiento individuales, asociadas con el pensamiento funcional,
presentes durante la interaccion en el aula y asi poderlas seguir en los argumentos
codificados.

Fase II: Reconstruir las discusiones grupales de cada uno de los problemas a través del
modelo argumentativo de Toulmin (Figura 3.2), cuya estructura basica consiste en dato,
conclusion y garantia. Tambien, incluye respaldos, cualificadores y reservas. El producto
es un conjunto de argumentos codificados. La recopilacion de todos los argumentos
codificados da como resultado un registro de la argumentacion de las cuatro sesiones de
discusion grupal.

Fase II1: Examinar las sesiones de clases, con base en el registro de la argumentacion como
datos en si, con la intencion de reconocer qué ideas matemadticas expresadas en los
argumentos se convierten en parte de las formas normativas de razonamiento (ideas
matematicas tomadas como compartidas) en el aula de clases. Los criterios utilizados para
determinar cuando una forma de razonamiento se convierte en normativa, son (Stephan &
Rasmussen, 2002, p.462):

Criterio 1 (C1): Los respaldos y/o garantias para una conclusion en particular ya no
aparecen en las explicaciones de los estudiantes y, por lo tanto, la idea matematica
expresada en el nucleo del argumento es evidente por si misma, o
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Criterio 2 (C2): Cualquiera de las cuatro partes de un argumento (dato, garantia,
conclusion, respaldo) cambian de posicion (es decir, de funcion) dentro de los
argumentos subsiguientes y no son cuestionadas.

Un tercer criterio considerado en esta investigacion, es el reportado en un estudio centrado
en la documentacion de formas particulares de razonamiento que se vuelven parte de las
practicas normativas de un curso universitario en quimica fisica (Cole, Becker, Towns,
Rasmussen, Wawro & Sweeney, 2012):

Criterio 3 (C3): Cuando una idea particular es usada repetidamente como datos o
como garantia para diferentes conclusiones en varios episodios de la clase.

Fase IV. Disponer las ideas matematicas registradas en la primera fase en relacion con las
formas normativas de razonamientos constituidas por la comunidad del aula. Asimismo,
organizar las formas normativas de razonamiento identificadas en torno a las actividades
matematicas comunes realizadas por los estudiantes. Estas actividades matematicas son las
que se reconocen como practicas matematicas en el aula de clases.

Las ideas matematicas de los estudiantes individuales, las formas normativas de
razonamiento y las practicas matematicas reportadas en este estudio constituyen la situacion
local inmediata de la evolucion del razonamiento matematico de una comunidad de aula
local.
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razonamiento

En este capitulo se describen las practicas matematicas y las formas normativas de
razonamiento que una comunidad de aula de quinto de primaria evidencié en el trabajo con
problemas que promueven pensamiento funcional. Se reconoce, que si bien, no todos los
estudiantes participaron activamente durante la interacion en el aula, lo que se discutio y se
acordo, repercutio en la actividad individual de cada estudiante que pertenecio al colectivo.

Las practicas matematicas son documentadas como colecciones de formas normativas de
razonamiento en torno a una actividad matematica general (Stephan & Rasmussen, 2002;
Wawro, 2011; Rasmussen et al., 2015). A su vez, las formas normativas de razonamiento son
reportadas como un conjunto de ideas matematicas individuales asociadas con el
pensamiento funcional, caracterizadas por funcionar en el discurso del aula como si todos
tuvieran un entendimiento similar, aunque existieran ligeras diferencias individuales en la
comprension.

Las practicas matematicas en el aula, las formas normativas de razonamiento y las ideas
matematicas individuales, revelan la evolucion del razonamiento matematico de la
comunidad de aula estudiada. Asi mismo, manifiestan los cambios en la forma y en la funcién
de cdmo razon6 la comunidad de aula sobre el pensamiento funcional a lo largo del tiempo.

En adelante es usada la siguiente abreviacion:

Préactica Matematica en el Aula (PMA)
Forma Normativa de Razonamiento (FNR)
Forma de Razonamiento Individual (FRI)

5.1. Problema 1

Este problema tuvo como intension que los estudiantes exploraran diferentes formas de
extender y generalizar aritméticamente un patron figural. La discusion grupal fue
desarrollada en un solo episodio centrado en debatir sobre las diferentes formas de determinar
un término solicitado del patrén figural y cudl forma representa el procedimiento mas
eficiente.
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Las formas de razonamiento individual desarrolladas por la comunidad de aula durante la

interaccion en el aula del problema 1 son resumidas en la Tabla 5.1. Se presenta como un

bosquejo inicial de todas las formas de razonamiento que emergieron a lo largo del discurso

del aula, asi evidenciar cuales se convirtieron en normativas y cudles se abandonaron.

Tabla 5.1.

Formas de razonamiento individual emergentes en el desarrollo del problema 1

Formas de razonamiento individual

FRII: A la sucesion se le van sumando cuatro

suman dos

FRI2: Lo que iba haciendo, era cuatro por la figura que era, y se le

FRI3: Para saber cudntos circulos le corresponden a la figura 5, primero
a cinco le resté tres, y me dio dos, ahora a ese dos lo multipliqué por
cuatro y me dio ocho, y por ultimo le sumé 14, y me dio 22

FRI4: La cantidad de circulos de la parte inferior son igual al nimero de
figura més dos. Y que en todas las figuras se tenian filas de tres circulos,
y las filas iban de acuerdo al nimero de figura

FRIS5: Multipliqué el nimero de figura por cuatro

FRI6: Para la figura 100, multipliqué la cantidad de circulos que le
corresponden a la figura 50 por dos

FRI7: (2150 — 3) - 4 + 14 = 8602

FRIS: Para la figura 100, lo que yo hice fue multiplicar 100 por tres,
luego, le sumo 100 circulos més dos

FRI9: Multiplicaria el nimero de figura por cuatro y le sumaria dos

Las practicas matematicas en el aula y las formas normativas de razonamiento desarrolladas

por la comunidad de aula durante la interaccion en el aula del problema 1 son resumidas en

la Tabla 5.2. Es durante la explicacion de cada forma normativa de razonamiento donde se

hicieron explicitas las diferentes ideas matematicas individuales identificadas en los

estudiantes. El conjunto de estos tres aspectos evidencian la evolucidon del razonamiento

matematico de la comunidad de aula de quinto de primaria implicada en el desarrollo del

problema 1.

Tabla 5.2.

Evolucion del razonamiento matematico colectivo implicado en el desarrollo del problema 1

todas las figuras se tenfan filas de tres circulos, y las
filas iban de acuerdo al nimero de figura

Practicas matematicas . . Criterio
Formas normativas de razonamiento .
en el aula cumplido
FNRI1: A la sucesion se le van sumando cuatro C3
FNR2: Lo que iba haciendo, era cuatro por la figura Cl
que era, y se le suman dos
FNR3: Para saber cudntos circulos le corresponden
PMA1: Extender, ala figura 5, primero a cinco le resté tres, y me dio 2
percibir y registrar un dos, ahora a ese dos lo multipliqué por cuatro y me
patron dio ocho, y por tiltimo le sumé 14, y me dio 22
FNR4: La cantidad de circulos de la parte inferior
son igual al nimero de figura mds dos. Y que en ™
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FNR5: (2150 — 3) -4 4+ 14 = 8602 C2
FNR6: Multiplicaria el numero de figura por cuatro Cl
y le sumaria dos

PMAZ2: Generalizar
aritméticamente

5.1.1. PMA1: Extender, percibir y registrar un patrén

Esta préctica se identifico con base en el reconocimiento de una actividad matematica
invariante de los estudiantes en las cuatro primeras formas normativas de razonamiento:

FNR1: A la sucesion se le van sumando cuatro.

FNR2: Lo que iba haciendo, era cuatro por la figura que era, y se le suman dos.
FNR3: Para saber cuantos circulos le corresponden a la figura 5, primero a cinco le
resté tres, y me dio dos, ahora a ese dos lo multipliqué por cuatro y me dio ocho, y
por ultimo le sumé 14, y me dio 22.

FNR4: La cantidad de circulos de la parte inferior son igual al nimero de figura mas
dos. Y que en todas las figuras se tenian filas de tres circulos, y las filas iban de
acuerdo al namero de figura.

La actividad en colectivo estuvo caracterizada por la exploracidn, espacial y numérica, de los
primeros términos del patron figural, a fin de reconocer qué permanece y qué cambia de un
término a otro. Asi la practica consistid en percibir y registrar lo que es comun entre los
elementos de un patrdn, a fin de establecer procedimientos viables para extenderlo y generar
nuevos términos, en su mayoria, términos consecutivos y cercanos. Los razonamientos
matematicos de los estudiantes fueron soportados por argumentos figurales y numéricos. Por
consiguiente, en esta practica mayormente se hizo uso de argumentos intuitivos y basados en
el contexto del problema.

5.1.1.1. FNR1: A la sucesion se le van sumando cuatro

Esta idea matematica surgid entre los estudiantes como el producto de una primera
exploracion a los términos dados del patrén figural. En donde reconocieron qué permanece
y qué cambia de un término a otro. El primer argumento relevante para FNR1, ocurrié cuando
Yahir explico a la clase (extracto 1-6) qué fue lo que realiz6 en el problema. Su argumento
(Figura 5.1) se proporciona como evidencia de una de las formas de como es percibido y
registrado lo que es comun entre los términos de un patrén.

1. Profesor: Yahir, ;Qué fue lo que hiciste en el problema?
2. Yahir:  Fui sumando las figuras, por ejemplo, la figura 1 [dibuja en la pizarra la figura 1]

.

)

€
\-\(.il

Esta es la figura 1. y es casi igual que la figura 2
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3. Profesor: ;Por qué “casi igual™?
4. Yahir: Es que es como si pusiera la figura 1 y se le agrega cuatro circulos [dibuja en la
pizarra la figura 2]
e,
ol
Ci |
1 \(3 |
5. Profesor: ;Donde miraste eso de “casi igual”?
6. Yahir:  jAh! Es que aqui es lo mismo, es como la figura 1 [marca con rojo los circulos que

el mira “como la figura 1” en la figura 2]. Es que aqui tiene los mismos [sefiala la
figura 1 y los circulos que el sefialo con rojo en la figura 2] éstos [circulos sefialados
con rojo en la figura 2] son éstos [circulos de la figura 1] y aqui le vas aumentando
cuatro circulos [marca con un punto negro los cuatro circulos restantes de la figura

2]
DATO
Yahir: Por ejemplo, la figura
1[dibujaen la pizarra la figura 1]
9 CONCLUSION
3’9 —— Yahir: Fui sumando
Gl las figuras
9
Estaesla figural, y es casi igual
que la figura 2
GARANTIA

Yahir: Es que es como st pusiera la figura 1 y se le agrega
cuatro circulos [dibujaen la pizarra la figuma 2]

g

v

@

2

f

RESPALDO
Yahir: jAh! Es que aqui es lo mismo, cs como la figura 1
[marca con rojo los circulos que el mira “como la figura 1”
en la figura 2]. (...) y aqui le vas aumentando cuatro
circulos [marca con un punto negro los cuatro circulos
restantes de la figura 2]

o5
S22
58

Figura 5.1. Argumento 1. Yahir describe lo primero que realizé en el problema.

El razonamiento seguido por Yahir para extender el patron, se sustentd de una estructura
aditiva soportada por el tipo de pensamiento operacional aditivo. El pensamiento aditivo
(segin Vergnaud, 1988; 1990) es asociado con aquella forma de pensar orientada a
estructurar una situacion problematica en términos de una adicion, una sustraccidon o una
combinacion de tales operaciones. En ese contexto, Yahir hace mencion que para generar un
nuevo término (figura), basta con poner el término anterior y agregarle (o sumarle) cuatro
unidades, en este caso, cuatro circulos. Este tipo de pensamiento es aplicado desde un
contexto figural (contexto del problema).
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Esta misma forma de razonar fue compartida por Brenda en la discusion grupal (extracto 39-
42) desde un analisis del contexto numérico del patron. En su argumento (Figura 5.2)
presenta como tesis (CONCLUSION) una lista numérica con las correspondencias entre los
valores de numero de figura y cantidad de circulos que la forman. Da como evidencia
(DATO) la regularidad observada entre los términos del patrdn, la cual usa para explicar
cémo genero la lista numérica (GARANTIA).

39. Profesor: Muéstranos lo que realizaste
40. Brenda: [Escribe en la pizarra]
311
g-18
5
Lo que hice fue ir sumando los cuatro
41. Profesor: Explicanos esos niimeros que nos pones
42. Brenda: En la figura 3 vi que se le van sumando cuatro, bueno, vi que a la sucesion se le
van sumando cuatro. Asi que para la figura 4 serian 18, y para la figura 5 serian 22

circulos
DATO CONCLUSION
Brenda: Lo que Brenda: e
hice jue ir e ] g
sumando los cuatro 5 —22
GARANTIA

Brenda: In la figura 3 vi que se le
van sumando cuatro, bueno, vi que «
la sucesian se le van sumando cuatro.
Asi quepara la figura 4 serfan 18, y
para la figura 5 serian 22 circulos

Figura 5.2. Argumento 2. Brenda describe la regularidad numérica observada.

A lo largo de la interaccion en el aula esta forma de razonar fue evolucionando hasta
reconocerse como ‘“cuatro, que es la constante de la sucesion” . Idea usada por Fanny como
DATO 4 en uno de sus argumentos (Figura 5.3) que form6 parte de un argumento global
(Figura 5.6) donde establecié una nueva regularidad entre los elementos del patrén.
Evidencia que esta forma de razonar se convirtié en normativa para la comunidad del aula,
ya que, estuvo funcionando repetidamente como DATO y/o GARANTIA para diferentes
CONCLUSIONES (Argumentos 1, 2 y 3). Asi, cumplié el C3 y se convirtié en la FNRI: A

la sucesion se le van sumando cuatro.
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DATO 3
DATO |
Fanny: La figura 5 es el
nGimero de figura que me CONCLUSION 1
piden Funny: Para saber cuantos
circulos le corresponden a —
DATO 2 la figura 3, primero a cinco
Funny: La figura 3 es el le resté tres, y me dio dos
altimo nimero de figura
que me dan o que conozco
dc la succsién
z CONCLUSION 2
GARANTIA 1 ) .
a 3 Fanny: ahora a ese dos lo
Fanny: El dos quc obuve de la diferencia, A S pncnp
nml:rpm;ueporamh'o yme
representa las figuras que hay de i :
< : = i dio ocho
diferencia entre la figura5 y la figura 3
DATO 4
Fanny: Fl resultado /o
multiplico por cuatro, que es
la constante de la sucesion
GARANTIA 2

Fanny: La multiplicacion dos por cuatro me da ncho, eso
representa los circulos que hay entre la figura 5 y la figura 3

Figura 5.3. Argumento 3. Fanny usa como dato la regularidad observada para establecer un nuevo patrén.

La FNR1 fue expresada bajo diferentes ideas matemadticas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. En la Tabla 5.3 son resumidas las ideas para revelar la evolucion que
tuvo en su proceso de consolidacion como FNR.

Tabla 5.3.

Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNRI

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNR1 en el desarrollo del problema 1
e Fui sumando las figuras [Yabhir, 2]

e Esta es la figura 1, y es casi igual que la figura 2 [Yahir, 2]

e Como si pusiera la figura 1 y se le agrega cuatro circulos [Yabhir, 4]

- (=

5 Il SN -~
N P=8 ; 103

e Para la figura 5, igual dibujé (...) puse la figura 4 y agregué cuatro circulos [Yahir, 10]

& 5:1:-*25 : Qi ‘\ti."D
g\c | l‘u’ 13 '\:'\c;‘) l: 5
- 54 & .3_,
e Iba haciendo la figura e iba sumando [Yabhir, 12]
e [ba sumando cuatro a la cantidad de circulos anterior. Que es como si fuera la misma figura
y le sumo cuatro circulos [Yahir, 18]
e Para la figura 3, es como si tuviera la figura 2 mas cuatro [Yabhir, 18]

e Para ver cuantos circulos necesitaba la figura 5, fue que de la figura 3 se le iban sumando
cuatro hasta llegar a la figura 5 [Brenda, 38]
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e Lo que hice fue ir sumando los cuatro [Brenda, 40]
3—11
§-18
5
e Vi que a la sucesion se le van sumando cuatro. Asi que para la figura 4 serian 18, y para la
figura 5 serian 22 circulos [Brenda, 42]

¢ A la sucesion se le van sumando cuatro circulos [Brenda, 62]
e Cuatro, que es la constante de la sucesion [Fanny, 80]

5.1.1.2. FNR2: Lo que iba haciendo, era cuatro por la figura que era, y se le suman
dos

Surgié cuando Xavier compartid con la clase (extracto 19-22) una forma diferente (a la
expuesta por Yahir) de analizar el patron figural del problema. Su razonamiento estuvo
centrado en el examen coordinado de la estructura espacial y numérica de los primeros
términos dados del patron figural, donde extrajo una relacion entre el patron y su posicion,
basada en una estructura multiplicativa soportada por el tipo de pensamiento operacional
multiplicativo, que consiste en esa forma de pensar que puede estructurar una situacioén
problemética mediante una multiplicacion, una division o una combinacion de esas
operaciones (Vergnaud, 1988; 1990).

La relacion extraida resulto de identificar qué cambia y qué permanece en todos los términos
conocidos. El reconocié que en todas las figuras:

1) Cambia fisicamente “lo que estd junto” y que numéricamente puede ser traducido
como “cuatro por la figura que era”; y

2) Permanece fisicamente “lo que esta separado” traducido numéricamente como “y se
le suman dos”.

Esta relacion fue usada en el Argumento 4 (Figura 5.4) como DATO 5 para dar evidencia de
la CONCLUSION 5 que fue la estructura espacial de la figura 2. Al ser el primer argumento
compartido sobre esta forma de razonar, Xavier se vio en la tarea de justificar paso por paso
su razonamiento, de ahi que el Argumento 4, resulte una concatenacién de argumentos.

19.  Profesor: ;Alguien hizo algo similar o diferente?

(..)

22. Xavier: [Pasay dibuja en la pizarra la figura uno y luego coloca las etiquetas de Fig. 1y

Fig.2]

Lo que iba haciendo, era cuatro [encierra los cuatro circulos distribuidos
espacialmente de forma vertical en la figura uno dibujada en la pizarra] por la
figura que era, por ejemplo aqui [sefiala la etiqueta de Fig.2] la figura es dos, por
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dos, cuatro por dos son ocho [encima de la etiqueta Fig. 2, dibuja ocho circulos
distribuidos espacialmente en dos columnas de a cuatro circulos],

&
y se le suman dos [sefiala y encierra los dos circulos restantes de la figura uno],
que son éstos que estan separados [vuelve a sefialar los dos circulos en la

ki

fg1

pizarra]
& &
v/
T 9) %9 2
y se le suma uno, dos [dibuja dos circulos mas a la figura dos, mientras dibuja €él
cuenta].
£\
{5 )
‘el )-.VQ
G
Tigh -f'.g z
DATO 5
DATO 4
DATO 3
DATO 2
DATO 1
Xavier: CONCLUSION 1
’ Xavier: Lo que
(| iba haciendo, era
f ." " cualro porla
figura que ere CONCLUSION 2 CONCLUSION 3
Xavier: por ejemplo agui Kavier ¢ CONCLUSION 4
GARANTIA | [seiiala Ja etiquetade Fig 2] B Xavier: v se le
Xavier: [encierra los cuatro la figura es dos, por dos, . o 4 | sumandos CONCLUSION §
circulos distribuidos cuano pordos son acha b A Xavier:
espacialmanta de farma vertical g
en la figurauna dibujadaen la P
pizarra) Fl tig 2
ax)
T
GARANTIA 2
Xavier: [senala y encierra los dos circulos
restantes de la figuma uno), que son éslos que
estan separados [vuelvea senalar losdos
circolos en la pizarra) -
)
ax/
g

Figura 5.4. Argumento 4. Xavier presenta y usa la relacion identificada entre el patrén y su posicién.

Xavier continud su explicacion de como estructuré figuralmente los términos que le
corresponden a las figuras 3 y 5 del patron. Se presenta su explicacion (continuacion del
extracto 22) expuesto a la clase para el caso particular de la figura 5. La Figura 5.5 presenta
la reconstruccion de su argumento. Establece como tesis (CONCLUSION) la estrucutra fisica
del patron de la figura 5 y usa como evidencia (DATO) la relacion establecida entre el patrén
y su posicion. Suprimiendo las garantias que en argumentos anteriores (e.g. Argumento 4)
habia compartido. Evidencia que se cumplié con C1 y se constituy6 la FNR2: Lo que iba

haciendo, era cuatro por la figura que era, y se le suman dos.
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(...) Para la figura cinco, nada mas hice cuatro por cinco igual a 20 [dibuja en la
pizarra 20 circulos distribuidos espacialmente en cuatro columnas de a cuatro

circulos],
oogog
k Q

y aqui solo se le aumentaban dos. Uno, dos [dibuja y va contando los circulos, al

final los encierra].
Q
(oggligg@

DATO1
Xavier: Para la
Sigura cinco, nada
mas hice cuairo por
cineo iguala 20

DATO 3
DATO 2
CONCLUSION 1 , CONCLUSION 3
Xavicer: CONCLUSION 2 Xavier:
— o %@ —1 Xavier:y aquisolose | [— oo0l
B le aumentaban dos ~— SRR
loct

Figura 5.5. Argumento 5. Xavier usa la relacion identificada para determinar un término cercano.

La FNR2 fue expresada bajo diferentes ideas matematicas individuales durante la interaccioén

en el aula, mismas que soportan su evolucion individual (Tabla 5.4).

Tabla 5.4.

Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNR2

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNR 2 en el desarrollo del problema 1

e Lo que iba haciendo, era cuatro por la figura que era, por ejemplo aqui, la figura es dos,
por dos, cuatro por dos son ocho, y se le suman dos [Xavier, 22]

e En la figura tres, es tres por cuatro igual a doce, y se le aumentan dos [Xavier, 22]

e Para la figura cinco, nada mas hice cuatro por cinco igual a 20, y aqui solo se le
aumentaban dos [Xavier, 22]

&
F. 3 3

5.1.1.3. FNR3: Para saber cuantos circulos le corresponden a la figura 5, primero a

cinco le resté tres, y me dio dos, ahora a ese dos lo multipliqué por cuatro y me dio ocho,

y por ultimo le sumé 14, y me dio 22

Esta forma de razonar es compartida a la clase por Fanny (extracto 70-86), quién desde una

representacion numerica de los primeros términos del patron, percibe y registra una nueva

relacion, basada en la coordinacion de la diferencia entre los valores de las posiciones
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(conocida y deseada) y de la diferencia entre los valores de sus términos. Producto de
conectar: los datos conocidos (14 es la cantidad de circulos que constituyen la figura 3); la
regularidad del patron establecida en FNR1 (cuatro es la constante de la sucesion) y los datos
deseados (cantidad de circulos que constituyen la figura 5). La reconstruccion de su
argumento es presentada en la Figura 5.6. Observése que el DATO dado es una
concatenacion de argumentos que sustentan cada paso de la nueva relacion registrada de
forma verbal. La CONCLUSION es el registro numérico de la dicha relacién, la cual es
planteada para el caso especifico de la figura 5.

70. Fanny: Para saber cuantos circulos le corresponden a la figura 5, primero a cinco le
resté tres, y me dio dos, ahora a ese dos 1o multipliqué por cuatro y me dio
ocho, y por ultimo le sumé 14, y me dio 22

R
3
7
21
A
T
71. Profesor: ¢Ese procedimiento para qué nimero de figura es?
72. Fanny: Para lafigura5
73. Profesor: ¢Qué representa ese numero cinco?
74. Fanny: Es el nimero de figura que me piden
75. Profesor: Y eltres
76. Fanny: Es el dltimo nimero de figura que me dan o que conozco de la sucesiéon
77. Profesor: iAh!, es el tltimo nimero de figura que se te dio [en el problema] de |a sucesién
78. Fanny: Si, la figura 3
79. Profesor:  Entonces haces la diferencia, ¢y luego?
80. Fanny: El resultado lo multiplico por cuatro, que es la constante de la sucesion
81. Profesor:  ¢Qué valor multiplicas por cuatro?
82. Fanny: Eldos que obtuve de la diferencia, representa las figuras que hay de diferencia

entre la figura 5y la figura 3. La multiplicaciéon dos por cuatro me da ocho, eso
representa los circulos que hay entre la figura 5 y la figura 3.

83. Profesor: Y luego, ¢qué mas haces?

84. Fanny: Le sumo 14, 14 es la cantidad de circulos que hay en la figura 3. Entonces, ocho
mas 14 me da 22, que representan los circulos que hay en la figura 5

85. Profesor: ¢Les dio el mismo resultado para la figura 5?

86. Estudiantes: Si, da 22
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DATO 7
DATO 5
DATO 3

DATO1
Fanny: La figura 3 cs ol -
ntimero de figura que me CONCLUSION 1
prden Fauny: Para saber cudntos

. clreudos le corresponden a —
DATO 2

{a figura 3, primero a cinco
Fanny: La figura 3 es el fe resté tres, y e dio dos
altimo numero de figura

que me dan 0 que conozeo

de la sucesion

CONCLUSION 2
Faonny: ahora a ese dos fo
multipliqué por cnairo v me
dio ncho

GARANTIA |
Faony: El dos que obtuvede la diferencia,
representa las figuras que hay de
diferencia entre Ta figura 5 y la figural

CONCLUSION 4
Fanny:

DATO4
Tanny: L1 resultado fo
multiplico por cuatra, que es
la consiante de la sucesion

o) e\ Lo

CONCLUSION 3
TFunny:y pariitima le
sumé 14,y me dio 22

b=

GARANTIA 2
Iiamny: La multiplicacion dos por cuatro me da ocho, esa
representa lus circulos que hay entre la figura 5 y la figura 3

DATO 6 ‘
Fanny: 14 es lo cantidad ——
de circulas que hay en T

figura 3

GARANTIA 3
Fanny: Le sumo 14 (...). Entonees, ocha mis 14 me da
22, que representan los circulos que hay en la figura 5

Figura 5.6. Argumento 6. Fanny establece una nueva relacién basada en la representaciéon numérica del
patrén.

La discusion continuo (extracto 87-88) y el profesor cuestion6 a Fanny sobre lo que hizo para
determinar la cantidad de circulos que se necesitan para formar la figura 100. Al respecto,
Fanny compartié su forma de proceder (CONCLUSION), como el resultado de aplicar la
relacion numérica registrada para el caso de la figura 5 (DATO), pero ahora, para el caso
especifico de la figura 100. Su argumento es reconstruido en la figura 5.7.

87. Profesor:  Ok. Fanny muéstranos qué hiciste para la cantidad de circulos que se

necesitan para formar la figura 100
88. Fanny: [Escribe en la pizarra su procedimiento]

= ¥ v ]
Fnaid s
>
g g <

La evidencia empirica de que la idea matematica inmersa en el nucleo del Argumento 7
(figura 5.7) fue tomada como compartida por la comunidad del aula, es que el DATO
presentado no fue cuestionado por alguno de sus integrantes. Ademads que, tuvo la funcion
de CONCLUSION en el Argumento 6. Asi se satisfizo con C2 y se establecié la FNR3: Para

saber cudntos circulos le corresponden a la figura 5, primero a cinco le resté tres, y me dio
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dos, ahora a ese dos lo multipliqué por cuatro y me dio ocho, y por ultimo le sumé 14, y me
dio 22.

DATO CONCLUSION
Fanny: Fanny:
s — T
-3 ~3
7 7
P | x4
’;7_ [
o ¢
T 701

Figura 5.7. Argumento 7. Fanny usa la relacion especifica establecida para un término posterior del patrén.

Se infiere que, los integrantes de esta comunidad, no refutaron la forma de proceder de Fanny
(Argumento 6), ya que al parecer (extracto 84-86), les resultd basto que sus resultados sean
iguales para aceptarla como una forma matematicamente valida, cuyo uso en argumentos
posteriores (Argumento 7) no requirio de justificacion.

La FNR3 fue sustentada de una idea matemadtica individual (Tabla 5.5) presente en la
interaccion en el aula que presume ser una sofisticacion de las ideas matematicas individuales
que conformaron a la FNRI1.

Tabla 5.5.
Evolucion del razonamiento matemdtico individual asociada con la FNR3
Idea matematica individual asociada con la FNR3 en el desarrollo del problema 1
e Para saber cudntos circulos le corresponden a la figura 5, primero a cinco le resté tres, y
me dio dos, ahora a ese dos lo multipliqué por cuatro y me dio ocho, y por dltimo le
sumé 14, y me dio 22 [Fanny, 70]

5.1.1.4. FNR4: La cantidad de circulos de la parte inferior son igual al nimero de figura
mas dos. Y que en todas las figuras se tenian filas de tres circulos, y las filas iban de
acuerdo al nimero de figura

Una ultima formar de razonar que formo parte de la PMAI1, fue compartida al final de la
discusion grupal del problema 1. Se hizo presente por dos estudiantes (Nadia y Mauro)
quienes en conjunto explicaron y justificaron la regularidad observada en los primeros
términos del patrén. Su razonamiento se basod en el examen coordinado de la estructura
espacial y numerica del patrén, donde percibieron que cada término del patrén esta
constituida de una parte inferior “la cantidad de circulos de la parte inferior son igual al
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numero de figura mas dos” y una superior “se tenian filas de tres circulos, y las filas iban de
acuerdo al numero de figura”. Esta regularidad fue expresada por primera vez por Nadia
(extracto 102) ante el cuestionamiento del profesor ;Alguna forma diferente de proceder?.
En ese proceso, ella (Figura 5.8) presentd como CONCLUSION una afirmacion asociada a
la regularidad percibida en los primeros términos del patron. Como DATO manifesto los
primeros dos términos del patrén y de GARANTIA sefialo en los términos la regularidad
percibida. Notese que esta primera expresion de la idea matemadtica resultdé un tanto
imprecisa. Sin embargo, en el trayecto de la discusion fue concretandose.

w
] @)
§ 0

pald F 92

102. Nadia: [Dibuja en la pizarra]

De lo que nos dimos cuenta, es que en cada una de las figuras [en su parte
inferior], se tiene [la misma cantidad de circulos que el niimero de figura con]
dos aumentados, y que [su parte superior la puedo descomponer en filas], las
filas son igual en cantidad que el nimero de figura [lo sefiala en la pizarra]

d )

el F92

CONCLUSION
Nadia: De lo que nos dimos cucenta, ¢s que
en cada una de las figuras [¢n su paric
inferior], se tiene [la misma cantidad de

] ) circulos que el nimero de figura con] dos
o (ct aumentados, y que [su parte superior la
rgd F99 puedo descomponer en filas), las filas son

igual en cantidad que el ntimero de figura

GARANTIA
Nadia: [lo seiiala cn la pizarra)

& )

+ql FAa2

Figura 5.8. Argumento 8. Nadia comparte una primera idea de la regularidad observada en los términos de un
patrén figural.

Para precisar la idea matematica inmersa en el razonamiento de Nadia, el profesor continué
la discusion (extracto 129-132) con la siguiente cuestion ;qué mas observaron?. Fue en ese
momento que Mauro se hizo presente y en conjunto con Nadia presentaron una idea
matematica mas robusta de la regularidad observada. EI Argumento 9 (Figura 5.9) presenta
la funcién de las afirmaciones establecidas por estos dos integrantes de la comunidad del
aula. Ellos establecieron como una primera tesis (CONCLUSION 1 Y 2) la regularidad
observada mediante un registro verbal. Seguidamente, esas conclusiones registradas en un
argumento previo, las usaron como DATO para el estableciemiento de una nueva tesis
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(CONCLUSION 3) que consistié en el uso de la relacion para expresar el caso especifico de
la figura 2. Evidencia empirica que se cumplié con C2 y se constituy6 la FNR4: La cantidad
de circulos de la parte inferior son igual al numero de figura mas dos. Y que en todas las

figuras se tenian filas de tres circulos, y las filas iban de acuerdo al numero de figura.

129. Profesor: ;Qué mas observaron?

130. Mauro: Que se le aumentan dos a los circulos de abajo [sefiala los circulos de la parte
inferior de la figura 3 de la pizarra], que la cantidad de circulos de la parte
inferior son igual al nimero de figura mas dos [sefiala en la pizarra para la

figura 3]

131. Nadia: Y que en todas las figuras se tenian filas de tres circulos, y las filas iban de
acuerdo al niimero de figura.

132. Mauro: Por ejemplo, para la figura 2, para la parte superior, son dos por tres, son dos

filas por tres circulos que tiene cada fila, y en la parte inferior, lo que
observamos, es que se van agregando dos, es decir, que tengo la misma cantidad
de circulos que el niimero de figura mas dos, por ejemplo, en la figura 2, tengo
dos circulos y le agregd dos en la parte inferior.

DATO 2
CONCLUSION |
Mauro: Que se le aumentan daos a los circulos
de abajo, que la cantdad de circulos de la parte CONCLUSION 3
inferior son igual al ntimero de figura mas dos Mauro: Por gjemplo, para ia figura 2, para ia parte
_ DATOI - superior. son dos par tres, son dos filas por tres
Natiz: GARANTTA || circulos que diene cada fila, y en la parte inferior, lo
" — ——— Maurn: [sciiala los circulos dc la partc que ohservamos, es que se van agregandodos, es
f(@ OT; (gﬁ inferiorde la figura 3 de la pizarra) decir, que tengo la misma cantidad de civculos que el
red f. 5 numero de figrura més dos, por egjemplo, en la figura 2,
CONCLUSION 2 tengo dos circulos y le agregd dos en la parte inferior.
Nadia: Y que en fodas las figuras se
tenian filas de vres civewlos, y las fitas
ihan de acuerdo al nimera de figura.

Figura 5.9. Argumento 9. Mauro y Nadia presentan una idea mds concreta de la regularidad observada en los
términos del patrén figural.

Esta FNR4 fue expresada bajo diferentes ideas matematicas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. En la Tabla 5.6 son resumidas las ideas y se presenta la evolucion que
tuvo en su proceso de consolidacion como FNR. Cabe resaltar, que esta idea matematica tuvo
indicios de trascender a una generalizacion aritmética (ltima idea presentada en la tabla).
Sin embargo, no hubo evidencia de su futura normatividad para con la comunidad de aula,
por tanto, esta idea fue abandonada.

Tabla 5.6.

Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNR4

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNR4 en el desarrollo del problema 1

e En cada una de las figuras, se tiene dos aumentados, y que, las filas son igual en
cantidad que el ndmero de figura [Nadia, 102]. Hay (...) filas de tres circulos [Nadia,

114]
& &

#al F92
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e Aqui se le van aumentando dos y las filas son de acuerdo al nimero de figura, aqui es la
figura 3, entonces son tres filas [Nadia, 122]. En cada figura se tenian filas con tres

circulos [Mauro, 126]
d & of

B ¢

e Que la cantidad de circulos de la parte inferior son igual al nimero de figura més dos
[Mauro, 130]. Y que en todas las figuras se tenian filas de tres circulos, y las filas iban
de acuerdo al nimero de figura [Nadia, 131]

e Parala figura 2, para la parte superior, son dos por tres, son dos filas por tres circulos
que tiene cada fila, y en la parte inferior, lo que observamos, es que se van agregando
dos, es decir, que tengo la misma cantidad de circulos que el nimero de figura mds dos,
por ejemplo, en la figura 2, tengo dos circulos y le agregd dos en la parte inferior
[Mauro, 132].

e Parala figura 100, yo me di cuenta que la figura 3 tiene tres filas con tres circulos,
entonces lo que yo hice fue multiplicar 100 por tres, porque en cada fila hay tres
circulos, y me da 300, luego, le sumo 100 circulos mds dos, qué es 102, qué es el
nimero de figura mds dos, sumo todo y en total me da 402 [Mauro, 134]

200 4102 4ol

VoKX=

5.1.2. PMA2: Generalizar aritméticamente

Esta practica se detectd a partir de la actividad matematica comun de los estudiantes en las
dos ultimas formas normativas de razonamiento:

FNRS5: (2150 — 3) - 4 + 14 = 8602.
FNR6: Multiplicaria el nimero de figura por cuatro y le sumaria dos.

Esta actividad estuvo compuesta de razonamientos orientados a generalizar lo qué es comun
a todos los términos posteriores de un patrén. Con base en el uso de cantidades determinadas,
es decir, términos k-€simos. La practica consistio en el uso de los patrones establecidos en la
PMAI, para generar términos lejanos. Asi elegir de entre todos, el mas eficiente. Los
razonamientos matematicos de los estudiantes fueron soportados por argumentos numéricos
(aritmética bdésica). Se caracteriz6 por el uso de argumentos matematicos que conectan lo

numérico con el contexto del problema, y viceversa.

5.1.2.1. FNRS: (2150 - 3) - 4 + 14 = 8602

Esta forma normativa, fue el resultado de abstraer numéricamente la relacion establecida en
la FNR3 y de usarla para determinar términos lejanos de un patrén. Un argumento relevante
para esta idea matematica, ocurrié cuando Fanny expuso a la clase (extracto 91-96) qué fue
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lo que realizd para obtener la cantidad de circulos necesarios para formar la figura 2150. Su
argumento (Figura 5.10) se proporciona como evidencia empirica de:

a) Las relaciones numéricas establecidas para determinar casos especificos que
presumen ser términos lejanos del patron;

b) El uso de un argumento previo, como evidencia (DATO 2) para nuevas afirmaciones
(CONCLUSION 2), sin ser cuestionado.

Fue asi, como la idea matematica caracterizada como: (2150 — 3) -4 + 14 = 8602,
cumplié con C2 y se establecidé como la FNRS.

91. Profesor: Y qué hiciste para obtener la cantidad de circulos necesarios para formar la
figura 2150
92. Fanny: Hice lo mismo [escribe en la pizarra]
T s
i
“77%7
» 7
8%
* g
-11V 8
93.  Profesor: ¢Cuanto te da?
94, Fanny: 8602
95. Profesor:  ¢Qué opinas de su procedimiento?
96. Sergio: Que si obtiene los resultados correctos o esperados
DATO 2
Fanny: Hice lo mismo
DATO 1 CONCLUSION | CONCLUSION 2
Fanny: Fanny: Fanny: = 4.0
5 ] ;:L‘%i -
L5 ~3 — zrey
-7 <77 _’8.. i
¥ J
x ‘f » ‘1_ ¢ /
7 i B0z
53 oL

Figura 5.10. Argumento 10. Fanny usa la FNR3 para expresar su registro numérico y determinar un término
lejano del patrén.

De nueva cuenta, surgio certeza que, los integrantes de esta comunidad, no cuestionaron la
forma de proceder de Fanny, ya que al parecer (extracto 95-96), les resultd basto que sus
resultados sean iguales para aceptarla como una forma matematicamente valida, cuyo uso en
sus argumentos (Argumento 7 y 8) no requiere de justificacion.

La FNRS fue expresada bajo diferentes ideas matemadticas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. En la Tabla 5.7 son resumidas las ideas y se evidencia su evolucion.
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Tabla 5.7.
Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNRS
Ideas matematicas individuales asociadas con la FNRS en el desarrollo del problema 1
e [Fanny, 88] L
o]
~%
<5
x4
)
# 1
7oL
e [Fanny, 92]
= ©
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5.1.2.2. FNR6: Multiplicaria el nimero de figura por cuatro y le sumaria dos

Esta idea matematica fue el producto de abstraer numéricamente la relacion establecida en la
FNR2 y de usarla para determinar términos lejanos del patron. Se reconocidé como la mas
usada por la comunidad en el desarrollo y resolucidn del problema 1. Un argumento relevante
para esta forma de razonar, ocurrié cuando Xavier presentd a la clase (extracto 26-27) qué
fue lo que realizd para obtener la cantidad de circulos necesarios para formar la figura 2150.
Su argumento (Figura 5.11) se proporciona como evidencia empirica del uso de la relacion
establecida en la FNR2 (DATO) en un registro numérico para determinar términos lejanos
del patron (CONCLUSION). Cabe resaltar que en el extracto 26-27 el estudiante no hizo
referencia a la idea matematica establecida en la FNR2, pero es en la discusion subsiguiente
(extracto 27-36) donde evidencio que el establecimiento de este tipo de relacion matematica
especifica fue basada de la relacion observada en los primeros términos del patron figural.
De ahi, que se haya tomado como DATO la FNR2.

26. Profesor: Haz para la figura 2150 para comparar los resultados con los de Yahir
27. Xavier: Este seria el resultado,
2,
z1%0
X 4
BLOO
8CUL
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DATO CONCLUSION
Xavier: Xavier: 2
A~ 21%
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Figura 5.11. Argumento 11. Xavier aplica la relacion de la FNR2 en un registro numérico para un término
lejano del patrén.

Lo que se desea resaltar con el Argumento 11 (Figura 5.12), es que reveld que la idea
matematica inmersa se tomo como compartida desde este momento al cumplir con C1: Las
garantias para una conclusion en particular no aparecen en la explicacion, y por lo tanto, la
idea matematica expresada en el nucleo del argumento es evidente por si misma. Sin
embargo, se reconocid que esta forma de razonar siguid evolucionando hasta finalizar la
discusion grupal. Por tal motivo, son presentados dos extractos mas que investigativamente
resultaron relevantes de manifestar en este apartado.

Al continuar con la discusion (extracto 27-36), Xavier reconocio que su forma de proceder
es ligeramente diferente a la expuesta por Yahir (extracto 16): “Lo vi de otra manera,
multiplicando cuatro por 2150”. Afirmacion que desencadend la gestion del error del
procedimiento de Yahir hacia la forma de proceder expuesta por Xavier, la cual se considerd
como matematicamente aceptable, al obtenerse un resultado correcto. Xavier y sus demas
compaiieros refirieron que al procedimiento de Yahir lo que le falt6 fue “sumarle 2” lo cual
explicaron que tiene significado en el contexto del problema como “los que siempre estan en
las figuras” o “los que estan separados”. Evidencia que los estudiantes actuaron bajo ciertas
normas de interaccion dentro del aula, como fueron: dar sentido a las explicaciones dadas
por los demaés e indicar su acuerdo o desacuerdo.

217. Xavier: (...) También se puede hacer asi como Yahir pero le falté sumarle dos

28. Profesor:  Yahir y Xavier nos han presentado algunos de sus procedimientos y
resultados para la figura 2150, pero ustedes que opinan, ;Cual es la
cantidad de circulos que se necesitan para formar la figura 2150?

29. Estudiantes: 8602
30. Profesor: ;A cual de los dos compafieros le dio ese resultado?
31. Estudiantes: A Xavier
32. Profesor:  ;Qué le falto al procedimiento de Yahir para obtener la cantidad de
circulos necesarios para formar la figura 2150?
33. Estudiantes: Sumarle dos
34. Profesor: ;Esos dos quiénes son?
35. Estudiantes: Los que siempre estan en las figuras
36. Xavier: Los que estan separados, son los que siempre se suman, éstos [seflala en el
dibujo de la figura 1, los dos circulos encerrados]
£
@\ g
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Para finalizar la interaccion en el aula del problema 1 y luego que los estudiantes discutieran
las diferentes ideas matemadticas establecidas sobre la relacion funcional involucrada en el
patron analizado, el profesor cuestion6 al grupo ;Cuantos circulos se necesitan para formar
la figura 10000, qué procedimiento de los presentados emplearian y por qué? A fin de que
compartieran y juzgaran lo que consideran como una forma de proceder matematica eficiente.
Fueron Karen y Osmara (extracto 135-140) quienes argumentaron como la forma mas
eficiente: “Multiplicaria el nimero de figura por cuatro y le sumaria dos” y “Multiplicando
por cuatro el numero de la figura y sumando dos”, ya que “es el procedimiento mas facil, o
mas rapido, los demads, son mas tardados, o mas laboriosos”. Asi, se rectificd que la idea
matematica caracterizada como FNR6: Multiplicaria el numero de figura por cuatro y le
sumaria dos, fue tomada como compartida por la comunidad del aula.

135. Profesor:  Si vemos hay diferentes formas de proceder, unos realizan la figura, otros
enlistan los valores formando tablas, y otros determinan otros
procedimientos, en donde tengan que multiplicar y sumar para obtener el
resultado. Si les preguntd, é Cuantos circulos se necesitan para formar la
figura 10000, qué procedimiento de los presentados emplearian y por qué?

136. Karen: Multiplicaria el numero de figura por cuatro y le sumaria dos

137. Profesor: ¢Ustedes?

138. Osmara: Multiplicando por cuatro el nimero de la figura y sumando dos,

139. Profesor: ¢Por qué?

140. Osmara: Porque es el procedimiento mas facil, o mas rapido, los demas, son mas

tardados, o mas laboriosos

La FNR6 fue expresada bajo diferentes ideas matemadticas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. La Tabla 5.8 resume las ideas y permite mirar la evolucion del
razonamiento matematico individual de la comunidad.

Tabla 5.8.

Evolucion del razonamiento matemdtico individual asociada con la FNR6

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNRG6 en el desarrollo del problema 1

= Para la figura 100, nada mas se le hacia 100 por cuatro, igual a 400, y aqui se le pone 400,
pero mas los dos, serian 402 [Xavier, 22]

e {74
i)
K«
B iers
= [Xavier, 27]
2i%0
X 4
ERO0
8T
= Multiplicando cuatro por 2150 [Yahir, 16] (...) También puede hacerse asi como Yahir pero

le falté sumarle dos [Xavier, 27]

= Multipliqué (...) el nimero de figura por cuatro. [Brenda, 56 y 58] (...) Le falté sumarle
dos [Karen y Osmara, 66]

= Multiplicaria el nimero de figura por cuatro y le sumaria dos [Karen, 136]

- Multiplicando por cuatro el nimero de la figura y sumando dos [Osmara, 138]
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5.2. Problema 2

Este problema tuvo como fin que los estudiantes generaran el patron figural y articularan una
regla general. La discusion grupal fue desarrollada en tres episodios centrados en debatir
sobre las multiples formas de proceder y de mirar el patron, y las diferentes formas de
expresar el término general.

Las formas de razonamiento individual desarrolladas por la comunidad de aula durante la
interaccion del problema 2 son resumidas en la Tabla 5.9. Se presenta como un bosquejo
inicial de todas las formas de razonamiento que emergieron a lo largo del discurso del aula,
asi evidenciar cudles se convirtieron en normativas y cuales se dejaron.

Tabla 5.9.
Formas de razonamiento individual emergentes en el desarrollo del problema 2
Formas de razonamiento individual

FRI1: Dibujé la figura y conté

FRI2: La sucesion va de dos en dos

FRI3: Es que a la figura tres como vi que para llegar a la figura uno, le
faltan dos, y como la constante era de dos, entonces a los 12 cuadrados
de la figura tres, le resté cuatro y me dio ocho

FRI4: Multipliqué los cuadrados blancos por dos, por lo que hay arriba y
abajo. Al resultado le sumé seis, que son los tres cuadrados que hay en
los dos extremos de la figura

FRIS5: Es poner 10 arriba y 10 abajo porque son los que cubren a los 10
cuadrados blancos, mas seis, porque son tres de aqui y tres de aca

FRI6: (50 +50)+ (3+3) =106

FRI7: (130 +2)+ (130 +2) + 2 = 266

FRI8: (130 —3) -2+ 12 = 266

FRI9: Para la figura 50, multipliqué dos por 50, y me dio 100, al
resultado le sumé los seis cuadrados que siempre habian en los lados, asi
obtuve 106 cuadrados grises

FRI10: Multipliqué la cantidad de cuadrados blancos por dos y le sumé
seis

Las practicas matematicas en el aula y las formas normativas de razonamiento desarrolladas
por la comunidad del aula en el problema 2 son resumidas en la Tabla 5.10. Es durante la
explicacion de cada forma normativa de razonamiento donde se haran explicitas las
diferentes ideas matematicas individuales reconocidas en los estudiantes a lo largo de la
interaccion en el aula. El conjunto de estos tres aspectos evidencian la evolucion del
razonamiento matematico de la comunidad de aula de quinto grado de primaria implicada en
el desarrollo del problema 2.
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Tabla 5.10.
Evolucion del razonamiento matemadtico colectivo implicado en el desarrollo del problema 2
Practicas matematicas . . Criterio
Formas normativas de razonamiento .
en el aula cumplido
PMA1: Extender el FNR1: Dibujé la figura y contg. Cl
patrén
FNR2: La sucesion va de dos en dos. C3
FNR3: Es que a la figura tres como vi que para
llegar a la figura uno, le faltan dos, y como la
C3
PMA2: Percibir constante era de dos, entonces a los 12 cuadrados
regis trélr un patr gn de la figura tres, le resté cuatro y me dio ocho.
£ P FNR4: Multipliqué los cuadrados blancos por dos,
por lo que hay arriba y abajo. Al resultado le sumé o

seis, que son los tres cuadrados que hay en los dos
extremos de la figura.

FNR5: (130 —3)-2 4 12 = 266. Cl
FNRG6: Para la figura 50, multipliqué dos por 50, y
me dio 100, al resultado le sumé los seis cuadrados

PMAZ3: Generalizar

aritmeticamente que siempre habian en los lados, asi obtuve 106 cl
cuadrados grises
PMAA4: Generalizar FNR7: Multipliqué la cantidad de cuadrados
. L ClycC2
algebraicamente blancos por dos y le sumé seis

5.2.1. PMAL1: Extender el patron

Esta practica se manifestd con base en el reconocimiento de una actividad matematica
invariante de los estudiantes en la forma normativa de razonamiento:

FNRI1: Dibujé¢ la figura y conté.

Esta actividad estuvo compuesta por un razonamiento dirigido a identificar y respetar las
estructuras espacial y numérica del patron para generar nuevos términos, en su mayoria
consecutivos y cercanos. La practica consistio en interpretar las condiciones de generacion
del patrdn figural y analizar el término dado, para la construccion de sus primeros términos.
Los razonamientos matematicos de los estudiantes fueron soportados por argumentos
pictoricos. Se caracterizd por el uso de argumentos intuitivos que conectan lo pictérico con
el contexto del problema, y viceversa.

5.2.1.1. Dibujé la figura y conté

Fue la inica forma de razonar identificada en los estudiantes para el proceso de generacion
de los primeros términos del patron. Surgid en el primer episodio de interaccion en el aula
cuando el profesor pidi6 a Tania que compartiera qué fue lo que hizo en la tarea. Ella explico
(extracto 141-146) el proceso que siguid para determinar la cantidad de cuadrados grises que
se colocarian en la figura, si se tiene un cuadrado blanco. Su argumento fue reconstruido en
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la Figura 5.12 y evidencio su trabajo en el contexto de la tarea y que reconocid que cada
figura del patron, estaba estructurada espacial y numéricamente de determinada cantidad de
cuadrados blancos alineados, y a la vez rodeados de cierta cantidad de cuadrados grises.
Establecié como parte de su explicacion, propiedades basadas en la similitud obtenida a
través de las apariencias (en el sentido de Rivera, 2018) de superficie y perimetros. Uso su
contexto cercano sobre formas geométricas para establecer que los cuadrados blancos
aparentan el area de la figura y los cuadrados grises aparentan su perimetro. Asi dio sentido
al proceso de dibujar la figura y el de contar cuadrados grises uno a uno para establecer la
cantidad que se colocaria en la figura formada por un cuadrado blanco. Mismo proceso
utilizado para los casos en los que se tenian dos y cuatro cuadrados blancos.

141. Profesor: Tania comparte qué fue lo que hiciste en el problema

142. Tania: El problema dice. Las figuras de una sucesion estan formadas por cuadrados
blancos y grises del mismo tamafio. Los cuadrados blancos se ubican de
forma alineada, en el centro de cada figura y los grises, alrededor de los
blancos, como se muestra en seguida.
(Cuantos cuadrados grises se colocarian en la figura, si se tiene un cuadrado

blanco?
143. Profesor:  ;Qué fue lo que hiciste?
144. Tania: Vi que los cuadros blancos son el area de la figura, como si fuera el area de la

figura, v los grises su perimetro, entonces me fijé cuantos cuadrados grises
tiene un cuadrado blanco. Asi que le hice su perimetro a un cuadrado blanco
[Dibuja en la pizarra, primero un cuadrado y luego lo rodea con otros
cuadrados]

=
]

Este es como si fuera el cuadro blanco [sefiala en la pizarra el cuadrado del
centro de la figura dibujada] y esto como si fuera su perimetro [sefiala en la
pizarra los cuadrados que rodean al cuadrado del centro de la figura

dibujada].
145. Profesor:  Sefidlame cudles son los cuadrados grises
146. Tania: Estos serian los [cuadrados] grises [en la figura dibujada marca con una linea

los cuadrados grises y los va contando]. Un cuadrado blanco tendria ocho
cuadrados grises [Escribe su resultado en la pizarra].

DARE!
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DATO 2

CUALIFICADOR
Tania: Asi que

DATO |
“T'ania: il problema dice. |.as figuras de una sncesion
estdn formadas por cuadrados blancos v grises del
mismo tamaio. Los cuadrados blancos se ubican de

CONCLUSION 1
Tama: le hice su perimetro
a un cuadrado blanco

CONCLUSION 2
Tania: Un cuadrado blanco
tendria ocho cuadrados

forma alineada. en el centro de cada figuray los M S grises AR
grises, alrededor de los blancos, como se muestra en 4 B R A | :j' 5 |
seguida. ;Cudntos cuadrados grises se colocarian en ‘;’J; ==
la figura, 8i s¢ tiene un cuadrado blanco? 8 waliay, —
GARANTIA |
Tania: Vi que los cuadros blancos son el area de GARANTIA 2

la figura, como st fuera el area de la figura, y los
arises su perimetro, entonces me fijé cuantos
cuadrados grises tiene un cuadrado blanco.

Tania: [istos serian los
[cuadrados] griscs [en la
figura dibujadamarca con
una linea los cuadrados
griscs v 1os va contando]

Figura 5.12. Argumento 12. Tania comparte como gener6 el primer término de la sucesion.

La idea matematica que prevalecio en la determinacion de los primeros términos del patrén
es dibujé la figura y conté. Los diferentes procesos implicados bajo esa idea fueron: 1)
establecer propiedades basadas en la similitud obtenida a través de las apariencias para darle
sentido al proceso de dibujar la figura y de contar uno a uno los cuadrados grises; 2) visualizar
las figuras solicitadas en la figura dada (figura con tres cuadrados blancos) y contar uno a
uno los cuadrados grises que les correspondan; y 3) dibujar cada una de las figuras
demandadas y contar uno a uno los cuadrados grises que las conforman. Evidencia de ello,
es la participacion de Nadia (extracto 186-193), quien dio sentido a la forma de proceder de
Tania, resaltando solo lo sustancial. De esa manera, reconocio que su forma de proceder fue
igual a la de Nadia. La Figura 5.13 presenta la recontruccion de su argumento, el cual resulta
de una concatenacion de argumentos, al establecer como evidencia (DATO 2) el Argumento
12 para establecer nuevas tesis (CONCLUSIONES 2 y 3).

186. Profesor:  ;Quién resume lo que Tania hizo?

187. Nadia: Dibuj¢ la figura

188. Profesor:  ;Luego que dibujo qué hizo?

189. Nadia: Fue contando

190. Profesor:  ;Qué conto?

191. Nadia: Lo de alrededor

192. Profesor:  ;Como lo hiciste? De igual o diferente forma
193. Nadia: Igual, dibujé y conté apoyandome de la figura
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DATO 4
DATO 3
DATO 2
CUALIFICADOR
Lenia: Asi que
DATO 1

Tania: El problema dice. Las figurasde una - CONCLUSION 2
estin formadas por cuadrudes blancos y grises del . CON(TLL SION'I Tenia: Un cwadrado blanco CONCLUSION 4
misma tamania. Los cusdrados blancos se ubican de Tania: fe hice su perimetro tendria acha cuadrados R Nadia: Ten ‘I >
forma alineada, en ¢l centro de cada figura y los a un cuadrado blanco grises CONCLUSION 3 adia: Igual,

; : ; - AP o ,
grises, alrededor de los blancos, como s¢ muestra en \ Nadia: Dibujo la dibujéy conré

J } ]
o/ : 2, Ve A oy
seguide. (Cuéntos cuadrados griscs sc colocarian cn \[—’ 11 3 ;’lgum l"mlcumumlu
la figura, si se tiene un cuadrado blanco? € wador, Lo de alrededor.

GARANTIA |
Tania: Vi que los cuadros blancosson el drea de

apoyéndome de

la figura

GARANTIA 2

ia figura, como si fuera ! drea de la figura, y los
grises su perimetro, entances me Jijé cudantos

cuadrados grises tiene un cuadrado blanceo.

Tania: Estos serfan los
[cundracos) gnises [en la
figuradibujadamarca con

unalinea los cuadrados
grises v losva contando]

Figura 5.13. Argumento 13. Nadia establece la idea sustancial de la forma de proceder para generar los
primeros términos del patron.

En el segundo episodio de la discusion grupal, la clase discutio sobre como determinaron la
cantidad de cuadrados grises que se colocarian, cuando se tienen 10 cuadrados blancos. Fue
Brenda quien explicéd su forma de proceder (extracto 258-269). Su argumento (Figura 5.14)
consistid de un primer argumento centrado en el proceso de como dibujo la figura, el cual
us6 como DATO en un segundo argumento asociado con el proceso de qué conto y cual fue
su resultado. Fue en el segundo argumento, donde el profesor hizo que los estudiantes
expresaran su conformidad con el dibujo propuesto por Brenda para el caso de 10 cuadrados
blancos. Por tanto, los estudiantes REFUTARON el DATO y Zaida siendo mas especifica
(REFUTACION 2) mencion6 que “no corresponde a la sucesion, porque nos estan pidiendo
que los cuadrados blancos deben estar de forma lineal, el proceso debe ser diferente al que
esta ahi”. Evidencia de que se percatd que el dibujo de la figura presentada, no respeta la
estructura espacial, al ser dibujados en dos filas de a cinco los cuadrados blancos,
consecuentemente no respeta la estructura numérica asociada con los cuadrados grises. De
modo que, la CONCLUSION 2 quedé invélida. Asi, se manifestd que la forma de proceder
de dibujé la figura y conté es valida siempre y cuando el dibujo de la figura respete la
estructuras espacial y numérica establecidas como condiciones inicio del problema.

258. Profesor: Brenda explicanos que fue lo que hiciste para responder ;Cuantos
cuadrados grises se colocarian en la figura, si se tienen 10 cuadrados
blancos?

259. Brenda: Dibujé la figura, puse adentro los 10 cuadrados blancos y alrededor los

cuadrados grises [Dibuja en €l pizarron]

il

(...)
264. Profesor: ;Y los cuadrados grises?
265. Brenda: Son los del alrededor [cuenta], son 18
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266. Profesor:  ;Qué opinan de la figura dibujada por Brenda? ;Corresponde a la
sucesion?

267. Estudiantes: No

268. Profesor:  ;Quién dice que no y por qué?

269. Zaida: No corresponde a la sucesion, porque nos estan pidiendo que los

cuadrados blancos deben estar de forma lineal, el proceso debe ser
diferente al que esta ahi [figura dibujada por Brenda en la pizarra]

DATO 2
DATO1 ——
Brenda: Dibujé la CONCLUSION
Brenda:

figura, puse adentro

los 10 cuadrados 7] TIT]
blancos y alrededor NEE ]_‘tu

los cuadrados grises I

CONCLUSION 2

Brenda: Son 18

GARANTIA
Brenda: Son los del
alrededor [cuenta]

RUFUTACION 1
Listudiantes: No

RELUTACION2
Zaida: No corresponde a la sucesion, porgue nos
estan pidiendo que los euadrados blancos deben
estar de forma lineal. el proceso debe ser
diferente al gue esta ahi

Figura 5.14. Argumento 14. Zaida refuta la estructura espaciél de la figura dada por Brenda.

Obsérvese que el Argumento 12 (Figura 5.12) funcioné a la vez como DATO en el
Argumento 13 (Figura 5.13), evidencia empirica que se cumplio C2. Y se constituyé como
la FNR1, que funcion6 como compartida por esta comunidad: dibujé la figura y conte. Valida

siempre y cuando se respeten las estructuras espacial y numérica en las figuras (e.g. Figura
5.14).

La FNR1 fue expresada bajo diferentes ideas matemadticas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. En la Tabla 5.11 son resumidas las ideas y se evidencia su evolucion.

Tabla 5.11.

Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNRI

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNRI1 en el desarrollo del problema 2

¢ Vi que los cuadros blancos son el area de la figura, como si fuera el area de la figura, y los
grises su perimetro, entonces me fijé cuantos cuadrados grises tiene un cuadrado blanco.
Asi que le hice su perimetro a un cuadrado blanco [Tania, 144]

| 1
=
{ '.J

¢ Ya no hice la figura, me base de la figura que me daban, lo que hice fue quitarle estos [en
su produccion escrita sefiala los cuadrados grises del extremo derecho, sefialados con x] y
conté su perimetro [sefiala los cuadrados que rodean a dos cuadrados blancos]
(R
Sk J %3
Me dio 10 cuadrados grises [Tania, 165]
e Primero la figura y luego conté su perimetro [Tania, 177]
e Dibujo la figura. Fue contando. Lo de alrededor [Nadia, 187;189;191]
¢ Dibujé y conté apoyandome de la figura [Nadia, 193]
o Al principio solo fui contando [Fanny, 217]
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o [Gladis, 247]

e Dibujé la figura, puse adentro los 1
[Brenda, 259]

No corresponde a la sucesion, porque nos estan pidiendo que los cuadrados blancos deben
estar de forma lineal, el proceso debe ser diferente al que esta ahi [Zaida, 269].
e Hice la figura para el caso de 10 cuadrados blancos, y luego fui sumando, y me dio 26.

[Karen, 289]

e Aqui fui contando los cuadrados [grises] y me dio 26. Para la segunda cuestion, me dio
106, porque hice la figura para 50, y conté lo de alrededor, y me dio 106 [Karen, 289]

5.2.2. PMAZ2. Percibir y registrar un patron

Esta préctica se identifico con base en el reconocimiento de una actividad matematica
invariante de los estudiantes en tres formas normativas de razonamiento:

FNR2: La sucesion va de dos en dos.

FNR3: Es que a la figura tres como vi que para llegar a la figura uno, le faltan dos, y
como la constante era de dos, entonces a los 12 cuadrados de la figura tres, le resté
cuatro y me dio ocho.

FNR4: Multipliqué los cuadrados blancos por dos, por lo que hay arriba y abajo. Al
resultado le sumé seis, que son los tres cuadrados que hay en los dos extremos de la
figura.

La actividad en colectivo estuvo caracterizada por la exploracidn, espacial y numérica, de los
primeros términos del patron figural, a fin de reconocer qué permanece y qué cambia de un
término a otro. Asi la practica consistido en percibir y registrar lo que es comun entre los
elementos de un patron, a fin de establecer regularidades que permitieran establecer
procedimientos viables para extenderlo y generar nuevos términos, en su mayoria, términos
consecutivos y cercanos. En esta practica, los razonamientos matematicos de los estudiantes
fueron apoyados por argumentos figurales y numéricos, por tanto, se caracterizé por el uso
de argumentos intuitivos asociados con el contexto del problema.
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5.2.2.1. FNR2: La sucesion va de dos en dos

Después de que los estudiantes construyeron los primeros términos del patron de forma
figural y numérica, la discusion se orientd a compartir las diferentes regularidades observadas
entre los téminos. Una de las primeras regularidades identificadas fue presentada por Tania
(extracto 178-185), quien establecié como CONCLUSION el comportamiento comtin del
cambio entre términos consecutivos del patron “la sucesion va de dos en dos”. Establecio
como DATO la representacion numérica de los primeros términos del patron y como
GARANTIA la relacion de recurrencia observada “ocho mas dos, me da diez” (Figura 5.15).

178. Profesor:  ;En tus hojas escribiste que observaste algo?

179. Tania: Si, que la sucesion va de dos en dos

180. Profesor: ;Donde observas eso que va de dos en dos?

181. Tania: Aqui [sefiala los resultados obtenidos de las cantidades de los

cuadrados grises: 8, 10y 14]

8 cuod.

odoy o 1 wvsdeade, gises 14 cundres gren

Ocho mas dos, me da 10.

Aqui me preguntaron para cuatro cuadrados blancos [sefala en la
pizarra el resultado de 14 cuadrados grises], entonces para tres blancos
tengo 12 grises [sefiala el espacio en blanco entre los resultados que
corresponden cuando se tienen dos y cuatro cuadrados blancos] y para
cuatro blancos tengo 14 grises, que viene de 12 mas dos igual a 14.

(...
184. Profesor: Tania jesa regularidad en qué momento lo percibiste?
185. Tania: En los resultados, en lo numérico

DATO
Tania: En los resultados, en lo numérico

OME 0 mE

CONCLUSION
A ——— Tania: Si, que /a sucesion
U

va de dos en das

g T,
B cuadyy, pooe KO wwedealey oo 14 cuaden grses

>

GARANTIA
l'ania: Aqui [sciiala los resultados obtenidos de las cantidades de los
cuadrados griscs: 8, 10y 14] Qcho mds dos, me da 10.
Aqui me preguntaron para cuatro cuadrados blancos [scilala ¢n la
pizarra el resultado de 14 cuadrados grises], entonces para tres hlancos
tengo 12 grises [sefiala el espacio en hlanco entre los resultados que
corresponden cuando se tienen dos y cuatro cuadrados blancos] y para
cuatro blancos tengo 14 grises, que viene de 12 mas dos iguala 14

Figura 5.15. Argumento 15. Tania establece una regularidad del patron analizado.

Regularidad que también expresé Fanny (extracto 194-207) cuando asegurd que después de
encontrar los primeros términos del patron mediante el conteo basado en la figura, ella
observo regularidades en los resultados numéricos, que le conllevd a establecer un nuevo
procedimiento para determinar los términos sin tener que recurrir a dibujar las figuras. Su
argumento fue reconstruido en la Figura 5.16, como el resultado de una concatenacion de
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argumentos. Lo que se desea resaltar es que la idea matematica caracterizada como “la
sucesion va de dos en dos” es usada como parte de los elementos (DATO 1, GARANTIA 2
y CONCLUSION 2) de su argumento global. Evidencia empirica que se cumpliéo C3 y se

convirtid en la FNR2: La sucesion va de dos en dos.

194. Profesor:

195. Fanny:

196. Profesor:

Fanny, tu comentaste que procediste de forma diferente, ;qué fue lo
que hiciste?

Observé que de la figura uno a la figura dos, habia dos cuadros grises
de diferencia. Lo otro que hice, es que a la figura tres como vi que
para llegar a la figura uno, le faltan dos [Acompaifia su explicacion con
el siguiente registro en la pizarra],

= f
y como la constante era de dos, entonces a los 12 cuadrados de la
figura tres, le resté cuatro y me dio ocho [Acompaia su explicacion
con el siguiente registro en la pizarra].
IL
1
-4

Por qué le restas cuatro

Le resto cuatro, porque dos es la constante de la sucesion de los
cuadrados grises. Le estoy restando los dos cuadrados grises de la
figura dos y otros dos cuadrados grises de la figura tres, que en total

Es la diferencia que hay entre la figura tres y la figura uno, seria como
los dos cuadrados blancos que no tiene o los que hay de diferencia

197. Fanny:

son cuatro.
(...
206. Profesor: Este dos que da, ;qué seria?
207. Fanny:

entre estas dos figuras

DATO 2
CONCLUSION 1
DAT01

sucesion)

Fanny: Observé gue de la figura
una a la figuradaos, hahiados
cuadros grises de diferencia.
Figura mnicial [figura tres de la

Fanny: .o atro quehi(:v, es
quea la figura tres como vi
| queparalliegar a la figura
una, le faltan dos

CONCLUSION 2
Fanny: ¥ como la constante eva de
dos, entonces a los 12 cuadrados
de la figura tres, le reste cuatro y
A me dio ocho

rof

GARANTIA 1
Fanny: Es la diferencia que hay entre
la figura tres y la figurauno, seria
como los dos cuadrados blancos que
no ticnce o los gue hay de diferencia
enlre estas dos figuras

=3l

(4

Figura 5.16. Argumento 16. Relacion propuesta por Valeria para determinar los términos del patron.

GARANTIA 2

Fanny: Le resto cuatro, porquedos es la constante de la sucesion de los
cuadrados grises. Le estoy restando los dos cundrados grises de lu figura
dos vy otros dos cuadrados grises de la figura tres, que en total son cuatro
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La FNR2 fue expresada bajo diferentes ideas matemadticas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. En la Tabla 5.12 son resumidas las ideas y se presenta la evolucion
que tuvo en su proceso de consolidacion como FNR.

Tabla 5.12.

Evolucion del razonamiento matemdtico individual asociada con la FNR2

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNR2 en el desarrollo del problema 2
e Lasucesion va de dos en dos [Tania, 179]

e
ST (L A0 S S EX

e  Ocho mas dos, me da 10 [Tania, 181]

e  Aqui me preguntaron para cuatro cuadrados blancos, entonces para tres blancos tengo 12
grises, y para cuatro blancos tengo 14 grises, que viene de 12 mas dos igual a 14 [Tania,
181]

e Observé que de la figura uno a la figura dos, habia dos cuadros grises de diferencia

[Fanny, 195]

La constante era de dos [Fanny, 195]

Dos es la constante de la sucesion de los cuadrados grises [Fanny,197]

La constante de la sucesion era dos [Fanny, 209]

La sucesion de cuadros grises va de dos en dos [Fanny, 319]

5.2.2.2. FNR3: Es que a la figura tres como vi que para llegar a la figura uno, le faltan
dos, y como la constante era de dos, entonces a los 12 cuadrados de la figura tres, le
resté cuatro y me dio ocho.

Esta forma de razonar surgié6 como una segunda regularidad observada entre los primeros
términos del patron. Fanny expreso (ver extracto194-207, en la seccion anterior) que basada
de los resultados numéricos del patrén, establecid una nueva relacion centrada en la
coordinacion de la diferencia entre los valores de las posiciones (conocida y deseada) y de la
diferencia entre los valores de sus términos. Producto de relacionar: los datos conocidos (La
figura 3 esta formada por tres cuadrados blancos y 12 cuadrados grises ); la regularidad del
patron establecida en FNR2 (dos es la constante de la sucesion) y los datos deseados (cantidad
de circulos grises que constituyen la figura con un cuadrado blanco). La reconstruccion de
su argumento fue presentada en el apartado anterior en la Figura 5.16 y es el resultado de una
concatenacion de argumentos, que sustentan cada paso de la nueva relacion, registrada de
forma verbal y numérica, establecida para el caso especifico de la figura 1.

Un extracto de la discusion, importante de resaltar para esta forma de razonar, es el siguiente:

212. Profesor:  Tus respuestas, ;concuerdan con lo que presentd tu compafiera Tania?
213. Fanny: Si, todas.

214. Profesor:  ;Entonces lo has estado viendo como en los problemas pasados?

215. Fanny: Si, asi me dio ocho, luego que es 10 y para la figura cuatro que es 14
216. Profesor: ;Y para todos hiciste el mismo procedimiento?
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217. Fanny: No, al principio solo fui contando, pero luego me di cuenta de que este
procedimiento era mas rapido

Del cual, se deduce que Fanny reconocio que esta nueva relacion establecida, es:

1) Aplicable para los demas términos del patron, ya que obtuvo los resultados esperados
para los casos especificos de la figura 1, 2 y 4;

2) Estructuralemente semejante a la establecida en el problema 1;y

3) Matematicamente mas eficiente que el proceso de dibujar la figura y de contar.

Evidencia empirica que se cumplié con C3, ya que la idea “es que a la figura tres como vi
que para llegar a la figura uno, le faltan dos, y como la constante era de dos, entonces a los
12 cuadrados de la figura tres, le resté cuatro y me dio ocho ” fue usada repetidamente como
dato (o garantia) para diferentes conclusiones, es decir, fue usada para determinar otros casos
especificos del patrén, como fueron, la figura 2 y 4, obteniendo el resultado esperado. Fue
asi, como se constituyo en la FNR3.

La FNR3 fue sustentada de dos ideas matematicas individuales (Tabla 5.13) presentes en la
interaccion en el aula. Presumen ser una sofisticacion basada de las ideas matematicas
individuales que conformaron a la FNR2.

Tabla 5.13.

Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNR3

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNR3 en el desarrollo del problema 2

e Observé que de la figura uno a la figura dos, habia dos cuadros grises de diferencia. Lo
otro que hice, es que a la figura tres como vi que para llegar a la figura uno, le faltan dos.
Y como la constante era de dos. Entonces a los 12 cuadrados de la figura tres, le resté
cuatro y me dio ocho [Fanny,195]

IL
3

2 &

e Si, asi me dio ocho, luego que es 10 y para la figura cuatro que es 14 [Fanny, 215]

5.2.2.3. FNR4: Multipliqué los cuadrados blancos por dos, por lo que hay arriba y
abajo. Al resultado le sumé seis, que son los tres cuadrados que hay en los dos extremos
de la figura.

Una tercera regularidad observada entre los primeros términos del patron, surgio al final del
primer episodio de la discusion grupal, cuando Paola compartio con la clase (extracto 218-
221) la relacién que extrajo entre la posicion y el término del patrén, al examinar de forma
coordinada la estructura espacial y numérica de los primeros términos del patrén figural. La
relacion resultd de reconocer qué cambia y qué permanece en todos los términos conocidos.
Ella reconoci6 que en todas las figuras:
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3) La cantidad de cuadros grises que estan arriba y que estan debajo de la cantidad de
cuadrados blancos, son iguales en cantidad, y
4) Hay tres cuadrados en cada extremo de la figura.

En el Argumento 17 (Figura 5.17), Paola presenté como DATO la relacion establecida para
el caso especifico de la figura uno mediante un registro verbal y ofrecid6 como
CONCLUSION la misma relacion pero de forma numérica. Su GARANTIA estuvo centrada
en como coordind la estructura espacial y numérica de los primeros términos del patrén
figural para el establecimiento de la relacion entre la cantidad de cuadrados blancos y la de
los cuadrados grises.

218. Profesor:  ;Alguien procedio de otra forma?
219. Paola: (...) En la figura uno, hay un cuadrado blanco, el uno lo multipliqué
por dos y le sumé seis
(
L2
t g
l¢)
220. Profesor:  ;Por qué multiplicaste el uno con el dos?
221. Paola: Porque uno es la figura uno, que tiene un cuadrado blanco, y lo

multipliqué por dos, porque aqui [se soporta de la figura dibujada en la
pizarra por Tania], hay uno arriba y uno abajo [sefiala en la figura los
cuadrados marcados con una x]. Y le sumé seis, porque aqui hay tres y
aqui tres [sefiala en la figura los cuadrados de los extremos marcados
con unas lineas]

CONCLUSION
la:

DATO Paola (

Paola: En la figurauno, hay un K72
cuadrado blanco, el uno lo + 1
multipliguépor dos y le sumé scis 6
O

GARANTIA

Paola: Porque uno es la figura uno, que tiene un cuadrado
blanco, y lo multipliqué por dos, porque agui [se soportade la
figura dibujadaen la pizarra por Tania), hay uno arriba y uno
abajo [schala cn la figura los cuadrados marcados con una x].
Y le sumé seis, porque agui hay tres y aqui tres [sefiala en la
figura los cuadrados de los extremos marcados con unas lineas)

e

Figura 5.17. Argumento 17. Relacion establecida por Paola para el caso especiﬁco de la figura 1.

Esta forma de razonar propuesta por Paola, fue retomada durante el segundo episodio de
discusion grupal por su compafiera Ulma (extracto 278-279), quien al ser cuestionada por el
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profesor sobre lo qué hizo para determinar la cantidad de cuadrados grises que se colocarian

en la figura, si se tienen 10 cuadrados blancos. Ella (Figura 5.18) hizo répidamente una

operacion aritmética (CONCLUSION) y proporciond como DATO que lo hizo siguiendo el

método de Paola. De esta forma sustentd que para formar una figura con 10 cuadrados

blancos se necesitan 26 cuadrados grises. Evidencia empirica que se cumplio con C2 y se

tom6 como si fuera compartida por la comunidad del aula, la FNR4: Multipliqué los

cuadrados blancos por dos, por lo que hay arriba y abajo. Al resultado le sumé seis, que son

los tres cuadrados que hay en los dos extremos de la figura.

278.

279.

Profesor: Ulma, ;qué hiciste para determinar la cantidad de cuadrados grises que
se colocarian en la figura, si se tienen 10 cuadrados blancos?
Ulma: [Pasay escribe su procedimiento en la pizarra]
10
( C
"0
4 €
4
Lo hice siguiendo el método de Paola, multiplicar 10 por dos, me da
20 y le sumé seis, me da 26.

CONCLUSION
Ulma: [5
DATO 7
Ulma: Lo hice siguiendo el método ol
de Paola, multiplicar 10 por dos, o
me da 20y le sumé seis, me da 26. ilé .

Figura 5.18. Argumento 18. Usa el método de Paola para determinar un término cercano.

La FNR4 fue expresada a través de diferentes ideas matematicas individuales durante la

interaccion en el aula. En la Tabla 5.14 son presentadas las ideas y su evolucion individual.

Tabla 5.14.
Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNR4

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNR4 en el desarrollo del problema 2

En la figura uno, hay un cuadrado blanco, el uno lo multipliqué por dos y le sumé seis
[Paola, 219]

Porque uno es la figura uno, que tiene un cuadrado blanco, y lo multipliqué por dos,
porque aqui, hay uno arriba y uno abajo. Y le sumé seis, porque aqui hay tres y aqui tres
[Paola, 221]

Yo lo multipliqué por dos, porque aqui hay uno y uno, o sea dos cuadros, uno arriba y
uno abajo, y le sumé seis, porque aqui hay tres y tres [Paola, 223]
Lo mismo, lo multipliqué por dos y luego le sumé seis [Paola, 229]
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e  Multipliqué los cuadrados blancos por dos, por lo que hay arriba y abajo, al resultado le
sumé seis, que son los tres cuadrados que hay en los dos extremos de la figura [Paola,

231]

e [Paola, 239]

e Ella vio que en los lados siempre sobraban tres cuadrados grises, y esos tres y tres los
agarraba, y ya no mas le sumaba éstos [Gladis, 241]

(X XX X
IX! X '

i || Hj.
X% IX X 1

e Yo sumaria los cuadrados que hay arriba, que serian los mismos que hay abajo y le
sumaria lo de los lados [Hugo, 253]

e Por ejemplo, para 10 cuadrados blancos, multiplicaria 10 por dos, que serian los de arriba
y los de abajo, porque son la misma cantidad de cuadrados, 10 y 10 me da 20, de ahi
como esta no aumenta para arriba, no cambia, serian tres y tres, seis, y esto lo sumaria,
me da 26 [Hugo, 253]

e
Xa 4.

. 74.,..V$
W22 nonooAn ;)
—5 | T T

214

5.2.3. PMA3. Generalizar aritméticamente

Esta practica se detectd a partir de la actividad matematica comun de los estudiantes en las

formas normativas de razonamiento:

FNRS5: (130 —3) -2 + 12 = 266.
FNRG6: Para la figura 50, multipliqué dos por 50, y me dio 100, al resultado le sumé
los seis cuadrados que siempre habian en los lados, asi obtuve 106 cuadrados grises.

Esta actividad estuvo compuesta de razonamientos orientados a la generacion de formas de
representar numeérica y/o verbalmente las regularidades observadas en la PMA2, para
aplicarlas a todos los términos posteriores de un patron. En esta practica, los razonamientos
de los estudiantes fueron apoyados por argumentos verbales y numéricos basados en una
estructura multiplicativa del patrén. Se caracteriz6 por el uso de argumentos aritméticos que
conectan con el contexto del problema, y viceversa.
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5.2.3.1. FNR5: (130 -3) -2 + 12 = 266

La discusion continu6 (Episodio 3) y se orient6 a debatir si las relaciones establecidas para
términos consecuivos y/o cercanos en las FNR anteriores, eran aplicables a todos los términos
posteriores del patron. En especificio, para términos lejanos como lo son las figuras formadas
por 50 y 130 cuadrados blancos.

Un argumento relevante (Figura 5.19) fue el derivado de la participacion de Fanny (extracto
322-323), al manifestar que la relacion establecida en la FNR3 es aplicable a todos los
términos del patrén, mediante comprobar que se obtiene el resultado esperado para un
término lejano, como lo es la figura formada por 130 cuadrado blancos.

322. Profesor: ;Crees que este método es aplicable para todas las figuras [de la
sucesion analizada]?
323. Fanny: Yo digo que si, por ejemplo revisemos para cuando se tienen 130
cuadrados blancos [escribe en la pizarra su procedimiento]
25
-
NS
s BIRe)
s
;i
il s
Ve
2
Si da el resultado
DATO 2
CONCLUSION |
Fanny:

DATO 1 130 i |
Fanny: Yo digo quesi, 3 CON”.’F JSION 2
por ejemplo revisemos Fanny:Sidacl

resultado

para cuando se tienen
130 cuadrados bluncos

Figura 5.19. Argumento 19. Usa la relacion establecia por Fanny para determinar términos lejanos.

Es de resaltar, que para esta forma de razonar, el trabajo se concentr6 solo en representaciones
numéricas de la relacion establecida. Sin indicios de una generalizacion algebraica (en el
sentido de Radford, 2008). En cambio, Fanny (extracto 324- 325) ofrecio la vélidez de la
relacion centrada en la coordinacion de la diferencia entre los valores de las posiciones
(conocida y deseada) y de la diferencia entre los valores de sus términos, para un dato
conocido (o de referencia) diferente al que tomd inicialmente. Asi, mostré6 que
independientemente del dato conocido que tomes de referencia (ella ejemplificé con la
relacion entre los cuadrados blancos y grises que forman la figura 4) el resultado dara igual.
La reconstruccion de su argumento es presentada en la Figura 5.20.
324, Profesor: Lo que veo, es que ti tomas de referencia la figura 3 que fue dada en

el problema. Pero, ti crees que te daria el mismo resultado, si tomas la
siguiente figura de referencia, que es la figura 4 que tiene cuatro
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cuadrados blancos, crees que tu procedimiento se puede aplicar con
esa figura de referencia, crees que se llegara a la misma respuesta

325. Fanny: Creo que si, veamos para la figura 50 [escribe el procedimiento en la
pizarra]
56
o
oot 3
q2
L4
YZxi
Si da igual.
DATO 2
CONCLUSION 1
Fanny:

DATO 1 50 1
Fanny: Creo quc =y CONCLUSION 2
si, veamos para A“ :j Fanny: Sida igual
la figura 50 97

- ol
104

Figura 5.20. Argumento 20. Ajuste de la relacion establecia por Fanny para determinar términos lejanos.

Los Argumento 19 (Figura 5.19) y Argumento 20 (Figura 5.20) son evidencia empirica de
que tanto Fanny como los estudiantes ya no cuestionan esta forma de proceder, pues les es
basto que los resultados obtenidos sean iguales a los determinados con alguna otra forma de
razonar. Asi, se cumplio con C1 y se constituyd como la FNR5: (130 —3) -2 + 12 = 266,
resultado de una sofisticacion de la FNR3.

La FNRS fue expresada bajo diferentes ideas matemadticas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. La Tabla 5.15 resume las ideas y permite mirar la evolucion del
razonamiento matematico individual.

Tabla 5.15.
Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNRS
Ideas matematicas individuales asociadas con la FNRS en el desarrollo del problema 2

= Para 50 le quitaria tres, y da 47, lo multiplicé por dos, me da 94 y le sumaria 12, y me da
106 [Fanny, 315]

i
Ll
<

= Cuando se tienen 130 cuadrados blancos [Fanny, 323]

120
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= Veamos para la figura 50 [Toma como dato conocido la figura 4 con cuatro cuadrados
blancos]
50
“¢
22,
42
o S

V7

Si daigual [Fanny, 325]

5.2.3.2. FNRG6: Para la figura 50, multipliqué dos por 50, y me dio 100, al resultado le
sumé los seis cuadrados que siempre habian en los lados, asi obtuve 106 cuadrados

grises

Esta forma de razonar, fue el resultado de abstraer numéricamente la relacion establecida en
la FNR4 y de usarla para determinar términos lejanos del patrén. Evidencia de tal proceso es
el Argumento 18 (Figura 5.18), ubicado en un apartado anterior, donde Ulma presentd como
CONCLUSION la operacion aritmética establecida para determinar la cantidad de cuadrados
grises necesarios para forma una figura con 10 cuadrados blancos y como DATO “lo hice
siguiendo el método de Naomi”. Otro aspecto que evidencid este argumento es que Ulma
atribuye la idea inicial (FNR4) a Paola por ser quien por primera vez presento ante el grupo
(Argumento 17) la relacion entre la posicion y el término del patron, que extrajo al examinar
de forma coordinada la estructura espacial y numérica de los primeros términos.

Bajo ese preambulo, un segundo argumento (Figura 5.21) relevante para esta forma de
razonar fue basado en la participacion de Fanny (extracto 302-303) quien solamente planted
como CONCLUSION el proceso seguido para determinar la cantidad de cuadrados grises
que se colocarian en la figura con 50 cuadrados blancos.

302. Profesor:  Explica qué hiciste para determinar la cantidad de cuadrados que se
colocarian en la figura, si se tienen 50 cuadrados blancos.
303. Fanny: Para la figura 50, multipliqué dos por 50, y me dio 100, al resultado le

sumé los seis cuadrados que siempre habian en los lados, asi obtuve
106 cuadrados grises.

CONCLUSION
Fanny: Para la figura 50,
multipliqué dos por 50, y
me dio 100, al resultado le
sumé los seis cuadrados
que siempre habian en los
lados, asi obtuve 106
cuadrados grises.

Figura 5.21. Argumento 21. Fanny usa la relacion establecida en la FNR4 para determinar términos lejanos.
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Los Argumentos 18 y 21 son evidencia empirica de que en las explicaciones de los
estudiantes ya no hacen explicitas las garantias para una conclusion en particular, y en el caso
del Argumento 21 ya ni aparecen los datos. Por tanto, la idea matematica expresada en el
nucleo del argumento es evidente por si misma. Asi, se cumple con C1 y se constituy6 la
FNRG6: Para la figura 50, multipliqué dos por 50, y me dio 100, al resultado le sumé los seis
cuadrados que siempre habian en los lados, asi obtuve 106 cuadrados grises.

La FNR6 fue expresada bajo diferentes ideas matemadticas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. En la Tabla 5.16 son resumidas las ideas y se evidencia su evolucion.

Tabla 5.16.

Evolucion del razonamiento matemdtico individual asociada con la FNR6

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNRG6 en el desarrollo del problema 2

= Lo hice siguiendo el método de Paola, multiplicar 10 por dos, me da 20 y le sumé seis, me
da 26 [Ulma, 279]

10
o
46
26
= Para la figura 50, multipliqué dos por 50, y me dio 100, al resultado le sumé los seis cuadros
que siempre habian en los lados, asi obtuve 106 cuadrados grises [Fanny, 303]
= Me piden cuantos cuadrados grises se colocaria en la figura, si se tienen 10 cuadrados
blancos. entonces multipliqué 10 por dos, que son las filas de arriba y abajo de cuadrados
grises, me da 20, a eso le sumé las dos filas de los extremos, qué son dos filas de tres. En
total son seis cuadrados grises entonces sumo 10 mas seis, y me da 26
%8 & 5
56

Para las otras figuras, hice lo mismo [Hugo, 327]

5.2.4. PMAA4. Generalizar algebraicamente

Esta practica fue detectada a partir de la actividad matematica comun de los estudiantes en
la Gltima forma normativa de razonamiento:

FNR7: Multipliqué la cantidad de cuadrados blancos por dos y le sumé seis.

Esta actividad estuvo compuesta de un razonamiento centrado en articular la relacién
funcional entre la posicion y el patrén, para el término n-ésimo. La préctica consistio en la
generalizacion de una relacion matematica con cantidades indeterminadas. La expresion
general fue representada en palabras y hubo indicios de un primer acercamiento al uso de
variables. Los razonamientos matematicos de los estudiantes fueron soportados por
argumentos verbales y alfa-numéricos fundamentados en una estructura multiplicativa. Se
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caracterizo por el uso de argumentos mateméticos que conectan lo general (lo indeterminado)
con lo numérico (relaciones especificas) y con el contexto del problema (significado).

5.2.4.1. FNR7: Multipliqué la cantidad de cuadrados blancos por dos y le sumé seis

Esta forma de razonar tuvo origen en el tercer episodio de la discusion grupal cuando se
debatian los procesos seguidos para determinar terminos lejanos del patron (e.g. Figura 5.19
y 5.20). Durante el episodio Fanny evidenci6 (extracto 306-307) una forma de expresar la
FNR6 con cantidades indeterminadas. En su argumento (Figura 5.22) presentd como
CONCLUSION una expresion verbal de la regla general y como DATO la relacion de la tesis
con la idea matematica de la FNR6. De esta forma, manifesto su abstraccion de la FNR6 para
cualesquier término del patron.

306. Profesor: ;Cdémo lo hiciste para los demas?
307. Fanny: Igual, multipliqué la cantidad de cuadrados blancos por dos y le sumé
los seis que son los cuadrados que hay en los lados.

CONCLUSION
Fanny: Multipliquéla

DATO cantidad de cuadrados
Fanny: Igual blancospordosy le sumé los
seis que son los cuadrados

que hay en los lados

Figura 5.22. Argumento 22. Fanny expresa verbalmente una regla general del patron.

El profesor continud la discusion con Fanny (extracto 308-311) con el fin de indagar sobre
la generalidad en su forma de razonar. Le cuestiond partes de la regla establecida (Argumento
23) y Fanny dio cuenta de lo que para ella varia y lo que no en la regla establecida.

308. Profesor: ;Esos seis cuadrados varian de una a otra figura?
309. Fanny: No

310. Profesor: ;Cuaéles son los que varian?

311. Fanny: Los cuadrados grises de arriba y los de abajo

La regla articulada por Fanny, manifest6 una sofisticacion en su forma de razonar, ya que de
expresarla para determinar términos especificos (k-ésimos) pas6 a hacerlo para términos
indeterminados (n-ésimos). El establecimiento de esta regla directa que permitio calcular
cualquier cantidad de cuadrados grises que conforman a la figura, si se conoce la cantidad de
cuadrados blancos, se reconoce como una generalizacion algebraica del patron (Radford,
2008).

La discusion continud y al cierre (extracto 328-329), Hugo compartid su explicacion sobre
el término general de la sucesion, expreso la regla general tanto en un registro verbal como
en uno alfanumérico, que implicé un primer acercamiento al uso de variables. Su argumento
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es reconstruido en la Figura 5.23. El present6 como GARANTIA de su procedimiento general
(CONCLUSION 2) que usé los signos de interrogacion para designar variables y valores
desconocidos. El primer signo de interrogacion representa la variable: cantidad de cuadrados
blancos; y el segundo y tercer signo de interrogacion representan valores desconocidos que
dependen del valor asigando al primer signo de interrogacion. Certeza de una generalizacion

algebraica.
328. Profesor: Y para la otra cuestion, ;qué quisiste?
329. Hugo: La pregunta dice, explica como podrias averiguar rapidamente cuantos

cuadrados grises se colocan en la figura si se conoce la cantidad de
cuadrados blancos que la forman.

Seria lo mismo, porque multiplicaria la cantidad de cuadrados blancos
por dos, que son las dos filas, mas seis. Este es mi procedimiento

general [escribe en la pizarra]
A7
L)

=
P

G

Le puse los signos de interrogacion, para indicar [en el primer signo]
que es cualquier nimero, un numero aleatorio. Y los otros dos signos
los puse porque son nimeros que no conozco y dependen del valor que

ponga aqui [sefiala primer signo de interrogacion].

CONCLUSION 2
DATO 2 Hugo: Estc ¢s mi

CONCLUSION 1 procedimicnto gencral
DATO | Hugo: Muliiplicaria la cantidad ,j?
Hugo: Seria lo mismo de cuadrados blancos por dos, _’-‘V;'
que son las dos filas, mas seis. &7
o
G
GARANTIA

Hugo: Lc¢ pusc los signos de interrogacion, para indicar
[en el pnmer signo] que es cualquier nimero, un nimero
alcarorio. Y los otros dos signos los pusc porque son
nimeros que no conozeo y dependen del valor que
pongaaqui [sefala primer signo de interrogacion

Figura 5.23. Argumento 23. Hugo expresa de forma verbal y alfanumérica una regla general del patron.

Los Argumentos 5.22 y 5.23 son evidencia empirica que se cumplié de forma simultanea el
C1 y C2, ya que los estudiantes se basan de una FNR que ya fue tomada como compartida
para establecer nuevas conclusiones, para las cuales no ofrecen garantias y tampoco sus
compaiieros establecen reservas. Asimismo, se hace notar que las reglas generales,
expresadas de forma verbal por Fanny y Hugo, son semejantes, ya que expresan la
abstraccion de la FNR6. Misma que usa Hugo como DATO 2 para establecer una expresion
alfanumérica de la regla general. Asi, se constituyo la FNR7: “multipliqué la cantidad de
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cuadrados blancos por dos y le sumé seis”, que se condiera como si fuera tomada como
compartida por la comunidad del aula.

Esta FNR7 fue sustentada de una idea matematica individual (Tabla 5.17) presente en la
interaccion en el aula. Presumid ser una sofisticacion de las ideas matematicas individuales
constituidas en la FNR6.

Tabla 5.17.
Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNR7
Ideas matematicas individuales asociadas con la FNR7 en el desarrollo del problema 2
e Igual, multipliqué la cantidad de cuadrados blancos por dos y le sumé los seis que son los
cuadrados que hay en los lados [Fanny, 303]
e Seria lo mismo, porque multiplicaria la cantidad de cuadrados blancos por dos, que son
las dos filas, mas seis. Este es mi procedimiento general:
dr
A
a
e Le puse los signos de interrogacion, para indicar que es cualquier nimero, un nimero
aleatorio. Y los otros dos signos los puse porque son niimeros que no conozco y
dependen del valor que ponga aqui [sefiala primer signo de interrogacion][Hugo, 329]

5.3. Problema 3

Este problema tuvo como meta que los estudiantes transitaran de una representacion figural
a una numérica del patron, con la intension de introducir su uso para el andlisis y
generalizacion del patrén. La interaccion en el aula fue desarrollada en dos episodios
orientados por las tematicas de discusion de las multiples formas de mirar el patrén y la
expresion de la regla general.

Las formas de razonamiento individual desarrolladas por la comunidad de aula durante la
interaccion del problema 3 son resumidas en la Tabla 5.18. Se presenta como un bosquejo
inicial de todas las formas de razonamiento que emergieron a lo largo del discurso del aula,
asi evidenciar cudles se convirtieron en normativas y cuales no.

Tabla 5.18.
Formas de razonamiento individual emergentes en el desarrollo del problema 3
Formas de razonamiento individual
FRI1: Le sumé cinco, que es lo que va aumentando la cantidad de
palillos de una figura a otra
FRI2: Multipliqué por cinco, porque son los palillos que se van
aumentando. Le aumenté uno, porque observé que luego de contar cierta
cantidad de veces cinco palillos, sobraba un palillo
FRI3: 23 x5 =115
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FRI4: 23 x5)+1 =116

FRI5: Fui sumando de cinco en cinco hasta llegar a la cantidad solicitada
FRI6: (23X 6) —(23—1) =116

FRI7: (4?7x5) +1

Las practicas matematicas en el aula y las formas normativas de razonamiento desarrolladas
por la comunidad para el problema 3 son resumidas en la Tabla 5.19. Durante la descripcion
de cada forma normativa de razonamiento son presentadas las diversas ideas matematicas
individuales identificadas en los estudiantes en la interaccion del aula. El conjunto de estos
tres aspectos evidencian la evolucion del razonamiento matematico de la comunidad de aula
de quinto grado de primaria implicada en el desarrollo del problema 3.

Tabla 5.19.
Evolucion del razonamiento matemadtico colectivo implicado en el desarrollo del problema 3
Practicas matematicas . . Criterio
Formas normativas de razonamiento .
en el aula cumplido
FNR1: Le sumé cinco, que es lo que va aumentando
la cantidad de palillos de una figura a otra 3
PMA1: Extender, IO -
o . FNR2: Multipliqué por cinco, porque son los
percibir y registrar un . .
. palillos que se van aumentando. Le aumenté uno,
patrén . . . C1
porque observé que luego de contar cierta cantidad
de veces cinco palillos, sobraba un palillo
FNR3: (23 x5)+ 1 =116 Cl
PMA2: Generalizar FNR4: Fui sumando de cinco en cinco hasta llegar
S . . C3
aritméticamente a la cantidad solicitada
FNR5: (23 x6) — (23 —1) =116 C2
PMA3: Generalizar FNR6: (;?7x5) +1 C1
algebraicamente

5.3.1. PMAL1: Extender, percibir y registrar un patrén

Esta préctica se identifico con base en el reconocimiento de una actividad matematica
invariante de los estudiantes en las dos primeras formas normativas de razonamiento:

FNRI1: Le sumé cinco, que es lo que va aumentando la cantidad de palillos de una
figura a otra.

FNR2: Multipliqué por cinco, porque son los palillos que se van aumentando. Le
aumenté uno, porque observé que luego de contar cierta cantidad de veces cinco
palillos, sobraba un palillo.

La actividad en colectivo estuvo caracterizada por la exploracion, espacial y/o numérica, de
los primeros términos del patrén, ya sea en su representacion figural y/o numerica, a fin de
reconocer qué permanece y qué cambia de un término a otro. Asi la practica consistié en
percibir y registrar lo que es comun entre los primeros términos del patrdon, a fin de establecer
procedimientos viables para extenderlo y generar nuevos términos, en su mayoria, términos
consecutivos. Los razonamientos matematicos de los estudiantes fueron soportados por
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argumentos figurales y numéricos. Por consiguiente, en esta practica mayormente se hizo uso
de argumentos intuitivos y basados en el contexto del problema.

5.3.1.1. FNR1: Le sumé cinco, que es lo que va aumentando la cantidad de palillos de
una figura a otra

Esta idea matematica surgid entre los estudiantes como el producto de una primera
exploracion a los términos dados del patrén. En donde reconocieron qué permanece y qué
cambia de un término a otro. El primer argumento relevante para esta forma de razonar,
ocurrio cuando Carlos explicé a la clase (extracto 334-340) qué fue lo que realiz6 en el
problema. Su argumento (Figura 5.24) se proporciona como evidencia de una de las formas
de como es percibido y registrado lo que es comun entre los términos de un patron.

334, Carlos: Para la figura 4, fui sumando de cinco en cinco, entonces para la figura 4 me da
21 palillos
335. Profesor: ;Qué fue lo que hiciste para obtener 21 palillos?
336. Carlos: [Escribe en la pizarra su procedimiento]
/4
+ 5
Z!
337. Profesor: El se da cuenta que esta sucediendo algo en los valores [de cantidad de palillos],
que para obtener la cantidad de palillos para formar cuatro hexagonos, que es 21,
el suma 16 mas cinco, ;qué representa el nimero 16?
338. Carlos: La cantidad de palillos de la figura 3
339. Profesor: ;Qué representa el niimero cinco?
340. Carlos: Lo que aumenta [la sucesion] cada que agrego un hexagono

CUALIFICADOR

Carlos: Tintonces

CONCLUSION
Carlos: Para la figura
4 me da 21 palillos

DATO
Carlos: Para la figura 4, jui
sumando de cinco en cinco

GARANTIA
Hugo:
4
+ 5
=z
|
RESPALDO | RESPALDO 2

El ndmero 16 represent...
Carlos: La cantidad de
palillosde la figura3

El nimero cinco representa. ..
Carlos: Lo que aumenta [la
sucesion] cada que agrego un
hexdgono

Figura 5.24. Argumento 24. Carlos describe lo que observd y realizé en el problema.

El razonamiento seguido por Carlos para extender el patron, se sustentd de un tipo de
pensamiento operacional aditivo. El mencion6 que para generar un nuevo término del patron
(figura 4), basta con sumar cinco unidades, en este caso, cinco palillos al término anterior
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(cantidad de palillos de la figura 3). Este tipo de pensamiento lo uso desde una representacion
numérica del patrén.

Esta idea matematica, también fue utilizada por Karen y Mauro, como sustento de su
proceder. Ellos explicaron que la regularidad la observaron desde una vision diferente a la de
Carlos. Por ejemplo, Karen (extracto 352) basada de una representacion tabular de los valores
del patron, coordina el cambio entre valores consecutivos del nimero de hexagonos con el
cambio entre valores consecutivos de la cantidad de palillos. Luego usa esa regularidad para
completar la tabla.

352. Karen: Vi que los valores de nimero de hexadgonos [sefiala los valores en la tabla
representada en la pizarra] van aumentando de uno en uno, y los valores de
cantidad de palillos [sefala los valores en la tabla representada en la pizarra] van
aumentando de cinco en cinco

i o Car v - |
periees. “ll"';)

1 /

% | 1é

Para completar la tabla, lo que hice, fue tomar la cantidad de palillos que forman
tres hexdgonos, y le sumé cinco, que es lo que va aumentando la cantidad de
palillos de una figura a otra [escribe en la pizarra su procedimiento].

+5
[
Asi obtuve que 21 es la cantidad de palillos que se usarian para formar cuatro
hexagonos.
CUALIFICADOR
Karen: Asi obtuveque
DATO 2
DATO 1 CONCLUSION 1

Karen: Vi que los valores de Karen: P'ara complctar la tabla, lo CONCLUSION 2
ntimero de hexagonosvan que hice, fue tomar la cantidad de Karen: 2/ es la cantidad
aumentandodeuno enuna,y [ | palillosqueforman tres hexagonos, de palillos que se usarian
los valores de cantidad de y le sumé cinco, quees lo que va para formar cuatro
palillos van aumentando de aumentando la cantidad de palillos hexdgonos
cineo en cinco de unafiguraa otra

GARANTIA
Karen:

Figura 5.25. Argumento 25. Karen describié la regularidad observada en el patrén numérico-tabular.

Por su parte, Mauro resalto que la regularidad de “agrego cinco palillos” fue percibida desde
la representacion figural del patron (extracto 363-367). La cual usa para determinar la
cantidad de palillos que forman las figuras con tres, cuatro y cinco héxagonos
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363. Profesor: (...) ;Cuantos palillos forman la figura 3 [sefiala el dibujo con tres hexagonos]?

364. Mauro: 16 [palillos], y para formar cuatro hexagonos, le agregué cinco palillos, me da
21 palillos. Para cinco hexagonos, agrego cinco palillos, me da 26

365. Profesor: (...)

(,Qué relacion encontraste [entre el nimero de hexagonos y la cantidad de
palillos]?

366. Mauro: Que cuando se juntan los hexdgonos se elimina un palillo, ya no se cuenta, no
cambian los palillos, va cambiando el numero de hexadgonos y nada mas se
cuentan cinco [palillos por cada hexagono que se agregue]

367. Profesor: Observen que el razonamiento es similar, solo que unos basaron su analisis
desde lo numérico y otros desde lo figural (...)

Estas tres participaciones tuvieron la particularidad de no ser cuestionadas por los demas
miembros de la comunidad. De igual forma que en el problema 1 y 2, se infiere que los
estudiantes solo ofrecen reservas al proceder de sus compaiieros, si sus resultados son
diferentes a los de ellos. De otro modo, las ideas discutidas actian como si fueran
compartidas por la comunidad. La evidencia empirica de que esta forma de razonar se
convirtid en normativa, se obtiene a partir de los Argumentos 24 y 25, ya que la idea
matematica estuvo funcionando repetidamente como DATO y/o GARANTIA para diferentes
CONCLUSIONES. Asi, cumpli6 con C3 y se convirtié en la FNRI: Le sumé cinco, que es

lo que va aumentando la cantidad de palillos de una figura a otra.

La FNR1 fue expresada bajo diferentes ideas matemadticas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. En la Tabla 5.20 son resumidas las ideas y se presenta la evolucion
que tuvo en su proceso de consolidaciéon como FNR.

Tabla 5.20.

Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNR1

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNRI1 en el desarrollo del problema 3

e Para la figura 4, fui sumando de cinco en cinco, entonces para la figura 4 me da 21 palillos
[Carlos, 334]

e [Carlos, 340]

4
L
e Segui sumando de cinco en cinco [Carlos, 346]

oo
F’ff: lillas.
El

]

S ESARY

51 96 |
(L1 =
e Tomé el valor de cuatro hexagonos que son 21 palillos, y para formar cinco hexagonos,

basta que le agregue cinco palillos, me da que en total son 26 palillos [Carlos, 346]
/4
5

W

f
P 5
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e Para seis hexagonos, a 26 le sumo cinco, y me da que la cantidad de palillos necesarios
son en total 31 [Carlos, 346]

57
z
L2
37
¢ Que se le va sumando de cinco en cinco y da el resultado [Carlos, 350]
e Vi que los valores de niimero de hexagonos van aumentando de uno en uno, y los valores
de cantidad de palillos van aumentando de cinco en cinco [Karen, 352]

ereit 4d Lantiswd 40
o F"""""" 3

b
u:l
16 |
Z,_'T
g b !

21 |

a2

VISR

e Para completar la table, lo que hice, fue tomar la cantidad de palillos que forman tres
hexagonos, y le sumé cinco, que es lo que va aumentando la cantidad de palillos de una
figura a otra [Karen, 352]

G
+3

Pl

al

e Para cinco hexagonos, hice lo mismo [Karen, 352]
(A
5
3
e Y para seis hexagonos [Karen, 352]

\

26

+S

2
e Mauro observo que para un hexagono son seis [palillos que lo forman], y que luego, ya no
se van contando de seis en seis, si no de cinco en cinco. Es decir, que cada vez que anadia
un hexagono [sefala el dibujo con tres, cuatro y cinco hexagonos] tenia que agregar cinco

palillos [Profesor, 363]

o AVAN G MAVAVAVE

(i w ) bl o) i

e 16 [palillos], y para formar cuatro hexagonos, le agregué cinco palillos, me da 21 palillos.
Para cinco hexagonos, agrego cinco palillos, me da 26 [Mauro, 364]

¢ Que cuando se juntan los hexagonos se elimina un palillo, ya no se cuenta, no cambian los
palillos, va cambiando el niimero de hexagonos y nada mas se cuentan cinco [Mauro, 366]

e Asi avanza la sucesion, de cinco en cinco [Sergio, 392]

5.3.1.2. FNR2: Multipliqué por cinco, porque son los palillos que se van aumentando.
Le aumenté uno, porque observé que luego de contar cierta cantidad de veces cinco
palillos, sobraba un palillo

La interaccion en el aula siguid y la FNR1 fue utilizada por los miembros de la comunidad
como evidencia para nuevas conclusiones. Una de ellas, surgié cuando Paola compartio con
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la clase (extracto 367-374) una forma mas sofisticada de determinar los términos del patrén
figural. Producto de conectar lo qué cambia y lo qué permanece de un término a otro del
patron figural. Ella identifico que:

1) Por cada hexdgono que se aumenta, los palillos aumentan en cinco unidades.
2) Luego de contar cierta cantidad de veces cinco palillos, sobraba un palillo.

Con base en este analisis, establecio una relacion matematica entre el patron y su posicion,
que uso para determinar términos especificos cercanos.

El Argumento 26 (Figura 5.26) reconstruye la explicacion compartida por Paola. Se puede
observar que da como DATOS la conexion que hace de lo qué cambia y lo qué permanece
entre los términos del patrén figural. Su CONCLUSION es la relacion numérica establecida
para el caso especifico de cuatro hexagonos. También, presentd GARANTIAS vy
RESPALDOS que soportaron el transito de los datos a la conclusion, basandose de lo
observado en el patron figural. Al ser el primer argumento compartido sobre esta forma de
razonar, se vio en la tarea de justificar paso por paso su razonamiento, de ahi que la
reconstrucccion de su argumento, haya presentado la mayoria de los elementos de la
estructura basica del modelo argumentativo de Toulmin.

367. Profesor: (...) ;{Alguien lo hizo de una forma diferente? (...)
368. Paola: [Pasay escribe su procedimiento en la pizarra]

4
X5
“20
+ 1

LS,

21
369. Profesor: ;Qué representa este cuatro?

370. Paola: Cuatro hexagonos

371. Profesor: ;Por qué lo multiplicas por cinco?

372. Paola: Porque son los palillos que se van aumentando [por cada hexagono que se
aumente]

373. Profesor: (Y luego?

374. Paola: Le aumenté uno, porque observé en las figuras que luego de contar cierta

cantidad de veces cinco palillos, sobraba un palillo, miré uno, dos, tres, cuatro,
cinco [sefala los palillos del primer hexagono del dibujo de cinco hexagonos
presentado por Carlos], uno, dos, tres, cuatro, cinco [sefiala los palillos del
segundo hexagono, Paola continua sefialando los palillos por grupos de cinco y
sefiala al final que sobra un palillo],
1/ AAVAY, VN
< | \/\\/i \\/I \ /;.-

1(3 2 Sy

375. Profesor: Sefiala ese palillo que sobra en las siguientes figuras [sefiala los dibujos de las
figuras representadas por Carlos]
376. Paola: [Encierra el palillo en cada uno de los dibujos de las figuras]
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7
v
~

DATO |
El ndmero cuatro representa... —
Paola: Cuatro hexdigonos

CONCLUSION

DATO 2 Paola:

.o multiplicas por cinco. ..
Paola: Porque son los palillos
que se van aumentando -~

DATO 3 T2t
Paola: Le aumenté uno, porgue
observe en las figuras que
luego de contar cierta
cantidad de veces cinco
palillos, sobraba un palillo

GARANTIA
Paola: miré uno, dos, tres, cuatro, cinco [sefiala los palillos del primer hexdgono del dibujo de cinco
hexagonos presentado por Carlos], uno, dos, tres, cuatro. cinco [senala los palillos del segundo hexagono.
Paola continuasefialando los palillos por grupos de cinco y sefiala al final que sobra un palillo]

ANV
{1 L ]
NINL NI RN
. 21
9
RESPALDO

Paola: [Encierra el palillo en cada uno de los dibujos de las figuras)
/N 7\ /N a &

/\ YA ‘

{ r:\ | 1) | \

N/ N Ned (

Figura 5.26. Argumento 26. Paola usa como dato la regularidad observada para establecer una nueva relacion.

Paola continud su explicacion de como obuvo la cantidad de palillos que forman las figuras
con cinco y seis héxagonos. Es presentada su explicacion para el caso particular de la figura
con cinco hexdgonos (extracto 377-383). La Figura 5.27 presenta la reconstruccion de su
argumento. Establece como tesis (CONCLUSION) la relacion establecidad entre el patron y
su posicion en un registro numérico y como evidencia (DATO) esa misma relacién
establecida verbalmente. Suprimiendo las garantias que en un argumento anterior habia
compartido. Evidencia que se cumplié con C1 y se constituyd la FNR2: Multipliqué por
cinco, porque son los palillos que se van aumentando. Le aumenté uno, porque observé que

luego de contar cierta cantidad de veces cinco palillos, sobraba un palillo.




Capitulo 5. Practicas matemadticas y formas normativas de razonamiento

377. Profesor: (...) {Cuanto te dio para cinco hexagonos?

378. Paola: [Pasay escribe su procedimiento en la pizarra]
5
* 5
— a5
y 7
SR
379. Profesor: ;Qué fue lo que hiciste? Explicanos tu procedimiento
380. Paola:  Multipliqué por cinco, y al resultado, le sumé uno
(...

383. Profesor: Observen, como son los resultados obtenidos por Paola con los que a ustedes les
dio y con los que nos han presentado los otros compaiieros (...)

CONCLUSION
Paola:
DATO ya
Paola: Multipliqué por cinco, %2 g
y al resultado, le sumé uno TS
y o7
— 'l

Figura 5.27. Argumento 27. Paola usa la relacion establecida para determinar un nuevo término.

La FNR2 fue expresada bajo diferentes ideas matematicas individuales durante la interaccioén
en el aula. En la Tabla 5.21 son resumidas las ideas y es presentada su evolucion individual.

Tabla 5.21.
Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNR2
Ideas matematicas individuales asociadas con la FNR2 en el desarrollo del problema 3

¢ [Paola,368]
4
X5

20
+ 1

21

e Le aumenté uno, porque observé en las figuras que luego de contar cierta cantidad de veces
cinco palillos, sobraba un palillo [Paola, 374]
e [Paola,377]
5
* 5
R
25
y o7
2l
e Multipliqué por cinco, y al resultado, le sumé uno [Paola,380]
e [Paola,382]
6
X5
20
-+
31

e Para cuatro, son 21 palillos. Para cinco, 26 palillos [Paola,382]
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5.3.2. PMA2: Generalizar aritméticamente

Esta practica se detecto a partir de la actividad matematica comun de los estudiantes en tres
formas normativas de razonamiento:

FNR3: (23 x5)+1 =116
FNR4: Fui sumando de cinco en cinco hasta llegar a la cantidad solicitada
FNRS5: (23 x6) — (23 —1) =116

Esta actividad estuvo compuesta de razonamientos orientados a generalizar lo qué es comun
a todos los términos posteriores de un patrén. Con base en el uso de cantidades determinadas,
es decir, términos k-€simos. La practica consistio en el uso de los patrones establecidos en la
PMAI1, para generar términos lejanos. Los razonamientos matematicos de los estudiantes
fueron soportados por argumentos numéricos (aritmética basica). Se caracterizd por el uso
de argumentos matemadticos que conectan lo numérico con el contexto del problema, y
viceversa.

5.3.2.1.FNR3: (23 x5)+1 =116

Esta idea matematica fue el resultado de abstraer numéricamente la relacion establecida en
la FNR2 y de usarla para determinar términos lejanos del patron. Un argumento relevante
para esta forma de razonar, ocurri6 cuando Sergio presento a la clase (extracto 26-27) qué
fue lo que realizo6 para obtener la cantidad de palillos que forman la figura con 23 hexagonos.
Su argumento (Figura 5.28) se proporciona como evidencia empirica:

1) Del uso de larelacion establecida en la FNR2 (DATO 5) en un registro numérico para
determinar términos lejanos del patron (CONCLUSION 5).

2) De como autogestiona la limitacion de la primera forma de proceder “multiplicar por
cinco”, para establecer una nueva forma, que resulta valida para las concidiones del
patron analizado “multiplicar por cinco y sumarle uno”.

3) De laflexibilidad en su razonar, ya que no presenta fijacion por una forma de proceder
y tampoco resistencia a abandorarla.

El Argumento 28 es el resultado de una concatenacion de argumentos, que fueron
establecidos como soporte a una conclusion final (CONCLUSION 5) que se distinguié como
la relacion matematica entre la posicion y el término del patrdn para el caso particular de 23
hexagonos.
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DATO 5
DATO 4 -
CONCLUSION 5
DATO 1 - Sargio: .
Sergia: CONCLUSTON 4 ;2'3
23 — Sergio:Y medio Sergio: Sumarie ] s
X £ i 115 uno : ‘.\7
[ ' X
| s ] g

RESERVA/DATO 3

DATO2
Sergio: Aunque en ¢l primer
trabyjo, nos muestra que el
primer hexagono, tendria
seis, y como estoy diciendo
quc se multiplica por cinee

GARANTIA |
Scrgio:

GARANTIA 2
Sergio:
¥
N X5
P
—xé_ u .
3 (e

CONCLLSION 2
Sergio: No me daria,
pero lo qué estoy Sergio: Pucs, se podria
hacienda, es para hacerlo sSumar uno, mas uno
mas ficil y mis ripido.

CONCLUSION 3

RESPALDO
Multiplice pocinco. ..
Sergio: Porque asi avanza la
sucesion, de cinco en cinco

Figura 5.28. Argumento 28. Sergio establece una relacién matemdtica para el caso especifico de 23

388. Sergio:

389. Profesor:

390. Sergio:
391. Profesor:
392. Sergio:

hexdgonos.

Lo primero que hice fue determinar cuantos palillos se necesitan para formar 23
hexagonos, lo que hice fue [escribe su procedimiento en la pizarra]

23

aunque en el primer trabajo, nos muestra que el primer hexagono, tendria seis, y
como estoy diciendo que se multiplica por cinco [escribe su procedimiento para
el caso de un hexagono]

Y me dio 115 (...)

Y

‘)(i

. S
[1x5=05]
No me daria, pero lo qué estoy haciendo, es para hacerlo mas facil y mas rapido.
(Harias algo mas al respecto o solo multiplicarlo por cinco?
Pues, se podria sumar uno, mas uno, aqui [sefiala su procedimientode 1 X 5 =5
y le suma 1]

(Por qué multiplicar por cinco?
Porque asi avanza la sucesion, de cinco en cinco
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393.

394.

395.
396.

397.
398.

399.
400.

Profesor:

Sergio:

Profesor:
Sergio:

Profesor:
Sergio:

Profesor:
Sergio:

Capitulo 5. Practicas matemadticas y formas normativas de razonamiento

Ok, ¢y con qué te quedas? Con este procedimiento [sefiala el ultimo
procedimiento que consistio en multiplicar el nimero de hexagonos por cinco y
al resultado sumarle uno] o con solo multiplicar por cinco [el numero de
hexagonos]

Por éste [sefiala el Glltimo procedimiento que consistié en multiplicar el nimero
de hexagonos por cinco y al resultado sumarle uno]

(Por qué?

Porque con este me da el resultado del primer trabajo y con este [el otro
procedimiento] me da diferente

(Qué le haria falta a este procedimiento [el de multiplicar 23 por cinco]?
Sumarle uno [lo agrega al resultado]

3
A5

Wsg
\

> n)—

+ =

(Cuanto te daria?
[realiza la suma y escribe el resultado en la pizarra]
|

23
X

g
Al

~g

La dicusion continud (extracto 401-404) y el profesor cuestiond a Sergio si “multiplicar por

cinco y sumarle uno” seria todo el procedimiento o si haria algo mas. También, le solicito

determinar la cantidad de palillos necesarios para formar una figura con 52 hexagonos y le

pregunto si esta forma de proceder era valida para cualquier término del patron. En ese

contexto, Sergio (Argumento 29) ofrecid como parte de su explicacion que “si solo eso” era

su procedimiento y que “haria lo mismo” para el caso de 52 hexagonos (DATO), con base

en ello, plante6 en la piazarra la relacion matematica en un registro numérico establecida para

determinar la cantidad de palillos necesarios para formar una figura con 52 hexagonos

(CONCLUSION).
401. Profesor:
402. Sergio:
403. Profesor:

El dice que primero habia multiplicado por cinco, pero luego observo algo que
sucedia con los valores de la tabla que se les habia dado al inicio del problema.
Sergio, ;entonces solo ésto harias? [sefiala el procedimiento hecho para 23
hexagonos], ;qué harias para el otro caso? [para 52 hexagonos]

Si solo eso y haria lo mismo para este otro caso [completa el procedimiento]

\

82

X

260

. sl
@

( Ese procedimiento se estaria cumpliendo para todas las cantidades que se te

piden?
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CONCLUSION
Sergio:
DATO \
Sergio: Sisolocso yharialo ——— ;z
mismo para csIc otro caso =0
L\
%)

Figura 5.29. Argumento 29. Sergio usa la relacién matemética para el caso especifico de 52 hexdgonos.

Evidencia empirica que se cumplié con Cl, ya que las garantias y los respaldos que
aparecieron en el Argumento 28, no aparecieron en los argumentos subsiguientes (e.g.
Argumento 29) de los estudiantes al utilizar esta misma idea matematica. Asi, se constituyd
la FNR3: (23 x5)+1 =116.

La FNR3 fue expresada bajo diferentes ideas matemadticas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. La Tabla 5.22 resume las ideas y permite mirar la evolucion del
razonamiento matematico individual de la comunidad.

Tabla 5.22.

Evolucion del razonamiento matemdtico individual asociada con la FNR3

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNR3 en el desarrollo del problema 3
e Lo primero que hice fue determinar cuantos palillos se necesitan para formar 23

hexagonos, lo que hice fue [escribe su procedimiento en la pizarra]
23

g
g
Y me dio 115 [Sergio, 388]

e En la segunda cuando tengo 52 hexagonos,
§2

‘)%o_

[52 X 5 = 260]

Me di6 260 [Sergio, 388]
¢ El primer hexagono, tendria seis, y como estoy diciendo que se multiplica por cinco
[escribe su procedimiento para el caso de un hexdgono]

X5
. S
[1x5=05]
No me daria, pero lo que estoy haciendo, es para hacerlo mas facil y mas rapido [Sergio,
388]

e Se podria sumar uno, mas uno, aqui [Sergio, 390]
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e [Sergio, 400]

e Haria lo mismo para este otro caso [Sergio, 402]

e [Sergio, 406]

3
25

We
\
G

> ) -

+~

t2

%)

e

Y

3
s
T

—

5.3.2.2. FNR4: Fui sumando de cinco en cinco hasta llegar a la cantidad solicitada

Un argumento relevante para esta formar de razonar. Fue presentado por Yahir durante el
episodio 2 de la discusion grupal. Basado en la idea establecida en la FNR. La variante fue
el reconocimiento de su aplicacion a todos los términos del patron. El extracto 427-430

muestra su explicacion para determinar la cantidad de palillos necesarios para formar una
figura con 23 hexdgonos. El Argumento 30 (Figura 5.30) presenta la reconstruccion de su
explicacion mediante el modelo de Toulmin, donde se deja ver la idea de “fui sumando de
cinco en cinco hasta llegar a la cantidad solicitada” como DATO y GARANTIA. Es de
resaltar que cuando Yahir hace mencion a “igual” (extracto 428) hace referencia a la FNR1.

427.

428.

429.
430.

Profesor:

Yahir:

Profesor:
Yabhir:

Explicanos, ;qué fue lo que hiciste para poder obtener la cantidad de palillos
para 23 hexagonos?

Igual, fui sumando lo que obtuve en la figura 3 [sefiala la cantidad de 16
palillos], hasta llegar al valor que le corresponde a la figura 23 [le muestra al
profesor su produccion escrita]

Preséntalo en el pizarra

[Escribe en la pizarra] )

I\
Sk

s Q20N 2212
2B LRRI oo
\

!
u.j\qL

b

Fui sumando de cinco en cinco hasta llegar a la cantidad solicitada
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DATO Yah‘ . CONCLUSION
Yahir: Tgual, fuz sumando lo que ohituve 1 o
en la figura 3, hasta llegar al valor que \\ \? "9 |‘1 o Bc\e‘b 00 & \OL W
le correspondea la figura 23
GARANTIA

Yahir: Fui sumando de cinco en cinco
hastallegar a la cantidad soliciiada

Figura 5.30. Argumento 30. Yahir usa la regularidad establecida en FNR1 para el caso especifico de 23
hexdgonos.

La discusion continud y Yahir compartio (extracto 431-432) la forma en como determino la
cantidad de palillos necesarios para formar una figura con 52 hexagonos. La reconstruccion
de su argumento se presenta en la Figura 5.31. Us6 como DATO la regularidad de “fui
sumando cinco al valor anterior hasta llegar a la cantidad que le corresponde a 52 hexagonos”
y como CONCLUSION una representacion numérica de las relaciones establecidas,
organizadas como un listado de valores.

431. Profesor: ;Qué hiciste para obtener la cantidad de palillos necesarios para 52 hexagonos?
432. Yahir: Igual, le fui sumando cinco al valor anterior [sefiala la tabla] hasta llegar a la
cantidad que le corresponde a 52 hexdgonos [muestra la tabla de su produccion

escrita]
A 2 ) ;'; & "0 =0
nap pe kB8R R KW g i 6 mn\ @15
133 v A A B X 0 AL PR YL
" T A (e B B g b Ul 2 28 228 1 14, &
CONCLUSION
Yahir
DATO 25 U 2
: ; 3 \13J>1M “1\\
Yahir: Igual, /e fui sumando cinco al valor LeN 1 81¢€ . {\ 2 4a
anterior hasta llegar a la cantidad quele ‘\ 32 33 F35 Ce t (‘;- 4k SQ
3 i Q\ b2
corresponde a 52 hexagonos L \\ to W)
.‘,t,\ —-JT

Figura 5.31. Argumento 31. Yahir usa la regularidad establecida en FNR1 para el caso especifico de 52
hexdgonos.

Con el fin de conocer la opinion de la comunidad del aula sobre la forma de proceder de
Yahir para determinar términos lejanos, el profesor cuestiono al grupo (extracto 433-437)
sobre ;Qué opinan del procedimiento?. Fue asi, que se hizo notar que los estudiantes
reconocen que es un procedimiento valido, pero no viable para cantidades lejanas. Asi
mismo, Yahir admitié que para cantidad muy grandes, como lo es 2000 hexagonos, tendria
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que determinar una forma diferente de proceder. Lo que mostr6 concordacia entre formas de
pensar de los estudiantes de la comunidad.

433. Profesor: (Qué opinan del procedimiento de Yahir?

434. Fanny: Es muy largo

435. Sergio: Muy tardado

436. Profesor: Si se les pide, la cantidad de palillos necesarios para formar 2000 hexagonos,
(,como lo determinarias Yahir? ;Seguirias con este procedimiento? [sefiala la
tabla en la pizarra]

437. Yahir: No, buscaria otra manera, encontraria otra forma, porque es un niimero muy
lejano

Los Argumentos 30 y 31, fueron presentados como evidencia empirica de que una idea en
particular es usada repetidamente como DATO o GARANTIA para diferentes conclusiones.
Asi se cumplio con C3 y se constituyo en la FNR4: Fui sumando de cinco en cinco hasta

llegar a la cantidad solicitada.

La FNR4 fue expresada bajo diferentes ideas matemadticas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. En la Tabla 5.23 son resumidas las ideas y se presenta la evolucion
que tuvo en su proceso de consolidacion como FNR.

Tabla 5.23.

Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNR4

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNR4 en el desarrollo del problema 3

¢ Yo lo hice sumando de cinco en cinco [Yahir, 416]

¢ Yo fui sumando, la figura 1 [un hexagono], tiene seis palillos, y observe que para la figura
2 [dos hexagonos] se tienen 11 palillos, le fui sumando al seis, cinco palillos, y asi me da
11 palillos y asi fui sumando hasta llegar a la figura 23 [23 hexagonos] que me da 116
[Yahir, 418]

e Un hexagono tiene seis palillos, mas otros cinco, me da 11 [Yahir, 420]

e Para obtener lo de la siguiente figura que son 11 [palillos], que son cuando se tiene dos
hexagonos, hace faltan cinco, entonces le sumo cinco [Yahir, 422]

e Para la figura 3. Lo hice igual, sumando otros cinco [Yahir, 426]

e Igual, fui sumando lo que obtuve en la figura 3, hasta llegar al valor que le corresponde a
la figura 23 [Yahir, 428]

5 ]2\ 22 73
2BMe 5 LD g ol tog w Ve
\

AN R

¢ Fui sumando de cinco en cinco hasta llegar a la cantidad solicitada [ Yahir, 430]
e Igual, le fui sumando cinco al valor anterior [sefiala la tabla] hasta llegar a la cantidad que
le corresponde a 52 hexagonos [Yahir, 432]

I\
Sb

5.3.2.3. FNR5: (23 x6) —(23—-1) =116

Esta idea matematica emergio en la comunidad de aula, como una forma diferente de
proceder a las FNR3 y FNR4. Después de llegar a la conclusion de que la FNR4 no es la
mejor opcion para determinar términos lejanos. Al respecto, Fanny (extracto 438-457)
compartié una nueva forma de razonar, mas sofisticada, resultado de analizar y coordinar la
estructura espacial y numérica del patron. Ella identifico que:
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1) Orginalmente cada hexagono esta formado por seis palillos, y
2) Al compartir un lado los hexagonos, los palillos que no se estdn considerando, son
igual en cantidad, que la diferencia de la cantidad de hexagonos menos uno.

Asi, establecid una relacion matematica entre el patron y su posicion, que usé para determinar
términos lejanos. Su argumento (Figura 5.26) se proporciona como evidencia de una de las
formas de generalizar aritméticamente, lo qué es comun a todos los términos posteriores de
un patron. Esta forma de proceder fue expuesta hasta el final de la sesién destinada a abordar
el problema 3. Por ello, Fanny ofrece como evidencia (DATO 5) una concatenacion de
argumentos que sustentan cada paso de la nueva relacion registrada de forma verbal y
numérica. La tesis (CONCLUSION 4) es la relacion de correspondencia entre la cantidad de
palillos y el nimero de hexagonos para el caso especifico de 23 hexagonos.

438. Profesor:  ;Alguien mas que lo halla resuelto de forma diferente? [alza la mano Fanny y
pasa al frente] muestranos como lo hiciste
439. Fanny: Para 23, lo que hice fue multiplicarlo por seis [escribe en la pizarra]
13
2
735
440. Profesor: ;23 qué representa?
441. Fanny: El nimero de héxagonos que nos piden
442. Profesor: Y seis?
443. Fanny: El nimero de palillos que tiene cada hexagono
444. Profesor: ;Cuantos lados tiene un hexagono?
445. Estudiantes: Seis
446. Profesor: Ella considera que cada hexagono tiene seis lados, por tanto, considera seis
palillos
447. Fanny: Y a23 le resto uno X
3
-—z{"
448. Profesor: ;Por qué le restas uno?
449. Fanny: Porque es como el que siempre falta
450. Profesor: De donde supones que siempre falta ese uno, si lo miras de forma figural,
(podrias explicarlo?
451. Fanny: [Dibuja en la pizarra] B
SN
P
N
452. Profesor:  Esto que nos muestras es considerando seis palillos por cada hexagono, y ese
uno que es el que siempre falta, ;cual seria?
453. Fanny: Este [sefiala en la pizarra el palillo al cual se refiere]
454. Profesor: Noten que el uno que ella esta restando [sefiala el menos uno], es éste que

estaria quitando [sefala el pallilo en la figura], dado que los hexagonos
comparten un lado
455. Fanny: Entonces, el 22 se lo resto a 138, 138 menos 22 me da 116
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!
RN
/ ~
" O
EE;
e
456. Profesor: 116, ;qué?
457. Fanny: 116 palillos son los necesarios para formar 23 hexagonos
DATO S
DATO 3
CONCLUSION 1
DATO 1 i
. Fanny:
Fanny: Para 23, lo que hice a3
Sfue multiplicarlo por seis <
wEX:]
[ | ]
GARANTIA 1 GARANTIA 2
23 representa... Seis representa...
Tanny: L1 namero de Fanny: L] nimero de
héxagonos que nos palillosque tiene
piden cada hexagono
CONCLUSION 3
Fanny: Entonces, el 22
DATO 4 se loresto a 138,138
DATO 2 CONCLUSION 2 menos 22 meda 116
Fanny:¥Ya23 — Fanuy; _"’:5
le resto uno T

GARANTIA 3
Fanny: Porque es como

el que siempre falta

f

RESPALDO
Fanny: Iiste seiiala en la pizarra
el palillo al cual se refiere]

NN

{ i)

N

CONCLUSION 4
Fanny: 116 palillos
san los necesarios para
formar 23 hexégonos

Figura 5.32. Argumento 32. Fanny establece una nueva forma de proceder para determinar términos lejanos.

La discusion continud y Fanny (extracto 458-465) uso esta forma de razonar para determinar
la cantidad de palillos necesarios para formar una figura con 52 hexagonos. Ofrecié como
DATO la frase “lo mismo” para hacer referencia al proceso seguido en el Argumento 32
(Figura 5-32) y como CONCLUSION la relacion numérica establecida para el caso
especifico de 52 hexagonos. Por tltimo, proporcioné como conector entre dato y conclusion,

una GARANTIA centrada en la interpretacion verbal de dicha relacion.
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459.

460.
461.

(..)
465.

Profesor:
Fanny:

Profesor:
Fanny:

Fanny:
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(Para 52 hexagonos qué fue lo que hiciste?
Lo mismo [escribe en la pizarra su procedimiento]

'52 _52
x & .5;
57

—57

%

(Qué fue lo que hiciste?

Multiplicar por seis el niimero de hexagono, luego a 52 le resto uno y lo que
me da se lo resto al resultado de 52 por seis, entonces 312 menos 51 me da
261

(...) este procedimiento lo aplico para todos los casos.

CONCLUSION
DATO Fanny: '55 _j?
Fanny: Lo mismo -—%,{—/— 57
=5 ;’-; =)

GARANTIA
Fanny: Multiplicar por seis el niimero
de hexagono, luego a 52 le resto uno
y lo que me da se lo resto al resuitado
de 52 por seis, entonces 312 menos
S1medal26l

Figura 5.33. Argumento 33. Fanny usa la nueva forma de proceder para determinar el término que le

corresponde al caso de 52 hexdgonos.

Para desmostrar que esta forma de proceder es valida para cualquier término del patron,

Fanny (extracto 465) la aplico para determinar los primeros términos del patron, obteniendo

los resultados esperados (conocidos). Asi evidencio, que su forma de razonar se sustentd de

un razonamiento abductivo que la llevo a expresar una generalizacion aritmética del patron.

El razonamiento abductivo, de acuerdo con Rivera (2013), implica inicialmente generar una

hipoétesis o reducir una gama de hipdtesis que luego se verifica por induccion. Es la fuente de

ideas originales.

465.

Fanny:

(...) Si tengo dos hexagonos, lo multiplico por seis y me da 12 [acompafia su
explicacion con el registro de su procedimiento en la pizarra], a eso le quito el
resultado de la resta, dos menos uno, que da uno [acompafia su explicacion
con el registro de su procedimiento en la pizarra], entonces 12 menos uno me
da los 11 que es el resultado registrado en la tabla [sefiala el valor en la
pizarra]. Esto pasa para todos los casos, por ejemplo, cuando tengo tres
hexagonos, hago lo mismo [escribe en la pizarra su procedimiento], me da 16
[palillos] que corresponde con la cantidad registrada en la tabla [sefiala el
valor en la pizarra], este procedimiento lo aplico para todos los casos.

Pievers 7o TaBeT 72 - 57
RGN s ( 2.

| 1 z‘_‘
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La evidencia empirica de que la idea matematica inmersa en el nucleo del Argumento 32
(figura 5.32) fue tomada como compartida por la comunidad del aula, fue la doble funcién
dada a dicho argumento, pues en el Argumento 33 tuvo la funcion de DATO y no presentd
reservas por parte de alguno de los estudiantes. Lo cual signific6 que las conclusiones
establecidas en ambos argumentos son validas. En términos del problema, es que los
resultados obtenidos para los términos determinados fueron corrextos. Asi se satisfizo el C2
y se establecio la FNR5: (23 x 6) — (23 —1) = 116.

La FNRS fue expresada bajo diferentes ideas matematicas individuales durante la interaccion
en el aula. En la Tabla 5.24 son resumidas las ideas y es presentada su evolucion individual.

Tabla 5.24.
Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNRS
Ideas matematicas individuales asociadas con la FNRS en el desarrollo del problema 3

e Para 23, lo que hice fue multiplicarlo por seis [Fanny, 439]. Y a 23 le resto uno [Fanny,
447]. Entonces, el 22 se lo resto a 138, 138 menos 22 me da 116 [Fanny, 455]

= Lo mismo [Fanny, 459]

1.

26l .
= Multiplicar por seis el niimero de hexagono, luego a 52 le resto uno y lo que me da se lo
resto al resultado de 52 por seis, entonces 312 menos 51 me da 261 [Fanny, 461]
= Si tengo dos hexagonos, lo multiplico por seis y me da 12, a eso le quito el resultado de la
resta, dos menos uno, que da uno, entonces 12 menos uno me da los 11 que es el resultado

registrado en la tabla Fanny, 465] ‘

N

N

] 9

= Esto pasa para todos los casos, por ejemplo, cuando tengo tres hexagonos, hago lo mismo
[escribe en la pizarra su procedimiento], me da 16 [palillos] que corresponde con la
cantidad registrada en la tabla [sefala el valor en la pizarra], este procedimiento lo aplico
para todos los casos [Fanny, 465]

5.3.3. PMA3. Generalizar algebraicamente

Esta practica fue detectada a partir de la actividad matematica comun de los estudiantes en
la Gltima forma normativa de razonamiento:

FNRG6: (;?7x5)+ 1

141



Capitulo 5. Practicas matemadticas y formas normativas de razonamiento

Estuvo compuesta de un razonamiento centrado en articular la relacion funcional entre la
posicion y el patrdn, para el término n-ésimo. La practica consistid en la generalizacion de
una relacion matemadtica con cantidades indeterminadas. La expresion general fue
representada en palabras y hubo indicios de un primer acercamiento al uso de variables. Los
razonamientos matematicos de los estudiantes fueron soportados por argumentos verbales y
alfa-numéricos fundamentados en una estructura multiplicativa. Se caracteriz6 por el uso de
argumentos matematicos que conectan lo general (lo indeterminado) con lo numérico
(relaciones especificas) y con el contexto del problema (significado).

5.3.3.1. FNR6: (; 7x 5) + 1

Esta forma de razonar emergié durante el segundo episodio de la discusion grupal cuando se
debatian los procesos seguidos para determinar términos lejanos del patrén. Un primer
argumento (extracto 409-412) asociado con esta idea matematica, fue dado por Karen, quien
manifiestd una sofisticacion de la FNR3, al interpretar el procedimiento seguido por Sergio
para determinar términos especificos (k-ésimos). Ella (Figura 5.34) establecio que “lo hizo
de esa forma” (DATO) y al dar sentido, lo hace expresando una regla general
(CONCLUSION) “la cantidad de palillos va de cinco en cinco, asi que, lo que hice de primero
fue multiplicar por cinco el nimero de figura [el nimero de hexagonos] y luego mas uno,
que el uno es el sobrante”. Reconocida como una generalizacion algebraica del patrén al
trabajar con cantidades indeterminadas.

409. Profesor: ;Qué opinan del procedimiento presentado por Sergio?

410. Karen: Lo hice de esa forma, observé que la cantidad de palillos va de cinco en cinco,
asi que, lo que hice de primero fue multiplicar por cinco el nimero de figura [el
nimero de hexagonos] y luego mas uno, que el uno es el sobrante

411. Profesor: (Eso lo harias para todos los valores?

412. Karen: Si

CONCLUSION
Karen: Observé que la cantidad de palitlos va de cinco

DATO

9 ? en cinco, asi que, lo gue hice de primero fue multiplicar
Karen: Lo hice de ¢sa forma 1 7 P : plce

porcinco el nimero de figura [el nimero de

hexagonos]y luego mas uno, que el uno es el sobrante

Figura 5.34. Argumento 34. Karen expresa verbalmente una regla general del patrén.

La discusion continué y al cierre (extracto 467-470), Hugo compartié la expresion
alfanumérica que construy6 sobre el término general del patron y Sergio lo cuestiond sobre
por qué uso el signo de interrogacion, con afan de comprender la idea matematica mostrada.
Este argumento es reconstruido en la Figura 5.35. Se presenté como CONCLUSION la
expresion general construida y como DATO una explicacién sobre por qué y cémo son
usados los signos de interrogacion. Es resaltado que los signos se usaron para designar
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variables y valores desconocidos, tal como lo hizo para el problema 3. El primer signo de

interrogacion representa el valor de la variable de nimero de hexagonos; y el segundo y tercer

signo de interrogacion representan valores desconocidos que dependen del valor asigando al

primer signo. Siendo el tercer signo de interrogacion el valor de la variable cantidad de

palillos necesarios para formar cierto numero de hexagonos. Certeza de una generalizacion

algebraica.

467.

468.
469.
470.

Hugo:

Profesor:
Sergio:
Hugo:

[pasa y escribe la regla en la pizarra]
&

ENS

T

@
({Qué le preguntarian a su compafiero sobre su procedimiento?
(Por qué el signo de interrogacion?
El signo de interrogacion [sefiala en la pizarra el primer signo de
interrogacion] es para multiplicar cualquier nimero de hexagonos,
bueno el nimero de hexagonos pedido, por cinco, la multiplicaciéon me
daria un resultado [sefiala en la pizarra el segundo signo de
interrogacion], a este resultado le sumo uno y me daria el resultado de
la cantidad de palillos [sefala en la pizarra el tercer signo de
interrogacion|

DATO
Hugo: E! signo de interrogacion [sefiala en la pizarra el CONCLUSION
primer signo de interrogacion] es para multiplicar cualquier Hugo: .,

numero de hexdgonos, bueno el numero de hexdgonos A
pedido, por cinco, la multiplicacion me daria un resultado
[senala en la pizarra el segundo signo de interrogaciéon], a
este resultado le sumo uno y me dariu el resultado de lu s
cantidud de palillos [seiiala en la pizarra el tercer signo de
interrogacion]

Figura 5.35. Argumento 35. Hugo expresa alfanuméricamente una regla general del patron.

Como cierre del episodio de discusion del problema 3, el profesor centr6 a los estudiantes a

comparar la regla general expuesta por Sergio con las reglas especificas dadas a lo largo de

la interaccion en el aula, con el fin de que reconocieran de cudl FNR previa resultd ésta

sofisticacion. Asi, tomarlo de preambulo para evidenciar sus semejanzas y diferencias, asi

como la importancia de la regla general del patrén.

471.
472.
473.
474.

Profesor:
Estudiantes:
Estudiantes:

Profesor:

Este procedimiento a cual se parece

A ese [sefiala en la pizarra el procedimiento presentado por Sergio]

Al de Sergio

Solo que ¢él para no indicar los valores que le dan, pone signos de
interrogacion, que puede ser cualquier valor. Lo que él esta haciendo,
es expresar para cualquier caso, lo que Sergio hizo para casos
particulares. Esta fue su respuesta para la ultima pregunta, la cual
solicitaba una regla, la regla la planted para que luego, otro compaiiero
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pudiera determinar la cantidad de palillos necesarios para formar cierta
cantidad de hexagonos.

Los Argumentos 5.34 y 5.35 son evidencia empirica que se cumplié con CI, ya que los
estudiantes reconoce que las CONCLUSIONES establecidas resultan de una interpretacion
mas sofisticada (abstraccion) de la relacion expresada en la FNR3. De ahi, que no sea
cuestionada su validez. Asi, se constituyo la FNR6: (; ?X 5) + 1, considerada como tomada
como compartida por la comunidad del aula.

Esta FNR6 fue sustentada por dos ideas matematicas individuales presentadas en la
interaccion en el aula (Tabla 5.25). Presumi6 ser una sofisticacion de las ideas matematicas
individuales constituidas en la FNR3.

Tabla 5.25.

Evolucion del razonamiento matemdtico individual asociada con la FNR6

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNRG6 en el desarrollo del problema 3

e Lo hice de esa forma, observé que la cantidad de palillos va de cinco en cinco, asi que,
lo que hice de primero fue multiplicar por cinco el numero de figura [el nimero de
hexagono] y luego mas uno, el uno es el sobrante [Karen, 410]

e [Hugo, 467]

&
=
¢r
s
e
e Elsigno de interrogacion [primer signo] es para multiplicar cualquier nimero de
hexagonos, bueno el nimero de hexagonos definido, por cinco, la multiplicaciéon me
daria un resultado [segundo signo de interrogacion], a este resultado le sumo uno y me
daria el resultado de la cantidad de palillos [tercer signo de interrogacion] [Hugo, 470]

5.4. Problema 4

Este problema tuvo como proposito que los estudiantes analizaran un patrén expresado de
forma verbal mediante un contexto de situacion personal (de ahorro constante) y
establecieran su expresion general. La discusion grupal fue desarrollada en un solo episodio
centrado en debatir sobre la interpretacion/aplicacion de la ley de recurrencia y la expresion
de la regla general.

Las formas de razonamiento individual desarrolladas por la comunidad de aula durante la
interaccion del problema 4 son resumidas en la Tabla 5.26. Se presenta como un bosquejo
inicial de todas las formas de razonamiento que emergieron a lo largo del discurso del aula,
asi evidenciar cudles se convirtieron en normativas y cuales no.
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Tabla 5.26.
Formas de razonamiento individual emergentes en el desarrollo del problema 4
Formas de razonamiento individual
FRI1: Multiplicar los dias por tres, por lo que iba ahorrando, y sumar 10,
qué es lo que ya tenia ahorrado
FRI2: Para obtener cuanto se ha ahorrado en cierto nimero de dias,
tenemos que multiplicar lo que ahorra cada dia, por el nimero de dias
que va ahorrar, y después como dice aqui que, su alcancia tienen 10
pesos, le tengo que sumar esos diez pesos, para que me de la respuesta

Las PMA y las FNR desarrolladas por la comunidad de aula durante la interaccion en el aula
del problema 4 se resumen en la Tabla 5.27. Durante la explicacién de cada FNR se explicitan
las diferentes ideas matematicas individuales identificadas en los estudiantes. El conjunto de
estos tres aspectos evidencian la evolucion del razonamiento matematico de la comunidad de
aula de quinto de primaria implicada en el desarrollo del problema 4.

Tabla 5.27.
Evolucion del razonamiento matemdtico colectivo implicado en el desarrollo del problema 4
Practicas matematicas . . Criterio
Formas normativas de razonamiento .
en el aula cumplido
PMAI1: Generalizar FNR1: Multiplicar los dias por tres, por lo que iba
aritméticamente ahorrando, y sumar 10, qué es lo que ya tenia Cl1
ahorrado
PMA2: Generalizar FNR2: Para obtener cuanto se ha ahorrado en cierto
algebraicamente numero de dias, tenemos que multiplicar lo que
ahorra cada dia, por el nimero de dias que va o
ahorrar, y después como dice aqui que, su alcancia
tienen 10 pesos, le tengo que sumar esos diez pesos,
para que me de la respuesta

5.4.1. PMA1: Generalizar aritméticamente

Esta practica fue revelada con base en el reconocimiento de una actividad matematica
invariante de los estudiantes en la forma normativa de razonamiento:

FNRI1: Multiplicar los dias por tres, por lo que iba ahorrando, y sumar 10, qué es lo
que ya tenia ahorrado

Esta actividad estuvo compuesta de un razonamiento orientado a identificar una relacién
entre los aspectos cuantificables del patron (posicion y término). La préctica consistio en la
interpretacion del patrdn recursivo y de sus condiciones iniciales dadas en el problema para
trasformarlo, asi establecer una relacion entre los aspectos cuantificables del patron aplicable
a todos sus términos k-ésimos. Los razonamientos matematicos de los estudiantes fueron
soportados por argumentos numéricos (aritmética bdsica). Se caracterizd por el uso de
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argumentos matemadticos que conectan lo numérico con el contexto del problema, y
viceversa.

5.4.1.1. FNR1: Multiplicar los dias por tres, por lo que iba ahorrando, y sumar 10, qué
es lo que ya tenia ahorrado

Esta forma de razonar surgid al inicio de la discusién grupal del problema 4, cuando los
estudiantes explicaron a la clase como determinaron términos k-ésimos del patron analizado.
En el proceso, participaron cuatro estudiantes (Xavier, Irene, Nadia y Ana), quienes se
caracterizaron por compartir el mismo razonamiento, que consistio en interpretar el patrén
recursivo y las condiciones iniciales dadas en el problema, y de trasformarlas en una relacion
matematica aplicable a todos sus términos k-ésimos del patron.

Se presenta como ejemplo, la participacion de Irene (extracto 487-488), quién argumento6 la
forma en que procedio para determinar la cantidad de dinero que el nifio tendra en su alcancia
al cabo de 30 dias de ahorrar. En la reconstruccion de su argumento (Figura 5.36) se puede
apreciar que ofrecié como CONCLUSION un registro numérico de la relacion para el caso
especifico de 30 dias de ahorrar, y como DATO la interpretacién verbal de la relacion
establecida. En donde, dio como evidencia que esa relacion es producto de reconocer y
coordinar lo que cambia “multipliqué la cantidad de dias, por el dinero que iba a ahorrar por
dia” y qué permanece en la situacion “sumé los 10 pesos que tenia en su alcancia”.

487. Profesor: Quién pasa a mostrarnos lo que hizo en el inciso b, que dice, ¢Cuanto dinero
tendrd su alcancia al cabo de 30 dias de ahorrar?

488. Irene: Multipliqué la cantidad de dias, por el dinero que iba a ahorrar por dia, y me dio
90, y sumé los 10 pesos que tenia en su alcancia [Acompaiia su explicacidn con
el procedimiento escrito en la pizarra

20
X3
a0
410
Toqa
DATO CONCLUSION
Trene: Multipliqué la cantidad de Irene: ()
dias, por ¢l dincro que iba a ahorrar 13
pordia, y me dio 90, y sumé los 10 a0’
pesos que tenia en su alcancia 19‘
BLR)

Figura 5.36. Argumento 36. Irene establece y aplica una relacion matematica para determinar un término
lejano.

146



Capitulo 5. Practicas matemadticas y formas normativas de razonamiento

También, en su intervencion (extracto 489-492), dio evidencia de reconocer que su

procedimiento fue semejante (o igual) que el de su companero Xavier quién previamente

habia expuesto la forma en que procedié para determinar la cantidad de dinero que el nifio

tendria al cabo de una semana de ahorrar.

489.
490.
491.
492.

Profesor:
Irene:
Profesor:
Irene:

é¢Hay semejanza con el procedimiento que hizo Xavier?
Si

éEsigual o diferente?

Igual

Otro momento importante de esta idea matematica, fue durante la participacion de Nadia y

Ana en la discusion grupal (extracto 493-498). El argumento de Nadia (Figura 5.37) es

presentado como evidencia de la generalizacion aritmética establecida para el caso especifico

de 107 dias de ahorrar. Agumento tomado por ANA como DATO para expresar una

CONCLUSION centrada en dar sentido a la forma de razonar de Nadia. Es asi, como Ana

evidencio su entendimiento y afirmé que comparte esta forma de proceder. Manifestando asi,

que es matematicamente aceptable.

493.

494.

495.
496.

497.

498.

Profesor: Nadia, coméntanos qué fue lo que hiciste para determinar cuanto dinero tendra
su alcancia al cabo de 107 dias de haber ahorrado
Nadia: Lo que hice, fue multiplicar por 3, y al resultado sumarle 10 [Acompafia su
explicacion con el procedimiento escrito en la pizarral
4
o7
X 5
537
lo
=31
Profesor: ¢Quién puede repetirnos qué fue lo que hizo Nadia?
Ana: Multiplicé los dias por tres, por lo que iba ahorrando, lo que le dio 321, y le
sumo 10, qué es lo que ya tenia ahorrado, y le dio ese resultado
Profesor: Hizo el mismo procedimiento que los demas ¢tu compartes el procedimiento
hecho?
Ana: Si
DATO
CONCLUSION 1
Nadia: CONCLUSION
DATO | ' p- Ana: Multiplicé los dias por
Nadia: Lo que hice, fue X _Z> ires, porlo que iba ahorrando,

mudtiplicarpor 3, y al _
resultado sumarle 10 g

lo que le dio 321, y e suma 11,
qué es lo que ya tenia ahorrado,
y le dio ese resultado

Figura 5.37. Argumento 37. Ana interpreta la relacion establecida por Nadia.

Lo que se desea resaltar en los Argumentos 36 y 37 es la ausencia de GARANTIAS y de

RESERVAS en las afirmaciones compartidas por los estudiantes durante el dircurso del aula.
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Por en cambio, reconocen la semejanza en sus formas de razonar (extracto 489-492 y 497-
498). Manifestando asi, que es matematicamente aceptable. La idea matematica “Multiplicar
los dias por tres, por lo que iba ahorrando, y sumar 10, qué es lo que ya tenia ahorrado”
funciond en el discurso del aula como si todos tuvieran una comprension similar, aunque
existieran ligeras diferencias individuales en la comprension. Evidencia empirica que se
cumplid con C1 y se convirtio en la FNRI.

La FNR1 fue expresada bajo diferentes ideas matemadticas individuales a lo largo de la
interaccion en el aula. En la Tabla 5.28 son resumidas las ideas y se presenta la evolucion
que tuvo en su proceso de consolidacion como FNR.

Tabla 5.28.

Evolucion del razonamiento matemadtico individual asociada con la FNRI

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNRI1 en el desarrollo del problema 4

e Lasemanatiene 7 dias, y ha ahorrado por dia 3 pesos, 3 por 7 igual a 21, mas los 10 pesos
que ya tenia antes, son 31 [Xavier, 478]

e Los 3 pesos que va ahorrado el nifio por dia. Asi que 3 por 7 es igual a 21, mas los 10
pesos que ya tenia el nifio, son 31 [Xavier, 484]

e  Multipliqué la cantidad de dias, por el dinero que iba a ahorrar por dia, y me dio 90, y
sumé los 10 pesos que tenia en su alcancia [Irene, 488]

e Lo que hice, fue multiplicar por 3, y al resultado sumarle 10 [Nadia, 494]
e  Multiplicd los dias por tres, por lo que iba ahorrando, lo que le dio 321, y le sumo 10,

o7
Z A%
1o
Es7
qué es lo que ya tenia ahorrado, y le dio ese resultado [Ana, 496]

5.4.2. PMAZ2: Generalizar algebraicamente

Esta practica fue detectada a partir de la actividad matematica comun de los estudiantes en
la segunda forma normativa de razonamiento:

FNR2: Para obtener cuanto se ha ahorrado en cierto nimero de dias, tenemos que
multiplicar lo que ahorra cada dia, por el nimero de dias que va ahorrar, y después
como dice aqui que, su alcancia tiene 10 pesos, le tengo que sumar esos diez pesos,
para que me de la respuesta
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Esta actividad estuvo compuesta de un razonamiento centrado en articular la relacién
funcional entre la posicion y el patron, expresada con cantidades inderminadas. La practica
consistid en la generalizacion de la relacion identificada en la PMA1, para un término n-
ésimo del patron. La expresion general fue representada en palabras. Los razonamientos
matematicos de los estudiantes fueron soportados por argumentos verbales fundamentados
en una estructura multiplicativa. Se caracterizé por el uso de argumentos matematicos que
conectan lo general (lo indeterminado) con lo numérico (relaciones especificas) y con el
contexto del problema (significado).

5.4.2.1. FNR2: Para obtener cuanto se ha ahorrado en cierto nimero de dias, tenemos
que multiplicar lo que ahorra cada dia, por el nimero de dias que va ahorrar, y
después como dice aqui que, su alcancia tiene 10 pesos, le tengo que sumar esos diez
pesos, para que me de la respuesta

Luego que Xavier, Irene, Nadia y Ana compartieran con la clase como determinaron los
términos k-ésimos del patron solicitados en el problema. El profesor cuestiond al grupo sobre
(cudl seria la regla general? (extracto 499-500). Fue Tania quién expresé verbalmente una
generalizacion algebraica de la relacion matematica tratada en la FNRI.

499. Profesor: Ok. ¢Cudl seria la regla general?

500. Tania: La regla es que para obtener cuanto se ha ahorrado en cierto numero de dias,
tenemos que multiplicar lo que ahorra cada dia, por el nimero de dias que va
ahorrar, y después como dice aqui que, su alcancia tiene 10 pesos, |le tengo que
sumar esos diez pesos, para que me de la respuesta.

DATO
CONCLUSION 1
DATO 1 Xavier: 7
Xavier: Ok, la semana tiene 7 dias, y /"‘31\
ha ahorrado pordia 3 pesos, 3 por 7 & fj
iguala 21.mas los 10 pesos que ya I
tenia antes. son 31
DATO 2 CONCLUSION 2 ‘ CONCLUSION ]
Irene: Multipliqué la cantidad de Trene: 40y Teio L4 replaes i s ks bl cx'umto
dias, por el dinero que iba a ahorrar e se ha ahorrado en cierto ntimero de dias,
por dia, y me dio 90, y sumé los 10 g tenemos Gue mudtiplicar fo que ahorra cada
pesos que tenia en su alcancia 410 dia, por el nimero de dias que va ahorrar.
=0 ¥ despuds come dice aqui que, su alcancia
tienen 10 pesos. le tengo que sumar esos
DATO 4 diez pevos, para que me de la respuesta
Y:’(::fﬁl.llﬁlm\ ! CONCLUSION 4
DATO3 4 Ana: Multiplice los dias por
Nadia: Lo gue hice, fue k7 tres, porlo que iha ahorrando,
5 X = % Z
multiplicarpor 3, y al 53T o queledio 321, v le sumo 10,
resultado sumarie 10 - ‘} ° qué es lo que va tenia ahorrado,
“xS1 y fe dio ese resultado

Figura 38. Argumento 38. Tania establece una regla general para el patrén.
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El argumento de Tania es reconstruido en la en la Figura 5.38. El cual, se caracteriza por
articular la relacion funcional entre el término del patrén y su posicion para cantidades
inderminadas, es decir, para el término n-ésimo del patron. Basada de las relaciones
especificas establecidas en la FNRI. Certeza de que los argumentos previos de sus
compaiieros funcionaron como DATO para el establecimiento de una nueva CONCLUSION
(expresion general), la cual no fue cuestionada o rechazada. Evidencia empirica que se
cumplid el C2 y se constituy6 la FNR2: Para obtener cuanto se ha ahorrado en cierto numero
de dias, tenemos que multiplicar lo que ahorra cada dia, por el numero de dias que va
ahorrar, y después como dice aqui que, su alcancia tiene 10 pesos, le tengo que sumar esos
diez pesos, para que me de la respuesta, que funciono como compartida por esta comunidad.

Esta FNR2 fue sustentada de una idea matematica individual (Tabla 5.29) presente en la
interaccion en el aula. Presumid ser una sofisticacion de las ideas matematicas individuales
constituidas en la FNRI1.

Tabla 5.29.

Evolucion del razonamiento matemdtico individual asociada con la FNR2

Ideas matematicas individuales asociadas con la FNR2 en el desarrollo del problema 4

e Para obtener cuanto se ha ahorrado en cierto niimero de dias, tenemos que multiplicar lo
que ahorra cada dia, por el nimero de dias que va ahorrar, y después como dice aqui que,

su alcancia tiene 10 pesos, le tengo que sumar esos diez pesos, para que me de la respuesta
[Tania, 500]
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En esta investigacion se caracterizaron las practicas matematicas y formas normativas de
razonamiento que soportan la evolucion del razonamiento matematico de una comunidad de
aula de quinto grado de primaria en el marco del pensamiento funcional. El estudio se
sustenta de la perspectiva sociocultural de Cobb y Yackel (1996) y su marco interpretativo
de los aspectos sociales e individuales que norma la actividad matematica en el aula. Desde
esta perspectiva, la unidad de analisis es la argumentacion que se suscita en el aula de clases.
El modelo argumentativo de Toulmin es basico para la reconstruccion de los argumentos, y
se enfatiza en esos razonamientos que norman el discurso en el aula.

Para el logro del objetivo, se realizaron las acciones siguientes:

a) Reconocer qué¢ ideas matematicas individuales expresadas en los argumentos de
los estudiantes de una comunidad de aula de clases se constituyen en formas
normativas de razonamiento durante una secuencia de instruccidon que promueve
pensamiento funcional.

b) Organizar las formas normativas de razonamiento identificadas, en torno a las
practicas matematicas realizadas por los estudiantes de una comunidad de aula de
primaria.

Desde el punto de vista metodologico, se disefio y desarrolld un experimento de ensefianza
con el fin de promover el pensamiento funcional y constituir una comunidad de aula. Se
disenaron cinco problemas que refieren a la generalizacion de patrones figurales de una
sucesion con progresion aritmética. La primera, con al fin de: a) introducir al trabajo con
patrones y su generalizacion y b) establecer a la argumentacion como una norma (en lo
individual y lo colectivo). El disefio de estos problemas, implic6 un analisis de contenido,
a fin de dilucidar acerca de la méxima demanda cognitiva que el curriculo plantea a los
estudiantes, el tipo de representaciones, el contexto y los usos en que se proponen las
situaciones de los libros de texto de matematicas oficiales. En ese contexto, se reconocio:

1) Que la maxima demanda cognitiva que el curriculo plantea a los estudiantes es
establecer la regla de recurrencia.

2) El contexto en que se estudian las progresiones artiméticas, es en el de conteo
ordenado, juegos, patrones, situaciones personales y laborales.

3) El tipo de representaciones son: numérico (simple o tabular), figural y verbal.
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Capitulo 6. Reflexiones y conclusiones

Se reviso ademas, la literatura con relacion a dos tematicas: problemas de generalizacion
de patrones y principios de disefio. La primera, permiti6 distinguir aspectos del proceso
de generalizacion que la investigacion ha documentado como fundamentales, asi como de
la estructura referidas a este tipo de problemas. Se han descrito como sigue:

1) El proceso: a) tomar conciencia de una regularidad comun, b) extender o
generalizar dicha regularidad a todos los términos posteriores de la secuencia; y ¢)
usar esa regularidad comun para construir una expresion directa de cualquier
término de la secuencia (Radford, 2008).

2) La estructura: radican en generar, a partir de los términos particulares dados o
condiciones iniciales de su generacion, nuevos términos particulares (que suelen
ser consecutivos, cercanos o lejanos) y la expresion del término general (o regla
general (Merino, Cafiadas y Molina, 2013).

La segunda tematica, puso en relieve los principios de disefio ha contemplar en la
planificacion y desarrollo de los materiales de instruccion para apoyar el razonamiento
matematico. Se identifico que:

1) Para promover la argumentacion en el aula, los problemas deben permitir: a)
diferentes procedimientos para su resolucion, b) respuestas abiertas, y c¢) posturas
diferentes (Solar y Deulofeu, 2016).

2) Para que las problemas tengan la potencialidad de involucrar al estudiante en
mayores niveles de pensamiento, incluidos el razonamiento y la creacion de
sentido, debe considerarse un alto nivel de demanda cognitiva (Smith y Stein,
1998).

Los problemas que constituyeron el experimento de ensefianza, se plantearon en un
contexto de patrones en sus diferentes representaciones (figural, numérico y verbal). Por
cuanto a la maxima demanda cognitiva, esta investigacion, plante6 que los estudiantes
construyeran una estructura matematica plausible o regla general que explique el
comportamiento del patron en cualesquiera de sus etapas.

En el experimento de ensefianza se trazd una trayectoria hipotética de aprendizaje (Fig
6.1), que anticipé como el pensamiento y la comprension de los estudiantes podrian
evolucionar cuando los problemas fueran implementados en el aula.

De acuerdo con la trayectoria de aprendizaje, la comunidad de aula analizada, se centro
en el desarrollo de las tres primeras practicas matematicas en la resolucion de los
problemas 1 al 3, al percibir y expresar lo qué es comun entre los elementos de un patrén
y generalizarlo a todos los términos posteriores. Haciéndose presentes a partir de diversas
FNR. Enrelacién con la PMA4 fue desarrollada para los problemas 2 al 4, al articular una
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regla general que explica el comportamiento del patron en cualesquiera de sus etapas.
Prevalecid solo una FNR basada de una estructura matematica estandar®: a,, = dn + c,
donde ¢ # 0. Para la PMAS no hubo envidencia de formar parte de las actividades
generales en las que se vid envuelta la comunidad de aula.

[dentifican y
respetan 1as
estructuras
cspacial v/o
numérica del
patrdn para
generar nuevos
clementos
Exploran, espacial y/o
numeéricaments, qué cambia 'y
qué permancce cn los
elementos de un pawrdn. Con
ello, perciben y expresan lo qué
es comun entre los elementos
de un patréon

Generalizan lo qué es comiin a todos los términos
posteriores de un patron. Usan cantidades
determinadas

Arliculan la relacion funcional lineal entre la posicion y el patron,
expresan la regla general. Usan cantidades indeterminadas

Usan la regla gencral para cl anélisis posterior del patrén

PMAL.
Extender el
patrén

PMA2.

Percibir y

registrar un PMAS3. PMS.

patron Generalizar PM4. Predecir el
aritméticamente Generalizar comportamicento
algebraicamente del patrén

utilizanda la
expresion general

Figura 6.1. Trayectoria hipotética de aprendizaje.

6.1. Formas normativas de razonamiento en el aula

Las FNR constituyen las ideas particulares o formas de razonamiento que funcionan en el
discurso del aula como si todos tuviesen una comprension similar, aun cuando podrian existir
diferencias individuales en ese proceso, tal como se afirma en Rasmussen et al. (2015). Se
reconocen a partir de las FRI delimitadas a través de las ideas matematicas individuales
expresadas en los argumentos de los estudiantes de una comunidad de aula.

Los criterios usados para determinar cudndo una forma de razonamiento se establecid en
normativa, fueron:

Criterio 1 (C1): Los respaldos y/o garantias para una conclusion en particular ya no
aparecen en las explicaciones de los estudiantes y, por lo tanto, la idea matematica
expresada en el nucleo del argumento es evidente por si misma (Stephan &
Rasmussen, 2002, p.462).

Criterio 2 (C2): Cualquiera de las cuatro partes de un argumento (dato, garantia,
conclusion, respaldo) cambian de posicion (es decir, de funcion) dentro de los

3 Una generalizacion es expresada de forma estandar cuando los términos en la expresién directa
correspondiente estan en forma simplificada. Una generalizacidn es expresada de forma no estandar cuando
contiene términos que aln pueden simplificarse (Rivera, 2013).
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argumentos subsiguientes y no son cuestionadas (Stephan & Rasmussen, 2002,

p.462).

Criterio 3 (C3): Cuando una idea particular es usada repetidamente como datos o

como garantia para diferentes conclusiones en varios episodios de la clase (Cole et

al., 2012).

Con base en este marco de ideas, el analisis de los datos evidencié que durante una secuencia

de instruccion que promovio el pensamiento funcional en un aula de clases, se pusieron de

manifiesto nueve FRI en el problema 1, de ellas, seis se constituyeron en FNR. En el

problema 2, se manifestaron diez FRI y siete se constituyeron en FNR. Por cuanto al

problema 3 se manifestaron siete FRI y seis se constituyeron en FNR. Para el problema 4, se

reconocieron dos FRI, ambas se constituyeron en FNR. La Tabla 6.1 resume tanto las FRI

manifestadas como las FNR, con el criterio que cumplieron y de cuéles no.

Tabla 6.1. FRI y FNR manifestadas en el estudio

. Formas normativas de
Formas de razonamiento . s
P razonamiento y criterio
individual .
cumplido

Problema 1

FRI1: A la sucesion se le van sumando cuatro FNRI1 (C3)

FRI2: Lo que iba haciendo, era cuatro por la figura que era, y se le suman dos FNR2 (C1)

FRI3: Para saber cuantos circulos le corresponden a la figura 5, primero a FNR3 (C2)

cinco le resté tres, y me dio dos, ahora a ese dos lo multipliqué por cuatro y

me dio ocho, y por ultimo le sumé 14, y me dio 22

FRI4: La cantidad de circulos de la parte inferior son igual al nlimero de FNR4 (C2)

figura mas dos. Y que en todas las figuras se tenian filas de tres circulos, y las

filas iban de acuerdo al nimero de figura

FRIS5: Multipliqué el nimero de figura por cuatro

FRI6: Para la figura 100, multipliqué la cantidad de circulos que le

corresponden a la figura 50 por dos

FRI7: (2150 — 3) -4 + 14 = 8602 FNRS (C2)

FRI8: Para la figura 100, lo que yo hice fue multiplicar 100 por tres, luego, le

sumo 100 circulos mas dos

FRI9: Multiplicaria el nimero de figura por cuatro y le sumaria dos FNR6 (C1)
Problema 2

FRI1: Dibujé la figura y conté. FNR1 (C1)

FRI2: La sucesion va de dos en dos. FNR2 (C3)

FRI3: Es que a la figura tres como vi que para llegar a la figura uno, le faltan FNR3 (C3)

dos, y como la constante era de dos, entonces a los 12 cuadrados de la figura

tres, le resté cuatro y me dio ocho.

FRI4: Multipliqué los cuadrados blancos por dos, por lo que hay arriba y FNR4 (C2)

abajo. Al resultado le sumé seis, que son los tres cuadrados que hay en los dos

extremos de la figura.

FRIS5: Es poner 10 arriba y 10 abajo porque son los que cubren a los 10

cuadrados blancos, mas seis, porque son tres de aqui y tres de aca.

FRI6: (50 +50) + (3 + 3) =106

FRI7: (130 +2) + (130 + 2) + 2 = 266

FRI8: (130 —3) -2+ 12 = 266 FNRS (C1)
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FRI9: Para la figura 50, multipliqué dos por 50, y me dio 100, al resultado le FNRG6 (C1)
sumé los seis cuadrados que siempre habian en los lados, asi obtuve 106
cuadrados grises

FRI10: Multipliqué la cantidad de cuadrados blancos por dos y le sumé seis FNR7 (C1, C2)
Problema 3

FRI1: Le sumé cinco, que es lo que va aumentando la cantidad de palillos de FNR1 (C3)

una figura a otra

FRI2: Multipliqué por cinco, porque son los palillos que se van aumentando. FNR2 (C1)

Le aumenté uno, porque observé que luego de contar cierta cantidad de veces
cinco palillos, sobraba un palillo
FRI3: 23 x5 =115

FRI4: (23 x5)+1 =116 FNR3 (C1)
FRI5: Fui sumando de cinco en cinco hasta llegar a la cantidad solicitada FNR4 (C3)
FRI6: (23X 6) — (23 —1) =116 FNRS5 (C2)
FRI7: (;?7x5) +1 FNRG6 (C1)
Problema 4

FRI1: Multiplicar los dias por tres, por lo que iba ahorrando, y sumar 10, qué FNR1 (C1)
es lo que ya tenia ahorrado

FRI2: Para obtener cuanto se ha ahorrado en cierto numero de dias, tenemos FNR2 (C2)

que multiplicar lo que ahorra cada dia, por el nimero de dias que va ahorrar, y
después como dice aqui que, su alcancia tienen 10 pesos, le tengo que sumar
esos diez pesos, para que me de la respuesta

6.2. Practicas matematicas en el aula

Las PMA refieren a las situaciones locales inmediatas del desarrollo de los estudiantes.
Identificar las secuencias de tales practicas, implica documentar la evolucién de las
situaciones sociales en las que los estudiantes participan y aprenden. El analisis revela las
ideas y actividades matematicas establecidas conjuntamente cuando el profesor y los
estudiantes coordinan sus actividades individuales (Cobb & Yackel, 1996; Cobb, 2000). Son
documentadas como colecciones de formas normativas de razonamiento en torno a una
actividad matematica general (Stephan & Rasmussen, 2002; Wawro, 2011; Rasmussen et al.,
2015).

El estudio empirico, documentd que cada problema integrado en la secuencia de aprendizaje
manifestd ciertas FNR que son caracteristicas del contexto y de las condiciones iniciales
planteadas. Lo que no resulta propio son las practicas matematicas, ya que éstas se hicieron
presentes (en cierta medida) en los cuatro problemas analizados. Un analisis global de los
hallazgos (Anexo C) permite reportar tres practicas matematicas en el aula:

PMAT1: Extender, percibir y registrar un patron. Esta practica estuvo caracterizada por la
exploracion, espacial y numérica, de los primeros términos del patron figural, a fin de
reconocer qué permanece y qué cambia de un término a otro. Asi la practica consistio en
percibir y registrar lo que es comun entre los elementos de un patrén, a fin de establecer
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regularidades que permitieran establecer procedimientos viables para extenderlo y generar
nuevos términos, en su mayoria, términos consecutivos y cercanos. Las representaciones
usadas fueron figurales, numéricas y verbales. Los razonamientos matematicos de los
estudiantes fueron soportados por argumentos pictoricos, gestuales y/o aritméticos. Por
consiguiente, en esta practica mayormente se hizo uso de argumentos basados en el contexto
concreto del problema.

Las FNR que definieron a esta practica, son resumidas en la Tabla 6.2.

Tabla 6.2. FNR que constituyen la PMAI

Problema 1

FNR1: A la sucesion se le van sumando cuatro

FNR2: Lo que iba haciendo, era cuatro por la figura que era, y se le suman dos

FNR3: Para saber cuantos circulos le corresponden a la figura 5, primero a cinco le resté
tres, y me dio dos, ahora a ese dos lo multipliqué por cuatro y me dio ocho, y por tltimo le
sumé 14, y me dio 22

FNR4: La cantidad de circulos de la parte inferior son igual al nimero de figura mas dos. Y
que en todas las figuras se tenian filas de tres circulos, y las filas iban de acuerdo al niimero
de figura

Problema 2

FNR1: Dibujé la figura y contg.

FNR2: La sucesion va de dos en dos.

FNR3: Es que a la figura tres como vi que para llegar a la figura uno, le faltan dos, y como

la constante era de dos, entonces a los 12 cuadrados de la figura tres, le resté cuatro y me dio

ocho.

FNR4: Multipliqué los cuadrados blancos por dos, por lo que hay arriba y abajo. Al

resultado le sumé seis, que son los tres cuadrados que hay en los dos extremos de la figura.
Problema 3

FNR1: Le sumé cinco, que es lo que va aumentando la cantidad de palillos de una figura a
otra

FNR2: Multipliqué por cinco, porque son los palillos que se van aumentando. Le aumenté
uno, porque observé que luego de contar cierta cantidad de veces cinco palillos, sobraba un
palillo

PMAZ2: Generalizar aritméticamente. Esta actividad estuvo compuesta de un razonamiento
orientado a articular una relacion matematica entre los aspectos cuantificables del patron
(posicion y término) basada de las regularidades observadas y establecidas en la PMA1, para
aplicarla a todos los términos posteriores de un patron. Estas relaciones fueron trabajadas con
cantidades determinadas y con representaciones numéricas y verbales. Fueron usadas para
determinar términos k-ésimos lejanos. Los razonamientos de los estudiantes fueron apoyados
por argumentos aritméticos basados en su mayoria de una estructura multiplicativa. Se
caracterizd por el uso de argumentos matematicos que conectaban lo aritmético con el
contexto del problema, y viceversa.
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Las FNR que definieron a esta practica, son resumidas en la Tabla 6.3.

Tabla 6.3. FNR que constituyen la PMA2
Problema 1

FNRS: (2150 — 3) - 4 + 14 = 8602

FNR6: Multiplicaria el nimero de figura por cuatro y le sumaria dos
Problema 2

FNR5: (130 —3) -2+ 12 = 266
FNRG6: Para la figura 50, multipliqué dos por 50, y me dio 100, al resultado le sumé los seis
cuadrados que siempre habian en los lados, asi obtuve 106 cuadrados grises.

Problema 3

FNR3: (23 x5)+ 1 =116
FRI4: Fui sumando de cinco en cinco hasta llegar a la cantidad solicitada
FNR5: (23 x6) —(23—-1) =116

Problema 4
FNR1: Multiplicar los dias por tres, por lo que iba ahorrando, y sumar 10, qué es lo que ya
tenia ahorrado

PMA3: Generalizar algebraicamente. Esta actividad estuvo compuesta de un
razonamiento centrado en establecer la relacion funcional entre la posicion y el patron, para
el término n-ésimo. La practica consistio en la generalizacion de una relacion matematica
establecida en la PMA2, con cantidades indeterminadas. La expresion general fue
representada verbalmente y hubo indicios de un primer acercamiento al uso de variables
(representacion algebraica). Los razonamientos matematicos de los estudiantes fueron
soportados por argumentos alfa-numéricos fundamentados en una estructura multiplicativa.
Se caracterizO por el uso de argumentos matematicos que conectan lo general (lo
indeterminado) con lo numérico (relaciones especificas) y con el contexto del problema
(significado).

Las FNR que definieron a esta practica, son resumidas en la Tabla 6.4.

Tabla 6.4. FNR que constituyen la PMA3

Problema 2

FNR7: Multipliqué la cantidad de cuadrados blancos por dos y le sumé seis.
Problema 3

FNR6: (;?7X5)+1
Problema 4

FNR2: Para obtener cuanto se ha ahorrado en cierto nimero de dias, tenemos que
multiplicar lo que ahorra cada dia, por el nimero de dias que va ahorrar, y después como
dice aqui que, su alcancia tiene 10 pesos, le tengo que sumar esos diez pesos, para que me de
la respuesta.
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Esta caracterizacion de PMA y FNR conforman el soporte de la evolucion del razonamiento
matematico que una comunidad de aula de quinto de primaria manifestd6 durante una
secuencia de instruccion que promovio el desarrollo del pensamiento funcional.

Este producto compone un modelo explicativo, basado en la empirea, de la evolucion del
razonamiento que una comunidad de aula de nivel primaria puede desarrollar al involucrarse
con problemas de generalizacion de patrones, que refiere al pensamiento funcional.

Este modelo basado en tres practicas matematicas en el aula, tiene la cualidad de ser
explicativo y poder ser adaptado en caso de interaccion con otras comunidades y con otros
problemas de generalizacion de patrones. Permite documentar una ruta para el aprendizaje
de ideas importantes relacionadas con el pensamiento funcional (véase Figura 6.2), que van
de ideas basadas en el contexto concreto del problema como lo fue “dibuj¢ la figura y conté”,
pasa por ideas asociadas con relaciones matematicas especificas que son usadas para
determinar términos k-ésimos del patron, hasta el establecimiento de relaciones funcionales
generales para expresar el término n-ésimo del patron. Estas ideas matematicas fueron
acompanadas del uso de diferentes tipos de representaciones (figural, gestual, numérico,
verbal y alfanumérico), conexion con otras ideas matematicas y estuvieron vinculadas con el
contexto del problema; asi como de argumentaciones y justificaciones que los estudiantes
establecieron para explicar y sustentar su forma de razonar. Aspecto que Wawro (2011)
menciona como una bondad que tiene este tipo de analisis centrado en el razonamiento
matematico, ya que no se limita al manejo de ciertas categorias de andlisis, si no que deja
abierta la posibilidad de dar evidencia de todos los elementos que acompafian a las formas
de razonar de una comunidad de aula.
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Interpretan las condiciones de generacion del
patron figural y analizan el término dado
Identifican las cantidades variables

Respetan las estructuras espacial y numérica
del patrén para generar nuevos términos
Argumentos basados en el contexto del
problema

Representacion figural,

gestual y numérica FNR1: Dibujé la figura y conté

FNR2: La sucesion va de dos en dos

FNR4: Multipliqué los cuadrados blancos por
dos, por lo que hay arriba y abajo. Al resultado
le sumé seis, que son los tres cuadrados que

= Reconocen la diferencia comiin entre términos hay en los dos extremos de la figura
consecutivos (cambio de la variable dependiente)

= Involucran pensamiento aditivio

= Establecen una relacion de recurrencia

= Argumentos basados en el contexto del problema

Examen coordinado de la estructura espacial y
numérica del patrén figural

Identifican qué cambia y qué permanece en todos
los términos conocidos

Establecen una relacion de correspondencia entre
FNR3: Es que a la figura tres como vi que para el patrén y su posicion

llegar a la figura uno, le faltan dos, y como la Se basan de un pensamiento multiplicativo
constante era de dos, entonces a los 12 cuadrados Argumentos basados en el contexto del problema
de la figura tres, le resté cuatro y me dio ocho.

Representacion
figural y numérica

Representacion figural,
numérico y verbal

Construye una relacion basada en la coordinacion de la
diferencia entre los valores de las posiciones con el de
la diferencia entre los valores de sus términos

= Relacionan: datos conocidos, la regularidad del patron FNRG6: Para la figura 50, multipliqué dos por 50, y me dio
establecida en FNR2 y los datos deseados 100, al resultado le sumé los seis cuadrados que siempre

= Argumentos intuitivos basados en el contexto del habian en los lados, asi obtuve 106 cuadrados grises
problema

Concatenacion de argumentos, que sustentan cada paso
de la nueva relacion

= Abstraen numéricamente la relacion establecida
B en la FNR4 para generar términos lejanos
Representacion = Usan cantidades determinadas, es decir, términos
numérica y verbal k-ésimos.
= Usan argumentos matematicos que conectan lo
numérico con el contexto del problema, y
viceversa

Representacion

Abstraen numéricamente la relacion establecida en la

FNR3 y la usan para generar términos lejanos del numérica y verbal

patrén
= Usan cantidades determinadas, es decir, términos
k-ésimos
= Involucran pensamiento multiplicativo FNR7: Multipliqué la cantidad de
= Usan argumentos matematicos que conectan lo cuadrados blancos por dos y le sumé seis

numérico con el contexto del problema, y viceversa

Representacion Construyen la relacion funcional entre la
verbal y numérica posicion y el patrén, para el término n-ésimo
Usan cantidades indeterminadas
Generan la regla general usando signos de
interrogacion para designar variables y valores

) ) ) desconocidos
- Formas Normativas de Razonamiento (FNR) El Relaciones entre APR y RM Usan argumentos matematicos que conectan lo
|:| Aspectos Propios de ese Razonarl (APR) — Relaciones entre FNR genergl (lo 1ndeterrm1nado) con lo numérico
(relaciones especificas) y con el contexto del

D Representaciones Matematicas (RM) ( Relaciones entre una FNR problema (significado).
con los APRy RM

Representacion
verbal y alfanumérica

Figure 6.2. Evolucion de las PMA y FNR evidenciadas para el problema 2.
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La Trayectoria de aprendizaje que la comunidad de aula evidencidé durante su actividad

matematica se integro por tres PMA (Figura 6.3).

En contraste con la trayectoria hipotética de aprendizaje (Figura 6.1), algunas aspectos

observados fueron:

1) La PMAIl y PMA2 (de la trayectoria hipotética) fueron consideradas de manera

2)

3)

conjunta. El estudio empirico reflejé la relacion conjunta de estas practicas en la

actividad matematicas de los estudiantes. Queda abierta la investigacion para

evidenciar si otros participantes

La PMAS (de la trayectoria hipotética) no fue desarrollada durante el estudio, atn

cuando se consider6 como parte del problema 4, ya que durante la interaccion en el

aula no hubo oportunidad de ser atendida. El tiempo de la aplicacién se concluyo y la

cuestion no pudo ser discutida con la comunidad participante.

El estudio empirico permitio robustecer lo que se espera en cada una de estas PMA.

Esto da mayor orientacion para tomar acciones con respecto al disefio de materiales

de instrucciébn que promuevan pensamiento funcional. Asi, como para guiar,

introducir o seguir el aprendizaje matematico asociado con pensamiento funcional.

Exploran, espacial y numéricamente,
los primeros términos del patrén
figural, para reconocer qué permanece
y qué cambia de un término a otro. Asi,
percibir lo que es comun entre los
elementos de un patron y registrar
regularidades que permitan establecer
procedimientos viables para extender y
generar nuevos términos, en su
mayoria, términos consecutivos y
cercanos. Involucran representaciones
figurales, gestuales, numéricas y
verbales. Usan argumentos basados en
el contexto concreto del problema.

PMAL:
Extender,
percibir y

registrar un
patrén

del problema, y viceversa

Articulan una relacién matematica entre los aspectos
cuantificables del patron (posicién y término) basada de
las regularidades observadas y establecidas en la PMA1,
para aplicarla a todos los términos posteriores de un
patron. Estas relaciones las trabajan con cantidades
determinadas (términos k-ésimos lejanos ) y con
representaciones numéricas y verbales. Usan argumentos
matematicos que conectan lo aritmético con el contexto

PMA2: Generalizar
aritméticamente.

Establecen la relacion funcional entre la posicion y el patron, para el término n-
ésimo. Usan las relaciones matematicas establecidas en la PMA2, con cantidades
indeterminadas. Utilizan representaciones verbales y alfanuméricas. Disponen de
de argumentos matematicos que conectan lo general (lo indeterminado) con lo
numérico (relaciones especificas) y con el contexto del problema (significado)

PMA3: Generalizar
algebraicamente

Figura 6.3. Trayectoria de aprendizaje basada en la empirea.
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6.4 Aportes de la investigacion, limitaciones y estudios futuros

El aporte de esta investigacion es la caracterizacion de las PMA y las FNR que soportan la
evolucion del razonamiento matematico de una comunidad de aula de quinto grado de
primaria en el marco del pensamiento funcional. Con la cual se respondi6 a la pregunta de
investigacion:

(Qué practicas matematicas y formas normativas de razonamiento soportan la evolucion del
razonamiento matematico en una comunidad de aula de primaria a lo largo de una secuencia
de instruccidon que promueve el desarrollo del pensamiento funcional?

En relacion con la caracterizacion hecha, se propuso:

1) Un modelo explicativo, basado en la empirea, de la evolucion del razonamiento que
una comunidad de aula de nivel primaria puede desarrollar al involucrarse con
problemas de generalizacion de patrones, que refiere al pensamiento funcional.

2) Una ruta de aprendizaje de ideas importantes relacionadas con el pensamiento
funcional (Figura 6.2), y

3) Una trayectoria de aprendizaje basada en la empiria sobre pensamiento funcional
(Figura 6.3).

Sin pretender ser concluyentes, el modelo explicativo, la ruta de aprendizaje y la trayectoria
hipotética podrian ser til para orientar la accion curricular y docente en la introduccion del
pensamiento funcional en las aulas de clases de primaria.

Otros aportes asociados con el trabajo, son un andlisis de contenido matematico escolar
realizado para la sucesion matemadtica con progresion aritmética en la educacion primaria
mexicana (véase Capitulo 3) y un experimento de ensefianza en el aula construido para
promover el desarrollo de pensamiento funcional (véase Capitulo 4).

Algunas limitaciones del estudio es que no hubo evidencia de si la comunidad daba cuenta
de la PMAS: predecir el comportamiento del patron utilizando la expresion general,
establecida en la trayectoria hipotética. Por tanto, hace falta indagar sobre esta cuestion.

Se propone continuar con la investigacion sobre, las practicas matematicas y formas
normativas de razonamiento, para los demas grados que conforman la educacion primaria,
para contar con mayor informaciéon sobre la evoluciéon del razonamiento matematico
asociado con el pensamiento funcional. Asi, poder constatar y/o robustecer el modelo
explicativo propuesto. Esto es resaltado, al ser pocas las investigaciones sobre las practicas
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matematicas que se han centrado en el andlisis de formas normativas de razonamiento en
estudiantes de primaria, asi como con pensamiento funcional.
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Anexo A. Secuencia de materiales de instruccion

Problema 0. Analiza la siguiente sucesion de figuras formadas por circulos de igual
tamarno.

S ofo  oodboo mé@m

Fig. 1 Fig. 2 Fig.3 Fig. 4 Fig. 5

a) [Cuantos circulos se necesitan para formar la figura 4 de la sucesion? Argumenta tu
respuesta.

b) (Es correcto que la figura 7 de la sucesion tenga la forma siguiente? Por qué?

¢) (Cuantos circulos se necesitan para formar la figura 20 de la sucesion? ;Cuantos la figura
50?7 Argumenta tu respuesta.

d) Escribe un mensaje a un compafiero, donde le expliques como puede determinar
répidamente la cantidad de circulos necesarios para formar cualquier nimero de figura
de la sucesion.

e) Determina rapidamente la cantidad de circulos necesarios para formar la figura 1500.
Argumenta tu respuesta.
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Problema 1. Las figuras de la sucesion siguiente estan formadas por circulos de igual
tamarno.

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

a) [Cuantos circulos se necesitan para formar las figuras 5, 9, 12 y 100? Argumenta tu
respuesta.

b) Determina rapidamente la cantidad de circulos necesarios para formar la figura 2150.
Argumenta tu respuesta.
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Problema 2. Las figuras de una sucesion estan formadas por cuadrados blancos y grises del
mismo tamafio. Los cuadrados blancos se ubican de forma alineada, en el centro de cada
figura y los grises, alrededor de los blancos, como se muestra en seguida.

a) ;Cuantos cuadrados grises se colocarian en la figura, si se tiene un cuadrado blanco?
(Cuantos si se tienen dos cuadrados blancos? ;Y cuantos si se tienen cuatro cuadrados
blancos? Justifica tu respuesta.

b) (Cudntos cuadrados grises se colocarian en la figura, si se tienen 10 cuadrados blancos?
(Cuantos si se tienen 50 cuadrados blancos? ;Y cuantos si se tienen 130 cuadrados
blancos? Justifica tu respuesta.

¢) Explica como podrias averiguar rapidamente cuantos cuadrados grises se colocan en la
figura si se conoce la cantidad de cuadrados blancos que la forman.
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Problema 3. Los hexagonos de la sucesion estdn formados por palillos del mismo tamaio,
como se muestra en seguida.

N NN

- -
N I\/\/

Un hexagono Dos hexdgonos

NN

NSNS

a) Organiza los datos anteriores en la tabla y complétala.

b)

d)

Tres hexagonos

Numero de
hexagonos

Cantidad
de palillos

1

DN KW N

6

Con base en los datos de la tabla, describe la relacion que se establece entre el nimero de
hexagonos y la cantidad de palillos de la sucesion.

(Cuando el nimero de hexdgonos es 13, cudl es la cantidad de palillos usados?

(Cuando el nimero de hexdgonos es 52, cudl es la cantidad de palillos usados?

Establece una regla para determinar la cantidad de palillos usados para construir un cierto

numero de hexagonos. Explica tu regla.
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Problema 4. Analiza la siguiente situacion y responde lo que se te solicita.

Un nifo desea ahorrar de forma que cada dia ahorre $3.00.
Inicialmente su alcancia tiene $10.00

a) (Cuanto dinero tendra su alcancia al término de una semana de ahorrar? Argumenta tu
respuesta.

b) (Cudanto dinero tendra su alcancia al cabo de 30 dias de ahorrar? ;Cuanto al cabo de 107
dias de ahorrar? Argumenta tu respuesta.

¢) Establece una regla para determinar rdpidamente la cantidad de dinero que tendra el nifio
en su alcancia al transcurrir cierta cantidad de dias de ahorrar. Explica tu regla.

d) Usa la regla para determinar rapidamente la cantidad de dinero que tendra el nifio en su
alcancia al cabo de un afio de ahorrar.
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Anexo B. Analisis a priori de la secuencia de materiales de instruccion

Problema 1. Las diferentes formas de pensamiento funcional que se espera puedan
desarrollarse mediante su analisis y resolucion, son las siguientes:

1. Relacién de recurrencia
Tipo 1.1. Se basa de analizar la cantidad de circulos respecto al numero de figura que forman mediante el
uso de la representacion figural dada.

oot} oot ol

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Se reconoce que la diferencia entre dos cantidades de circulos consecutivos es una constante de cuatro
unidades, que expresan como:

+4 +4
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
A. “la cantidad de circulos va aumentado de 4 en 4”

Para obtener valores desconocidos de cantidad de circulos que le corresponde a cierto niimero de figura de
la sucesion, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica de forma recurrente a los
valores de la cantidad de circulos, por ejemplo:
+4 +4
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

La sintesis del término general es:

B. “al valor anterior de circulos le sumo cuatro unidades”

C. a, =a,_;+4 donden es el nimero de figura, a,, la cantidad de circulos que forma la figura de

la sucesion analizada y a,,_; la cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

Tipo 1.2. Se basa de ordenar los valores de la cantidad de circulos respecto al nimero de figura que forman
en una representacion numérica simple:

6,10,14, ...

Se reconoce que la diferencia entre dos cantidades de circulos consecutivos es una constante de cuatro
unidades, que expresan como:

+4 +4
N

6,10,14, ...
A. “la cantidad de circulos va aumentado de 4 en 4”
Para obtener valores desconocidos de cantidad de circulos que le corresponde a cierto niimero de figura de

la sucesion, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica de forma recurrente a los
valores de la cantidad de circulos, por ejemplo:
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+4 +4
NN
6,10,14,18,22 ..

La sintesis del término general es:
B. “al valor anterior de circulos le sumo cuatro unidades”
C. a, =a,_;+4 donden es el nimero de figura, a,, la cantidad de circulos que forma la figura de
la sucesion analizada y a,,_; la cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

Tipo 1.3. Se basa de ordenar los valores de la cantidad de circulos respecto al nimero de figura que forman
en una representacion tabular:

Numero de figura 11213
Cantidad de circulos | 6 | 10 | 14

Se reconoce que la diferencia entre dos cantidades de circulos consecutivos es una constante de cuatro
unidades, que expresan como:

Numero de figura 1[121]3
Cantidad de circulos | 6 | 10 | 14

A. “la cantidad de circulos va aumentado de 4 en 4”

Para obtener valores desconocidos de cantidad de circulos que le corresponde a cierto niimero de figura de
la sucesion, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica de forma recurrente a los
valores de la cantidad de circulos, por ejemplo:

p—
[3%]
w
S
L7}

Numero de figura
Cantidad de circulos | 6 | 10 [ 14 | 18 | 22

La sintesis del término general es:
B. “al valor anterior de circulos le sumo cuatro unidades”
C. a, =a,_;+4 donden es el nimero de figura, a,, la cantidad de circulos que forma la figura de
la sucesion analizada y a,,_, la cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

2. Relacion covariacional

Tipo 2.1. Se basa de analizar la cantidad de circulos respecto al numero de figura que forman mediante el
uso de la representacion figural dada.

oot} oot ol

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Se reconoce que las diferencias entre los valores consecutivos de nimero de figura son una constante de una
unidad, al mismo tiempo que las diferencias entre los valores de las cantidades de circulos son constantes de
cuatro unidades.

+4 +4

R

\I./\]_/

A. ‘el numero de figura va de uno en uno y la cantidad de circulos va de cuatro en cuatro”
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Para obtener valores desconocidos, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica a
ambas variables, esto es, al nimero de figura y a la cantidad de circulos, por ejemplo:
+4 +4

é&&@ﬁ

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Flg 4 Fig. 5

B. “cuando el numero de figura aumenta en uno, la cantidad de circulos aumenta en cuatro”

La sintesis del término general es:
C. “si al numero de figura se le suma una unidad, a la cantidad de circulos se le suma cuatro unidades,
y viceversa”
D. sin= (n-—1)+ 1, entonces a,, = a,_, + 4, donde n es el numero de figura, (n — 1) es el nimero
de figura anterior a la analizada, a,, la cantidad de circulos que forma la figura analizada y a,,_, la
cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

Tipo 2.2. Se basa de ordenar el nimero de figura y la cantidad de circulos, en pares ordenados, mediante una
representacion tabular.

Numero de figura 11213
Cantidad de circulos | 6 | 10 | 14

Se reconoce que las diferencias entre los valores consecutivos de nimero de figura son una constante de una

unidad, al mismo tiempo que las diferencias entre los valores de las cantidades de circulos son constantes de
cuatro unidades.

+1 +1
N N
Numero de figura 11213
Cantidad de circulos | 6 | 10 | 14
7
+4  +4

A. ‘el numero de figura va de uno en uno y la cantidad de circulos va de cuatro en cuatro”

Para obtener valores desconocidos, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica a
ambas variables, esto es, al nimero de figura y a la cantidad de circulos, por ejemplo:

+1 +1

AN a
Numero de figura 11213 |/4/[5
Cantidad de circulos | 6 [ 10| 14 | 18 | 22
\C ¥

+4  +4

B. “cuando el numero de figura aumenta en uno, la cantidad de circulos aumenta en cuatro”

La sintesis del término general es:
C. “si al numero de figura se le suma una unidad, a la cantidad de circulos se le suma cuatro unidades,
y viceversa”
D. sin= (n-—1)+ 1, entoncesa, = a,_, + 4, donde n es el nimero de figura, (n — 1) es el nimero
de figura anterior a la analizada, a,, la cantidad de circulos que forma la figura analizada y a,,_, la
cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

3. Relacion de correspondencia

Tipo 3.1. Se basa de analizar la estructura del patron figural, por ejemplo:
La figura 5 se forma de cuatro grupos de cinco circulos y de dos circulo ubicados a la izquierda:
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O la figura 5 se forma de un rectangulo de base igual al nimero de la figura y altura de cuatro unidades y
de dos circulos ubicados a la izquierda.
5
f_lﬁ

Fig. 5

Estas estructuras multiplicativas, se usan para obtener un valor desconocido de la sucesion, que a la vez se
sustenta de un pensamiento multiplicativo, como sigue:

A. Si se conoce el niimero de figura y se desea determinar la cantidad de circulos que la forman, basta
con:

Numero de figura

4x5=20
20 4+ 2 = 22 circulos

Sintesis del término general:
B. el numero de figura lo multiplico por cuatro, luego le sumo dos, el resultado es la cantidad de
circulos que la forman”
C. a, =4n+ 2, donden es el nimero de figura y a,, la cantidad de circulos que forma la figura de
la sucesion analizada.

Tipo 3.2. Otra estructura del patron figural, es:

La figura 5 se forma de una fila de circulos que es igual al nimero de figura mas dos; mas un rectangulo
de base igual al nimero de la figura y altura de tres unidades.

Fig. 5

Esta estructura multiplicativa, se usa para obtener un valor desconocido de la sucesion, que a la vez se
sustenta de un pensamiento multiplicativo, como sigue:

A. Si se conoce el niimero de figura y se desea determinar la cantidad de circulos que la forman, basta
con:
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Numero de figura
(5+2)+ (3 x5) =7+ 15 = 22 circulos

Sintesis del término general:
B.  “al numero de figura le sumo dos, al resultado lo sumo con el resultado de multiplicar por tres el
numero de figura, asi obtengo la cantidad de circulos que la forman”
C. a, = (n+2)+ 3n, donde n es el namero de figura y a,, la cantidad de circulos que forma la
figura de la sucesion analizada.
Tipo 3.3. Otra estructura del patron figural, es:
La figura 5 es igual a obtener el area de un rectangulo de base igual al niimero de la figura mas dos y
altura cuatro unidades; y quitarle a esa area seis unidades (circulos que no estan en la figura).

Esta estructura multiplicativa, se usa para obtener valores desconocidos de la sucesion, que a la vez se
sustenta de un pensamiento multiplicativo, como sigue:
A. Si se conoce el niimero de figura y se desea determinar la cantidad de circulos que la forman, basta
con:

Nuamero de figura

G+2)x@4)=7%x4=28
28 — 6 = 22 circulos

Sintesis del término general:
B.  “al numero de figura le sumo dos, luego lo multiplico por cuatro, al resultado que me dé le resto
(o quito) seis, asi obtengo la cantidad de circulos que la forman”
C. a, =[(n+2)x(4)]— 6, donden es el nimero de figura y a,la cantidad de circulos que forma
la figura de la sucesion analizada.

Problema 2. Las diferentes formas de pensamiento funcional que se espera puedan
desarrollarse mediante su analisis y resolucion, son las siguientes:

1. Relacién de recurrencia
Tipo 1.1. Se basa de analizar la cantidad de cuadros grises respecto a los valores de la cantidad de cuadrados
blancos empleados para formar las figuras de la sucesion analizada mediante el uso de la representacion
figural dada.

Se reconoce que la diferencia entre cantidades consecutivas de cuadrados grises empleados en dos figuras
consecutivas es una constante de dos unidades, que expresan como:
+2 +2

. "

A1 T

A. “la cantidad de cuadrados grises va aumentado de 2 en 2”
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Para obtener el valor de la cantidad de cuadrados grises empleados para nuevas figuras consecutivas, el
razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica de forma recurrente al valor anterior de la
cantidad de cuadrados grises, por ejemplo:

+2

N

La sintesis del término general es:
B. “al valor anterior de cuadrados grises le sumo dos unidades”
C. a, = a,_, + 2, donde n es el nimero de figura a,, la cantidad de circulos que forma la figura de
la sucesion analizada y a,,_, la cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

Tipo 1.2. Se basa de ordenar, los valores de la cantidad de cuadrados grises respecto a la cantidad de
cuadrados blancos que forman cada figura en la sucesion, en una representacion numérica simple:

8,10,12, ...

Se reconoce que las diferencias entre los valores consecutivos de cantidad de cuadrados grises son constantes
de dos unidades, que expresan como:
+2 +2
nnmn
8,10,12, ...

A. “la cantidad de cuadrados grises va aumentado de 2 en 2”

Para obtener el valor de la cantidad de cuadrados grises empleados para nuevas figuras consecutivas, el
razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica de forma recurrente al valor anterior de la
cantidad de cuadrados grises, por ejemplo:

+2
mn

8,10,12,14,...
La sintesis del término general es:
B. “al valor anterior de cuadrados grises le sumo dos unidades”
C. a, =a,_;+ 2, donde n es el nimero de figura, a,, la cantidad de circulos que forma la figura de
la sucesion analizada y a,,_, la cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

Tipo 1.3. Se basa de ordenar, los valores de la cantidad de cuadrados grises respecto a la cantidad de
cuadrados blancos que forman cada figura en la sucesion, en una representacion tabular:

Cuadrados blancos 11213
Cuadrados grises 8§ [10] 12

Se reconoce que las diferencias entre los valores consecutivos de cantidad de cuadrados grises son constantes
de dos unidades, que expresan como:

Cuadrados blancos 1213
Cuadrados grises 8 110 12

7
+2  +2

A. “la cantidad de cuadrados grises va aumentado de 2 en 2”

Para obtener el valor de la cantidad de cuadrados grises empleados para nuevas figuras consecutivas, el
razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica de forma recurrente al valor anterior de la
cantidad de cuadrados grises, por ejemplo:
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Cuadrados blancos 11213 1| 4
Cuadrados grises 8§ |10[12] 14
\ 4
+2

La sintesis del término general es:
B. “al valor anterior de cuadrados grises le sumo dos unidades”
C. a, =a,_;+ 2, donden es el nimero de figura, a,, la cantidad de circulos que forma la figura de
la sucesion analizada y a,,_, la cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

2. Relacion covariacional

Tipo 2.1. Se basa de analizar la cantidad de cuadros grises respecto a los valores de la cantidad de cuadrados
blancos empleados para formar las figuras de la sucesion analizada mediante el uso de la representacion
figural dada.

Se reconoce que las diferencias entre los valores consecutivos de cantidad de cuadrados grises son constantes
de dos unidades, al mismo tiempo que las diferencias entre los valores de las cantidades de cuadrados blancos
son constantes de una unidad.

~

s/

A.  “la cantidad de cuadrados grises va de dos en dos y la cantidad de cuadrados blancos va de uno
enuno”
Para obtener valores desconocidos, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica a
ambas variables, esto es, a la cantidad de cuadrados grises y a la de blancos, por ejemplo:

7

B. “cuando la cantidad de cuadrados grises aumenta en dos, la cantidad de cuadrados blancos
aumenta en uno’”’

/

+1

La sintesis del término general es:
C. “siala cantidad de cuadrados grises se le suma dos unidades, a la cantidad de cuadrados blancos
se le suma una unidad, y viceversa”
D. sin= (n-—1)+ 1, entonces a,, = a,_, + 2, donde n es el numero de figura, (n — 1) es el nimero
de figura anterior a la analizada, a,, la cantidad de circulos que forma la figura analizada y a,,_, la
cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

Tipo 2.2. Se basan de ordenar los valores de la cantidad de cuadrados grises y de la cantidad de cuadrados
blancos usados en cada figura de la sucesion, en pares ordenados, mediante una representacion tabular.

Cuadrados blancos 11213
Cuadrados grises 8§ [10] 12
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Se reconoce que las diferencias entre los valores consecutivos de cantidad de cuadrados grises son constantes
de dos unidades, al mismo tiempo que las diferencias entre los valores de las cantidades de cuadrados blancos
son constantes de una unidad.

Cuadrados blancos 1]12]3
Cuadrados grises 8§ [ 10] 12

A. “la cantidad de cuadrados grises va de dos en dos y la cantidad de cuadrados blancos va de uno
enuno”
Para obtener un valor desconocido, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica a
ambas variables, respectivamente, por ejemplo:

mn
Cuadrados blancos 121314
Cuadrados grises 8§ 110]12] 14

B. “cuando la cantidad de cuadrados grises aumenta en dos, la cantidad de cuadrados blancos

aumenta en uno”’
La sintesis del término general es:

C. “siala cantidad de cuadrados grises se le suma dos unidades, a la cantidad de cuadrados blancos
se le suma una unidad, y viceversa”

D. sin= (n-—1)+ 1, entonces a,, = a,_, + 2, donde n es el numero de figura, (n — 1) es el nimero
de figura anterior a la analizada, a,, la cantidad de circulos que forma la figura analizada y a,,_, la
cantidad de circulos que forma la figura anterior a la analizada.

3. Relacion de correspondencia

Tipo 3.1. Se basan de analizar la estructura del patron figural, por ejemplo:

Si se conoce la cantidad de cuadrados blancos que forman una de las figuras de la sucesion, la cantidad de
cuadrados grises que le corresponden se pueden organizar como dos grupos con la misma cantidad de
cuadrados blancos y seis cuadrados ubicados en los costados.

Esta estructura multiplicativa, se usa para obtener un valor desconocido de la sucesion, que a la vez se
sustenta de un pensamiento multiplicativo, como sigue:
A. Si se conoce la cantidad de cuadrados blancos y se desea determinar la cantidad de cuadrados grises
que forman la figura de la sucesion, basta con:
Cantidad de cuadrados blancos

2x4=28
8 + 6 = 14 cuadrados grises

Sintesis del término general:
B.  “multiplico por dos la cantidad de cuadrados blancos, luego le sumo seis unidades, el resultado
es la cantidad de cuadrados grises que forman a la figura de la sucesion”
C. a, = 2n+ 6, donde n es la cantidad de cuadrados blancos y a,, la cantidad de cuadrados grises
que forma una figura de la sucesion analizada.

Tipo 3.2. Otra estructura del patron figural, es:

Si se conoce la cantidad de cuadrados blancos que forman una de las figuras de la sucesion, la cantidad de
cuadrados grises que le corresponde se puede organizar como dos grupos, con la misma cantidad de
cuadrados blancos mas dos (cuadrados en los extremos), y dos cuadrados intermedios.

186



Anexos

Esta estructura multiplicativa, se usa para obtener un valor desconocido de la sucesion, que a la vez se
sustenta de un pensamiento multiplicativo, como sigue:
A. Si se conoce la cantidad de cuadrados blancos y se desea determinar la cantidad de cuadrados grises
que forman la figura de la sucesion, basta con:

Cantidad de cuadrados blancos

2X(4+2)=12
12 + 2 = 14 cuadrados grises

Sintesis del término general:

B. “a la cantidad de cuadrados blancos le sumo dos, luego lo multiplico por dos, por ultimo le sumo
dos unidades, el resultado es la cantidad de cuadrados grises que forman la figura de la
sucesion”

C. a, =2(n+2)+2, donden es la cantidad de cuadrados blancos y a,, la cantidad de cuadrados
grises que forma una figura de la sucesion analizada.

Tipo 3.3. Otra estructura del patron figural, es:

Si se conoce la cantidad de cuadrados blancos que forman una de las figuras de la sucesion, la cantidad de
cuadrados grises que le corresponden se pueden organizar como dos grupos, formados de la cantidad de
cuadrados blancos mas tres cuadrados.

Esta estructura multiplicativa, se usa para obtener un valor desconocido de la sucesion, que a la vez se
sustenta de un pensamiento multiplicativo, como sigue:
A. Si se conoce la cantidad de cuadrados blancos y se desea determinar la cantidad de cuadrados grises
que forman la figura de la sucesion, basta con:

Cantidad de cuadrados blancos

2 X (4 + 3) = 14 cuadrados grises

Sintesis del término general:
B. “ala cantidad de cuadrados blancos le sumo tres, luego la multiplico por dos, el resultado es la
cantidad de cuadrados grises que forman la figura de la sucesion”
C. a, =2(n+ 3), donden es la cantidad de cuadrados blancos y a,, la cantidad de cuadrados grises
que forma una figura de la sucesion analizada.

Tipo 3.4. Otra estructura del patron figural, es:
Si se conoce la cantidad de cuadrados blancos que forman una de las figuras de la sucesion, la cantidad de
cuadrados grises que le corresponden se pueden organizar como el area de un rectangulo, con altura igual a
tres unidades y base igual a la cantidad de cuadrados blancos mas dos unidades; a esa area se le quitan
cuatro unidades, es decir, se le quita la cantidad de cuadrados blancos que conforman dicha figura de la
sucesion.

4+2

Esta estructura multiplicativa, se usa para obtener un valor desconocido de la sucesion, que a la vez se
sustenta de un pensamiento multiplicativo, como sigue:
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A. Si se conoce la cantidad de cuadrados blancos y se desea determinar la cantidad de cuadrados grises
que forman la figura de la sucesion, basta con:

Cantidad de cuadrados blancos

B)x((4+2)=18
18 — 4 = 14 cuadrados grises

?

Cantidad de cuadrados blancos

Sintesis del término general:

B. “ala cantidad de cuadrados blancos le sumo dos unidades, luego lo multiplico tres, por ultimo, le
resto la cantidad de cuadrados blancos, el resultado es la cantidad de cuadrados grises que
forman a la figura de la sucesion”

C. a, =[3Xx(n+2)]—n, donden es la cantidad de cuadrados blancos y a,, la cantidad de
cuadrados grises que forma una figura de la sucesion analizada

Problema 3. Las diferentes formas de pensamiento funcional que se espera puedan
desarrollarse mediante su analisis y resolucion, son las siguientes:

1. Relacién de recurrencia
Tipo 1.1. Se basa de ordenar los valores de la cantidad de palillos respecto al nimero de hexagonos que
forman en una representacion tabular.

Numero de | Cantidad
hexagonos | de palillos
1 6
2 11
3 16
4
5
6

Se reconoce que la diferencia entre dos cantidades consecutivas de palillos es una constante de cinco
unidades, que expresan como:

Numero de | Cantidad
hexagonos | de palillos
1 6 .
2 11 ) °
3 6 |
4
5
6

A. “la cantidad de palillos va aumentado de cinco en cinco”
Para obtener valores desconocidos de cantidad de palillos que le corresponde a cierto niimero de hexagonos,
el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica de forma recurrente a los valores de la
cantidad de palillos, por ejemplo:
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Numero de | Cantidad
hexagonos | de palillos
1 6
2 11
3 16
4 21
5 26
6 31

La sintesis del término general es:
B.

analizados.

“al valor anterior de palillos le sumo cinco unidades”
C. a, =a,_;+ 5, donden es el nimero de hexagonos, a,, la cantidad de palillos que forma los
hexagonos analizados y a,,_; la cantidad de palillos que forma los hexagonos anteriores a los

3

D45

+5

2. Relacién covariacional

Tipo 2.1. Se basan de ordenar el nimero de hexagonos y la cantidad de palillos, en pares ordenados mediante

una representacion tabular.

Se reconoce que las diferencias entre los valores consecutivos de numero de hexagonos son una constante
de una unidad, al mismo tiempo que las diferencias entre los valores de las cantidades de palillos son

constantes de cinco unidades.

Numero de | Cantidad
hexagonos | de palillos
1 6
2 11
3 16
4
5
6

Numero de | Cantidad
hexagonos | de palillos
w] 6 D
E 2 11 ) "
+1 3 16
4
5
6

A.

“el numero de hexdgonos va de uno en uno y la cantidad de palillos va de cinco en cinco”
Para obtener valores desconocidos, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica a
ambas variables, esto es, al nimero de hexagonos y a la cantidad de palillos, por ejemplo:

+1

¢

+IC

Numero de | Cantidad
hexagonos | de palillos
1 6
2 11
3 16 +5
4 21 s
5 26
6 31 2

B.

La sintesis del término general es:
C.
unidades, y viceversa”

“cuando el numero de hexdgonos aumenta en uno, la cantidad de palillos aumenta en cinco”

“si al numero de hexdagonos se le suma una unidad, a la cantidad de palillos se le suma cinco
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D. sin=(n-—1)+ 1, entonces a, = a,_, + 5, donde n es el nimero de hexagonos, (n — 1) es el
numero de hexagonos anteriores a los analizados, a,, la cantidad de palillos que forma los hexagonos
analizados y a,,_; la cantidad de palillos que forma los hexdgonos anteriores a los analizados.

3. Relacion de correspondencia
Tipo 3.1 Se basan de analizar la estructura del patrén numérico, por ejemplo:

Se determina que para todos los casos, se cumple que si el nimero de hexagonos se multiplica por cinco y
se le suma uno, se obtiene la cantidad de palillos:

Numero de | Cantidad
hexagonos | de palillos
1 xs541= 6
2 x5+4[1= 11
3 x541= 16
4 xs541= 21
5 xs54f1= 26
6 xs5+1= 31

Esta estructura multiplicativa, se usa para obtener un valor desconocido de la sucesion, que a la vez se
sustenta de un pensamiento multiplicativo, como sigue:

A. Si se conoce el numero de hexagonos, por ejemplo 52 hexagonos, y se desea determinar la cantidad
de palillos que los forman, basta con:

Numero de hexdgonos

52 x5 =260
260 + 1 = 261 palillos
Sintesis del término general:

B. “el numero de hexdgonos lo multiplico por cinco, luego le sumo uno, el resultado es la cantidad
de palillos que los forman”

C. a, =5n+1, donden es el nimero de hexagonos y a,, la cantidad de palillos de la sucesion
analizada.

Problema 4. Las diferentes formas de pensamiento funcional que se espera puedan
desarrollarse mediante su analisis y resolucion, son las siguientes:

1. Relacion de recurrencia
Tipo 1.1. Se basa de ordenar en una representacion numérica simple los valores de la cantidad de dinero en
la alcancia al cabo de cierta cantidad de dias de ahorrar:
13,16,19, ...

Se reconoce que la diferencia entre dos cantidades consecutivas de dinero es una constante de tres unidades,
que expresan como:

+3 43
mnmn

13,16,19,...

A. “la cantidad de dinero en la alcancia va aumentado de 3 en 3"

Para obtener valores desconocidos de la cantidad de dinero en la alcancia al cabo de cierta cantidad de dias
de ahorrar, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica de forma recurrente a los
valores de la cantidad de dinero en la alcancia, por ejemplo:

+3 43
mnm
13,16,19,22,25 ...

La sintesis del término general es:
B. “ala cantidad anterior de dinero en la alcancia le sumo tres unidades”
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C. a, =a,_;+ 3, donde n es la cantidad de dias de ahorrar, a,, la cantidad de dinero en la alcancia a
los n dias de ahorrar y a,,_, la cantidad de dinero en la alcancia un dia anterior a la analizada.

Tipo 1.2. Se basa de ordenar, en una representacion numérica simple o tabular, los valores de la cantidad de

dinero en la alcancia con respecto a la cantidad de dias de ahorrar:

Se reconoce que la diferencia entre dos cantidades consecutivas de dinero en la alcancia es una constante de

tres unidades, que expresan como:

Cantidad Cantidad de
de diasde | dineroenla
ahorrar alcancia
1 13 +3
2 16 g +3
3 19 3
4 22 g
5 25 +3
6
7
A. “la cantidad de dinero en la alcancia va aumentado de 3 en 3”

Para obtener valores desconocidos de la cantidad de dinero en la alcancia al cabo de cierta cantidad de dias
de ahorrar, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica de forma recurrente a los

Cantidad Cantidad de
de diasde | dineroenla
ahorrar alcancia
1 13
2 16
3 19
4 22
5 25
6
7

valores de la cantidad de dinero, por ejemplo:

La sintesis del término general es:

B. “a la cantidad anterior de dinero en la alcancia le sumo tres unidades”
C. a, =a,_;+ 3, donde n es la cantidad de dias de ahorrar, a,, la cantidad de dinero en la alcancia a
los n dias de ahorrar y a,,_, la cantidad de dinero en la alcancia un dia anterior a la analizada.

Cantidad Cantidad de
de dias de dinero en la
ahorrar alcancia
1 13
2 16
3 19
4 22
5 25
6 28 )
7 31 )

+3
+3

2. Relacién covariacional

Tipo 2.1. Se basa de organizar la cantidad de dias de ahorrar y la cantidad de dinero en la alcancia, en pares
ordenados mediante representaciones como tabla o listado de valores, por ejemplo:
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Se reconoce que las diferencias entre cantidades consecutivas de dias de ahorrar son una constante de una
unidad, al mismo tiempo que las diferencias entre las cantidades consecutivas de dinero son constantes de

tres unidades.

Cantidad Cantidad de
de dias de dinero en la
ahorrar alcancia
1 13
2 16
3 19
4 22
5 25
6
7

Cantidad Cantidad de
de dias de dinero en la
ahorrar alcancia
+1 1 13 +3
G o2
1
0 2 2
* 5 25 +3
6
7

A. “la cantidad de dias de ahorrar va de uno en uno y la cantidad de dinero en la alcancia va de tres
en tres”

Para obtener valores desconocidos, el razonamiento se sustenta de un pensamiento aditivo que se aplica a
ambas variables, esto es, a la cantidad de dias de ahorrar y a la cantidad de dinero en la alcancia, por ejemplo:

Cantidad Cantidad de
de dias de dinero en la
ahorrar alcancia
1 13
2 16
3 19
4 22
5 25
ol 6 28 2+
+1Q 7 31 PR

B. “cuando la cantidad de dias de ahorrar aumenta en uno, la cantidad de dinero en la alcancia
aumenta en tres”’

La sintesis del término general es:
C. “siala cantidad de dias de ahorrar se le suma una unidad, a la cantidad de dinero en la alcancia
se le suma tres unidades, y viceversa”
D. sin= (n—1)+ 1, entonces a, = a,_; + 3, donde n es la cantidad de dias de ahorrar, (n — 1) es
la cantidad de dias de ahorrar anterior a la analizada, a,, la cantidad de dinero en la alcancia a los n
dias de ahorrar y a,,_, la cantidad de dinero en la alcancia un dia anterior a la analizada.

3. Relacién de correspondencia

Tipo 3.1. Se basan de analizar la estructura del patron numérico, por ejemplo:
Se determina que para todos los casos, se cumple que si la cantidad de dias de ahorrar se multiplica por tres
y se le suma diez, se obtiene la cantidad de dinero en la alcancia:
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Cantidad Cantidad de
de diasde | dineroenla
ahorrar alcancia
1 x3+[1o= 13
2 x34|10= 16
3 x34[10= 19
4 x3+[10= 22
§ x3+10= 25
6
7

Esta estructura multiplicativa, se usan para obtener un valor desconocido de la sucesion, que a la vez se
sustenta de un pensamiento multiplicativo, como sigue:

A. Si se conoce la cantidad de dias de ahorrar, por ejemplo 7 dias, y se desea determinar la cantidad de
dinero en la alcancia, basta con:

Cantidad de dias de ahorrar

7x3=21
21+ 10 = 31 pesos
Sintesis del término general:
B. “la cantidad de dias de ahorrar la multiplico por tres, luego le sumo diez, el resultado es la
cantidad de dinero en la alcancia”
C. a, = 3n+ 10, donde n es la cantidad de dias de ahorrar y a,, la cantidad de dinero en la alcancia
a los n dias de ahorrar.
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Anexo C. Hallazgos del estudio

Anexos

PMA

PROBLEMA

1

2

3

Extender el patrén

Percibir y registrar
un patron

FNR1: A la sucesion se le van
sumando cuatro.

FNR2: Lo que iba haciendo, era
cuatro por la figura que era, y se
le suman dos.

FNR3: Para saber cuantos
circulos le corresponden a la
figura 5, primero a cinco le resté
tres, y me dio dos, ahora a ese dos
lo multipliqué por cuatro y me dio
ocho, y por ultimo le sumé 14, y
me dio 22.

FNR4: La cantidad de circulos de
la parte inferior son igual al
numero de figura mas dos. Y que
en todas las figuras se tenian filas
de tres circulos, y las filas iban de
acuerdo al nimero de figura.

FNRI1: Dibujé la figura y conté.

FNR2: La sucesion va de dos en
dos.

FNR3: Es que a la figura tres
como Vi que para llegar a la
figura uno, le faltan dos, y como
la constante era de dos, entonces
a los 12 cuadrados de la figura
tres, le resté cuatro y me dio
ocho.

FNR4: Multipliqué los
cuadrados blancos por dos, por
lo que hay arriba y abajo. Al
resultado le sumé seis, que son
los tres cuadrados que hay en los
dos extremos de la figura.

FNR1: Le sumé cinco, que es lo que
va aumentando la cantidad de palillos
de una figura a otra
FNR2:Multipliqué por cinco, porque
son los palillos que se van
aumentando. Le aumenté uno, porque
observé que luego de contar cierta
cantidad de veces cinco palillos,
sobraba un palillo

Generalizar
aritméticamente

FNR5: (2150—-3)-4+ 14 =
8602.

FNRG6: Multiplicaria el nimero de
figura por cuatro y le sumaria dos

FNR5: (130 —-3)-2+ 12 =
266.

FNRG6: Para la figura 50,
multipliqué dos por 50, y me dio
100, al resultado le sumé los seis
cuadrados que siempre habian
en los lados, asi obtuve 106
cuadrados grises.

FNR3: (23 x5)+1=116

FNR4: Fui sumando de cinco en cinco
hasta llegar a la cantidad solicitada
FNRS: (23 x6) —(23—-1) =116

FNR1: Multiplicar los dias por tres,
por lo que iba ahorrando, y sumar
10, qué es lo que ya tenia ahorrado.

Generalizar
algebraicamente

FNR7: Multipliqué la cantidad
de cuadrados blancos por dos y
le sumé seis.

FNR6: (¢ 7x5)+1

FNR2: Para obtener cuanto se ha
ahorrado en cierto nimero de dias,
tenemos que multiplicar lo que
ahorra cada dia, por el numero de
dias que va ahorrar, y después
como dice aqui que, su alcancia
tienen 10 pesos, le tengo que sumar
esos diez pesos, para que me de la
respuesta.
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