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Resumen

El Célculo Fraccionario (CF) es tan antiguo como el cdlculo cldsico, sin embargo, no es tan conocido
en la comunidad cientifica ni en la ciencias aplicadas. La belleza de esta drea radica en que las
derivadas e integrales fraccionarias tienen propiedades no locales, por lo que considera la historia y
los efectos distribuidos de cualquier sistema fisico. Otra peculiaridad del CF es la inclusién de nuevos
grados de libertad al sistema incrementando la informaciéon que puede obtenerse de la naturaleza del
fendmeno en cuestién. En la presente tesis se analiza una ecuacién diferencial en derivadas parciales
de orden fraccionario desde dos enfoques diferentes; el primero esta basado en la idea de Dirac y nos
conduce a considerar raices cuadradas de operadores diferenciales de orden fraccionario, asociados a
la ecuacién de vibracion de vigas, tal enfoque produce sistemas de ecuaciones en derivadas parciales,
uno acoplado y otro desacoplado. Usando la transformada de Fourier, Laplace y la transformada de

Fokas se resuelven problemas de Cauchy asociados a los sistemas antes mencionados.

Y el segundo enfoque considera la ecuacién de vibracién de vigas como un producto (formal) de dos
operadores de Schrodinger, que a través de un cambio de variable adecuado, transformamos dichos

operadores, en operadores asociados a ecuaciones de difusion.
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Abstract

The Fractional Calculus (CF) is as old as the classical calculation, however, is not as well known
in the scientific community or the applied sciences. The beauty of this area is that the fractional
derivatives and integrals have nonlocal properties, so consider the history and distributed in any
physical system effects. Another peculiarity of the Fractional Calculus is the inclusion of new degrees
of freedom to the system by increasing the information that can be obtained from the nature of
the phenomenon in question. In this thesis analyzes a differential equation in partial derivatives
of fractional order from two different approaches; the first is based on the idea of Dirac and leads
us to consider square roots of fractional order differential operators associated with the vibration
equation of beams, such an approach produces systems of partial differential equations, one coupled
and uncoupled another. Using the Fourier transform, Laplace and Fokas transform Cauchy problems

associated with the above systems are solved.

And the second approach considers the equation of vibration of beams as a (formally) product of two
operators Schrodinger, which through a suitable change of variable, we transform these operators,

in operadoresasociados to diffusion equations.
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Introducciéon

La ecuacion de evolucién es un término bastante genérico, que en fisica significa: cualquier disposi-
tivo matematico es 1util para describir la evolucion de un sistema dindmico. Nosotros vamos adoptar

este término para referirnos a una ecuacién diferencial en derivadas parciales del tipo [1]

0

5 (x’t) =k ¢($,t), (1)

en donde, ¥ es designada para caracterizar el estado fisico del sistema dinamico y considerada
como una funcién independiente en el “espacio” y “tiempo” . La ecuacién del calor (HE) [2], la
ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo (SE) [3] y la ecuacién de onda parcial (PWE) [4]

son ejemplos cldsicos de ecuaciones de evolucién.

El lado izquierdo de la ecuacién (1) es sélo la derivada de primer orden de 1 con respecto a la
variable ¢, mientras que en el lado derecho pueden ser tanto lineales como no lineales, involucrando
solamente las derivadas de orden entero de i con respecto de x y eventualmente la independencia
de las variables. El significado de la “funcién de estado” v (x,t) depende del problema especifico en
cuestion y de la forma como este definida la ecuacion en el lado derecho. En fin, como la ecuacion
(1) sélo involucra la primera derivada de orden temporal, es de esperarse que para hallar su solucién

es necesario proporcionar la condicion inicial

w(x7t0) - 1/}0(‘%)7

de modo que conociendo a v al tiempo dado tg, se puede conocer el “futuro” o evolucién del sistema

en cualquier tiempo posterior a t > tp, no muy lejano.

De igual forma muchos procesos fisicos son bien modelados por ecuaciones, que no son del tipo
de la ecuacion (1). De hecho, las ecuaciones HE, SHE y PWE pertenecen a contextos fisicos muy
especificos y también en aproximaciones definidas dentro de esos contextos. Asi, la HE pertenece a
la teoria no relativista de la difusién del calor; la SE pertenece a la mecanica cuantica no relativista

al igual que la PWE.



Al tratar de ir més alld de las aproximaciones con el fin de mejorar la conexién de la ecuacién de
evolucion con el proceso que describe, podemos tratar de usar ecuaciones que involucran derivadas
de orden superior con respecto de la variable temporal t 6 ecuaciones que contengan derivadas de
orden fraccional (Teorias modernas de transporte en un medio poroso, por ejemplo, las ecuaciones
de advencién-difusién fraccionarias) u operadores pseudo-diferenciales.

Algunos ejemplos clasicos de ecuaciones que contienen derivadas de segundo orden con respecto a

la variable temporal, son:

» La ecuacion relativista del calor (RHE) [5]

ad® 0 2
(S5 + 5y |ulrt) = aV2u(r, ), (2)

en donde « es la difusion térmica y ¢ la velocidad del calor.

» La ecuacién de Klein-Gordon (KGE) [6]

2 mc
7 L ot =0 .

en donde m denota la masa de la particula y ¢ la velocidad de la luz.

» La ecuacién de onda escalar homogénea (WE) [7]

[VQ - 182} o(r, ) = 0. (4)

c? Ot2

Cabe senalar que las ecuaciones SE y PWE pueden verse respectivamente, como el limite no rela-

tivista parcial de KGE y la WE.

Por otra parte, la ecuacién relativista de Schrodinger (RSE) [6]

0 t
ihwg; ) = vVm2ct — h2c2V2(r, t), (5)
en donde 7 es la constante de plank, ¢ y m son como en (3) y V? es el operador laplaciano definido

en R? que involucra la raiz cuadrada de V2. Como es bien conocido, la ecuacién (5) también se

conoce como la ecuacién de Salpeter [8] que ha sido objeto de investigaciones recientes [9,10,56].

El andlisis desarrollado en [12-15] muestran el contexto de una investigacién que establece, en que
medida y en que forma algunas propiedades de las ecuaciones de evolucion, pueden ser recupera-
das de las ecuaciones que no son del tipo evolutivo como RHE, KGE, WE Y RSE mencionados

anteriormente 6 lidiar con operadores diferenciales fraccionarios.



Esta conexién, como se ilustra en [12,13], muestran que el método de la factorizacién de Dirac
proporciona una herramienta eficaz para tratar con ecuaciones que no son de evolucién gobernados

por operadores diferenciales fraccionarios 6 operadores pseudo-diferenciales.

Esto nos permite expresar a los operadores como la suma de operadores, admitiendo una posible
definicién de raiz cuadrada en la suma de estos y por lo tanto, bajo condiciones apropiadas se puede
evitar el problema de trabajar con operadores diferenciales fraccionarios. De la misma manera, una

variedad de métodos se ha propuesto en [14,15].

De acuerdo a estos antecedentes nosotros haremos uso del método de Dirac en conexién con los
operadores de raiz cuadrada, para estudiar ecuaciones que no son de evolucién é que involucran

operadores diferenciales fraccionarios u operadores pseudo-diferenciales.

A continuacién daremos a conocer la estructura y organizacion de la presente tesis.



Descripcion de la Tesis

Capitulo 1

Debido a que el calculo fraccionario (CF) no es tan popular en la comunidad cientifica, en el Capitulo
1 incluimos un breve resumen de definiciones y propiedades de los operadores fraccionarios que
apareceran a lo largo de este trabajo de investigacion todo esto con el fin de hacerlo mas legible y

manejable.

Es importante enfatizar que en la literatura existe una gran variedad de definiciones de derivadas
e integrales fraccionarias de orden «, entre ellas destacan, Riez, Riemann-Liouville, Grinwald-
Letnikov, Caputo y la recientemente propuesta por Michele Caputo y Mauro Fabrizio, las cuales,
tienen la propiedad de coincidir con los operadores clasicos cuando « toma un valor entero. Sin
embargo, para valores no enteros de «, todas ellas son operadores no locales con la propiedad de
memoria, debido a que estan expresados por medio de una integral definida. Esta es una carac-

teristica muy importante que no poseen las derivadas de orden entero.

En esté trabajo hemos enfocado nuestra atencién en las derivadas e integrales fraccionarias de
Riemann-Liouville y de Caputo. El operador de Riemann-Liouville juega un papel importante en
el desarrollo tedrico del cédlculo fraccionario y se utiliza con éxito en aplicaciones estrictamente ma-
tematicas. Sin embargo, al tratar de realizar modelizaciones de fenémenos fisicos reales por medio
de ecuaciones diferenciales fraccionarias, surge el problema de las condiciones iniciales de orden
fraccionario. Este tipo de condiciones no son fisicamente interpretables y presentan un obstaculo

considerable a la hora de hacer uso practico del calculo fraccionario [16].

Mientras que el operador fraccionario de Caputo, en contraste con el de Riemann-Liouville, es mas
idéneo en problemas de interés fisico, debido a que las condiciones iniciales involucradas en los

problemas se interpretan de igual forma que en el caso clésico.

Capitulo 2
En este capitulo se mostrara como usar el método de la factorizacion de Dirac haciendo uso del alge-

4



bra de Pauli y suponiendo que se cumple la propiedad de semi-grupo en los operadores fraccionarios,
para estudiar ecuaciones que involucran opearadores de raiz cuadrada. Se ilustrara que tal método
proporciona una herramienta eficaz para tratar con ecuaciones, que no son del tipo evolutivo 6 que

son gobernados por operadores diferenciales fraccionarios.

Mediante esta técnica de Dirac, con la que se ha construido un sistema de ecuaciones acoplados
y desacoplados segun la eleccién de las matrices de Pauli, se buscan las raices cuadradas de una
ecuacién en derivadas parciales fraccionaria de cuarto orden que describe la vibracién de vigas y
que surge en la descripciéon de modelos de membranas moviles, que en su forma mas simple esta
expresada como

2 4

@u(x,t) — /\Qaawélu(x,t) =0, ze€R, t>0

y que puede generalizarse como
2a 4.3

7’&(%’, t) — )\2Wu(

5p2a z,t)=0, 0<a,8<1, z€R, t>0 (6)

de modo que su raiz cuadrada represente una nueva interpolacién entre las ecuaciones de difusion

y de ondas clésicas.

Escribiremos y daremos solucién a problemas de Cauchy definidos en todo la recta real, usando
la transformada de Laplace y Fourier. Ademads, resolveremos problemas de Cauchy en la semi-
recta asociados a los sistemas acoplado (desacoplado) usando una modificacién del método de la

transformada unificada de Fokas.
Capitulo 3

En este capitulo al igual que en el anterior, se analiza la ecuacién de vibracién de vigas fraccionaria
mediante un enfoque diferente al de Dirac. Ahora se mostrard que mediante un cambio de variable
apropiado resulta una conexion profunda entre la ecuacion de Schrédinger y la ecuacién de difusién.
Este acercamiento nos lleva a resolver problemas de Cauchy con condiciones de frontera para dicha
ecuacién con el movimiento browniano en R y RT, usando la transformada de Laplace, Fourier y la

transformada de Fokas.
Capitulo 4

Finalmente en este capitulo, se presentan las conclusiones de este trabajo y las aportaciones de

futuras investigaciones.



Capitulo ]_

Introduccién al Calculo Fraccionario

1.1. Antecedentes del calculo fraccional

El célculo fraccionario (CF) es una activa rama del andlisis matemético que nace de una idea muy
basica, de la misma forma que una funcién se puede derivar o integrar un niimero entero de veces. Se
han desarrollado progresivamente muchas definiciones de derivada fraccionaria, D%, que pretenden
generalizar el concepto de derivada ordinaria, de manera que para a = 1 vuelva a recuperarse el
operador ordinario. Se ha ampliado también este concepto hacia 6rdenes de integracion y derivacion
no sélo fraccionarios sino también reales y complejos, lo cual hace que sea més apropiado hablar de

integracién y diferenciacién de orden arbitrario.

Actualmente, se ha experimentado un gran nimero de los conceptos del CF y constituyen un lugar
de encuentro de multiples disciplinas, como la teoria de las probabilidades y los procesos estocéasticos,
las ecuaciones integro-diferenciales, la teoria de las transformadas integrales, las funciones especiales,

el analisis complejo y el andlisis numérico.

Cabe destacar, principalmente, el gran interés sobre las ecuaciones diferenciales fraccionarias, es

decir, ecuaciones que involucran derivadas de orden arbitrario real o complejo:
F(t,X(t), (D" X)(t),...,(DX)(t)) =0,

en donde oy < ag < ... < ap, y D% es una derivada fraccionaria de orden «; (igualmente pueden

definirse las ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias).

Sin embargo, al ser los operadores fraccionarios una generalizacién de los operadores ordinarios, se

pierden propiedades fundamentales, como son:



» No existe una interpretacién geométrica y fisica clara (aun no se tiene un consenso generalizado

entre las diferentes interpretaciones).
= La ley de indices (DQDB = DotP ) sélo es valida para espacios de funciones muy especificas.
= La derivada del producto de dos funciones es muy dificil de obtener.
= La regla de la cadena no se puede aplicar de manera directa.

Sin embargo, el CF puede representar sistemas dindmicos de orden superior y fenémenos complejos
no lineales utilizando un menor nimero de coeficientes [21-23], ya que el orden arbitrario de la
derivada le da un grado de libertad adicional que permite ajustarse a un comportamiento especifico.
La idea de generalizar la nocién de derivada para valores no enteros, surgié con el nacimiento del
propio calculo diferencial. En aquel entonces se planteé la cuestién del sentido que tendria una
derivada de orden fraccionario; por ello se le asigné originalmente el nombre de cdlculo fraccionario.
Tiempo después se amplio el alcance de la pregunta anterior: ; Puede ser n un niimero cualquiera,
fraccionario, irracional 6 complejo?. Y sabiendo que la respuesta es afirmativa, entonces el actual
término de cdlculo fraccionario resulta ser impropio y deberiamos sustituirlo por el de diferenciacion

e integracién de orden arbitrario.

Tras los primeros tanteos de Leibniz y L’Hopital, el CF siguié siendo abordado por algunas de las

mentes matematicas mas privilegiadas de la humanidad, entre ellos:
» L. Euler (siglo XVII),
» Laplace, Lacroix, Fourier, Riemann, (siglo XIX),
» Hardy y Littlewood (siglo XX).

Sin embargo, fue el propio Leibniz al inventar la notacion jz—nn f(x) y posiblemente un simple deseo
de jugar con los simbolos, lo que realmente empujo en 1695 a L’Hopital a preguntarle ; Que pasaria
en el caso de ser sustituida n por un %?. Leibniz le respondié de un modo muy intuitivo, que esta

aparente paradoja permitiria extraer interesantes consecuencias en el futuro.

En 1697, en referencia al producto infinito de Wallis por 7, Leibniz utilizé la notacién d%, y afirmo
que era posible razonar con el cdlculo diferencial fraccionario para alcanzar el mismo resultado.

La primera referencia en un texto de una derivada de orden arbitrario aparece en un libro del
matematico francés Lacroix de 1819 [24]. Lacroix desarrollé un ejercicio puramente matematico

generalizando el caso entero, a la manera tipica de los formalista de aquella época.



Partiendo de y = x™, procedi6 a determinar la derivada m-ésima:

dm n!
dxz™

con m y n enteros positivos y n > m.
Utilizando la funcién Gama para generalizar los factoriales, sustituyendo m por un %, n por un
nimero b real positivo cualquiera y suponiendo x > 0, obtuvo la siguiente férmula:

d T (b+1) o
dq:%y F(b+%) ’

que representa la derivada de orden % de la funcién z°. Y haciendo y = x, obtuvo

2z
dzs VT

siendo I' (3) = 3/7.

A principios del siglo XIX, las figuras de Abel y Liouville propiciarén un avance significativo, desde
la prehistoria a la historia del cédlculo fraccional.

Abel estaba interesado en el problema de la Tautdcrona, es decir, determinar la forma de una
curva de modo tal que el tiempo de descenso de una masa puntual que se desliza por ella sin friccion

y bajo el efecto de la gravedad, sea independiente del punto de partida. Abel llegd a que dicha curva

t
0/ : i(t))m dt = k,

con esto establece la primera aplicacién practica del calculo fraccional, una integral fraccionaria de

orden 3 ( [25], [26]).

g(t) debe satisfacer la ecuacién:

La solucién de Abel fue tan elegante que atrajo la atencién de Liouville, quien en 1832 ( [27], [28])
hizo su primer intento de definir la derivada fraccionaria. Su punto de partida fue el conocido

resultado para las derivadas de orden entero m de la funcién exponencial
m_axr __ . m _ax
D"e = qa"e,

en donde, a es una constante real, que extendié de modo natural a las derivadas de orden arbitrario

De esta forma asumié que la derivada de orden arbitrario de una funcién f(z), que puede ser

desarrollada en una serie del tipo

f(x) = cheajmv
=0



tiene la forma
DPf(x) = chage“jm. (1.1)
=0

Esta férmula es conocida como la primera definicion de Liouville, con la obvia desventaja de ser

unicamente aplicable para aquellos valores de p para los cuales la serie (1.1) converge.

a

Liouville adopté un segundo método para tratar funciones del tipo x~%, para valores reales de a > 0

y donde x > 0. Para ello consider6 la integral

o0

1= /u“_le_wdu,

0

que mediante el cambio de variable xu = t se puede escribir como:

7% = I (1.2)

00
DPy—® — (—1)1) /ua+plemudu7
0

y lleg6 a su segunda definicién de derivada fraccionaria

(_1)pr(a + p) Py
I(a)

Sin embargo, ninguna de estas dos definiciones estaba destinada a consagrase, al ser validas sélo

DPy=0 = , a>0. (1.3)

para un conjunto restrigido de funciones. Debido a esto, la atencién se desplazé hacia la integral
fraccionaria, creyendo que quizas de estd se deduceria la definicion de derivada como la de su
operador inverso izquierdo.

En esos mismos escritos de 1832, Liouville obtuvo la siguiente expresion

o0

/ P71 f (¢ 1+ 1) dt, Re(p) > 0,
0

1

PN @)= g

que hoy en dia, eliminando el factor (—1)P, es conocida como la integral fraccionaria de Liouville de

orden « por la derecha.

El primer trabajo que finalmente condujo a la actual definicién de la integral fraccionaria de
Riemann-Liouville fue debido a N. Ya. Sonine en 1870 [29]; pero fue Laurent el que en 1884 [30]
lleg6 a formularla de manera definitiva. Para ello, tomaron como punto inicial la férmula de Cauchy
para la integral iterada, que reduce la integral iterada hasta el orden n de una funcién real a una

Unica integral de convolucién

(D7) @) = [ don [ doaee [ f(t)dtz(n_ll)! J@-ortpwa

a



luego generalizando el factorial con la funcién Gama, obtuvieron:

T

(D) (@) = 5 [ o= 077 10, Rep) >0 (15)

a
Cuando z > a recuperamos de nuevo la definicién de la integral fraccionaria de Riemann, mientras
que para a = —o0, obtenemos la integral fraccionaria de Liouville.
La versién més utilizada de la expresion (1.5) es la que se obtiene haciendo a = 0, la cual es conocida

como Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville

T

(0D f) (x) = F(lp) / (x— 1P F(t)dt, Re(p) > 0. (1.6)
0

En los mismos anos, Wriinwald (1867) [31] y Letnikov (1868) [32] afrontaron el problema de la
diferenciacién no entera, generalizando la definicion de derivada de orden entero, basada en el

concepto de cociente de incrementos, utilizando la siguiente férmula

(Do) (@) = Jim YT

n .
en donde, (V,%f) (z) = > (—1) (j‘)f(x — jh), con n = [a] (parte entera de «).

J
Con la llegada del siglo XX, los desarrollos del andlisis mateméatico y la teoria de funciones, apare-
cieron nuevas formas integro-diferenciales fraccionarias.

En 1917 Weyl [33] definié una integral fraccionaria adecuada para funciones periddicas

o0

/ (t —z)P~ f(t)dt, Re(p) > 0. (1.7)

xT

1

(WP f) (x) = o)

Entre las varias cuestiones abiertas sobre el calculo fraccionario, ocupa un lugar prominente la
de determinar si es posible encontar una interprestacién fisica para la derivada fraccionaria. Una
posible solucion a este problema ha sido propuesta por I. Poldlubny en un reciente articulo titulado
“Geometric and Physical Interpretation of Fractional Integration and Differentation” [34] en el cual
la interpretacion fisica que le da a estos operadores fraccionarios estd basada en el empleo de dos
tipos de tiempos, un tiempo cdsmico y un tiempo individual que esta estrechamente relacionada

con la teoria de la relatividad.

1.2. Conceptos Basicos

A continuacion daremos algunas definiciones importantes que seran de utilidad en el transcurso de

este trabajo de investigacion. Para ello empezaremos definiendo algunos espacios de funciones.
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Definicion 1.2.1. Definimos

Ll(R):{f:RHC medibles ’/!f(x)‘dx<oo},
R

como el conjunto de todas las funciones absolutamente integrables.

Definicién 1.2.2. Sea Q = [a,b], —o0 < a < b < co. Denotamos por L, = L,(2), el conjunto de

todas las funciones Lebesque medibles para las cuales [ ‘f(ac)’pda: <00, conl<p<oo.
Q

Definicién 1.2.3. Denotaremos con [a] y [a] la parte real entera y la parte entera superior en los

operadores fraccionarios.

Definicién 1.2.4. Denotamos por AC|[a,b], el conjunto de todas la funciones que son absolutamente

continuas en el intervalo [a,b].

Definicién 1.2.5. Definimos AC!™[a,b], en donde, [a] es el orden del operador fraccionario y

AC"[a,b], conn =1,2,..., es el espacio de las funciones f(x) con derivada continua hasta el orden

n—1 en [a,b] y tales que f™~V(z) € ACla,b].

Definicién 1.2.6. Denotamos por Li(RT) el espacio de funciones continuas de orden exponencial

v >0, definidas en RT := {x ER| z> 0} para las cuales existe su transformada de Laplace.

1.2.1. Funcion exponencial

Definicién 1.2.7. Una funcién f(t) : Rt — C se dice de orden exponencial v > 0, cuando t — oo,

st existen dos constantes positivas M, T, tales que

|f(t)] < Me”t vt >T.

1.2.2. Transformada de Laplace y su inversa

Definicién 1.2.8. [35] Sea f(t) una funcion continua o continua a trozos en el intervalo (0,T) y

exponencial de orden v > 0, entonces la transformada de Laplace de f(t) esta dada por

o0

(Lo (1)) (s) = / et f(t)dt,
0

y existe para todo s con Re(s) > v.

Definicién 1.2.9. La funcion original f(t) puede ser recuperada a partir de su transformada de

Laplace inversa

Y+i00
£ = £ (L () (0= 5 [ (Lef(0) (s)ds, = Re(s) > v
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1.2.3. Transformada de Fourier y su inversa
Definicion 1.2.10. Definimos
Fo(R) = {f € L'R) | f(k) existe}, (1.8)

como el espacio de funciones para las cuales la transformada de Fourier 1-dimensional existe. En

o~

donde f(k) denotard la transformada de Fourier.

Definicién 1.2.11. [35] Dada una funcion f(z) de variable real —oo < x < oo, f(z) € L1(R), su

transformada de Fourier estd dada por

[e.e]

<aﬂm@m=/amﬂmm, (1.9)

—00

mientras que la transformada de Fourier inversa es:

oo

FFI0) @)= o [ (Fapla)) 0k

—00
Definicién 1.2.12. Denotamos por LF = L(RT) x F(R), el conjunto de todas las funciones para

las cuales existe la transformada de Laplace en el tiempo y de Fourier en el espacio.

Antes de proseguir con mas definiciones, es necesario introducir una de las funciones bésicas del
calculo fraccionario que generaliza a la funcién factorial y permite tomar n como un nimero no

entero e incluso valores complejos, esta es la funcién Gama expresada de la siguiente manera

1.2.4. Funcion gama

Definicién 1.2.13. Sea z € C tal que Re(z) > 0, entonces

o0

I(z):= /ett“dt. (1.10)
0

La demostracién de la existencia de la integral que define a la funcién gama se puede consultar

en [36]. Una propiedad bésica de esta funcién es
I'(z+1) = z2I(z). (1.11)
Demodo que si z =n, con n € Z* y usando la propiedad (1.11), se tiene
I'(n+1) =nl(n),

=n(n—1I'(n-1),
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En seguida se introduce los operadores fraccionarios y las propiedades bésicas que utilizaremos a
lo largo del desarrollo de este trabajo (véase, por ejemplo, Samko, Kilvas, Marichev [38]; Podlubny
[42]).
1.3. Operadores de diferenciacion e integracion fraccionaria
En las definiciones siguientes, se asumen las hipdtesis

[a,b] CR, a>0, n=—[—a]=a], (1.12)
en donde [.] y [.] son definidos en la Definicién 1.2.3.

1.3.1. Integrales y derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville

Definicién 1.3.1. Sea f € Li(a,b). Las integrales

(Ig;f) (x) := F(la) / @ f(zz))ladz, T > a, (1.13)
. b
(I f)(z) = o) / e f(;))l—a dz, x <b, (1.14)

x
son conocidas como integrales fraccionarias de Riemann-Liouville de orden « por la izquier-
da y por la derecha, respectivamente. Aqui T'(x) es la funcion gama definida como en la Definicion

1.2.13.

Las integrales fraccionarias dadas en (1.13) y (1.14) siguen definidas para funciones f € Ly(a,b)

con 1 <p < oo.

Definicién 1.3.2. Sea f € AC!¥[a,b], entonces las expresiones
(RD2, f) () i= (D"I50F) (), (1.15)

(PEDRf) (@) = ((=D)"I;}=*f) (x), (1.16)

representan las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville de orden «, por la izquierda y por la
derecha respectivamente.

Aqui D" = anm representa la n-ésima derivada de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville por
la izquierda y por la derecha en el sentido clasico y n denota la parte entera superior de «, definida

como en la ecuacién (1.12).
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Para el caso de una funcién f de dos o més variables, siempre que se verifiquen las condiciones
necesarias planteadas para el caso unidimensional, sobre la existencia de los operadores fracciona-
rios, con respecto a la variable de integracion, las integrales y derivadas parciales fraccionarias de

Riemann-Liouville, se definen como

(0 I2) (@,8) 1= = (1a) / (xf_(zz’)tl)_adz, x> a, (1.17)
1 / t

(B1) (@0 = s / (Zji(z)l)_adz, z < b, (1.18)

(051) () = ( o I272F ) (210, (1.19)

(EEDE) ort) = (1" e B3 ) (22 (1.20)

y todas ellas coinciden con las definiciones clasicas cuando « es un entero positivo.

1.3.2. Algunas propiedades del operador fraccionario de Riemann-Liouville

Antes de adentrarnos con mas definiciones, enunciaremos algunas propiedades que satisface el ope-

rador fraccionario de Riemann-Liouville, la propiedad de semi-grupo o ley de los exponentes.
Proposicién 1.3.1. Sea f € Li(a,b) y a, 8 € RT. Entonces se cumple

I 13 f () = 157 f (@), (121)
para casi toda € [a,b].

Demostracién. Realizaremos la prueba para f continua y a, 3 € R

- dr,

. L[ I
I£+ [IaJrf(x)] = F(O[) a/ (1: _+7_)1_

_ ! it [ f©
- F(B)F(a)/ @i / ok

- [ xx—Ta_lT— B=1ar
—F(mr(a)a/f(é)dﬁg/( ) -

1 f(&) N
" I(Bra) / (z — &)L1-(B+a) d¢ = 17+ f (). 0

a
En el caso en que f no sea continua pero si pertenezca a Lj(a, b) basta con encontrar una sucesién de

funciones continuas que converjan a f en la norma de Lj(a,b) y utilizar el procedimiento anterior.
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La siguiente propiedad muestra que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville al igual que en

el caso clésico es el operador inverso por la izquierda de la integral, y se escribe en la siguiente

Proposicion 1.3.2. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es el operador inverso izquierdo

de la integral.

Demostraciéon. Para ello notemos que
("D (17))) (x) = (D" (1°f)) ().
Luego, por la propiedad de semigrupo, llegamos a la siguiente expresiéon de orden entero
(FED® (1)) (@) = (D" 1= f ) (2) = (D"I"F) (a),

en la cual sabemos que son operadores inversos y de donde se tiene

(FEDY (1)) (x) = f ().
Por lo tanto, concluimos que la derivada de Riemann-Liouville de orden fraccionario, al igual que en
el calculo clasico, es el operador inverso por la izquierda de la integral. ]

Una conclusién interesante es que en general, no todas las derivadas de orden fraccionario satisfacen
de forma directa la propiedad de semigrupo. Debido a esto, en la siguiente propiedad se muestra
que bajo ciertas condicones la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y Caputo si satisfacen

estd propiedad.

Proposiciéon 1.3.3. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville satisface la propiedad de se-
migrupo si todos los términos dentro de la suma es igual a cero, es decir, si la fk) (0) = 0, para

k=0,1,2,...,n

Demostracién. En virtud de la propiedad de semi-grupo dada en la expresién (1.21) se busca bajo

qué condiciones se cumple
(RLDﬁ (REDe f)) (z) = (RLDﬁ+a f) (). (1.22)

Para ello expresemos (FEDf) (z) = (DI °f) (z) y (BEDPf) (z) = (D™I™ P f) () conn—1 <

a<nym—1<<m. Asi de la ecuacién (1.22), se tiene

(D" (D)) (@) = (D™D 0 ) (). (1.23)
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Y por otro lado
(RLDB—I—af) (z) = (DmDnIm—ﬁjn—Oéf) (z). (1.24)

Luego, de las expresiones (1.23) y (1.24), se observa que la propiedad que estamos buscando es saber

si se cumple
(Im*ﬂD“ f) (z) = (D"Im*ﬁ f) ().

Para comprobarlo integremos por partes la siguiente expresion

(1) @ = oty [@= g ar
0

(=)™ f(r) o 1 xx_Tmfﬂ o
(m—T)F(m—ﬁ)0+(m—5)r(m_5)0/( ) fi(r)d

xT

F(0)m— R P
nm—5+n+mm—5+1!( AL

+ (1 f) (@),

()2
T(m—p+1)

siguiendo con este proceso n-veces llegamos a que

(ros) 1= oy (o)t

SO0 o
F'm—-p+k+1
(o
F'm—-p+k+1

I
(]

)+—(Im*“*ﬁf“”)(xx

b

3l
()

S+ (Im+”—5D("> f) (). (1.25)

£
I

0
Ademads, por la propiedad de semigrupo, el iltimo término en la expresién (1.25) se puede expresar
como (I nym=Bpnf ) (x), por lo que al derivar n veces la expresién (1.25) y tomando en cuenta que
la derivada de Riemann-Liouville es el operador inverso por la izquierda de la integral (Proposicién

1.3.3), llegamos a que

(o= 0B O ()

k=0

n f(k)(o) m—ftk nnrm—pB nn
_;)D = 7R (DII Df)(x),

L
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Llegamos entonces a la conclucién de que la expresién

RLDB (RLDaf) (.’E) _ (RLDB+af) (LIZ‘),
se cumple tnicamente si todos los términos dentro de la suma son iguales a cero para toda z, lo
cual se cumple sélo si la funcién f es tal que f*) (0)=0,conk=0,1,2--- ,n. O

Funciones de esta clase son por ejemplo funciones de la forma f(z) = 2"*! g(z), donde g(x) es una

funcién n veces derivable. Para el caso de la derivada de Caputo la conclusion es la misma.

1.3.3. Integrales y derivadas fraccionarias de Liouville

Las integrales fraccionarias de Riemann-Liouville dadas en (1.13) y (1.14) fueron extendidas por
Joseph Liouville, de manera natural a los semiejes (—o0,b] y (a,00] y también al eje real cuando

a = —00 y b= oo. Consideramos en la siguiente definicién, el caso sobre el eje real.

Definicién 1.3.3. Sea f € Li(a,b). Las integrales

o =1 [ 1(2) z, —00 < T < 00

(15 f)(z) = o) a/ (g;—z)lfad , <z < oo, (1.26)
> - 1 1(2) z, —00 <z <00

(L5 f)(z) == (o) / = wﬂd , <z < 00, (1.27)

xT
son conocidas como integrales fraccionarias de Liouville de orden « por la izquierda y por
la derecha, respectivamente. Nuevamente I'(x) es la funcién gama definida como en la Definicion

1.2.13.

Estos operadores también se denominan integrales fraccionarias de Weyl, ya que éste fue el primero
en utilizarlos sobre dominios de funciones periédicas.

Cuando o = n, las expresiones dadas en (1.26) y (1.27) devuelven las férmulas para la integral
iterada hasta el orden n de una funcién real (ver expresién (1.4)). Estas integrales fraccionarias

siguen definidas para funciones f € Ly(R), con 1 <p < é

Definicién 1.3.4. Para funciones f € ACI(R), las siguientes igualdades

(*DLf) (x) := (D"IS"f) (), (1.28)

(*D2f) (z) == (=)™ (D"I*7"f) (), (1.29)

definen las derivadas fraccionarias de Liouville de orden «, por la izquierda y derecha, res-

. . mn . .
pectivamente. De igual manera D™ = d%“ representa la n-ésima derivada.
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Las derivadas parciales fraccionarias de Liouville, se define como

D2 1) 00 = (el ) 020) (1.30)
(£ D2 ) (1) = (fooff) (2,1), (131)

siempre que la funciéon f cumpla las condiciones planteadas como en el caso unidimensional, con

respecto a la variable de integracién.

1.3.4. Derivada y derivada parcial fraccionaria de Caputo

La derivada de Riemann-Liouville tuvo un papel muy importante en el desarrollo del cuerpo teérico
del célculo fraccionario y se utilizé con éxito en aplicaciones puramente matematicas. Sin embargo,
al tratar de realizar modelizaciones mateméticas de fenémenos fisicos reales por medio de ecuaciones
diferenciales fraccionarias, surgio el problema de las condiciones iniciales de orden fraccionario. Este
tipo de condiciones no son fisicamente interpretables y presentan un obstdculo a la hora de hacer

uso practico del calculo fraccionario.

Por otra parte, el operador fraccionario de Caputo, en contraste con el de Riemann-Liouville, es
mas idoneo en problemas de interés fisico, debido a que las condiciones iniciales involucradas en
los problemas se interpretan de igual forma que en el caso clasico. Esta definicién, representa un

notable avance en el estudio de fenémenos fisicos como los de tipo viscoeldsticos, entre otros.

A continuacién presentamos las definiciones.

Definicién 1.3.5. Para funciones f € Li(a,b) la derivada fraccionaria de Caputo estd definida

como

(CD(C;Jr ) () == (IJ7°D"f) (z), para z>a, n=[a],

lim (“DE,f) (x) == f().

a—0

La validez de esta definicién estd limitada para funciones f tales que D" f € Li(a,b). Esto es equi-

valente a decir que la n-ésima derivada de f es absolutamente integrable.

Proposicién 1.3.4. Sea f € Li(a,b), entonces se cumple lo siguiente

lim (YD, f) (z) := f™(z) ¥n e N.

a—n
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Demostracién. Usando la Definicion 1.3.5 de la derivada fraccionaria de Caputo y la expresién

(1.13) de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville e integrando por partes, se tiene

T

; « _ f(n)(a)(x_a)n—a 1 n—o £(n+1)
Jin (D) ) = i | SR e [ e o),
= ™ (a) +/f("+1)(r)d7',
= (@), .

Segin lo anterior, cuando la funcién f satisface, con respecto a la variable de integracion, las
condiciones necesarias para la existencia del operador de derivacién fraccionaria, como en el caso

uno dimensional, entonces la derivada parcial fraccionaria de Caputo se define como

I ey TR
C « 0z )
D = 1.32
(a+ xf) (CC,t) F(TZ — Oé) / (x — Z)oc—i—l—ndz ( 3 )
a+
y
lim (£, Dg, f) (2,1) = f(x,1). (1.33)
a—
En consecuencia si a = n, resulta
O f(x,t
(605 f) () = Y

Ademas, si para todo z € [a,b], f(x) es (n — 1)-veces diferenciable, con derivada continua en [a, b]

y f™ € Li[a,b], entonces se cumple lo siguiente

n—1 j
_Pad) o gyie (1.34)

(D34 S) @) = (D) @+ X Fi7 7w

j=0
De igual forma para funciones diferenciables hasta orden n—1 en a y para las que exista (#/ D¢ ) (@),

podemos presentar una nueva definicién de la derivada fraccionaria de Caputo

n—1 i
c RL ; (z —a)’
(“Dgyf) (x) =""Dgy | f(a) - Zf(])(aJr)T : (1.35)
J=0 '
Proposicién 1.3.5. La relacion existente entre las derivadas fraccionarias de Caputo y de Riemann-
Liouwille permite concluir que bajo las condiciones en la que vale la igualdad (1.34), la condicion

fraccionaria
("D f(2)) (at) =0, (1.36)
equivale a las condiciones enteras
fila+)=0, §=0,1,2,...,n—1. (1.37)
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Demostracién. Para demostrar lo anterior basta observar que, si se cumple la expresién (1.37),
entonces cuando z — a en la férmula (1.34), se obtiene directamente la condicién (1.36). Por

otro lado, si se cumple (1.36), entonces multiplicando ambos miembros de la identidad (1.34) por

(r — a)® 7, sucesivamente con j = n — 1,n —2,...,1,0, y tomando los limites cuando =z — a, se
obtiene la sucesién de resultados f™ 1 (a) =0,..., f'(a) =0, f(a) = 0; es decir, las condiciones de
(1.37). O

Definicion 1.3.6. Sea o un nidmero real, tal que n — 1 < o < n. Entonces el kernel singular de
Riemann-Lioville esta dado por

toc—l
(a)

en donde, I'(a) es la funcion Gama dada en la Definicion 1.2.13.

Ja(t) = = t >0, (1.38)

1.4. Transformadas integrales de las derivadas e integrales fraccio-

narias

Antes de definir la transformada de Laplace para las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville
y Caputo. Se enuncian algunas propiedades la cual seran de importancia en la demostracion de las
proposiciones subsecuentes.

La principal dificulta para resolver ecuaciones diferenciales clasicas 6 fraccionarias con valores inicia-
les mediante la transformada de Laplace es calcular las transformadas inversas. Tal dificulta aparece
cuando tenemos que descomponer un producto en la suma de dos o mas términos mas simples y a

pesar de que el dlgebra involucrada es elemental, puede llegar ser bastante complicado.

De esta manera seria factible tener una regla de productos para las transformadas inversas de La-
place, es decir, poder calcularlas a partir de las transformadas inversas de cada uno de sus factores.

Estos resultados se formulan en los siguientes teoremas, pero antes una definicién

Definicién 1.4.1. Sean f,g funciones continuas definidas en [0,00). Entonces, la convolucién de

f vy g, representada por (f = g)(t) esta definida por

¢
(f*g)(t /f g(t — 7)dT para todo t > 0.
0

Teorema 1.4.1. Supongamos que f,g € L1(R) y que existe (f x g) para cada x € R. Entonces

FA )@} (k) = (Faf @) () (Fag(@) (k).
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Demostracién. Aplicando la transformada de Fourier, segun la expresién (1.9), tenemos

o0

F{(r 9@}t = [ (<) @e "z,

= /OO /oof(w —y)g(y)dy | e **da,

- / / f(@ — g)e @V g dyde.

—00 —O0

Luego si z = x — y, obtenemos

0@}t = [ [ 1@ gwe dzay,

—00 —O0

= (Fuf(2)) (k) (Feg(2)) (k).

O

Teorema 1.4.2. Sean f y g funciones continuas a trazos en [0,00) y de orden exponencial v > 0,

entonces la transformada de Laplace estd dada por la expresion

£ (f <)1) }(s) = (Lef (1) (3)(£19()) (5) = F(5)G(5).

Demostracion. Por definicién de transformada de Laplace, se tiene

o0 o0

Fs)GGs) = | [emsmar | | [ ey,

0

0
0/ 0/ e~ £ (r) g (w)drdu,

— /OO f(r)dr 765<T+“> g(u)du.
0 0

Asf usando el cambio de variable t = 74w, donde 7 esté fijo y reescribiendo los limites de integracién

para t obtenemos
F(s)G(s) = / J(r)dr / eg(t - 7)dt.
0 T

La region de integracién es 0 < 7 < oo, 7 < t < 0o. Cambiando el orden de integracion, lo cual se

21



puede realizar haciendo uso del teorema de Fubini, obtenemos

:76_5tdt/tf g(t—71)d T:7€_St /tf(T)g(t—T)dT dt,
0 0 0 0

_ / ( * ) (0)dt = L0 ((f * 9)(8) (5). -
0

Una propiedad més que es de importancia, es la que se menciona en la siguiente

Proposicién 1.4.1. Sea f € Li(a,b) con —o0o < a < b < co. Entonces, la transformada de Laplace
del operador fraccionario de Riemann-Liouville de orden o > 0, dado en la expresion (1.13), esta

dado de la siguiente manera

o 1
LI 10)(5) = & (CT0)(5)
Demostracién. Notemos que la integral fraccionaria de Riemann-Liouville [§, dada en la Definicién

1.3.1, la podemos ver, haciendo uso de la definicién de convolucién para dos funciones, (ver Definicién

1.4.1), como

1§ f(x) = Ja(t) = f(1),
en donde, J,(t) esta dada por la ecuacion (1.38). Para ello empezaremos calculando la transformada

de Laplace de la funcién J,(t)

L) ()= [ 5
0

0
Ahora haciendo el cambio de variable u = st, en la expresion (1.39), se tiene

oo
t

e Stdt = / arle=stgy, (1.39)

1 _ 1 1
Et (Ja(t)) (S) == M/e uua du = 3704
0
Finalmente en virtud del teorema de convolucién

Li (Ig f (1)) (s) = Lt (Ja * f(1)) (5) = (Lea(t)) (s) - (Le(f (1) (s) = Sia (Lef(t)) (s)- O

A continuacién enunciaremos y probaremos algunos resultados sobre la aplicacién de la transformada

de Laplace a las derivadas de orden fraccionario, tanto de Riemann-Liouville como de Caputo.

Proposicién 1.4.2. Dada una funcion f € Li(RY), a >0, n—1<a<n, fc C" YRy
suponiendo que (RLD(O)‘fkflf) (t) es exponencial de orden vy > 0 para todo k=0,1,...,n-1, entonces

se cumple que

-1

/e (REDGF(t)) dt == s (Lef (t) st (RLDg_k_lf) 0), (1.40)
0

3

k=0

para todo k=0,1,...,n-1 y Re(s) > m, con m = méx{vy | k=0,1,2,....,n — 1}.
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Demostraciéon. Aplicando la transformada de Laplace a la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville dada en la Definicién 1.3.2, y teniendo en cuenta la Proposicién A.0.1 del Apéndice A,

obtenemos

L, ("D f(1)) (s) = Lo <;;1"“ f(t)) (s)

= s"L; (I"_O‘f(t)) (s) — st (I"_O‘f) (0)

— "2 (DI"f) (0) — - — (D" f) (0).
Ademés notando que
Lo (I"0f (1) (5) = 25—
segiin la Proposicién 1.4.1. Llegamos
L (FEDGf(1)) (5) = s* (Lef (1)) (5) = "7 H (FEDAT"f) (0) — s"72 (ED"HLf) (0),

=" (FEDATE ) (0) — oo = (FEDTH) (0),
1

3

= s (Luf (1) (s) = Y " (FrDT = f) 0. O

k=0

Proposicién 1.4.3. Si f(™(t) € L(RT) y si se cumple que f*)(t) es de orden exponencial vy, >
0VE=0,1,2,.....,n — 1, entonces

o0 n—1

/ e (ODEf () dt = s (Lof (1)) (s) = Y s 710, (1.41)
0 k=0

para Re(s) > m, m =méx{y; | k=0,1,2,...,n—1}.

Demostracién. Por la definicién de la derivada fraccionaria de Caputo dada en la Definicion 1.3.5,

obtenemos
(“D§f) (x) = (I5~*D"f) (z), = > a, (1.42)

luego aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién (1.42) y usando la Proposicién 1.4.1,

obtenemos

™) (2)) (s
£ CDR@) (9 = £ (1)) (5) = Z ) (143)

Por lo tanto, haciendo usando la Proposicién A.0.1 (véase Apéndice A) se tiene el resultado.
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Observacién 1.4.1. Es importante resaltar que cuando k = n — 1 en la formula (1.40), resulta
a—1<0 y por lo tanto, RLDS‘_” = 1", es decir, esta condicion inicial es proporcionada por el
valor de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden n — « de la funcion f, calculada en

t=0.

Para definir la férmula de la transformada de Fourier de la integral fraccionaria de Liouville para
todo «a, con o > 0, es necesario introducir un espacio adecuado de funciones.

Nosotros designaremos con S el espacio de Schwartz de todas las funciones infinitamente derivables
en todo el eje real, las cuales, al igual que todas sus derivadas, tiendan a cero, cuando |z| — oo de
forma mas rapido que cualquier potencia de z~!. En otras palabras, si C3°(R) es el espacio de todas
las funciones infinitamente derivables en todo el eje real tales que f(z) es idénticamente cero en un
entorno de los extremos £ = —oo y x = 0o, entonces el conjunto S se compone de aquellas, y sélo

aquellas, funciones infinitamente diferenciables ¢ para las cuales se cumple la siguiente condicién

Definicién 1.4.2 (Espacio de Schwartz).

S = {gp € C*(R) | lim "™ (z) = O}, (1.44)

r—+o00
para todo n, m € N.
Dentro de este espacio de Schwartz, Lizorkin introdujo un subespacio de funciones ® C S, invariante

con respecto a la integracion y a la derivacién fraccionaria, en el sentido de que la aplicacién de

estos operadores fraccionarios a una funcién de ® sigue perteneciendo al mismo espacio.

Definicion 1.4.3. Dado el subespacio
w:{wecm\we& »®) =0, k:QLZM}CS,

diremos que el conjunto de funciones de S cuya transformada de Fourier pertenece al espacio ¥ se

llama espacio de Lizorkin, es decir,
o = {@ECOO(R) lpes, pe \Il} (1.45)

El espacio de Lizorkin puede caracterizarse, de forma equivalente como el espacio de las funciones

de Schwartz ¢ € S que resultan ser ortogonales a todos los polinomios, es decir

o0

/ tfopt)dt =0, k=0,1,2,...

—00

Debido a esto se puede anunciar la siguiente
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Proposicién 1.4.4. Dada una funcion f(z) tal que f € ® con a > 0 se tiene
(Fo (IS f(2))) (k) = (—ik)~* (Fu f(2)) (k) (1.46)

(Fe ("DSf(2))) (k) = (—ik)™ (Fuf () (k). (1.47)

Demostracion. La expresion dada en (1.46), la podemos ver en virtud del teorema de convolucién,

como

(Fo (I£f (@) (k) = Fo (Ja * f(2)) (k) = Fa (ja(@)) (k) - Fo (f (@) (k).

Luego como la funcién I'(«) esta definida para Re(a) > 0, entonces haciendo ik = s y cambiando a

t por x en la Proposicién 1.4.1, resulta

(Fa (Ja x f(2))) (k) =

del cual se obtiene el resultado de la expresion (1.46).
Para demostrar la expresién (1.47) haremos uso de la ecuaciones (A.5) (ver Apéndice A) y (1.46).
Asi

(2 (4D31@) (1) = (eI 1)) ()

= (—ik) (Fo I f (@) (k),
= (—ik)* (Fuf(2)) (k).
O

Las condiciones de existencia de la transformada de Fourier para la derivada fraccionaria se pueden

suavisar de la forma siguiente
Proposicién 1.4.5. Dada una funcion f(z) € C" Y (R), n—1 < a < n, y tal que

lim f®(z) =0, h=0,1,2,...,n—1.

|z|—o00

FEntonces,

(Fu (*DSF)) (k) = (=ik)*(Fo f) (k). (1.48)

Debido a la validéz de esta tltima propiedad, sera de utilidad introducir un nuevo subespacio del

espacio de Schwartz, el cual lo definimos de la siguiente manera

Definicién 1.4.4 (Subespacio del espacio de Schwartz).

Sz{ngCOO(R)’ lim go(m)(x):(), m:0,1,2,...}.

r—+oo
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Sobre el espacio S se puede definir la transformada de Fourier de la derivada fraccionaria de Liouville

de orden «, con a > 0.

Observacién 1.4.2. Es importante notar que cuando en el extremo inferior a = —oo y se pide
que la funcion f(x) junto con la condicién de que todas sus derivadas se anulen cuando r — —oo,
entonces las definiciones de Riemann-Liouville y Caputo coinciden y por lo tanto, las formulas de

las transformadas de Fourier también.

1.4.1. Integrales y Derivadas fraccionarias generalizadas en S’

En esta seccién introducimos la nocién de distribucion o funcién generalizada, que sera de utilidad
en el desarrollo de la misma (el lector puede consultar las referencias [37,39] para més detalles sobre

las distribuciones).

Definicion 1.4.5. Un funcional lineal continuo T : S — C se denomina funcion generalizada 6

distribucion de crecimiento lento.

Denotaremos con (T, ¢) la imagen de una ¢ € S bajo la accién de T' y escribimos

oo

(T, @) = /T(a:)np(a:)da;. (1.49)

—0oQ
Toda funcién integrable f(z) en valor absoluto sobre todo el eje real, genera un funcional lineal

continuo sobre S segin la expresion (1.49) y existe debido a la desigualdad

oo oo
[ 1@t < s [ @) [ |f@) do
—oo<r<+00

—0 —o0
En general, una distribucion puede ser diferenciada un ntimero arbitrario de veces, segun la siguiente
Definicion 1.4.6. Dada ¢ € S y k € N, se tiene

En efecto, para cualquier k € N, T* sigue siendo una distribucién debido a que, si ¢ € S también
ok e S.

De esta manera, para la transformada de Fourier de una funcién generalizada se obtiene

Proposicién 1.4.6. [37] Dada ¢ € S, se tiene

(FoT', @) = (T, Frip).- (1.51)
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También en este caso, el funcional F,T sigue siendo un elemento de S’ debido a que, si ¢ € S,
entonces Fpp € S.

Si ahora consideramos el espacio de Lizorkin ® C & como el espacio de funciones de prueba, se
definen las integrales y derivadas fraccionarias de Liouville para una funcién generalizada f € @’

por medio de los siguientes resultados

Proposicién 1.4.7. [38] Dadas f € ', ¢ € @, y « tal que o > 0, resulta

(FISf o) = (fFIS0), (1.52)

("D f, ) = (f.* DLo). (1.53)

Un ejemplo relevante de una distribucién en el espacio S’ es la funcién delta. Dirac fue el primero
en introducir, en 1926, una notacién para esta funcion y en darle un sentido explicito desde el punto

de vista fisico como masa puntual [39].
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Capitulo 2

La ecuacion de vibracién de vigas: Aproximacion de Dirac

2.1. Introduccion

La ecuacién de Dirac libre puede ser considerada como la raiz cuadrada de la ecuacién de Klein-
Gordon, la cual surge en el ambito de la mécanica cuantica relativista, en la busqueda de una
ecuacion de ondas que modele la dindmica del electrén [47,48]. En un contexto més general Morinaga
y Nono [49], analizaron la raiz de orden entero 1 de ecuaciones diferenciales en la forma
ol

Do a0 =9

[]=n
y mostraron que, dicha raiz de orden entero 1 puede ser expresada por medio del siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales de primer orden

00
;azal’z = (I),

en donde a7, aa, . .., ay, son matrices, que desde el punto de vista fisico, describen los grados internos

de libertad del sistema asociado.

Una generalizacién de esta naturaleza, conduce a considerar raices cuadradas de ecuaciones diferen-
ciales de cualquier orden, que deben ser expresadas mediante sistemas de ecuaciones diferenciales en
las que intervengan derivadas de orden real. Trabajos recientes en este contexto se pueden encontar
en los articulos de Vazquez [50,51], en los cuales se introduce una definicién de raiz cuadrada de la

ecuacion de difusion estandar 1-dimensional.

Cabe mencionar que Oldham y Spanier [53,54], fueron los primeros autores en derivar una formu-
laciéon que involucraba el operador matematico de semidiferenciacién en sustitucion de las leyes de

Fick, en un trabajo de 1970, pero en un contexto escalar y sin considerar grados de libertad internos.
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En el contexto de las investigaciones antes mencionadas, en la presente tesis analizaremos la ecuacion
de vibracién de vigas fraccionaria, vista desde el enfoque de Dirac en conexién con los operadores
diferenciales fraccionarios, debido a que proporcionan una herramienta eficaz para tratar con ecua-

ciones que estan escritas en términos de operadores diferenciales fraccionarios.

En este capitulo ilustraremos el método de Dirac haciendo uso del algebra de matrices de Pauli
para proponer una clase de interpolacién entre dos de la ecuaciones mas importantes de la fisica

metematica, la ecuacion de difusion y la de ondas cldsicas.

2.2. Ecuaciones de Evolucion-Difusién de tipo Dirac

Recordemos que la ecuacién de Dirac [6,55]

Lo 0 me )
[ZHWJ@ . FI“‘*M —0, j=0,1,2,3, (2.1)

en donde, v/, j = 0,1,2,3, son matrices de Dirac de 4 x 4, (2%, 2!, 22, 23) = (2,t,y,2) e Iyx4 es
la matriz identidad de tamano 4 x 4; ofrece, en cierto sentido, la evolucién de 1 similar a como lo
hace la ecuacién de Klein-Gordon. Como es bien conocido, fue formulada originalmente por Dirac
en la biisqueda de una ecuacién de ondas para el electron, en el A&mbito de la Mecanica Cuantica
Relativista, expresada como

L OU

=H
? at w’

en donde, el Hamiltoniano H es un operador lineal hermitiano [55).

Sin embargo, puede entenderse como la factorizacion de dos ecuaciones de Klein-Gordon,

- — —1 =0.
0 3 + ax4 |V

1 92 (mc 0
ozl h

2
V2 — Fo7 ?) }I4x4¢ =0, o equivalentemente [

me ] [ 0 me
4x4

Debido a esto uno puede trabajar con una ecuacion que contiene una derivada de primer orden
con respecto a la variable de evolucién, a pesar de que es un sistema de 4 ecuaciones diferenciales
lineales acopladas para el vector ¥ de 4 componentes.

En este sentido, el método de la factorizaciéon de Dirac es muy eficaz para trabajar con ecuaciones
de evolucion que son gobernados por operadores diferenciales de orden fraccionario u operadores
pseudo-diferenciales, permitiendo expresar a tales operadores como la suma de operadores, para
admitir una solucién en términos de los operadores de raiz cuadrada. Ademds, este acercamiento a

los operadores de raiz cuadrada abre nuevas perspectivas dentro de la teoria del calculo fraccional,

lo que sugiere otras formulaciones a las definiciones y tratamientos ya establecidos.
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Se mostrara como explorar este método de factorizacion para tratar ecuaciones que involucran
operadores de raiz cuadrada.

Para ello, es conocido, que el algebra de los operadores, es definitivamente diferente a la de los

nameros complejos. Por ejemplo, la identidad
A"+ B"=(A+B)"=(A+B)(A+B)---(A+ B), (2.2)

no se cumple si A y B son no nimeros reales o complejos. En efecto, sélo se cumple si A y B son
operadores o matrices que conmutan. La ecuacién (2.2) es un procedimiento similar a la factorizacion

de Dirac. Ademads, es evidente que
A?+ B*=(A+B)?>=(A+B)(A - B),
se cumple si A y B son operadores o matrices que conmutan, es decir, se satisface
[ﬁ, E] .= AB+ BA=0. (2.3)
Por lo tanto, uno puede escribir la funcién raiz cuadrada VA2 + B2 en la forma

V A%+ B? = Aa+ Bj, (2.4)

en donde, a y B resultan ser objetos matematicos, tales que

a?=p%2=1, af+Ba=0, (2.5)

con el fin de satisfacer la igualdad (2.4). En principio A y B pueden ser nimeros u operadores que

conmutan, siendo el segundo caso el de mayor interes.

Notemos que « y 8 no pueden ser simplemente ntimeros; de hecho, como una consecuencia directa
de (2.5) deben ser matrices sin traza con valores propios iguales a £1 y por lo tanto de orden
2n X 2n,n =1,2,--- y determinante igual a (—1)".

Asi, en un lado uno pierde la naturaleza de la funcién original, en la cual, la ecuacién (2.4) se ha
de entender como un multiplo de la matriz identidad de tamano 2n x 2n. En efecto, la ecuacién
(2.4) proporciona una matriz identidad en un espacio 2n-dimensional adecuado, cuyo significado y

dimensiones finales son dictadas por el problema en cuestién [56].

Y por otro lado, uno adquiere una expresién en forma de raiz cuadrada que podria facilitarnos la
solucion del problema, aunque deben ser interpretado en funcién de los grados de libertad.
Como ilustracién, consideremos el sistema que define la ecuacién de Dirac clasica 1-dimensional y

sin masa

(A0, + BOy) v(e.t) =0, wa.t) = | =D (2.6)

ug(x,t)
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en donde, A y B son matrices de Pauli de tamafio 2 x 2 que satisfacen
A2=1, B>=-1I, AB+BA=0, (2.7)

note la similitud con las expresiones (2.5).

Elevando al cuadrado el operador que aparece en el sistema (2.6), y usando las relaciones (2.7)

obtenemos

(07 — 92)ua (1),
(Ad, + B,  p(x,t) =
(07 — 92)ua(x, ).

Es decir, la ecuacién de Dirac (2.6) es equivalente al sistema,

\% (at2 - a%)u1<xvt) =0,
V(07 = 02)uz(a,t) =0,

en el sentido de que coincide con la raiz cuadrada de la ecuaciéon de Klein-Gordon para cada
componente uj, ug del vector 1, cuando la masa del electréon es m = 0.

En analogia a la idea de Dirac es posible dar una definicién de la raiz cuadrada de la ecuacién de
difusién estandar 1-dimensional. En efecto, consideremos la siguiente ecuacién diferencial de orden

fraccionario de tipo Dirac

(40 + B3,) ity =0, wiw)— [ 7). 2.9
ug(x,t)

Elevando al cuadrado el operador de la ecuacién (2.8), usando las condiciones (2.7) y suponiendo

que se cumple 8,51/28;/2f(m, t) = Oy f (z,t) (véase [50]), obtenemos
V(0 — 02) uy(z,t) =0,
V(0 — 02) ug(x,t) = 0.

Lo anterior nos induce a tratar de generalizar la idea de Dirac, para considerar, ahora la raiz

cuadrada de la ecuacion de difusion fraccionaria generalizada
(D?u) (x,t) = N> (D?u)(z,t), 0<a<1, >0, t>0, z€R, \> € RT. (2.9)

De igual manera una posible definicién de la raiz cuadrada de la ecuacion de difusién fraccionaria

1-dimensional (2.9), a través de una ecuacién de tipo Dirac de orden fraccionario con respecto a la
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variable temporal y espacial

(A_Da B ul(xvt)
; +)\BD$> W(x,t) =0, P(a,t) = on | t>0, z€R, AeR\0, (2.10)
U\,

en donde, 1 (z,t) es una funcién de difusién fraccionaria de dos componentes, cada una de las cuales,
satisface la ecuacién de difusién fraccionaria (2.9).

Nuevamente usando la idea de Dirac sobre el operador de la ecuacién (2.10), obtenemos

(D22 + D) uy (2, 1) = 0,

\/ (D2 + D2PY uy(a,t) = 0.

En el dlgebra generada por las matrices de Pauli que verifican las condiciones de (2.7), existen seis

posibilidades para elegir [57,58]. Consideremos las siguientes

0 1 0 1
A= : B = . (2.11)
10 -1 0

Sustituyendo esta eleccién en la ecuacién (2.10) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones (des-

acoplado)

(D§ur) (z,t) — N(D2up) (z,t) = 0, (2.12)

(Dffug) (x,t) + )\(Dguz)@, t) =0, (2.13)

Mientras que si elegimos la pareja

1 0 0 1
A = , B, = , (2.14)
0 -1 -1 0
se tiene el sistema (acoplado)
(D§uy) (z,t) + MN(D5us) (z,t) = 0, (2.15)
(Dffug) (x,t) + )\(Dful)(x, t) =0, (2.16)

en el que las componentes w1 y ug no estan separadas.
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2.2.1. Teorema de Acoplamiento

La relacién que existe entre las soluciones del sistema de ecuaciones acopladas (2.15) y (2.16) que

indicamos con uj y u3 y las soluciones no acopladas u; y uz de las ecuaciones (2.12) y (2.13) se

encuentra mencionada en el siguiente toerema, de forma que en lo que sigue, se pueda restringir

el estudio analitico de dichas ecuaciones tinicamente al sistema de ecuaciones con componentes

separadas.

Teorema 2.2.1. [59] Sean uy y ug las soluciones unicas del sistema de ecuaciones (2.12) y (2.13)

y uj y ud, las soluciones de las ecuaciones (2.15), (2.16) respectivamente. Entonces, obtenemos

*_U1—|—u2

Ul— 9 s
*_u2_u1
Uy = B

Demostracion. Empezaremos con buscar, si existen, dos matrices

ki k I 1
K — 1 2 7 I — 1 02 7
]{:3 k4 l3 l4

para las cuales se cumpla

KAL = Ay, KBL = B;.
Ahora desarrollando encontramos que K y L cumple las condiciones (2.19) si k1 = —ks,
l1=—1ly = ﬁ yilz=1I4= ﬁ, es decir, cuando
|
’ 2 11 ’
—kl kQ Fl E
Por ejemplo, puede elegirse
1 1 1({1 —1
K = s L — —
~1 1 2\ 1 1

Ahora bien, sea 1(x,t) la solucién unica de la ecuacién

up(x,t)

ADS p(x,t) + ABDPip(2,t) =0, (x,t) =
ug(x,t)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

k2 = k4a

el cual es equivalente al sistema (2.12) y (2.13) con A y B de la forma (2.11). Buscamos la solucién

Y*(x,t) del sistema de ecuaciones acopladas (2.15) y (2.16) que escribimos como

ui(z, )
ALD} " (2,1) + AB1DJY* (2,1) = 0, 4" (x,1) = :
us (i, t)

(2.20)
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la cual es quivalente al sistema de ecuaciones acoplado (2.15) y (2.16), con A; y B de la forma

(2.14).

Entonces si se cumplen las condiciones (2.19) para A; y Bj, se puede reescribir la ecuacién (2.20)

de la siguiente forma

uj(x,t)
K(ALDg " (w,8) + NBLDIW (,8) = 0, " (a,t) = |
us(x,t)
por lo tanto, ¢*(x,t) tendra que verificar las condiciones (2.17) y (2.18) para ser solucién de (2.20),
es decir,
ALDMp* (x,t) + ABLDP* (z,t) = 0.
Pero esto equivale a pedir que

21k1 (DZ‘ (wi(z,t) +ub(x,t)) + ADE (uf (2, t) + uj(x, t))) —0,

1

o (D;; (uf(2,t) — us(@,t)) — ADJ (uf(x,t) — u3(a, t))) =0,

y cada ecuacién se hace nula si se cumplen las relaciones (2.17) y (2.18), al ser uy y uz las soluciones

de las ecuaciones (2.12) y (2.13). O

Observacion 2.2.1. La idea de la ecuacion Dirac expuesta anteriormente, se puede explicar fdcil-
mente con el siguiente diagrama (véase Figura 2.1). Se puede ver, que entre la ecuacion de difusion
y la ecuacion de ondas, existe una ecuacion de por medio que las une, esta es, la ecuacion de di-
fusion fraccionaria. Luego al tratar con las matrices de Pauli, dadas en (2.7) y siendo o = 1/2 el
orden de la derivada en el tiempo, la ecuacion fraccionaria de Dirac puede considerarse como la

rdiz cuadrada de la ecuacion de difusion.

En conclusion, la ecuacion fraccionaria de Dirac, nos permite dar una posible definicion de raiz
cuadrada para la ecuacion de ondas y la ecuacion de difusion, en donde cada componente de la
funcion (x,t) es solucion para dichas ecuaciones. La dindmica de esta ecuacion fraccionaria de
Dirac, depende del orden en la derivada y de la estructura en las matrices de Pauli. Resulta ser que
cuando o = 1/2, estas soluciones se interpretan como distribuciones de probabilidad asociadas a
ctertos grados de libertad internos del sistema, lo cual nos indicaria que existe cierta dindmica en

la estructura interna del mismo.

A manera de ejemplo resolveremos un problema de Cauchy en todo R, con derivada fraccionaria
de Caputo en el tiempo y de Riemann-Liouville en el espacio, el cual es un caso particular de la
ecuacién (2.12) que compone el sistema de ecuaciones desacoplado. A partir de este momento se
resolven problemas de Cauchy para el sistema de ecuaciones desacoplados (2.12) y (2.13). Tales

soluciones se encontraran usando la transformada de Laplace y de Fourier
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Figura 2.1: Mecanismo de interpolacién entre las ecuaciones de tipo de difusién y de ondas.

2.2.2. Ejemplo de un problema de Cauchy con derivada temporal y espacial

fraccionaria

Antes de relacionar la idea de Dirac con la ecuacién de vibracién para vigas, se analiza la solucién
del siguiente problema de Cauchy con derivada fraccionaria de Caputo en la variable espacial y
de Riemann-Liouville en la variable temporal. Debido al buen comportamiento de estos operadores
la solucién se busca en el espacio LF = L(R') x F(R) (véase Definicién 1.2.12) de funciones
u(z,t) para las cuales existe la transformada de Laplace respecto a t para cualquier = € R fijo y la

transformada de Fourier respecto a x para cualquier t € R fijo. Consideremos el siguiente problema

D) (v,t) = A (OCDfu) (x,t), t>0, 0<a<l B>0, zeR, (2.21)

(0" D) (2,04) = f(x), z €R, (2.22)
|$1‘1’inoou(x,t) =0. (2.23)

Es de resaltar que la definiciéon de Riemann-Liouville definida en (1.19) tiene la clara desventaja de

que las condiciones inciales son de orden fraccionario.
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La solucidn para el problema (2.21)-(2.23) se muestra en el siguiente

Teorema 2.2.2. Dado el problema de Cauchy (2.21)-(2.23), con0 < a <1, f € F(R) y F(k) =
(Fzf) (k) su solucion u(x,t) € LF esta dada por

Y+ioco 00
1 1 F(k) ik
t) = — Stds— — e "k 2.24
w,t) = o0 [ © P / (5@ — A(—ik)B)© ’ (2:24)
Y—100 —o0
6 en forma equivalente
1 a—1 1\ B —ikx
u(z,t) = o tY " Eg o (A(—ik) t*)F(k)e " dk, (2.25)
T

sitempre que la integral en el lado derecho existan.

Demostracion. Aplicando la transformada de Laplace, dada en la Definicién 1.2.8, a la ecuacion
(2.21); utilizando las férmulas (1.40) y (1.41) que proporciona la transformada de Laplace de la
derivada parcial fraccionaria de Riemann-Lioville y de Caputo. Ademds, teneniendo en cuenta las

relaciones (2.22) y (2.23) por un lado, tenemos
Ly (F2Diu) (2, 8) = s*(Lyu)(z,8) — (X DY) (z,04) = s*(Leu) (2, 8) — f(2). (2.26)
Y por otro lado,
()\Et (gpgju)) (z,8) = M Lug)(z, ) = M Lug)(, ). (2.27)
De este modo igualando (2.26) y (2.27) se tiene
s*(Lyu)(z, 8) — f(x) = MLug)(z, s).

Ahora aplicando la transformada de Fourier a la expresién anterior y considerando la férmula (A.5)

(véase Apéndice A) resulta, de un lado

Fo{ s (Low)(@,5) } = (Fuf) (k) = s*(Fo L) (R, ) = F(k),
— MFuLiug)(k,s), (2.28)
= s*u(k,s) — F(k).

Mientras que por otro lado

fm{)\(ﬁum)(x, s)} = AN(FuLoug)(k, 8) = N(—ik)Pa(k, s). (2.29)
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Igualando las ecuaciones (2.28) y (2.29) se deduce la relacién explicita de u(k, s) expresada de la
siguiente manera

(k)

u(k,s) = AR

(2.30)

De este modo aplicando las transformadas de Fourier y de Laplace inversas definidas en las Defini-
ciones 1.2.9 y 1.2.11, a la ecuacién (2.30) y haciendo uso de la férmula (B.11) (véase Apéndice B),

con o = 3, a = MN(—ik)? y m = 0, obtenemos

(e 00 = £ (=)

= F(k)L (W) ’

= F(k) t* ' En o (M—ik)7t).

Por lo tanto, aplicando la transformada de Fourier inversa, resulta

/ 1B, , (A(—ik)ﬁta) F(k)e~*2dp.

—0o0

u(zx,t) = o

Nuevamente si ahora aplicamos primero la transformada de Fourier inversa y después la transfor-

mada de Laplace inversa a la ecuacién (2.30), se tiene

Y+ico o)
1 1 F(k) ik
1) = — Stlg— Y ——C P )
u@,t) = o / c SQW/(S“—)\(—ik)B)e
Y—1i00 —00

O

Si consideramos que la funcién f € S (es decir, pertenezca al subespacio del espacio de Schwartz
S definido en la Definicién 1.4.4, la solucién dada en la expresién (2.25) puede escribirse en forma

explicita como sigue.

Corolario 2.2.1. Sea f € S. Entonces, la solucién u(z,t) € LF del problema de Cauchy (2.21)-

(2.22), con 0 < a <1 asume la forma

= IZ et (ochjf> (@), (2:31)

siempre que la serie sea convergente para todo x € R y t > 0.

Demostracién. Si en la expresion (2.25) expresamos la funcién Mittag-Leffler mediante su repre-
sentacién en serie, dada en (B.2) (véase Apéndice B) e intercambiando los simbolos de integral con

el de suma, siendo esto posible, gracias a la convergencia uniforme de la funcion Mittag, se tiene
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ule,t) = o / ! (iRt Fkye ek = & / et | P
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= (M) 1 7 , , > )\ta ,
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—o0
Antes de proseguir con mas resultados, enunciaremos una propiedad que resulta muy importante y
que corresponde a la distribucién de Lévy estable, de la cual se conoce su densidad de probabilidad
explicita, la llamada distribucién de Cauchy-Lorentz [64]

2

RSl (2.32)

o t.0) = (7 () 0 = L

y que serd de gran utilidad en la demostracion del siguiente resultado.

Corolario 2.2.2. La solucion u(z,t) € LF del problema de Cauchy (2.21)-(2.22), con B = 2,

0<a<l, f(x) =d(x) y A > 0 esta dado por la siguiente expresion

t2 1 || a o
u(x,t) = Wil - ==, = |, 2.33
S < O 2) >

en donde, W(z; o, B) es la funcidn de Wright definida como en (B.12).

Demostracién. Escribiendo la funcién Mittag-Leffler dada en la ecuacién (2.25) mediante su re-

presentacion integral (B.2) (véase Apéndice B), obtenemos

o
1 .
u(et) = 5 [ B (= A-ibPe)e R,
—00
% a—1 o
1 g T
= [ kel / c dodk,

2 271 (A2k)%t>
—00 H,

1 eCo"2t2 ™ a

_ = . /ezkx (t>N)2 dodk

271 22 o 2

Hq - ™ ( g2 1> + k‘2
(t*A)2
Ahora notemos que para A > 0, la expresion interna en la dltima integral es la transformada de
o2
— T
Fourier de la funcién (202 2 , con respecto a la variable k, de la densidad de distribucién
T o2 T > +k2
(tox)2

de probabilidad Lévy estable de Cauchy-Lorentz dada en (2.32), entonces podemos escribir

)

| e

21 1 (tox)2 t2—1
U(I,t) = T 5_- ‘ [ do = 1 Wi - |$| 1 ;_g7
* (o)} 2
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parald<a <1y A>0. d

Finalmente como la condicion inicial es la delta de Dirac, es de esperarse que para un cierto valor
de 0 < a < 1, el resultado obtenido sea una distribucién de probabilidad. Y aunque realmente este
tipo de condiciones dadas en las expresiones (2.22) y (2.23) no son fisicamente interpretables en la

practica, en la siguiente observacién seda una posible solucién a este tipo de problemas.

Observacién 2.2.2. Una posible solucion a las relaciones (2.22) y (2.23) ha sido propuesta por
el matemdtico eslovaco Igor Podlubny en un reciente articulo titulado “Geometric and Physical
Interpretation of Fractional Integration and Differentation” [34] en el que la interpretacion fisica
y geométrica que le da a estos operadores fraccionarios estd basada en el empleo de dos tipos de
tiempos, un tiempo cdsmico y un tiempo individual (local), el cual esta estrechamente relacionada con
la teoria de la relatividad [60]. Otra interpretacion fisica y geométrica de los operadores fraccionarios

se da en [61].

Irving Ezra Segal profesor de matemdticas del Instituto Tecnolégico de Massachusetts en 1972 con-
tinud el trabajo de A. Einstein, en el campo de la teoria de la Relatividad. Ezra Segal propuso una
variante de la Teoria de la Relatividad, llamada Cronometria Cosmoldgica (CC), la cual estd ba-
sada en el andlisis del tiempo [62]. De acuerdo a la CC existen dos clases de tiempo: un tiempo
Coésmico, y un tiempo Local, donde éste ultimo es medido con los instrumentos actualmente
existentes [62, 63]. Este tiempo Local se modela usando una semirrecta con origen en cero y con
puntos equidistantes. Mientras que el tiempo Cdésmico se modela de igual forma, pero ahora con

puntos no equidistantes.

2.3. La ecuacion de vibracion de vigas

De acuerdo a lo estudiado en la secciéon anterior, emplearemos la misma técnica con la que se
han construido los sistemas anteriores con el fin de buscar raices cuadradas de otras ecuaciones de
diferentes ordenes. En nuestro caso de la Ecuacion de vibraciéon para vigas que en su forma

mas simple se escribe como

2 4

0
@u(aﬁ,t) — )\2@11(3;,0 =0, (2.34)

y que puede generalizarse a su contraparte de orden fraccionario

(Dfo‘u) (z,t) = /\Q(Diﬁu) (x,t), 0<a<l1l 0<p<I, (2.35)

de modo que su raiz cuadrada represente una nueva interpolacién entre las ecuaciones de difusion

y de ondas clédsicas para 0 < o, 5 < 1.
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De este modo y por analogia con las ideas de la seccion 2.2, una posible definiciéon de raiz cuadrada
para la ecuacién de vibracién fraccionaria para vigas se encuentra definida por medio de la

siguiente expresion

(AD? + ABD?f) P(a,t) =0, ¢(z,t) = mix,t; , xR, t>0, (2.36)
uz(x,t

en donde, A y B son las matrices de Pauli que satisfacen las relaciones (2.7). En concreto, para las

matrices

01 0 1
A= , B= : (2.37)
10 -1 0

la ecuacién (2.36) nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones (desacoplado)

(D§ur) (x,t) — M(D?Puy) (x,t) = 0, (2.38)

(D§us) (z,t) + MN(D2Pus) (z,t) = 0. (2.39)

Mientras que si elegimos la pareja

A = By = , (2.40)

se obtiene un sistema (acoplado)

(DSuy) (x,t) + A(D¥ug)(x,t) = 0, (2.41)

(Dug) (z, 1) + N(D¥uq) (z,t) = 0, (2.42)

en el que las componentes u; y uz de ¥ no estan separadas.

Observacién 2.3.1. Notemos que si « = 1, B = 5. Entonces (2.38) y (2.59) se convierte en el

sistemas:

(07 — 02) wa () = 0,

(07 — 0F)ua(z,t) =0,

en el cual cada componente de 1) debe satisfacer una ecuacion de onda.

Y siao= =3, resulta que (2.38) y (2.39) se transforma en
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(0 — 0%)up(z,t) =0,
(at - 8%)“2('1‘775) =0,
en donde, cada componente de 1 debe satisfacer una ecuacion de difusion.

Ahora de acuerdo con lo expuesto para la ecuacién de difusién fraccionaria definida en (2.10), y

tomando 0 < a <1y =1 en la ecuacién (2.36), consideremos el siguiente problema de Cauchy

2
(CDS‘U) (x,t) = /\aaﬂu(x,t), t>0, zeR, 0<a<l, (2.43)
u(z,04) = g(z), (2.44)
lim wu(z,t) =0. (2.45)
|z| =00

Observacion 2.3.2. La condicion (2.45) nos indicard que la solucion del problema de Cauchy esta
localizada. Si g(x) = §(x) es la funcion delta de Dirac, entonces la solucion del problema de Cauchy
serd llamada solucion fundamental [65]. Esto, inevitablemente, nos permite hablar de los momentos

para la solucion fundamental.

2.3.1. Soluciones desacopladas de la ecuacion de vibracion de vigas

La ecuacién (2.43) corresponde a una posible especificacién de las ecuaciones (2.38) y (2.39) que
componen el sistema de ecuaciones de componentes separadas en relacién a la ecuacién (2.36) con

Ay B definidas en (2.37).

Teorema 2.3.1. Dado el problema de Cauchy (2.43)-(2.45), con g € F(R) y G(k) = (Fzg)(k), su

solucion u(z,t) € LF estd dada por

y+ioco 0o
1 st a—1 1 G(k) —ikx
U(£U7t) = % e s ng me dk, Y= Re(s) > v, (246)
Y—100 —00
6 en la forma equivalente,
17 |
u(z,t) = 7 / Eo 1 (=MK*t*) G(k)e~**dk, (2.47)
T

siempre que las integrales existan.

Demostracién. Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién (2.43), utilizando la férmula

que proporciona la transformada de Laplace de la derivada parcial fraccionaria de Caputo cuando

41



0 < a < 1 definida en (1.41) y teniendo en cuenta la condicién (2.44), resulta

e}

Et{thau}(:c, s) = /e_St (gD?u) (z,s)dt,
0

= s (Lu) (z,s) — so‘*lu(o)(O),

= s (Lyu)(x,s) — so‘*lg(a:).
Y por consiguiente,

2
(L) (2, 5) — 5 g(a) = A2

= A@ (Liu) (z,5). (2.48)

Luego, aplicando la transformada de Fourier para derivadas enteras dada en la férmula (A.5) (véase

Apéndice A, pagina 74) al lado izquierdo de la ecuacién (2.48), se tiene

fx{so‘(ﬁtu) (z,5) — 571 g(x)}(k, s) = s (Fylou) (k, s) — s~ L (Fug) (k),

(2.49)
= s Uk, s) — s*1G(k).
Y para el lado derecho de (2.48) tenemos
0? 0? 9
}}{)\@(ﬁtu)}(k, $) = Az (FaL) (k. 5) = N—ik)a(k, s) (2.50)
Igualando (2.49) y (2.50) se deduce la relacién explicita para u(k, s)
. s 1G(k)

Ahora, aplicando la transformada de Fourier inversa a la ecuacién (2.51) resulta

Safl A
i(z,5) = (F; (@) (x,) = o / sa(ifkj\)m o—ikz g

—00
Y por ultimo aplicando la transformada de Laplace inversa a la ecuacién anterior llegamos a

c+1i00

- 1 _ 1 Gk) _;
_ 1 _ st _a—1 ikx
u(z,t) = Ly (u(z, s))(x,t) = o e*'s* ds Py / YL dk.

c—100 —00
También se puede aplicar la transformada de Laplace inversa a la ecuacién (2.51), luego utilizando

la relacién (B.11) (véase Apéndice B), con y = —Ak?, h =0y 3 = 1, obtenemos

a—1
2,0\ _ -1 S
Bo (-M2%) = 6L o

en donde,
Et{EaJ( - (mm)%a)} - (2.52)

42



6 en forma equivalente
(Fou) (k,t) = G(k)Eqn (—AK*t?). (2.53)

Finalmente aplicando la transformada de Fourier inversa dada en la Definicién 1.2.11 a la ecuacién

(2.53) obtenemos
1 .
u(z,t) = (F ' Fou) ( =5 / Eo1 (—MK*%) G(k)e™** dk.
i

O
En el caso de que g(x) pertenezca al subespacio del espacio de Schwartz S definido en la Definicién
1.4.4, entonces puede escribirse en forma implicita, mediante la funcién especial de Mittag-Leffler,

el siguiente resultado.

Corolario 2.3.1. Sea g(z) € S. Entonces la solucion u(x,t) € LF del problema de Cauchy (2.43)-
(2.45) toma la forma

00 )\1/2ta k
)
;;) Y (z). (2.54)

Demostracién. Teniendo en cuenta la representacion (B.3) (véase Apéndice B, pagina 75) e in-
tercambiando el signo de la integracién con el de suma en (2.47) (lo que es posible gracias a la

convergencia uniforme de la serie que representa la funcién de Mittag-Leffler), podemos escribir

1T . i 1T & ((IAY2k)20 ”
u(x,t):%/Eml( AKY) G (k)e " dk_%/z Flak 1 ) G(k)e~*eqk,
o % k=0

o0 (Al/Qta) 1 0 A1/2ta)

_ - ]{32k —zkxd ) O
kz_:l“(ak:—i-l)%r/( )Gk kz_o (ak:+1

2.3.2. Soluciones fundamentales del sistema desacoplado

En esta seccién se busca la solucién fundamental del problema de Cauchy (2.43)-(2.45) cuando

g(x) = d(x)

2
(CDS‘u) (x,t) = A%u(w,t), t>0, z€R, O0<a<l, (2.55)
u(z,04) =d(x), z€R, (2.56)
lim wu(z,t) = 0. (2.57)
|z|—o00
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El primer resultado que se anuncia es un corolario del Teorema 2.3.1 y representa la solucién del
problema de Cauchy (2.55)-(2.57) obtenida con el método de la transformada de Fourier y de
Laplace.

Corolario 2.3.2. La solucion fundamental u(x,t) € LF del problema (2.55)-(2.57) estd dada por

1 st a—1 1 1 —ikx
u(x,t) = 5 / e’'s ds% FYEL dk, v=Re(s)>v, (2.58)
Y—1%00 —00
6 en la forma equivalente,
u(z,t) / Eo1(—=ME*t*) ek, (2.59)

siempre que las integrales existan.

Demostracién Haciendo G(k) =1 en (2.46) y (2.47), obtenemos la solucién fundamental del pro-

blema de Cauchy (2.55)-(2.57) en las dos formas.

El lema siguiente nos proporciona un resultado que serd de gran utilidad en la de mostracién del

teorema que daremos en seguida de este resultado.

Lema 2.3.1. Sea la siguiente funcion
y+ioco

j A2 e (s
z(x,t) = % / TeStsf_le( v) A>0, 0<a<l, (2.60)

y—1i00

[

entonces se tiene la siguiente identidad

A\L/2 x Qo «
t)=——=W i—5il—5 ),
Z(.f? ) 25 <(Ata)1/2 9 2)

en donde, W(z;«, B) es una funcion de Wright dada en la expresion (B.12).

Demostracién. Para simplificar la expresiéon dada en (2.60), se desarrolla en serie de Taylor la
1

funcién exponencial e( b) ) ¥, luego intercambiando el orden de los signos de integracién con el de

suma (siendo esto posible gracias a la convergencia uniforme de la serie exponencial), obtenemos

y+ioco
y 1/2 o & 1
da) = A [ a0
T
'y—ioo
_27r 2 / 52 Z(Alﬂ) TR
Y—100 n=0
y+ioco
Al/Z > X nl 1 an+a 1 St
- _ ) == —eftd e R.
2 TLZ()()@Q) n! 2mi / s 5
- y—1t00
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Aplicando la sustitucién st = o, transformando el contorno de Hankel y utilizando la representacién
de la funcién gama sobre dicho contorno definida en la ecuacién (B.6) (véase Apéndice B, pagina

76), resulta

)\1/2 o0 T n 1 O_om2+a_1 ,
z (l" t) - 2 ()\1/2) E om,2+o¢ € dg?
n=0 C

A2 X " anta
= — & il 1 '/U 2+ _1€Ud0—,
2t> n=0 (Ata)Q n o

B _)\1/2 i 1 x !
N Qt% =0 F(—% — % + 1)’0' ()\ta)% '

Ademds tomando en cuenta la férmula (B.12) (véase Apéndice B) deducimos la siguiente expresién

explicita de z(x,t) en términos de la funcién de Wright

1/2
at) = 2w [ E SeSi- ), (2.61)
2t2 ()\ta)Q 2 2

valida para 0 < a < 1, que estd en acuerdo con la propiedad (B.14) (véase Apéndice B) de la Proposi-
cién B.3.1 (véase Apéndice B). O

Ahora usaremos el Lema 2.3.1 y el teorema de los residuos para evaluar la integral interna en la

expresion (2.58) y llegar a una forma explicita para la solucién fundamental u(z,t) cuando « # 1.

Teorema 2.3.2. La solucion fundamental u(x,t) € LF del problema de Cauchy (2.55)-(2.57)

cuando o # 1, tiene la forma

0, z >0,
u(z,t) = (2.62)
)\1/2 .
2ta/2W<()\to¢x)1/27_%71_%> ) JZSO,
para A >0, y
AL/2 .
_Qta/2W((>\t¢f)1/27_%vl_%>: 1'20,
u(z,t) = (2.63)
0, x <0,
para A < 0.

=

Demostracién. Notando que la integral interna (2.58) tiene polos en k = iz(%) entonces si
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x < 0, estd puede escribirse de la siguiente forma

o0

1 —ike : ik
T dk = 2mi R ——e "
/ s+ Ak2C TS (=) [+ k2N
—00
a5 ]
- A1/2€(ST) z
- em 2i50/2
De este modo,
a\3
7T/\1/26(ST) z
T , . 2>0
/ v S
S
—00
0, A <0,
mientras que para x > 0, se tiene,
V!
—ikx . —ikx
—_ dk = -2 —_—
/ s+ k2 TERES, (s )12 [sawae ]
—00
Y
. )\1/26(57) x
- 2i5/2
Asi,
0, A >0,
o
1 .
/ weflkxdk —
s a
— 00 7"')\1/26(57>§I

i

sustituyendo estas expresiones en (2.58), llegamos a escribir la solucién del problema (2.55), (2.56)

como sigue

u(z, t) = AN
—L 7)\ eStsg_le(ST
2 2

y—1i00

\
para A > 0, mientras que para A < 0, resulta

x>0,

xz <0,

x>0,

z <0,

(2.64)

(2.65)
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estds formulas demuestran que el problema (2.55) tiene solucién fundamental nula u(x,t) = 0 para

loscasosz >0, A >0y xz <0, A<O0.

Por consiguiente sustituyendo z(z,t) dada en la expresién (2.61), en las expresiones (2.64) y (2.65)

estas asumen la siguiente forma

0,
u(:v, t) =

AL/2 z . a a
2ta/2W ((}\ta)lﬂa 2 11— 5) ’

AL/2 .
- a/ZW 51/2a_%71_% 5
2t (Ate)

para A > 0 y A < 0, respectivamente.

x>0,

x <0,

z >0,

x <0,

O

Observacion 2.3.3. A fin de determinar el valor de las soluciones en x = 0, punto en el cual

se pierde el cardcter analdtico, hay que imponer la condicion inicial u(x,0) = §(z). Para que tal

condicion se verifique, u(x,t) tendra que tomar la forma de las expresiones (2.62) y (2.63). De modo

que si se utiliza la representacion integral de la funcion de Wright dada en (B.12) (véase Apéndice

B) sobre el contorno de Hankel, se puede evaluar u(z,0) como

o zo’a/2
_L e—ae(ma)lﬂ do
21 ()\ta)l/le—i t=0
H,

si A > 0, mientras que para A < 0, resulta

Hq

( o 3c(7c>4/2
i e—aeuta)l/? do , x>0
2mi ) (At@)/2q172 t=0

0, x <0

, x <0

Las superficies solucién de las expresiones (2.62) y (2.63) se muestran en la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Superficies de la solucién fundamental del problema de Cauchy (2.55)-(2.57), con = =
£100, a = 0.02 y A = 100.

En el Teorema que sigue se proporcionan los momentos de la solucién fundamental de u(z,t).

Para ello, antes de seguir vamos a introducir la siguiente funcién

o0

1 .
u(z, t; o, B) = Py / Eu1 (—)\tho‘) e~k . (2.66)

que seran de utilidad para los desarrollos posteriores. Y también la férmula

/ z"u(z, t; o, B)dr = (—3)" [%(]—"xu)(ls,t)] o (n=0,1,2...). (2.67)

—o
De esta manera, el siguiente resultado nos proporciona los momentos de la soluciéon fundamental

u(z,t) del problema de Cauchy (2.55)-(2.57), s6lo cuando n es un nimero par.

Teorema 2.3.3. Los momentos de la solucion fundamental u(x,t) € LF del problema (2.55)-(2.57)

valen
T , T(n+1)
P, t)de = (—iAV2e)2n T D g0y
[ et r = et = 0.2,

Demostracién. Los momentos de la solucién fundamental del problema (2.55)-(2.57), se calculan
aplicando la relacién (2.67), (2.53) y teniendo en cuenta la expresién de la funcién Mittag-Leffler

en forma de suma (expresién (B.3)).
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® . oo & @Ry
/ ztule, t)dz = (=) Oknz( (r(ajli) ’
—o0 L k=0

j=0

(g LAY (R2)ITmed (5 4 1)
= (=) ];L [(aj+1) I'(j—n+1) k:07

(i) (iAl/2)2ngon
N I(an+1)
I'(n+1)
I'(an+1)’

I'(n+1),
= (=i n=0,24,... O

2.3.3. Soluciones acopladas de la ecuacion de vibracién de vigas

Como consecuencia del Teorema 2.2.1, vamos a obtener las soluciones u] y u5 del sistema de ecua-

ciones de componentes acopladas (2.41) y (2.42) cuando D§ = (§Dg) y D = 3‘9722. A saber

2
(ng‘u"{) (x,t) + )\%ug (z,t)=0, 0<a <1, (2.68)
C o
(0 Dtauz) (x,t) + )\wu’{ (x,t)=0, (2.69)

junto con las condiciones iniciales y de frontera

‘ llirn ui (z,t) =0, uj(z,04+)=g(x), t>0, (2.70)
xT|—00
‘ llim us (x,t) =0, uy(z,04)=g(z), t>0. (2.71)
T|—r00

Si indicamos con wuj(x,t) = uy a la solucién de la ecuacién (2.43), entonces la solucién para la

ecuacion
c 0
(0 D?“Q) (:E7 t) - —)\@Ul (.ZL', t)a
sera
(%) (.’E,t) = ul_)\ (.’L',t) )
6 bien

i |
ug(z,t) = up M, t) = o / Eo1 (AK*Y) G(k)e ™ dk.
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Corolario 2.3.3. Dados los problemas de Cauchy (2.68), (2.70) y (2.69), (2.71) con g € F(R) y
G(k) = (Fzg) (k), las soluciones uj € LF y uj € LF estan dadas por

ui(z,t) = / Esa1 (A2K* ) e G(k)dk, (2.72)
17 :
w(z,t) = o / (AK*t*) Bag a1 (N2EH2Y) e~ G (k) dE, (2.73)

siempre que las integrales existan.

Demostracién. Como ug(x,t) = u;™ y ui(x,t) = uj, entonces podemos expresar u; y ug de la

siguiente manera

oo

1 )
w(e,t) = wdet) = 5 [ € Eay (NRE) G,
T
17
uQ(g;,t):u;A(x,t):? / e M Bon (\H) G(k)dk.
i

Ademids, observando que las expresiones que estan en términos de la funciéon Mittag-Leffler se pueden

expresar, como

Entonces, haciendo uso de la férmula de duplicacién dada en la expresiéon (B.5) (véase Apéndice B,

pagina 76) y del teorema de acoplacién 2.2.1, obtenemos el resultado. O

La superficie solucién para la expresion (2.72) se muestra en la Figura 2.3.

2.4. Estudio de la ecuacion de vibracién de vigas usando la trans-

formada de Fokas

En 1967 un nuevo método llamado método de la transformada de dispersién inversa (IST) se in-
trodujo para resolver problemas de valor inicial para ciertas ecuaciones en derivadas parciales no
linelaes, incluyendo la ecuacién célebre de Korteweg de Vries y la de Schrédinger. La extensiéon
de este método (IST) para problemas de valores iniciales y de frontera, fue lograda por Fokas en
1997, introduciendo un método unificado para la resolver problemas de valor inicial y de frontera

no lineales integrables y EDP lineales [68].
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Figura 2.3: Superficie de la solucién del Corolario 2.3.3, con —100 < x < 100, t = 1500 y a = 0.5

Este método es mas general que los métodos clasicos, debido a que podemos encontrar una represen-
tacion integral como solucién a problemas en los que los métodos clésicos no se pueden aplicar. Esto
es particularmente claro para problemas que contienen derivadas superiores. Ademas para aquellos
casos en los que un método clasico produce una solucién explicita, el método de Fokas también
lo hace y nos permite determinar de manera directa cuantas y cuales condiciones de frontera son

necesarias para que el problema este bien planteado.

En esta seccién analizaremos problemas de Cauchy para el sistema de ecuaciones desacoplado (2.38)
y (2.39), solo que en este caso consideraremos las ecuaciones en la semi-recta (RT). Resulta ser que
en este caso no es posible usar la transformada de Fourier, ya que solo esta definida sobre todo
R. Y aunque se podrian usar las transformadas del seno o coseno en su lugar, utilizaremos una
modificacion del método de Fokas para resolver ecuaciones en diferenciales parciales a través de la

transformada que lleva su nombre.

A continuacién definimos la transformada de Fokas, la cual es una especie de generalizacién de la

transformada de Fourier en algin sentido.

Definicién 2.4.1. [69] Sea u(z,t) suave y con decaimiento suficiente definida en (0,00) x (0,00).
Entonces la transformada de Fokas esta dado mediante la expresion
u(k,t) == /e_ikxu(:v,t)dx, Im(k) <0, (2.74)
R+

y su transformada inversa a través de

1 .
u(z,t) := 27r/e”””q’i(k,t)dk:. (2.75)
R
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Esta transformada esta bien definida si ’u(aﬁ, t)‘ < Me"* con v < Im(k).

Antes de iniciar con el estudio de problemas de Cauchy en R, enunciaremos dos resultados que

seran de importancia en los analisis de dichos problemas.

Lema 2.4.1. Sea u(z,t) una funcién suave y 5 un nimero real positivo. Entonces la transformada
de Fokas del operador integral fraccionario de Riemann-Liouville para la funcion u(x,t) esta dado

de la siguiente manera

1

1Bu(k,t) = P

Uk, t). (2.76)

Demostracién. Notemos que la integral fraccionaria de Riemann-Liouville, Ig u(x,t) dada en la
Definicién 1.3.1, se puede escribir, haciendo uso del teorema de convolucién definido en el Teorema

1.4.1, como
Igu(m,t) = Jg(x) *x u(x,t),

en donde, Jg(x) esta dada en la féormula (1.38). Luego haciendo ik = s en la ecuacién (2.74) y
teniendo en cuenta que la transformada de una convolucion es el producto de las transformadas

(véase Teorema 1.4.2) se tiene

TPu(k,t) = (k) - a(k, 1), (2.77)
en donde,
T r fsx‘rﬂ_l 1 r —sx, -1
Jg(k) = /e () dr = T(5) /e x”dx. (2.78)
0 0

A trevés del cambio de variable w = sz la ecuacién (2.78) se escribe como

— 1 7 1
Js(k) = /e_wwﬁ_ldw: —. 2.79
= G ) iy =)
Luego sustituyendo la ecuacién (2.79) en (2.77), obtenemos
154 = Ta(k) - Uk, t) = n
IPu(k,t) = Jg(k) - u(k,t) L u(k,t).
O
Observacién 2.4.1. Notemos que el factor —= con 8 > 0 es una funcidn multivaluada, por lo

(ik)?

que debe especificarse una rama analitica adecuada.
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Lema 2.4.2. Dada una funcion u(z,t) € C"~Y(RY) N F(RY), B >0, tal quen —1 < 3 < n, con

n € N, para la cual existe la transformada de Fokas con respecto a x, entonces se cumple

|
—

o ike (RLDBu(:B,t))dl‘ — (il{:)ﬂﬂ(k,t) — (zk)ﬂ (Dn—j—lRL[n—ﬁu) (0,1),

0\8
3

<.
Il
=)

6 de forma equivalente

i
L

/eikx(RLDﬂu(x7t))dx = (ik) a(k,t) = > (k)7 (FEDP=I71u) (0, ).
0

<.
Il
o

Demostracién. Haciendo ik = s y cambiando a ¢t por z en la expresién (1.40) de la Proposicién
1.4.2, obtenemos el resultado, ya que u(zx,t) es una funcién de orden exponencial v y se cumple que

Im s > v. O

En lo que sigue consideraremos la rama analitica de la funcién kP, definida por
kP = |k[Petae®) 0 < arg(k) < 2,

en donde, arg(k) es el argumento principal de k.

Es bien conocido que dada una ecuacién de evolucién se requiere una cantidad suficiente de datos

y/o condiclnes en la frontera para que el correspondiente problema de Cauchy este bien planteado.

A continuacién escribimos una receta de como saber cuantas y de que orden deben ser las derivadas

fraccionarias de Riemann-Liouville en un problema de Cauchy.

Consideremos o = 1 y 8 > 1/2, entonces a partir de la ecuacién (2.36) con D2 la derivada de
o)

Riemann-Liouville y Dy = 5;, obtenemos

gtu(x,t) = BLDBy(x,t), x, t >0, (2.80)

la cual es una posible especificacién de las ecuaciones (2.38) y (2.39) que componen el sistema de
ecuaciones de componentes desacopladas en relacién a la ecuacién (2.36) con A y B definidas en

(2.37). Y consideremos la condicién inicial
u(z,0) = up(z), =€RT. (2.81)

El Lema 2.4.2 nos permite determinar que se necesitan n condiciones de frontera de acuerdo a la
suposicién de que n —1 < f <n, n € N.
Es de resaltar que tales condiciones involucran derivadas de orden fraccionario del tipo Riemann-

Liouville. Supongamos que asignamos funciones (datos) g;(t) suaves a las condiciones de frontera a
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DB=i=14(0,t), dadas por

REDI (0, t) = go(t), =0, (2.82)
RLDg_Qu(Oat) = gl(t)7 Jj=1, (283)
FEDII 7 (0,8) = 1" 7Pu(0, 1) = gj(8), j=2,...,n—1, (2.84)

en donde, la derivada parcial fraccionaria de Riemann-Liouville es como la definida en (1.19). A
este tipo de problemas constituido por (2.80)-(2.84) les llamaremos problemas de Cauchy gene-

ralizados.

Observacién 2.4.2.

1. Notemos que la condicion (2.84) ocurre cuando j = n — 1, ya que en este caso resulta que
B—n <0,y porlo tanto, se tiene que "L DS~ = RL[=F (véase ecuacion (1.15)).

2. Las condiciones que aparecen en (2.82)-(2.84) son todas necesarias cuando 2 < [ < 3 para
j = 0,1,2. Mientras que sdlo se necesitan las condiciones (2.82) y (2.84) cuando 1 < B < 2 para
j =0,1. Y sdlo es necesaria la condicion (2.84) para el caso 0 < < 1.

En general, sin —1 < B <n se requieren n — 1 condiciones de frontera para tener un problema de

Cauchy generalizado bien planteado.

2.4.1. Problema de Cauchy generalizado para 1/2 < <1

Si 1/2 < B <1 entonces 3 se encuentra entre cero y uno. Luego (2.84) implica que solo se requiere

la condicién de frontera

REDO=Ly(x,t) = golt). (2.85)

Teorema 2.4.1. Dada la ecuacion (2.80) con condicion inicial (2.81) y condicion de frontera
(2.85). La solucién a este problema de Cauchy generalizado esta dada por

t

u(z,t) = | Gi(z,t,y)uo(y)dy + | Ga(z,t,y)go(s)ds,
/ /

en donde,

1 X ) 1 ) ‘
Giz,ty) = o / eI g Gy, t,y) = ~5 / ekt iR)7(1=5) g
R 8D+U’71
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Demostracién. Derivando la expresion (2.74) respecto de t obtenemos
gk, 1) = / ek, (o, 1) (2.86)
R+
Luego sustituyendo la ecuacién (2.80) en (2.86) tenemos

ur(k,t) = /e_ikxut(:n,t)dfc: /e_ikaLDgu(:U,t)dx.

R+ R+

Ahora integrando por partes, usando la relacién RLngu(:U,t) = D"I" Bu(x,t) (véase expresién

(1.15)), y el decaimiento de u(z,t) hacia cero cuando x — oo, se tiene

ur(k,t) = /eikIDglnﬁu(x, tYde = —D 1" Pu(0,t) + ik / e~ ke =By (z, t)d.

R+ R+
Notando que la tltima integral es la transformada de Fokas de 1" Pu(z, t), luego en virtud del Lema

2.4.1 y la condicién de frontera (2.85), obtenemos

Gk, t) = —go(t) + (ik)Pa(k, t). (2.87)

Multiplicando por el factor integrante e_(ik)ﬁt, en donde ya se eligié la rama analitica adecuada

para (ik)?, e integrando por partes en la ecuacién (2.87) tenemos, por un lado

t t t
/ —R)sg( / GO dii(k, s) = e~ Gk, t) — a(k, 0) + 5/ )53k, 5)ds,
0 0 0
t
= e_(ik)ﬁta(k‘,t) — ok B/e_(““ sq (k, s)ds,
0

en donde, hemos usado la condicién inicial (2.81).

Es decir,
¢ ¢
[ 5)ds = B k)~ o) + (1) [ ah ds (289
0 0
Y por el otro lado
¢ t
_/e(ik)ﬁsgo(s)ds—i— (ik)ﬁ/e(ik)ﬁsﬂ(k,s)ds, (2.89)
0 0

De esta forma de las ecuaciones (2.88) y (2.89), obtenemos la siguiente relacién
e~ Gk, £) = o (k) — Go(—(ik)?, 1), Tm(k) <0, (2.90)
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en donde,
t
Gk, t) = / eESRL DA=i=1y(0 5)ds, j =0, Tm(k) < 0. (2.91)
0

Ahora (2.90), implica
(k, 1) = ety (k) — e go(—(ik)7, 1).

de donde aplicando la transformada inversa de Fokas definida en la ecuacién (2.75), se tiene una

expresion integral para u(z,t)

1 ke (—(ik)P)t ~ 1 ika—(—(ik)P)t ~ (-
u(z,t) = 27r/6k (SO T (k) dk — 271_/“/’k ORI Go(—(ik)P, t)dk, (2.92)
R R

en donde, Re(ik) < 0y Re(—(ik)?) > 0 para que las integrales existan, ya que z > 0y t > 0.
A continuacién realizaremos un analisis detallado para determinar en donde son seccionalmente
analiticos los integrandos de cada integral que aparece en la representacién de la solucién u(z,t).

Esto con el fin de asegurar la existencia de tales integrales. Y lo més importante es que deformaremos

los limites de integracion sobre todo R a una curva adecuada en el plano complejo.
Si k = kg + iky entonces ik = ikg — ki. Luego, e**® tiene decaimiento si kr > 0 pues z > 0.
(ik)?)

Por otro lado, e(~ t tendra decaimiento si Re(—(ik)?) > 0 puesto que t > 0.

Sea D := {k € C : Re(—(ik)?) < 0}. Ademéds, sea DT := DNC*t y D~ := DN C~, en donde
Ct:={keC:Im(k) >0}y C :={k e C:Im(k) < 0}. Luego si 0 < arg(k) < 27, entonces

—(ik)? = ‘k‘ﬁ [[cos (%’T) cos (5 arg(k)> + sen('%”) sen(ﬁ arg(k))}

—1 [sen(%) oS (ﬂ arg(k:)) + cos (%T) Sen(ﬁ arg(k))]] .

Que Re(—(ik)?) < 0 es equivalente a escribir que cos ( 8 arg(k) + 87 < 0. Ahora si 0 es de la forma
2

B = 1, con n > 1, encontramos una regiéon D, dada por
2
D= {k € C:arg(k) € (0, 1) U <1(2n+3),27r>},
n 2n

es decir, D son todos los ntimeros complejos k cuyo argumento hace que Re(—(ik)?) < 0, (véase

Figura 2.4).

Luego, haciendo el cambio de variable k — —k en la expresién (2.90), encontramos que ahora esta

es valida cuando Im(k) > 0. Ademsds el integrando de la segunda integral en (2.92) es entera y tiene
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decaimiento cuando k — oo para k € CT \ DT. Ahora, consideremos el contorno I' = 3 Uy, U3
como se muestra en la Figura 2.4. Usando la analiticidad del integrando eikx_(_(ik)ﬂ)tg“'o(—(ik)ﬂ, t),

obtenemos por el teorema de Cauchy

/ ethr= (=Rt g (_(ik)P, t)dk = ( / + / + / > ethr= (=Rt g (_(ik)P t)dk = 0.
r 7 72 V3

En virtud del lema de Jordan resulta que la integral a lo largo de 3 desaparece debido al decaimiento

ika—(—(ik)®)t

de la funcién e en la region CT\ DT. De este modo, obtenemos que la integral a lo largo

de la linea real puede ser reemplazada por 9DT U ~;.

Por lo tanto, integrando sobre DT U, (véase Figura 2.4) en la segunda integral de la expresién

(2.92), obtenemos
1 ik —(—(i ~ 1 ikz—(—(i ~ .
u(e,t) = o / etk (k) — / eika= (=R G _ (k)8 b)d,
R 0Dt Uy

6 bien de la forma
t

u(z,t) = [ Gi(z,t,y)uo(y)dy + | Ga(z,t — s)go(s) ds,
oo

en donde,

Gi(z,t,y) = % /eik(m_y)_(‘(ik)ﬂ)tdk, Go(z,t — 5) = L / ekt (=R (=) g O
R

8D+U’yl

2.4.2. Ejemplo: g = %

A manera de ejemplo, consideremos el problema de Cauchy generalizado

2
( ug(z,t) = BLD2u(x,t), =, t >0, (2.93)
u(z,0) = up(z), =€ R (2.94)

_1
RED, 3u(0,t) = go(t), t> 0. (2.95)

La solucién de este problema se da en el siguiente

Corolario 2.4.1. La solucion del problema de Cauchy (2.93) con condicion inicial (2.94) y condi-

cion de frontera (2.95) para = %, esta dada por
t

u(z,t) = /Gl(x,t,y)uo(y)dy—I—/GQ(ac,t— s)go(s) ds,
R+ 0
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Figura 2.4: Contorno D1 U, para la derivada fraccionaria 1/2 < 8 < 1.
en donde,

. N2
Gl(wvtvy) = i/eZk(x_y)_(_(Zk)g)tdk’ G2($7t - S) =

2
- ikx+(—(ik)3)(s—t)
o o / e dk.

R 0D+ Uy
Demostracién. Derivando la expresion (2.74) respecto de ¢ obtenemos
gk, ) = / =ik, (o 1) (2.96)
R+
Luego sustituyendo la expresion (2.93) en la ecuacién anterior, se tiene

‘ ‘ 2
u(k,t) = /e_’kxut(:c,t)d:cz /e_ZkIRLDﬁq(x,t)dx.
R+ R+

Ahora integrando por partes, usando la relacién RLDgu(a:,t) = D" Bu(x,t) (véase expresion

(1.15)), y usando el decaimiento de u(z,t) hacia cero cuando z — oo, se tiene

ur(k,t) = /e_ikxDxléu(:v, t)dr = —I%’U,(O, t) +ik / e_ikxléu(az, t)dx,
R+ R+

_1 T
= —D; %u(0,t) + ik Isu(k,t).

58



Notando que la tltima integral es la transformada de Fokas de I %u(az, t), entonces usando el Lema

2.4.1 y la condicién de frontera (2.95), se tiene
Qu(k,t) = —go(t) + (ik)3 Tk, t). (2.97)

2
Luego multiplicando por el factor integrante e~ (*)*t en donde ya se eligié la rama analitica ade-

cuada para (zk)%, e integrando por partes en la ecuacién (2.97) se tiene por un lado

t t t
/ e R (k, s)ds = / e 33 qi(k, s)ds = e~ BV 3Gk, t) — Gk, 0) + (ik)3 / e~ M2 sq(k, 5)ds,
0 0 0

2 N2
— e RSG(k 1) — To (k) + (k)3 | e %Gk, 5)ds,

o _

en donde hemos usado la condicién inicial (2.81).

Es decir,

t

2 N2
/e_(lk)gs Us(k, s)ds = e~ Rk, t) — To(k) + (Zk)% (. s)ds. (2.98)
0

=)
\“
®
L
.
S
N2
wino
)
)

Y por otro lado,
t t
.2 82
- [ ®isg g+ @0 [ e Hoage gas (2:99
0 0

De esta forma de las ecuaciones (2.98) y (2.99), se tiene la relacién

2
e RB Gk 1) = Go(k) — Go(—(ik)3, 1), Im(k) <0, (2.100)
en donde,
t
_1
Go(k,t) = /ekSRLDI Su(0,s)ds, j=0, TIm(k)<0. (2.101)
0

Ahora (2.100), implica
12 .2 5
(k, t) = e g (k) — Gy (—(ik)5 1),

de donde aplicando la transformada inversa de Fokas definida en la ecuacién (2.75), se tiene una

expresién para u(zx,t)

1 4 N2y 1 ikt —(—(ik)3 )t ~ N2
u(x,t) = 27r/e““’((’k)37)1‘/100(/?)6”? - Qﬂ/@k COODLG (—(ik)3, )k, (2.102)
R
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en donde Re(ik) <0y Re(—(z’k:)%) > 0 para que las integrales existan.

Nuevamente realizaremos un analisis detallado para determinar donde son seccionalmente analiticos
los integrandos de cada integral que aparece en la representacién de la solucién ¢(z,t). Esto con
el fin de asegurar la existencia de tales integrales. Y lo méas importante es que deformaremos los

limites de integracién sobre todo R a una curva adecuada en el plano complejo.

Notese que si k = kg + ik; entonces ik = tkr — k1. Luego, e tiene decaimiento si k; > 0 pues

wino

2 > 0. Por otro lado e(~(#)3)! tiene decaimiento si Re(—(ik)%) > 0 puesto que t > 0.

Sea D = {k € C: Re(—(ik)%) <0}.Y D y D™ como antes. Luego si 0 < arg(k) < 2m, se obtiene
—(zk)% = |k|® [ [—% cos (3 arg(k)) + § sen (2 arg(k))}
.y [@ cos (2 arg(k)) + 1 sen (2 arg(k:))] } .

Que Re(—(z’k)%) < 0 es equivalente a escribir que [— 3 €S (% arg(k)) + @ sen(% arg(k))} < 0.

Este ultimo es equivalente a escribir cuando sen( -+ %arg(k:)) < 0.Y como B es de la forma

ol

_ n
B = ;47 encontramos que D, esta dada por

D= {k € C:arg(k) € <0, %) U (ZT 27r>}

es decir, D son todos los ntimeros complejos k cuyo argumento hace que Re(—(ik)g) < 0 (véase
Figura 2.5).

Realizando el cambio de variable & — —k en la expresién (2.100) esta ahora es vdlida cuando
Im(k) > 0. Ademas el integrando de la segunda integral en (2.102) es entera y tiene decaimiento
cuando k — oo para k € CT \ DT. Consideremos el contorno I' = v; U2 U3 como se muestra en
ikxf(f(ik)%)tg

la Figura 2.5, entonces usando la analiticidad de la funcién e o(—(ik)%,t) y el teorema

de Cauchy, se tiene

P/eikx((ik)z)tg( (k)3 ¢ </ / /> ikz—(—(ik) 3 )t ~ Gol(—(ik) 3, D)k = 0.

ST I
Luego por el lema de Jordan resulta que la integral a lo largo de ~3 desaparece debido al decaimiento
de la funcién eikx*(*(ik)%)t en la regién C*\ DT. De este modo, nosotros obtenemos que la integral
a lo largo de la linea real puede ser reemplazada por DT y por la curva ~;.
Por lo tanto, integrando sobre D' U v; (véase Figura 2.5) en la segunda integral de la ecuacién
(2.102), se obtiene

R T AT ns oY 1 ika—(—(ik) )t ~ 2
u(a,t) = 5 / o k)l — o ¢ do(—(ik)3 £)dk,

R+ 0D+ Uy,
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Figura 2.5: Contorno D1 U, para la derivada fraccionaria 3 = 2/3

6 de forma equivalente,

t

u@wz/@@mwmw@+/@@mwmmwa

R+ 0
en donde,
Gilz,t,y) = 2i / eIk Gyt — ) = —% / DO, -
s T
R 0D+ Uy

2.4.3. Problema de Cauchy generalizado para 1 < § < 2

Si B se encuentra entre los enteros positivos 1 y 2, entonces a partir de (2.84) obtenemos que se

requieren 2 condiciones en la frontera,
}:31)18_1 _

RDT7u(0,8) = ga(t), t>0. (2.104)
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Teorema 2.4.2. Dada la ecuacion (2.80), con condicion inicial (2.81) y condiciones de frontera

(2.103),(2.104). La solucion del problema de Cauchy generalizado esta dado por
t
u(w.t) = [ Grotgyunly)dy+ [ Galat = n(s)ds,
R+ 0

en donde,

G (z,t,y) 21( / ehle=y) ==t gp; / eik(x_yeig)ﬁik)ﬁtdk),
™
R 8D+U’Yj

s
8D+U’Yj

1 . A .
Ga(z,t—s) = — / elkx_(_(m)ﬁ)(t_s)k(ezﬁ — 1)dk.

Demostraciéon. Derivando la expresion (2.74) respecto de t se obtiene

(k) = / =y, (2, 1) da. (2.105)

R+

Luego sustituyendo la expresion (2.80) en la ecuacién (2.105) resulta

ur(k,t) = /e_ikxut(ac,t)dw = /e_ik“”RLDfu(m,t)d:U.

R+ R+
Ahora integrando por partes, usando la relacién RLDgu(:v,t) = D"I" Bu(x,t) (véase expresién

(1.15)), y usando el decaimiento de u(z,t) hacia cero cuando  — oo, se tiene

uy(k,t) = /e_ikxD;L " Pu(z, t)de,
R+

B—n+1

= —RLDITMN0,) + ik [~ 1" Pu(0,t) + ik I/n—\ﬂu(k,t)].

La tltima expresién de la igualdad es la transformada de Fokas de " Pu(z,t), entonces usando el

Lema 2.4.1 y las condiciones de frontera (2.103) y (2.104) se tiene
@k, 1) = —got) — ikn (£) + (6K) (k. ). (2.106)

Multiplicando por el factor integrante e_(““)ﬂt, en donde ya se eligié la rama analitica adecuada

para (ik)?, e integrando por partes en la ecuacién (2.106) se tiene por un lado

t

t t
/ Zk)ﬁs" / —(ik) ﬂsdu k,s)ds =e (Zk)BtA(k: t) —u(k,0) + (ik:)ﬂ/e_(ik)ﬂsa(kas)dsa
0 0

0

t
e_(ik)ﬁtﬂ(k, t) — o (k) + (ik)” / e_(ik)ﬁsa(k’ s)ds,
0
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en donde ya hemos usado la condicién inicial. Es decir,

. t
/6 )75 G, s)ds = e~ 4k, £) — o (k) + (ik’)ﬁ/e_(ik)ﬁsa(k’ s)ds. (2.107)
4 0
Y por el otro lado,
t t ¢
_/6_(ik)6590(s)ds —ik/e_(ik)%gl(s)der (ik)ﬁ/e_(ik)ﬁsﬂ(k» s)ds. (2.108)
0 0 0

De esta forma de las ecuaciones (2.107) y (2.108), se tiene la siguiente relacién
e~V Gk, t) = To(k) — go(—(ik)°, t) — ikgi (—(ik)?,t), Tm(k) <0, (2.109)
en donde,

Gi(k,t) = [ e*REDP=I=1y(0,8)ds, j=0,1., TIm(k)<O0. (2.110)

o _

Ahora (2.109), implica
Ak, t) = e Go (k) — et Go (= (ik)P, t) — ike )G, (—(ik)5 1),

de donde aplicando la transformada inversa de Fokas definida en la ecuacién (2.75), se tiene una

expresion para u(x,t)

1/ ikx—(—(ik)8 (k)dk1/€2kz—(_(1k)5)tg~0((Zk)ﬁ’t)dk;

o 27
. K ® (2.111)
— 5 / k= (=Rt G (—(ik)P ) dk.

R

en donde Re(ik) < 0y Re(—(ik)?) > 0 para que las integrales existan.

Determinemos las regiones de analiticidad de los integrandos y busquemos invarianza en algin

sentido de dichas funciones en regiones adecuadas.

Sea D = {k € C : Re(—(ik)?) < 0}, con DT y D~ como antes. Luego si 0 < arg(k) < 27, se obtiene

—(ik)? = }k{ﬂqcos (57r> cos (B arg(k)) + Sen(%) sen([i’ arg(k))]
—i [sen(%r) cos (5 arg(k)) + cos (ﬂﬁ> sen(ﬂ arg(k))} )

Que Re(—(ik)?) < 0 es equivalente a escribir que cos (5 arg(k) + 5”) < 0. De donde, encontramos

que la region D esta dada por

D:{kec:arg(k)e(o,%(l—ﬁ)) (25(3 3),2 )}
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Hasta este momento solo hemos encontrado una representacion integral para el problema de Cauchy

ike+(ik)°t Qi embargo, la

generalizado en cuestién y las regiones de decaimiento de la funcién e
representacion integral (2.111) no representa una solucién para u(z,t), ya que depeden de los datos
de frontera los cuales no todos son conocidos siempre y que en nuestro caso son §;(t) para j = 0,1,
para t > 0. Es bien conocido que en la practica no se dispone de todos los datos en la frontera. Para
librar este obstéculo resolvemos la relacién (2.109) para un dato desconocido, en este caso go el cual
es valido en C~ (véase expresién (2.110)); mientras que (2.111) requiere una expresién para go valida
a lo largo de D™. Con este fin se busca una transformacién que transforme el contorno 9D a un
contorno en el semi-plano inferior C~, dejando a go(w(k),t) invariante. Para tal fin estudiaremos
la simetria de w(k) := —(ik)? (llamada también relacién de dispersién). No es dificil comprobar
que la relacién de dispersiéon w(k) es invariante bajo el cambio k — ke'5. Es decir, si v(k) = kee'D
entonces se cumple que w(k) —w(v(k)) = 0.

Por lo tanto, aplicando esta transformacién en la expresién (2.109) y despejando gy, se tiene

- T

Go((— (ik)P 1) = =~ WG(ke' 7 1) + Uo(ke'P) — (ike' 7 )G (—(ik), ), Tm >0, (2.112)

relacién valida en CT.

Considerando un contorno apropiado de la forma I' = v; U 2 U y3 y usando la analiticidad de la

funcién eikx_(_(ik)ﬂ)t@ (w(k),t) para j = 0,1 y el teorema de Cauchy, se tiene

/eikm—(—(ik)ﬂ)tgj(w(k),t)dk _ (/+/+/>Gka_(_(Zk)B)tg}(w(k),t)d]{i —0.
I 3

At 72

Ademsds por el lema de Jordan resulta que la integral a lo largo de alguna de las ; desaparece

debido al decaimiento de la funcién e*@=(=GR)t e 15 regiéon C* \ D*. De este modo, obtenemos

que la integral a lo largo de la linea real puede ser reemplazada por DT y por alguna curva ;.

Por lo tanto, sustituyendo la ecuacién (2.112) en (2.111) e integrando sobre D™ U ;, obtenemos

u(z, t) = 5
R

1/€ikx((¢k)5)t%(k)dk

1 ; ; ; i - i GT .
- / o= (ORI _ o= (k'S £ 4 Tg(ke' 7 ) — (ike' 2 )G (—(ik)P, 1) ] dk
T
8D+U’Yj
e [ e G k)P k.
T
8D+U’Yj

Esta expresién ya no depende del dato de frontera go(t). Sin embargo, la funcién u(zx,t) también
aparece en la segunda integral del lado derecho. Este problema se resuelve haciendo uso de la

analiticidad de la funcién e?*® ﬂ(k:ei%, t) de la siguiente manera. Notemos que la funcién ﬂ(kei%,t)
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es analitica y acotada en CT, es decir, ﬂ(kel%,t) — 0 uniformemente cuando k& — oco. Esto implica
que la integral de e?*® a(kei%,t) a lo largo de una curva cerrada y acotada en C* desaparece en

virtud del teorema de Cauchy. De modo que

/ v G(ke's ,t)dk = 0.

8D+U7j
Por lo tanto,
1 : ~ 1 - . i
u(x,t) _ % /ezkx—(—(zkz)ﬁ)tao(k)dk o ﬂ / ezkzx—(—(zk)ﬂ)t;do(kezﬂ)dk
8D+U"/j
e [ eI g ()P, .
s
8D+U’Yj

Luego haciendo uso de la definicién de up(y) dada en (2.75) y simplificando un poco, resulta

1 . . 1 . i .
u(x,t) _ 27T/uo(y)/ezlcac—(—(zlc)f@)t dk dy — /uo(y) / ezk(z—ye ﬁ)—l—(zk)ﬁt dk dy

2
o 2 R+ 0Dt Uy,
) t
o [ [ et ) an s
0 0D+ Uy,

Y en términos de las funciones de Green, escribimos

t

u(x,t) = /Gl(x,t, y)uo(y)dy—i-/Gg(a:,t—s)gl(s)ds,

R+ 0
en donde,
Crla t,y) = ;ﬂ_(/eik(xy)((ik)ﬂ)tdk _ / eik(zyeig)Jr(ik)thdk),
R 8D+U’}/j
Ga(z,t —s) == 2i / eikm_(_(ik)ﬁ)(t_s)k:(ei% — 1)dk. O
T
3D+U’*{j

2.4.4. Ejemplo g = %

Ahora encontraremos la solucién del problema de Cauchy para 5 = % , el cual cumple que 1 < 8 < 2.

Consideremos el siguiente problema de Cauchy generalizado
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ug(z,t) = RLDx%u(x,t), x, t >0, (2.113)

u(z,0) = up(z), = €RT, (2.114)
RLD%u(o,t) =go(t), t>0, (2.115)

| REDL 5 u(0,) = T3u(0,) = g1(1). (2.116)

Corolario 2.4.2. Dado el problema de Cauchy (2.113) con condicion inicial (2.114) y las condi-
ciones de frontera (2.115) y (2.116), su solucion esta dada por

t

u(z,t) = [ Gi(z,t,y)uo(y)dy + [ Ga(z,t — s)g1(s)ds,
e

en donde,

1 _ _ A RN
G1(x,t,y):27r< [ 4>+<zk>4/3tdk>,
R

0Dt Uy

Gola b — ) = — / eika—(=(R) ) (=) (5 _ 1) g,
Y
0Dt Uy

Demostracién. De igual manera derivando la expresion (2.74) respecto de t obtenemos

(k) = / =ik, (2, 1) da (2.117)
R+

Luego sustituyendo la expresién (2.113) en la ecuacién (2.117) se tiene

ur(k,t) = /eikxut(x,t)dx: /eiszLDi/?’u(a:,t)d:r.
R+ R+
Ahora integrando por partes, usando la relacién RLDfu(;v,t) = D"I" Bu(x,t) (véase expresién
(1.15)), usando el decaimiento de u(x,t) hacia cero cuando x — oo y las condiciones (2.115),

(2.116), se tiene

up(k,t) = /eikaLDg I*Pu(z, t)de = e *BLD, 12y (x, )| + ik / e~k RL D) 123y (x, t)de,
R+ R+
= —D, BE253(0,t) + ik {efik’” I?Bu(z, t)|° + ik / efikxl2/3u(a:,t)dm},
R+

— —DY34(0,¢) + ik [—12/%(0, £) + ik I2/3u(k, t)} .
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Notando que la ultima integral es la transformada de Fokas de I %u(x, t), y usando el Lema 2.4.1,

se tiene
Ur(k,t) = —go(t) — ikgi(t) + (ik)Y3U(k, t). (2.118)

Resolviendo la ecuacién diferencial ordinaria no homogénea, multiplicando por el factor integrante

e_(ik)4/3t, en donde ya se eligié la rama analitica adecuada para (ik)?, e integrando por partes en

la ecuacién (2.118) se tiene, por un lado

¢ ¢ t
/e(ik)4/33ﬂs(k, s)ds = /e(ik)4/35dﬂ(k, s)ds = e*(ik)4/3tﬂ(k, t) —0(0, k) + (ik)*/3 / e*("k)zl/gsﬂ(k, s)ds,
0 0 0

t
= e Rk £) — To (k) + (ik)Y/3 / e~ sq (k. 5)ds,
0
en donde ya hemos sustituido la condicién inicial. Es decir,
¢ ¢
/ e~ (s G (k, $)ds = e~ G4 k) — To (k) + (ik)3 / e (R 5k, 5)ds. (2.119)
0 0

Y por el otro lado,

t t t
—/e_(ik)4/3sgo(s)ds —ik/e_(ik)msgl(s)der (z’k)4/3/e_(ik)4/3sﬂ(k,s)ds. (2.120)
0 0 0

De esta forma de las ecuaciones (2.119) y (2.120), se tiene la siguiente relacién
e~ UGk, t) = T (k) — Go(— (k) Y3, 1) — ik (—(ik)*3,t), Tm(k) <0, (2.121)

en donde,
t
Gi(k,t) = /e’stLDﬁ/?’flu(o,s)ds, §=0,1 y Im(k) <O0. (2.122)
0
Ahora (2.121), implica

Ak, t) = ™" T (k) — e G (= (k)13 8) — ke PGy (= (ik)23, 1),

Aplicando la transformada inversa de Fokas definida en la ecuacién (2.75), se tiene una expresién

para u(z,t)

u(x,t) _ 1 /eikm_(_(ik)4/3)tao(k)dk1/6ikm_(_(ik)4/3)tg~0((ik)4/3,t)dk

27 27
. K , ® (2.123)
B /eikz((ik)4/3)tkg~1(_(ik)4/37t)dk.
27
R
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en donde Re(ik) <0y Re(—(ikz)%) > ( para que las integrales tengan sentido.

Sin embargo, la representacién integral (2.123) no representa una solucién para u(z,t), ya que
dependen de todos los datos de frontera los cuales no todos son conocidos.

En seguida determinaremos las regiones de analiticidad de los integrandos de las integrales y bus-
quemos invarianza en alguin sentido de dichas funciones en regiones adecuadas.

4
3

Sea D = {k € C: Re(—(ik)3) < 0}. Luego si 0 < arg(k) < 2m, se obtiene

08 = (oo () + 2 e

—1 [\23 cos (% arg(k:)) - % sen(% arg(k))} )

Que Re(—(ik‘)%) < 0 es equivalente a escribir que [% cos (% arg(k:)) + @ sen(% arg(k))] < 0. Luego,
esta ultima expresién es equivalente a escribir cuando sen(% + % arg(k)) < 0. De este modo la regién

D esta dada por

D= {k; € C:arg(k) € (%,%)}»

es decir, D son todos los numeros complejos k cuyo argumento hace que Re(—(ikz)%) < 0.

k]
5 Y2
8

Vs Y1
D +

Figura 2.6: Contorno D" U~y para la derivada fraccionaria 8 = 4/3.

Ahora usando la simetria de w(k) = —(ik)%, obtenemos que v(k) = lee' T .

Luego, despejando gy en la ecuacién (2.121) y teniendo encuenta la transformacién k& — kei%, se
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tiene
Go((— (k)3 1) = —e G ket T 1) + T (ke T ) — (ike' T )1 (— (k)3 1), Tm(k) > 0. (2.124)

Consideremos el contorno I' = v U 2 U 7y3 como se muestra en la Figura 2.6. Entonces, usando la

. . 4
analiticidad de la funcién elk‘”*(*(lk)g)tg} (w(k),t) para j = 0,1 y el teorema de Cauchy, se tiene

/6m<(¢ DG, dk_(/ / /> ika—(=GR ) g (0 (k) £) ke = 0.
I

o2 3
Luego por el lema de Jordan resulta que la integral a lo largo de v5 desaparece debido al decaimiento
de la funcion eikx_(_(ik)%)t en la regiéon CT\ D*. De este modo, obtenemos que la integral a lo largo
de la linea real puede ser reemplazada por D™ y por la curva 7.

Por lo tanto, sustituyendo la expresién (2.124) en (2.123) e integrando sobre DT U se tiene

(o) = — / ik g 1)

2m
R
1 . . 4 ;2T
- / ¢k (R =GR g et S 1) 4 Gig(ke' T ) — (ike T ) (— (k)3 1)] dk
s
ODtUy;
. ZL / eikxf(f(ik)‘l/:”)tk gl(—(ik)4/3,t)dk.
s
8D+U’y1

Esta expresién ya no depende del dato de frontera go(t). Sin embargo, la funcién u(x,t) también
aparece en la segunda integral del lado derecho. Este problema se resuelve haciendo uso de la
analiticidad de la funcién e (ke T ,t) de la siguiente manera. Notemos que la funcién a(k‘ei%,t)
es analitica y acotada en CT, es decir, ﬁ(kei%ﬂ, t) — 0 uniformemente cuando k — co. Esto implica
que la integral de e®® ﬁ(kei%ﬂ,t) a lo largo de una curva cerrada y acotada en C* desaparece en

virtud del teorema de Cauchy. Asi,

ODtUy1
por lo tanto,
1 . . 1 .
u(z,t) = o / ezka:—(—(zk:)‘l/?’)tao(k)dk -5 / eikz—(— (zk;)4/3)t/\ (k:e 3 )dk
R 0Dt Uy
v / eikx—(—(ik)4/3)tk(€i?jf _ 1)§1(—(i1€)4/3, t)dk‘.

2T
8D+U’y1
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Finalmente por la definicién de la transformada inversa definida en (2.75) para go(y), obtenemos

1 . . . ]_ . . A ;37
U(.ﬁlf,t):Qﬂ_/€ka_(_(lk)4/3)t/e_lkyuO(y)dy dk, —— / ezk:c—(—(lk;)4/3)t/e—zkye TuO(y) dy dk

2
R R+ OD+ Uy, R+

t
B QL / eikw—(—(ik)yg)tk(ei% - 1)/6_(%)4/3851(5)0[5 dk.
™
aD+um °

Intercambiando las integrales nos queda

1 - . 1 . ;37 . 4
u(x,t) — %/Uo(y)/Gka((lk)4/3)t dk dy— %/UO(y) / elk(xfye T)+(’Lk)4/dt dk dy
R+ R R+ dDTUy;
t
g1(s) / eikx_(_(ik)4/3)tk(ei37ﬁ — 1) dk ds.

0 ODtUy

K
27

Y en términos de las funciones de Green tenemos que

u(z,t) = /Gl(x,t, y)uo(y)dy + /Gg(a:,t —5)g1(s)ds
0

R+

en donde,

Gi(,t,y) = % </ M= g
R

/ eik(myei%g)+(ik)4/3tdk> ,

0Dt Uy

Go(z,t — ) = iﬁ / ethr= (=R (t=5) k(1T _ 1)dk.
OD*T Uy
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Capitulo 3

Procesos de Fresnel en la ecuacién de vibraciéon de vigas

3.1. Introduccion

Los procesos de Fresnel, estan relacionados con los diferentes tipos de ondas, debido a que tienen

una amplia gama de aplicaciones en la teoria de difraccién electromagnética [70].

En este ultimo capitulo hablaremos de la ecuacién de Fresnel 6 ecuacién de vibraciones de vigas que
no es mas que una ecuacién de la forma (ecuacién de de vigas del capitulo anterior). La diferencia

entre ambas ecuaciones solo esta en el signo de la derivada fraccionaria espacial de la ecuacién (2.35)

Las dos primeras soluciones de este capitulo son encontradas en R y RT en el sentido cldsico, usando
la transformada de Fourier (véase Definicién 1.2.11) y una extencién impar en el caso de RT. La
ultima solucion es encontrada en R es en sentido fraccionario usando la transformada de Laplace
y de Fourier. Estos resultados estan basados en el manuscrito [71], en los cuales hemos echo una
extencién de la solucién del problema 2, asignando datos (g;(t)) suaves como condiciones de frontera,
obteniendo como solucién particular la reportada en [71] cuando dichos datos son nulos, usando el

método de Fokas.

Antes de iniciar con los problemas de Cauchy asociados a la ecuacién de Fresnel, daremos a conocer
algunas definiciones de la teoria de la probalididad que serdan de gran utilidad en el desarrollo de

este tltimo capitulo.

Definicién 3.1.1. Un espacio de probabilidad es una terna ordenada (2, F,P), en donde € es
un conjunto arbitrario no vacio que convenientemente puede ser interpretado como el conjunto
de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio. Al conjunto Q0 se le llama espacio

muestral, y a un elemento tipico de €l se le denotard por w. El sequndo elemento es una coleccion
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no vacia F de subconjuntos de ), llamada o-dlgebra, que es cerrada bajo las operaciones de tomar
complementos y uniones numerables. A los elementos de F, subconjuntos de §2, se les llama eventos
o conjuntos medibles. Finalmente el tercer elemento es una funcion P : F — [0,1], llamada

medida de probabilidad, que cumple los siguientes axiomas establecidos en 1933 por A. Kolmogorov
1. P(2) =1;

2. P(A) <0 para cualquier A € F;

3. P es o-adictiva, es decir, si A1, Ao, ... es una sucesion de ventos disjuntos dos a dos, entonces
o0 (o)
P( U An> — 3" P(4,).
n=1 n=1

A la pareja (Q,]—") se le llama espacio medible. En particular, si B(R) denota la o-algebra més
pequena que contiene a todos los intervalos abiertos de R, entonces se tiene el espacio medible

(R,B(R)). A los elementos de la o-dlgebra B(R) se les llama Borelianos o conjuntos Borel medibles.

Definicién 3.1.2. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {Xy : t € T}
parametrizada por un conjunto T, usualmente interpretado como un conjunto de tiempos y llamado

espacio parametral.

Se dice que el proceso es a tiempo discreto en caso de que el conjunto de pardmetros sea un conjunto
discreto, por ejemplo T = {0, 1,2,...}. En este caso el proceso consiste de una sucesién de variables
aleatorias. Se dice en cambio que el proceso es a tiempo continuo cuando el conjunto de parametros

consiste de un subintervalo de R, por ejemplo T = (a,b).

Definicién 3.1.3. Un proceso estocdstico {Xy : t > 0} se dice que es un proceso de movimiento

Browniano si

1. X() = 0,’

2. {X;: t >0} tiene incrementos estacionarios e incrementos independientes;

3. Para cada t > 0, X; tiene distribucion normal con media cero y varianza o>t.

La definicién del movimiento Browniano es la que damos acontinuacién.

Definicién 3.1.4. Un movimiento Browniano unidimensional de pardmetro o2 es un proceso es-

tocdstico {By : t > 0} con valores en R que cumple las siguientes propiedades

1. Byp = 0 casi siempre (es casi sequro con probabilidad uno);
2. Las trayectorias t — B, son continuas;

3. El proceso tiene incrementos independientes;
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4. Para cualesquiera tiempos 0 < tq < --- < t,, y para cualesquier conjuntos de Borel Ay,..., A,

de R, se cumple que la probabilidad

Pr(By, € Ay,...,By;, € Ap) = /.../p(tl,O,xl)p(tQ —t1,x1,22) p(ty — tn—1,Tn—1,%n) dxy ... dz1,
Ay An

en donde,

1 _(y—=)?

p(x7 t’ y) = \/me 202t . (3].)

Si 0 =1 el proceso dado en la Definicién 3.1.4 es llamado movimiento Browniano estandar. En este

caso las variables By — B tienen distribucién N(0,¢ — s) para 0 < s < t.

Definicion 3.1.5. Sea B; un movimiento browniano estandar positivo, con valor inicial By = x y

sea T la primera vez que el proceso llega (visita) a cero. Entonces el proceso estocdstico
Xy =

es llamado movimiento Broniano adsorvente.
Este tipo de movimientos brownianos adsorventes son utilizados para modelar el precio de una

accién de las acciones de una empresa que se declara en quiebra en un futuro inmediato.

La tercera propiedad que aparece en la Definicién 3.1.4, tiene la ventaja de que proporciona una
expresion explicita para la probabilidad del conjunto de trayectorias brownianas que cumplen las
condiciones de encontrarse en el conjunto A; al tiempo t1, de hallarser en el conjunto A, al tiem-
po posterior t9, etcétera. La condicién de que el movimiento browniano inicie en el origen no es
absolutamente necesaria. Pueden considerarse trayectorias brownianas que inicien en un punto x
cualquiera a través del proceso {z + B; : t > 0}, el cual se denota a veces por {By : t > 0} para

recordar la posicién de origen.

A la funcién p(zx,t,y) dada en la expresién (3.1) se le llama funcién de probabilidad de
transicién del movimiento browniano de pardmetro ¢2. En particular, la probabilidad de que un
movimiento Browniano que inicia en x (posicién de la particula) se encuentre en un conjunto A C R

(apropiadamente medible) después de ¢ unidades de tiempo es

Pr(Bf € A) = /p(:n,t,y) dy. (3.2)
A

En uno de sus trabajos de 1905 y a través de consideraciones tedricas fisicas, Einstein encontré que

la probabilidad de transicién p(x,t,y) satisface la ecuacién de difusién y a partir de alli dedujo la
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expresion Gausiana para esta probabilidad.
Debido a esto, existe una profunda conexion entre la teoria del movimiento Browniano y las ecua-
ciones diferenciales parciales como lo es la ecuacion del calor o difusion. El origen de esta conexién

es el kernel de Gauss, que es la funcién de transicién para el movimiento Browniano.

3.2. Problemas de Cauchy con condiciones de frontera asociados

a la ecuacion de vibracion de vigas

En esta seccién se estudia la ecuaciéon de Fresnel 6 ecuacién de las vibraciones de vigas o ejes; se
muestra que existe una conexion entre la ecuacion de Schrodinger y la ecuacién de difusion, através
de un cambio de variable adecuado. Este acercamiento nos conduce inevitablemente a relacionar
el problema de Cauchy con condiciones en la frontera para la vibracién de varillas 6 vigas con el
movimiento Browniano ya que aparecen ecuaciones de difusion. En su forma mas simple la ecuacién
de vibracion de vigas fraccionaria que se considera en este capitulo es

62a ) 48
—(%hu(aj,t) =)\ 51

u(z,t), v €R, t>0, (3.3)

en donde, la constante A\? representa la estructura fisica de la vibracién en la varilla 6 viga. Notemos
que la tnica diferencia con la ecuacién (2.35) es un signo en la derivada fraccionaria espacial.

Podemos escribir la ecuacion (3.3), como

o i 0% ox i 0%
ST Y (e = A4
(ata T3 8:):25> (ata > aw) u(z,t) =0, (3-4)
en donde, cada factor es una ecuacién de Schrodinger fraccional. Si o = 8 = 1, esta misma ecuacién
se convierte en
o i 0 o i 0
—F - l=—=z= t)=0 3.5
(aﬁza:ﬂ) <8t 2ax2)“<x’ ) =0, (3:5)

en donde, ahora cada operador representa un operador de Schrodinger clasico.
Cada operador de la expresién (3.5), puede reducirse facilmente a través del cambio de variable

t' = +it a una ecuacién de difusién.

Observacion 3.2.1. La expresion (3.4) y (3.5) nos demuestra una conexion estricta entre la ecua-
cion de Schrodinger y por lo tanto con la ecuacion del calor mediante el cambio de variable t' = +it.
Esta relacion implica que problemas con valores iniciales y de frontera relativos a la ecuacion (3.3)
tienen soluciones que pueden ser construidas mediante soluciones de problemas relacionados con la

ecuacion del calor y por lo tanto, relacionarse con el movimiento browniano.
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A continuacién se examina algunas relaciones entre las soluciones de la ecuacién de difusién y
procesos que involucran al movimiento Browniano. Todos estos resultados se refieren a ecuaciones

de orden 0 < o < 1.

3.2.1. Solucién de la ecuacién de vibraciéon de vigas sobre toda la recta

Consideremos los siguientes problemas de valor inical y de frontera:
1. El primero es el construido por la ecuacién (3.3) cuando o« = 8 = 1, junto con las condiciones

iniciales y de frontera siguientes

0? o4

@u(x,t) = —)\Q@u(a:,t), reR, t>0, (3.6)
u(z,0) =6(x), = € R, (3.7)
ug(z,0) =0, x € R. (3.8)

2. El segundo problema que se analiza es el siguiente

0? ot
@u(a:,t) = —/\Q@u(x,t), x>0, t>0, (3.9)
u(x,0) = up(z), =cRT, (3.10)
u(0,t) = go(t), t € RT (3.11)
uy(0,t) = g1(t), t € RT. (3.12)

3. Por dltimo se analiza el problema para la ecuacién (3.3) con derivada fraccionaria en el tiempo

(0<a<1)yp =1, expresado como

aQa 4

0
ﬁu(x,t) = —)\2WU(.’L',t), 0<a S 1, T e R, t> 0, (313)
T

sujeta a la condicion inicial

u(z,0) = 6(z), (3.14)
y condicién de frontera

ut(x,0) = 0. (3.15)

Una regla para encontrar la soluciéon fundamental a cada uno de estos problemas de Cauchy se da

en la siguiente
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Observacion 3.2.2. La solucion fundamental de la ecuacion de Fresnel se obtiene mediante la
siguiente regla
1
u(z,t) = 3 [Pr{B(s) € dx} ‘s:it +Pr{B(s) € da:}‘sz_it}

(3.16)
= % [,u{dac, it} + p{dz, —it}} ;

en donde la medida p debe entenderse en el sentido de que

p{dz, it} = Pr{B(s) € d$}|s:ﬂt'

La expresion (3.16) se interpreta como la probabilidad de dos movimientos Brownianos ajenos, uno
que se encuentre en un conjunto dx después de un tiempo it y otro que se encuentre en el conjunto
dx pero ahora con tiempo —it. La idea anterior es que en el tiempo t = 0 el movimiento Browniano
se ubica saliendo de x = 0, ya sea con incrementos o decrementos con tiempo imaginario. La
eleccion del tiempo se hace una sola vez y no cambia. Este proceso puede considerarse como el limite
de una caminata aleatoria generada por funciones escalon simétricas separados por intervalos de
tiempo imaginario. Por lo tanto, cada término en (3.16) esta relacionado con un tipo de movimiento

browniano donde el tiempo toma valores imaginarios [71].
En seguida se enuncia el primer resultado referente a el caso a = 5 = 1.

Teorema 3.2.1. [71] Dado el problema de Cauchy (3.6) con condicion inicial (3.7) y condicion
de frontera (3.8) con A =1/2, la solucion esta dada por

1 2 7
" _ 3.17
u(z,t) mc0s<2t 4) , (3.17)

conocida como funcién de Fresnel.

Demostracién. Aplicando la transformada de Fourier dada en la Definicién 1.2.11, a la ecuacién

d 1 92

AN /
%u(l‘,t) - 28$2U(I‘,t )7

el cual, es un factor de la ecuacién (3.6), obtenemos

2

(Fouy) (k,t') = —% (Fou) (k,t), (3.18)

y como (3.18) es una una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) en ¢/, entonces resulta
/ _ k2
(Fou) (k,t") = c(k)e” 2.

Ademds notando que

(Fzu)(k,0) = c(k) = Fo{d(x)} =1, (3.19)
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segin la condicién (3.7), obtenemos

k2t

u(k,t')=e¢ 2. (3.20)

Luego aplicando la transformada de Fourier inversa dada en la Defincién 1.2.11 a la ecuacién (3.20)

y haciendo el cambio de variable k = 2t,, obtenemos
oo
_ _E2 1 T
uy (z,t') = F ! (e 2 > (x) = 7 / eke= "2 dk,
—0o0
R / wt 27T / e 4 * dw’
rl (s 4)( )
= me ,
27t/ 2t
1 22
v 2rt!
Por lo tanto, cambiando ¢’ = —it, obtenemos la solucién para ui, expresado como

; 1 12 e x? . x?
uy (z,t) = \/% \/T% cos | oy | —isen{ o )|

De manera analoga para ue, la solucién se encuentra, como

. 1 2 e d z? z?
= 20t —m —— .
ug (x,t) \/%e o cos | o + isen 57

Por lo tanto, en virtud de la Observacién 3.2.2, la solucién fundamental de la ecuaciéon (3.6) sujeta

a las condicones (3.7) y (3.8) esta dada como

u(x,t) = %[ul (z,t) + ug (x,t)},

() M Ca R ) |

1 (562 7r>
= cos | — — — ),
V2mt 2t A4

conocida como funcién de Fresnel.

La superficie de la solucién se muestra en la Figura 3.1.

Proposicién 3.2.1. La funcion u(z,t) dada en el Teorema 3.2.1, cumple que

/u(m,t)dw = 1. (3.21)

R
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Figura 3.1: Solucién a la ecuacién de Fresnel clasica, para x = 420 y ¢ = 50.

Demostracion. Notemos que

o0 o0 [e. o]

/e‘ixzd:r = /cos das+z/sen (3.22)
0 0 0
Asi haciendo el cambio de variable x = wt con w = i i‘/Ti, en la primer integral de la ecuacion
(3.22), obtenemos
oo oo
/e_m2d$ =w! /e_‘”zdx =w= (4 — z@) %
0 0
Separando la parte real de la imaginaria llegamos a
o o0
V2
/cos(a;Q)da; = /sen(xQ)dx = Tﬁ
0 0
Por lo tanto, el resultado de la ecuacién (3.21) se cumple. O

3.2.2. Solucion de la ecuacién de vibracion de vigas sobre la semi-recta

A continuacién daremos a conocer la solucién fundamental del Problema 2, usando la transformada

de Fokas.

Teorema 3.2.2. Dado el problema de valor inicial y de frontera (3.9)-(3.12), la solucion esta dada
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1 oo A Lo A
u(x,t) _ Zhr/ezkx-i-z)\k?tao(k)dk_i_ A / ezkw-{—zAth;u\O(_k)dk_ S

= o / eikx+i/\k2tg~1 (kQ, —Zt)dk

aDf aDf

47 47

R
1 Lo A o A .
4+ — / ezkxfz)\tha()(k)dk + = ezkxfz)\k%ao(_k)dk + 27 / elkxfz/\k2tg~l (k2, Zt)dk,
™
R aDF aDF

(3.23)

en donde, 8Dfr Y (9D2+ son curvas adecuadas en CT respectivamente.

Demostracién. Primero notemos que la ecuacion (3.9) se puede escribir como en la expresion (3.5).

Luego haciendo el cambio de variable ¢’ = +it se tiene

0 p 0? p

@Ul (.'13, t ) = )\@Ul(l’, t )7 (324)
0 ok

%Uz (.’13, t/) = —)\@Ug (.’13, t/) (325)

Usando las ideas de la seccién 2.4 del capitulo 2, resolveremos la primera ecuacién del sistema
anterior.

Derivando la expresién (2.74) respecto de ¢’ (vamos a considerar a t como t’), obtenemos

Uy (k,t') = /eikxut/(x,t/)d:z. (3.26)

R+

Luego sustituyendo la ecuacién (3.24) en (3.26) tenemos

Uy (k,t') = /eikxut,(a:,t')d:c:)\/eikxuxx(a:,t’)da:.
R+ R+

Ahora integrando por partes y usando el decaimiento de u(x,t) hacia cero cuando z — oo, se tiene

up (k,t') = )\[ —uy (0,) — iku(0,t') + (ik)? / e*ikmu(m,t/)dx].

R+
Notando que la ultima integral es la transformada de Fokas de u(x,t") y usando las condiciones de

frontera (3.11) y (3.12), obtenemos

Gy (kb)) = )\[— a1 () — ikgo(t)) + (ik)2a(k, t)]. (3.27)

Multiplicando por el factor integrante e~ Mkt ¢ integrando por partes en la ecuacién (3.27) tene-
g g
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mos, por un lado

t/ t’ t’
/ e MR G (K, 5)ds = / e MR s gk, s) = e ARGk, 1) — Tk, 0) + A(ik)? / e ARG (&, 5)ds,
0 0 0

t/
= G )~ () + AR [ Bk, 5)ds,
0

en donde, hemos usado la condicién inicial (3.10).
Es decir,
¢ ¢
/ e MRsG (K, s)ds = e MGk, ) — Tig (k) + A(ik)? / e 955k, s)ds. (3.28)
0 0
Y por el otro lado
¢ ¢ ¢
- / efA(ik)ngl(s)ds — ik / ef)‘(ik)%go(s)ds + A(ik)? / ef)‘(ik)%a(k, s)ds, (3.29)
0 0 0

De esta forma de las ecuaciones (3.28) y (3.29), obtenemos la siguiente relacién

M Gk, ¢) =T (k) — A1 (K2, t') — Nikgo(k, ), Tm(k) <0, (3.30)
en donde,
t/
gi(k,t') = /e’“a;u(o, s)ds, j=0,1, Im(k) <0. (3.31)
0

Aplicando la transformada inversa de Fokas definida en la ecuacién (2.75) a la ecuacién (3.30), se

tiene una representacion integral para u(z,t’)

1
) =—
u(@, ) 27 2

R R

) ;o A ikr— e by~
/ AR G () dk — / eI Gy (K2, ) + ikgo (K2, ') d, (3.32)

en donde, Re(ik) < 0y Re(k?) > 0 para que las integrales existan, ya que z > 0y ¢ > 0.

Hasta este momento solo hemos encontrado una representacion integral para el problema de Cauchy
en cuestiéon. A continuacién realizaremos un anélisis detallado para determinar en donde son seccio-
nalmente analiticos los integrandos de cada integral que aparece en la representacién de la solucion
u(x,t"). Esto con el fin de asegurar la existencia de tales integrales. Y lo més importante es que

deformaremos los limites de integracién sobre todo R a una curva adecuada en el plano complejo.
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Sea D = {k € C:Re(k*) <0} Y DT =DNC" y D~ = DNC~ (como en la seccién 2.4 del capitulo

anterior). Luego si 0 < arg(k) < 2m, se obtiene
k2 = |k|” [cos (2 arg(k)) + i sen (2arg(k))].

Luego que Re(k?) < 0 es equivalente a escribir cuando cos (2arg(k)) < 0. Asi encontramos que D,

esta dada por

p=frecime (32)0 (.2}

Realizando el cambio de variable k — —k en la expresién (3.30) se tiene
M Tk 1) = To(—k) — A[ga(k?, ) — ikgo(kﬁ,t')}, Im(k) > 0, (3.33)

Notemos que el integrando de la segunda integral en (3.32) es entera y tiene decaimiento cuando
k — oo para k € CT\ DT. Consideremos el contorno I' = [~ R, R] U~; UOD™' U~ como se muestra
en la Figura 3.2, entonces usando la analiticidad de la funcién eikz—Ak2t/ g;(k?,t'), para j = 0,1y el

teorema de Cauchy, se tiene

k]
r i
4 4
D
Y2 . p Y,
i > > R kR
D
s i
4 4

Figura 3.2: Contorno D™ para la ecuacién (3.24)

R
/eikx_)‘k%/jj(k2,t,)dk — </_|_/_|_ / —}-/)eikw_)‘th/_jj(kz,t/)dk = 0.

r -R v 9Dt 72
Luego por el lema de Jordan resulta que la integral a lo largo de v; y 72 desaparece debido al
ik —k2t/

decaimiento de la funcion e en la regiéon CT \ D*. De este modo, obtenemos que la integral

a lo largo de la linea real puede ser reemplazada por 9D .
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Por lo tanto, despejando go(t') de la expresién (3.33) y sustituyendo en (3.32) e integrando sobre

0D se tiene

1 ; /
u(x,t') _ 27 /ezkx—)\k% a()(k)dk
™
R
1 ; / /
— 27 ezkx—)\k% [6)\th a(ik’ tl) + 291(]{32, t/) o ao(*k?)] dk
™
oD+

Esta expresién ya no depende del dato de frontera go(t'). Sin embargo, la funcién u(z,t") también
aparece en la segunda integral del lado derecho. Este problema se resuelve haciendo uso de la
analiticidad de la funcién e’**u(—k,t') de la siguiente manera. Notemos que la funcién a(—k,t') es
analitica y acotada en C*, es decir, u(—k,t') — 0 uniformemente cuando k¥ — co. Esto implica que
la integral de e** @(—Fk,t') a lo largo de una curva cerrada y acotada en C* desaparece en virtud
del teorema de Cauchy. Asi,
/ ek U(—k,t"dk = 0;
oD+

por lo tanto,

1 ik — k2t ~ A ik — k%t ~ A ikz— K%t ~ (1.2
5 /e uo(k)dk + o e uo(—k)dk - e g1k, t")dk.
R oD+ oD+

u(x, t') =

Pero como t' = +it, entonces la regién D, sobre la cual se tomard D™ estard dada de la siguiente

manera

Dlz{kEC:arg(k)e(g,ﬂ)u(%ﬂﬂ)} Yy D+:{k€C:arg(k)€<g,ﬂ>}.

Asi la solucién wuq(z,t) esta dada como

1 ika+iNk? o~ A iko+iNkZt~ A iko+iXk?t ~ (12 -
5 /e uo(k)dk + o e uo(—k)dk - e g1(k*, —it)dk.
R aDf aDf

ui(z,t) =

De manera andloga se tiene que la solucién ug(z,t) de la ecuacién (3.25), esta dada por

1 o A . A -
UQ(JZ',LL) _ 27 /eka_l/\k%fL\O(k))dk + % / ezkx—z)\thao(_k)dk + ; / ezkx—z)\thjl(kZ’it)dk’

s
R oDF oDF

en donde ahora,

DQ:{kGC:arg(k) € (O,g) U (W,%)} Yy D+:{k€(c:arg(k) € (O,g)}

Las regiones para uj(x,t) y us(x,t) se pueden ver en la Figura 3.3. Por lo tanto, en virtud de la

Observacién 3.2.2 se obtiene la expresién (3.23) del Teorema 3.2.2. O

Algunas observaciones importantes, relacionadas con el Teorema 3.2.2, son la que se mencionan a

continuacion

82



Observacion 3.2.3. En la relacion (3.33) también se pudo haber despejado el dato ¢i(t). Y en este

caso, la solucion del Teorema 3.2.2 estard dada por

1 _— A " h "
U(l’, t) — E / ezkx+l)\k2ta0(k)dk o E elkm+z)\k2ta0(_k)dk . g / elkm+l)\k2tikg~0(k2’ —Zt)dk
R oDy oDy
+ i / eikz—iAthaO(k)dk _ A eikm—i)\thao(_k)dk + A eik$—i)\k2tikg~0(k2 it)d/{?
47 47 27 ’ ’
R aDF oDy

(3.34)

en donde, 8DiF Y aD; siguen siendo curvas adecuadas en C respectivamente (véase Figura 3.3).

k, k,
ks L
2 2
D/ I \ Dy
T - > ky - k
m R g I
Dy D, A
3n 3n
2 2
(a) contorno para u; (b) contorno para us

Figura 3.3: Contornos de las soluciones u; y ua

Observacién 3.2.4. Si suponemos que §;(t) =0, para j = 0,1, ug(xz) = 6(x—y) y A = % Entonces
por el teorema anterior ui(x,t) y us(x,t) estan dadas por
T

1 , N 12 e (z—y)
ui(z,t) = — ezk(az—y)-ﬁ-zAk tdk — e 3 ’
1) 27 / V2t

R
1 , 2 e (o—y)?
us(z,t) = — [ eFlay)—idStgp = ottt
2(%,1) 27T/ V2t
R

Luego, en virtud de la Observacion 3.2.2, podemos escribir la solucion general como

u(x,t;y,0) = %[p(ﬂc,it; y,0) + p(z, —it; y,O)}, (3.35)
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en donde, cada p(m, +it; y, 0) es la funcion de transicion de un movimiento browniano absorbente y
u(z, t;y,0) representa la probabilidad de que los dos movimientos brownianos inicien en cero (véase

expresion (3.2)). Asi,

u(z,t;y,0) =

(D) (D)) e

la cual coincide con la solucion del Teorema 2.1 reportada en [71].

5000

Figura 3.4: Superficie solucién de la expresién (3.36), para x = £5000 y ¢t = 100

Por 1ltimo encontramos la solucién del tercer problema.

Teorema 3.2.3. [71] Dada la ecuacion (3.13) con condicion inicial (3.14) y condicién de frontera

(8.15), la solucion esta dada por
1 =1 lz] \™ n+1 n+1 n+1
uge(x,t) = w—\/ﬁ;ﬁ<_\/§\/_ﬁ> cos ( 1 7r> X sen ( 5 7TOé>F< > a),

conocida como solucién fundamental fraccionaria de Fresnel.

Demostracién. Aplicando la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo dada
en la expresion (1.41) para 0 < o < 1, a la ecuacién

I} 2

0
Spa u(z,t') = )\ZWU({L‘, '),

y utilizando la férmula para la derivada ordinaria cuando a = 1; ademaés teniendo en cuenta la
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condicién u (x,0) = g(x), resulta,

0“u _s [(0%u
Ly <at/a> ($78) = /6 ! <6tla> ($7t/) dt,
0

= 5" ('Ct’u) (SC, S) - Sailu(O) (O)a

= 5% (Lyu) (z,5) — s g(z),
y por tanto,

2
s (Lyu) (z,8) — s*Lg(x) = )\2% (Lyu) (z, ).

Ahora, si a esta expresién le aplicamos la transformada de Fourier para derivadas enteras, dada en

la férmula (A.5) (véase Apéndice A), obtenemos

]:z{sa(ﬁt’u)(:nv 5) - Sa_lg(l')}(k:v 5) = s (]:xﬁt’u) (ka 5) - Sa_l (]:xg) (k)

(3.37)
= s*u(k,s) — s*1G(k).
Por otro lado tenemos
e (¢ bys) = X2 (Fuluu) (k) = A2(—ik)2alk 3.38
AN (L) k) = N (FaLou) (k, ) = N2 (=ik) ik, 5) (3.38)
Luego igualando (3.37) y (3.38) se deduce la relacién explicita u(k, s)
. s 1G(k)

Ahora aplicando la transformadas de Laplace y de Fourier inversas a la ecuacién (3.39), obtenemos

Soz—l '
ie.s) = (@) ws) =55 [ e,

—00

Nuevamente aplicando la transformada de Laplace inversa a la ecuacién anterior llegamos a

Y+ioco 00
o 1 o Gtk
AN 1 AN st a—1 ikx
U(.’L',t) _‘CS {u(w,s)}(m,t)—% / e s ds % me dk.
Y—1i00 —0o0

También se puede aplicar la transformada de Laplace inversa a la ecuacién (3.39) y utilizando la
relacién (B.11) (véase Apéndice B) con a = —(kA)?, m =0y B = 1, obtenemos
Sa—l

_ 3.40
5% 4+ \2k2 ( )

Q{au@wn%ﬂ}:

Asi aplicando la transformada de Laplace inversa a la ecuacién (3.40), llegamos a
241 1 s
Eoq (—(kNt'Y) = G(k)L, {7},
71( ( ) ) G( )[’3 s« +)\2k2
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6 en forma equivalente
(Faeu)(k,t") = G(k)Eq1(—(kX)*t'®). (3.41)

Por lo tanto, aplicando la transformada de Fourier inversa dada en la Definicién 1.2.11 a la ecuacion

(3.41) y teniendo en cuenta g(x) = d(x) llegamos a

u(z, t') = (F ' Fou) (z,1) = % / Boy (—(EN2) e dk,

siempre que la integral exista.
Escribiendo la funcién Mittag-Leffler mediante su representacién integral (B.2) (véase Apéndice B),

se tiene

1T |
u(w, t) = o / Ean (—(NE*)t) e dk,
™

o0

1 | e%e !

= — — | ————5-dodk
o | ¢ omi o + (\k)2t/> 7

—0 H,

a ,a X o
BRI
27 2\ o5 \2 5
Ha - W{(t’%) A

Ahora observando que para A > 0 la expresién interna en la tltima integral es la transformada de

Fourier con respecto a la variable k, de la densidad de distribucién de probabilidad Lévy estable de

Cauchy dada en (2.32), podemos escribir

8

Nl

L
=32 1 PN 1
— —do=——w(-5L-g1-3). 3.42
H,

g

uy(z,t') =

Luego, haciendo el cambio de variable ¢’ = +it® en la ecuacién (3.42), obtenemos

ul(m,t):\/;?[ﬁw<— 2l g —%)] (3.43)

De manera similar, encontramos que la solucién para us esta dada como

u2(a:,t)—\/2137[%w(— %%;—g,l—%)]. (3.44)

Por lo tanto, en virtud de la Observacién 3.2.2, la solucién general esta expresada como

uga(x,t) = %[ul(az,t) + uz(x,t)}
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Luego, escribiendo a la funcién de Wright en forma de serie (véase férmula (B.12) Apéndice B) y

usando la férmula (B.7) (véase Apéndice B), se tiene

1 > i || 4= n Y lz| == n 1
= e’ — 2—6’2) 4+ e "1 (— 2iezT> ]
V23 7;) [ ( V2is V2 n0(—2 +1-9)
1 f:( /3 " )neigﬂ'gm_l_e—ig—igm
V2B ) pD(-2+1-9)

1 cos(HL )

— _adel\"
2t ( \/ix/t_"‘> nl'(-¢+1-5%)

=0
LS L (VB cos (Y sen (" L)

=

(n—;la). O

Figura 3.5: Superficie de la solucién del Problema 3, para x = +15 y o« = 0.8
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Capitulo 4:

Conclusiones y trabajos futuros

A continuacién se presentan las conclusiones y las recomendaciones para la elaboracién de futuras

investigaciones.

4.1. Conclusiones

= Generalizando el método utilizado por Dirac para obtener su ecuacion a partir de la ecuacién
de Klein-Gordon, se ha considerado una posible definicién de raiz cuadrada de la ecuacién de
vibracién fraccionaria de vigas expresién (2.35), definida por medio del sistema de ecuaciones
(2.36). La interpretacion fisica de este sistema depende de la estructura de las matrices y en

el orden de las derivadas.

» El sistema (2.36) puede ser interpretado como una interpolacién desde el “interior” de las
ecuaciones clasicas de difusion y de ondas, cuando aa =1, g = % vya=p= %, que en efecto,

tienen como solucién a las componentes w1 y us.

» Dependiendo de la forma que tomen las matrices de Pauli A y B dadas en la expresién (2.7),
la ecuacién (2.36) tiene dos expresiones posibles. Luego, con el fin de asignar un significado
fisico a las componentes que resuelven el sistema, en el dlgebra formada por las matrices de
Pauli se ha restringido el estudio a aquellas parejas de matrices A y B relaes, dentro de las
cuales solo dos parejas de matrices dan lugar a dos sistemas de ecuaciones no equivalentes,

uno de componentes separadas y otro de componentes acopladas.

= Realmente aunque nos encontramos con dos sistemas de ecuaciones no equivalentes, se ha
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4.2.

demostrado que a través de una transformacién, se pueden obtener las soluciones acopladas
como semi-suma de las soluciones no acopladas. Asi, si encontramos las soluciones analiticas
del sistema de ecuaciones desacoplado (2.38)-(2.39), estaremos encontrando las del sistema

acoplado de una manera muy sencilla.

Encontramos las soluciones a problemas de Cauchy relacionados con los sistemas desacoplado
(acoplado) (2.38), (2.39) y (2.41), (2.42) en R y R*, usando la transformada de Fourier y

Laplace

Mediante el método de Fokas para resolver ecuaciones diferenciales parciales, encontramos
soluciones explicitas de los sistemas de ecuaciones desacoplado (2.38) y (2.39) en la semi-

recta, en donde se deformo el eje real a un contorno apropiado del plano complejo.

Al tratar con la delta de Dirac como condicién inicial, se espera que las soluciones obtenidas,
en términos de la funcién de Wright, para estos sistemas de ecuaciones acoplado (desacoplado)

resulten ser una funcién de densidad para un cierto valor de los pardmetros de o y 5.

En cuanto a la ecuacion de Fresnel o de vibracién de vigas vista como un producto de dos
ecuaciones de Schrodinger y después, a través del cambio de variable ¢’ = +it, como un pro-
ducto de ecuaciones de difusién, usando la regla dada en la Observacién 3.2.2 nos enfocaremos
a resolver problemas de Cauchy con diversas condiciones de frontera y considerando a la fun-
cion Delta de Dirac como condicién inicial. De esta forma las soluciones se interpretan como
la probabilidad de dos movimientos brownianos ajenos, uno que se encuentre en un conjunto
dx después de un tiempo it y otro que se encuentre en el conjunto dx pero ahora con tiempo
—it. Se prob6 ademas que para o = 8 = 1 la solucién al primer problema de Cauchy es una

densidad de probabilidad.

En este mismo enfoque se consideré un problema de valor inicial y/o de frontera con datos
que no son nulos (problema 2). Usando la transformada de Fokas, se obtuvo su solucién, la
cual coincide con la solucién reportada en [71] cuando dichos datos son nulos. Este resultado

no tiene precedentes.

Trabajos futuros

En cuanto a los trabajos futuros podemos incluir los siguientes topicos:
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La discusién de las soluciones acopladas del sistema de ecuaciones (2.41) y (2.42) sobre la semi-
recta (R™) haciendo uso del método de Fokas para resolver ecuaciones en derivadas parciales

a través de la transformada que lleva su nombre.

Un analisis detallado al problema de valor inicial y/o de frontera considerando datos no nulos
(problema 3) asociado a la ecuacién de Fresnel o de vibracién de vigas del capitulo 3, usando

la transformada de Fokas para encontrar soluciones sobre la semi-recta (R™).

Obtener féormulas mas simples de las soluciones encontradas para los sistemas de ecuaciones

desacoplado (2.38) y (2.39), en donde se uso el método de Fokas.

En cuanto a los momentos de las soluciones fundamentales para los problemas de Cauchy
asociados a los sistemas desacoplados (acoplados) realizar un estudio méas detallado para

darle una interpretacién fisica.
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Apéndice A

Transformada de Laplace y de Fourier clasica

Proposicién A.0.1. Sea f(t) una funcion de orden exponencial v > 0 y continua o continua a
trozos en [0,00] tal que f',f",...,f™ 1) son continuas en [0,00] y de orden exponencial y f™

continua a trozos en [0,T], T > 0. Entonces la transformada de Laplace esta dada por

n—1

£ (F00) () = 5" (1) (5) = 35" L0 0), (A1)

k=0

y existe para todo s > v.

Demostracion. La demostracion la haremos por induccién matemética sobre n.

Asi, para n = 1 integrando por partes, obtenemos

L(P0) ) = [ e =50 s e e
0 0
— SLL(F() (5) — £(0). (A2)

Ahora supongamos que se cumple para n — 1, es decir

n—2 (k)
£ (F000) (5) = 5 (ﬁt TOICE SEaet )> - (a3
k=0

Probaremos que la expresion (A.1) es valida para todo n € N. Luego, por definicién de transformada

de Laplace y haciendo uso de la hipotesis de induccién en (A.3), se tiene

£ (£0®) () = £ (000 (5) = s (17700)) (5) - 1D 0),

n—2

(k)
L)) -3 Skf?)]) — 70 )

k=0

n=2 (k) (n—1)
= 5" <£t (f(¥) (s) — (Z fs’“*(?) * : s" )) 7

k=0
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Una propiedad més, se enuncia en la siguiente

Proposicién A.0.2. Dada una funcion f(z) derivable con derivada continua hasta el orden n y

tal que
xgrinoof(m(x):o, h=0,1,...,n—1, (A.4)
entonces
(For (@) (k) = (=ik)" (Fuf (2)) (k). (A5)

Demostracion. La demostracion la haremos por induccién matemaética sobre n.

Asi, para n = 1, integrando por partes y usando la condicién (A.4), obtenemos

o0 o0

(Faf'(2)) (k) = / ek f(z)dx = e““’“”f(gu)’Oo — ik / ek f(z)dx = —ik(Fof(2)) (k).

—0o0 —00

Ahora supongamos que se cumple para n — 1, es decir

(Fef "= (@) (k) = (=ik)"~ (Fof) (). (A.6)

Probaremos que la expresién (A.5) es valida para todo n € N. Por la definicién de transformada de

Fourier y haciendo uso de la hipétesis de induccién en (A.6), obtenemos

Ff @) ) = (Forgrmr 1)) = (0" (Faf (0) )

= (—ik)" " (—ik) (Fo f(x)) (k) = (=ik)" (Faf (2)) (k).
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Apéndice B

Funciones especiales asociadas al calculo fraccional

En este apéndice se introduce brevemente las funciones especiales de Mittag-Leffler y de Wright, que
juegan un papel muy relevante en las aplicaciones del calculo fraccionario, debido a que aparecen

de forma natural en la resolucién de ecuaciones integro-diferenciales fraccionarias.

B.1. Funcion de Mittag-Leffler

La funcién exponencial es un caso particular de la funcién Mittag-Leffler y es de importancia en la
teoria de ecuaciones diferenciales de orden entero, la cual la definimos mediante la siguiente serie
z . Zk

et = kz_o ThT D) (B.1)
en donde I'(k + 1) esta definida como en la Definicién 1.2.13.
Las generalizaciones de estd funciéon son llamadas funciones de tipo Mittag-Leffler en uno y dos
parametros, y desempenan un papel importante en la teoria de ecuaciones diferenciales fraccionarias.
En primer lugar introduciremos la funcién E,(z), con o > 0, z € C, introducida por el matematico
sueco G. M. Mittag-Leffler [40] a principios del siglo pasado y se define por medio de la siguiente

expresion en serie y en forma de integral

1

= 2" 1 e“o”
Balz) =S — 2= do, B.2
(2) kz—o M(ak+1) 2w / oo — (B.2)
- o,

en donde H, es el contorno de Hankel (Figura 1.1), es decir, una curva que empieza y términa en
1
—o00 y que rodea al disco ’a} < ‘z| o en el sentido positivo | arg U} < 7. Esta definicién sigue siendo

vélida para o € C con Re(a) > 0 (véase [41])
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Figura B.1: Grafica del contorno de Hankel

Esta funcién es una generalizacion de la funcién exponencial y coincide cuando o = 1, es decir

Ei(z) = €.

En su forma més general la funcién Mittag-Leffler se escribe como
e k o a—f3
1
Bop(z) =Y — / €7 _do, a>0, B>0. (B.3)

F(ak‘+ﬁ):% 0% —z
Hq

bl
o

Claramente se cumple que E,(z) = Eq4,1(2). Luego, para algunos valores de los pardmetros a y 3,

obtenemos
er—1
Ei1(z) = ¢€7, Ei2(2) = P
sinh (z
Es ;1 (z) = cosh(z), Es9(2) = z( )
Otra propiedad que serd de gran importancia [42], es la siguiente
m—1
2mwik(m—k) 2mik
mz" Ema gana (27) = e m -Eap (ze m ) , (B.4)
k=0

con > 0, B > 0y enteros m > 1, n > 0. Una consecuencia de la expresién (B.4), es la llamada

férmula de duplicacion, que asume la siguiente forma

Boap (%) = 5 [Bap (2) + B (=2) |. (B.5)

A continuacién, utilizaremos la representacion de la funcién gama a lo largo del contorno de Hankel.

Proposicion B.1.1. La representacion integral de la funcion gama sobre el contorno de Hankel

esta dada mediante la siguiente expresion .




Demostracién. Consideramos las siguientes trayectorias
Y0(0) =™, 0<f<oo, m(f)=e, —T<O<m,

en donde C = vy(0) + 71(0) + 12(0).

Entonces
0 n
/tzetdt = / (967’”)72 P T emim g 4 / (ee*w) TEeee’”
C +00 -7

Asi al tomar el limite cuando € — 0, resulta

m m

72(0) = fe™, 0 <6 < oo,

oo

cie?do + / (06”) TF 0 i .

0

/tzetdt = / (eeit)_z jeette” dt = /ezem (ieeit) e dt = 0.

Y1 -7 -7

Asi,

0 o)

/t_zetdt: / (96_”)_2 eeeiﬂe_”de—l—/(@e”)_z egeiﬂei”dﬂ,

C +oo 0
oo o0

= /t_zeime_tdt—/t_ze—iwze_tdt,

0 0

00
— (eiT(Z _ e—iwz) /t_ze_tdt,
0

oo
= 2isin (72) /t_ze_tdt.
0

Luego notando que

obtenemos la férmula (B.6).

Una prueba de la férmula se puede consulatr en [42].

B.2. Transformada de Laplace de la funcién Mittag-Leftler

(B.7)

En la aplicacién del método de la transformada de Laplace para solucionar ecuaciones diferenciales

fraccionarias, resultard esencial conocer las relaciones existentes entre la funcién Mittag-Leffler y la

transformada de Laplace. Algunas de ellas son las siguientes

Proposicién B.2.1. La transformada de Laplace de la funcion Mittag-Leffler definida en (B.2)

con a > 0 esta dada por la siguiente expresion

a—1

Lo (Ealat™)) (s) = 2, 5> la|=.

S

(B.8)
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Demostracién. Partiendo del lado derecho de la ecuacién (B.8) y usando la expansion en serie
de la funcién Mittag-Leffler e intercambiando el signo de la suma con la integral, lo cual es vélido

gracias a la convergencia uniforme de la serie que define a la funcién Mittag-Leffler, obtenemos

oo o0 OO k
a [(ak +1)
Ly (Bo(at™)) (s) =Y ———— / —styakgy — 2
T
k:or ak‘+1 / kfo T(ak+1) s®
ak L 0 g1
_ — g0 _
~ L gakt1l Z k+1 T sa_g O
k= k:0

Una segunda propiedad es la que se menciona acontinuacion

Proposicién B.2.2. La transformada de Laplace de la funcion t°~1 por la funcidn Mittag-Leffler
definida en (B.3), con a >0 y B > 0 esta dada mediante la siguiente expresion

o0

—sty5—1 o\ Saiﬁ
e TtV By (%) = Re(s) > 1

s —1’
0

Demostracién. Aplicando la transformada de Laplace dada en la Definicién 1.2.8 e intercambiando
el limite con la integral, siendo esto posible gracias a la convergencia uniforme de la serie que define

a la funcién Mittag-Lefller, obtenemos

o0 00 oo oo
—sty5—1 —styf—1,ak —styf+ak—1
L t7T Mt = t dt
/e =Y ) > i ,
0 =0 0 k= 0 0
ga—hB

= QBZ k+1: a_ 1 =

Otras de las propiedades importantes es la derivada m-ésima de la funcién Mittag-Leffler en dos

pardametros definida en (B.3), la cual escribimos en seguida

Proposicién B.2.3. La derivada m-ésima de la funcion Eg%) (at®) para o > 0 y 5 > 0 estd dada por

= (k +m aktok
(at®) . . B.9
(a kgo I' (ak + am + ) (B9)

Demostracion. Procedemos por inducién matemaética sobre m. Asi, para m = 1,2 obtenemos

(1) _ R ad (k+1)z
E“”B(Z)_ZFOJC+B Zfak+a+5)

k=1 k=0
@ = kB D SN (e D)(k+2)2"
E“75(Z)_ZF(ak:+a+ﬁ)_Zf(ak+2a+ﬁ)'
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Ahora supongamos que se cumple para m — 1, es decir

pm=1) (at®) = i (E+1)(k+2)--(k+m—1)2F

. — I'(ak + (m—1)a+ pB) ’
- (B.10)
_Z (k+m—1)! aktok
N prd k! T(ak +a(m—1)+p6)
Mostremos que se cumple para m. De este modo, usando la hipétesis de inducién resulta
o k
(m) B d( (m—1) )_ d< (k:+1)(k:+2)--.(k:+m—1)Z)
E = —(F - =
a6 (%) dz "B (2) dz kz I(ak+ (m—1)a+p) ’
ok D)(R+2) - (km)E & k+m 2
P I'(ak +ma + ) — I'(ak +ma+ B)
Asi, sustituyendo z por at® en la ecuacién anterior obtenemos
(m) 2 (k+m)! aktok
E = . .
g (2) kZ:O k! I'(ak +ma+ B)
a

Otra propiedad que es de uso importante en el cdlculo fraccional es la siguiente

Proposicién B.2.4. La transformada de Laplace de la m-ésima derivada de la funcion Mittag-

Leffler calculada en (B.9) por la funcién tom+B=1 esta dada mediante la siguiente expresion
am+B—1 (m) « m!Sa_B
L (t E™) (at )) ()= (o= g @70 BER, Re(s > |a. (B.11)

Demostracién. Aplicando la transformada de Laplace dada en la Definicién 1.2.8 e intercambiando

el limite con la integral, siendo esto posible gracias a la convergencia de la funcién Mittag-Leffler,

obtenemos
_ = (k4m)! aktet
tam+ﬁ 1E(m) e — tam+5 1 ( .
Le ( ap (@ )) () = L kzo k! T(ak+am+6) |’
_ i (k + m)!ak Ly (tam+ak+ﬁ—1)
prt k!F(ak+am+5) ’

_Z (k +m)la® kI (ak + am + B)
KT (ak +am+ f) goktmatf ’

= (k+m)! a”

- k! ' gak+am+p?

k=0
=’ Z k! (sa) ’

k=0
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|
— g—am— m:

T
(1-3%)
s—am—ﬁ m! Sam—l—a
(SO‘ - a)m+1 ’
mls®™

o (80‘ _ a)m—i—l :
O
Pasaremos ahora a definir la segunda funcién especial, la llamada funciéon de Wright, que resulta
fundamental en la resolucién de las ecuaciones fraccionarias de evolucion y difusion y que, como

veremos, estd relacionada con la funciéon de Mittag-Leffler.

B.3. Funcién de Wright

La funcién de Wright, llamada asi por el matemadtico britdnico E. M. Wright [43] puede ser definida
por medio de las siguientes férmulas en serie e integral (véase [44] férmula 18.1(27) y 18.1(29))

(o) —«
o 1 ea—}—za

. — I -1 B.12
W (20, B) Z_;) Fan T Bl — o —5—do, 2€C, a>-1, §>0,  (Bl2)
= s

en donde H, es el contorno de Hankel.

En realidad, la expresién (B.12) sigue definida cuando § = 0. En efecto

oo

W 3500) =3 gyt = 22 Tl (B.13)

ya que I'(0) = 0.
La funcién de Wright, asi como la de la Mittag-Lefller, también representa una generalizacion de la
funcién exponencial, siendo W (z;0,1) = e*. Otro caso particular de esta funcién que serd muy til

conocer, es el que fue considerado por Mainardi [45]

11 1 22
Wl —z—=,=)=—F—=e 7.
272 N
Como habiamos anunciado, existe una interesante relacién, expresada via la transformada de La-

place, entre las funciones de Mittag-Leffler y de Wright.

Proposicién B.3.1. La transformada de Laplace de la funcién t°~1 por la funcién de Wright para

a>—1y B >0 esta dada por la siguiente formula
£ (871W (1750, 8)) () = 5P (B.14)
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Demostracién. Usaremos la expresién en forma de serie de la funcién de Wright dada en la ecuacién

(B.12). Por la definicién de la transformada de Laplace, e intercambiando el simbolo de la suma con

el de la integral, lo cual puede efectuarse por la convergencia uniforme, obtenemos

1

—styf—1_k,ak
Tlaktm ) ¢ & vid

Lo (177W (1% 0,8)) () =

k

>
k=0
N
N kzo '(ak + B)E!
>

0\8 0\8

" (B + ak)
['(ak + B)k!  shtek 7

M
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