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Resumen

El Cálculo Fraccionario (CF) es tan antiguo como el cálculo clásico, sin embargo, no es tan conocido

en la comunidad cient́ıfica ni en la ciencias aplicadas. La belleza de esta área radica en que las

derivadas e integrales fraccionarias tienen propiedades no locales, por lo que considera la historia y

los efectos distribuidos de cualquier sistema f́ısico. Otra peculiaridad del CF es la inclusión de nuevos

grados de libertad al sistema incrementando la información que puede obtenerse de la naturaleza del

fenómeno en cuestión. En la presente tesis se analiza una ecuación diferencial en derivadas parciales

de orden fraccionario desde dos enfoques diferentes; el primero esta basado en la idea de Dirac y nos

conduce a considerar ráıces cuadradas de operadores diferenciales de orden fraccionario, asociados a

la ecuación de vibración de vigas, tal enfoque produce sistemas de ecuaciones en derivadas parciales,

uno acoplado y otro desacoplado. Usando la transformada de Fourier, Laplace y la transformada de

Fokas se resuelven problemas de Cauchy asociados a los sistemas antes mencionados.

Y el segundo enfoque considera la ecuación de vibración de vigas como un producto (formal) de dos

operadores de Schrödinger, que a través de un cambio de variable adecuado, transformamos dichos

operadores, en operadores asociados a ecuaciones de difusión.
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Abstract

The Fractional Calculus (CF) is as old as the classical calculation, however, is not as well known

in the scientific community or the applied sciences. The beauty of this area is that the fractional

derivatives and integrals have nonlocal properties, so consider the history and distributed in any

physical system effects. Another peculiarity of the Fractional Calculus is the inclusion of new degrees

of freedom to the system by increasing the information that can be obtained from the nature of

the phenomenon in question. In this thesis analyzes a differential equation in partial derivatives

of fractional order from two different approaches; the first is based on the idea of Dirac and leads

us to consider square roots of fractional order differential operators associated with the vibration

equation of beams, such an approach produces systems of partial differential equations, one coupled

and uncoupled another. Using the Fourier transform, Laplace and Fokas transform Cauchy problems

associated with the above systems are solved.

And the second approach considers the equation of vibration of beams as a (formally) product of two

operators Schrodinger, which through a suitable change of variable, we transform these operators,

in operadoresasociados to diffusion equations.
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Introducción

La ecuación de evolución es un término bastante genérico, que en f́ısica significa: cualquier disposi-

tivo matemático es útil para describir la evolución de un sistema dinámico. Nosotros vamos adoptar

este término para referirnos a una ecuación diferencial en derivadas parciales del tipo [1]

∂

∂t
ψ(x, t) = k ψ(x, t), (1)

en donde, ψ es designada para caracterizar el estado f́ısico del sistema dinámico y considerada

como una función independiente en el “espacio” y “tiempo” . La ecuación del calor (HE) [2], la

ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (SE) [3] y la ecuación de onda parcial (PWE) [4]

son ejemplos clásicos de ecuaciones de evolución.

El lado izquierdo de la ecuación (1) es sólo la derivada de primer orden de ψ con respecto a la

variable t, mientras que en el lado derecho pueden ser tanto lineales como no lineales, involucrando

solamente las derivadas de orden entero de ψ con respecto de x y eventualmente la independencia

de las variables. El significado de la “función de estado” ψ(x, t) depende del problema espećıfico en

cuestión y de la forma como este definida la ecuación en el lado derecho. En fin, como la ecuación

(1) sólo involucra la primera derivada de orden temporal, es de esperarse que para hallar su solución

es necesario proporcionar la condición inicial

ψ(x, t0) = ψ0(x),

de modo que conociendo a ψ al tiempo dado t0, se puede conocer el “futuro” o evolución del sistema

en cualquier tiempo posterior a t > t0, no muy lejano.

De igual forma muchos procesos f́ısicos son bien modelados por ecuaciones, que no son del tipo

de la ecuación (1). De hecho, las ecuaciones HE, SHE y PWE pertenecen a contextos f́ısicos muy

espećıficos y también en aproximaciones definidas dentro de esos contextos. Aśı, la HE pertenece a

la teoŕıa no relativista de la difusión del calor; la SE pertenece a la mecánica cuántica no relativista

al igual que la PWE.
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Al tratar de ir más allá de las aproximaciones con el fin de mejorar la conexión de la ecuación de

evolución con el proceso que describe, podemos tratar de usar ecuaciones que involucran derivadas

de orden superior con respecto de la variable temporal t ó ecuaciones que contengan derivadas de

orden fraccional (Teoŕıas modernas de transporte en un medio poroso, por ejemplo, las ecuaciones

de advención-difusión fraccionarias) u operadores pseudo-diferenciales.

Algunos ejemplos clásicos de ecuaciones que contienen derivadas de segundo orden con respecto a

la variable temporal, son:

La ecuación relativista del calor (RHE) [5]

[ α
c2

∂2

∂t2
+
∂

∂t

]
u(r, t) = α∇2u(r, t), (2)

en donde α es la difusión térmica y c la velocidad del calor.

La ecuación de Klein-Gordon (KGE) [6][
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2
−
(mc
~
)]
ψ(r, t) = 0, (3)

en donde m denota la masa de la part́ıcula y c la velocidad de la luz.

La ecuación de onda escalar homogénea (WE) [7][
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

]
ϕ(r, t) = 0. (4)

Cabe señalar que las ecuaciones SE y PWE pueden verse respectivamente, como el ĺımite no rela-

tivista parcial de KGE y la WE.

Por otra parte, la ecuación relativista de Schrödinger (RSE) [6]

i~
∂ψ(r, t)

∂t
=
√
m2c4 − ~2c2∇2ψ(r, t), (5)

en donde ~ es la constante de plank, c y m son como en (3) y ∇2 es el operador laplaciano definido

en R3 que involucra la ráız cuadrada de ∇2. Como es bien conocido, la ecuación (5) también se

conoce como la ecuación de Salpeter [8] que ha sido objeto de investigaciones recientes [9, 10,56].

El análisis desarrollado en [12–15] muestran el contexto de una investigación que establece, en que

medida y en que forma algunas propiedades de las ecuaciones de evolución, pueden ser recupera-

das de las ecuaciones que no son del tipo evolutivo como RHE, KGE, WE Y RSE mencionados

anteriormente ó lidiar con operadores diferenciales fraccionarios.
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Esta conexión, como se ilustra en [12, 13], muestran que el método de la factorización de Dirac

proporciona una herramienta eficaz para tratar con ecuaciones que no son de evolución gobernados

por operadores diferenciales fraccionarios ó operadores pseudo-diferenciales.

Esto nos permite expresar a los operadores como la suma de operadores, admitiendo una posible

definición de ráız cuadrada en la suma de estos y por lo tanto, bajo condiciones apropiadas se puede

evitar el problema de trabajar con operadores diferenciales fraccionarios. De la misma manera, una

variedad de métodos se ha propuesto en [14,15].

De acuerdo a estos antecedentes nosotros haremos uso del método de Dirac en conexión con los

operadores de ráız cuadrada, para estudiar ecuaciones que no son de evolución ó que involucran

operadores diferenciales fraccionarios u operadores pseudo-diferenciales.

A continuación daremos a conocer la estructura y organización de la presente tesis.
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Descripción de la Tesis

Caṕıtulo 1

Debido a que el cálculo fraccionario (CF) no es tan popular en la comunidad cient́ıfica, en el Caṕıtulo

1 incluimos un breve resumen de definiciones y propiedades de los operadores fraccionarios que

aparecerán a lo largo de este trabajo de investigación todo esto con el fin de hacerlo mas legible y

manejable.

Es importante enfatizar que en la literatura existe una gran variedad de definiciones de derivadas

e integrales fraccionarias de orden α, entre ellas destacan, Riez, Riemann-Liouville, Grünwald-

Letnikov, Caputo y la recientemente propuesta por Michele Caputo y Mauro Fabrizio, las cuales,

tienen la propiedad de coincidir con los operadores clásicos cuando α toma un valor entero. Sin

embargo, para valores no enteros de α, todas ellas son operadores no locales con la propiedad de

memoria, debido a que estan expresados por medio de una integral definida. Esta es una carac-

teŕıstica muy importante que no poseen las derivadas de orden entero.

En esté trabajo hemos enfocado nuestra atención en las derivadas e integrales fraccionarias de

Riemann-Liouville y de Caputo. El operador de Riemann-Liouville juega un papel importante en

el desarrollo teórico del cálculo fraccionario y se utiliza con éxito en aplicaciones estrictamente ma-

temáticas. Sin embargo, al tratar de realizar modelizaciones de fenómenos f́ısicos reales por medio

de ecuaciones diferenciales fraccionarias, surge el problema de las condiciones iniciales de orden

fraccionario. Este tipo de condiciones no son f́ısicamente interpretables y presentan un obstáculo

considerable a la hora de hacer uso práctico del cálculo fraccionario [16].

Mientras que el operador fraccionario de Caputo, en contraste con el de Riemann-Liouville, es más

idóneo en problemas de interés f́ısico, debido a que las condiciones iniciales involucradas en los

problemas se interpretan de igual forma que en el caso clásico.

Caṕıtulo 2

En este caṕıtulo se mostrará como usar el método de la factorización de Dirac haciendo uso del álge-
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bra de Pauli y suponiendo que se cumple la propiedad de semi-grupo en los operadores fraccionarios,

para estudiar ecuaciones que involucran opearadores de ráız cuadrada. Se ilustrara que tal método

proporciona una herramienta eficaz para tratar con ecuaciones, que no son del tipo evolutivo ó que

son gobernados por operadores diferenciales fraccionarios.

Mediante esta técnica de Dirac, con la que se ha construido un sistema de ecuaciones acoplados

y desacoplados segun la elección de las matrices de Pauli, se buscan las ráıces cuadradas de una

ecuación en derivadas parciales fraccionaria de cuarto orden que describe la vibración de vigas y

que surge en la descripción de modelos de membranas mov́ıles, que en su forma mas simple esta

expresada como

∂2

∂t2
u(x, t)− λ2 ∂

4

∂x4
u(x, t) = 0, x ∈ R, t > 0

y que puede generalizarse como

∂2α

∂t2α
u(x, t)− λ2 ∂

4β

∂x4β
u(x, t) = 0, 0 < α, β ≤ 1, x ∈ R, t > 0 (6)

de modo que su ráız cuadrada represente una nueva interpolación entre las ecuaciones de difusión

y de ondas clásicas.

Escribiremos y daremos solución a problemas de Cauchy definidos en todo la recta real, usando

la transformada de Laplace y Fourier. Además, resolveremos problemas de Cauchy en la semi-

recta asociados a los sistemas acoplado (desacoplado) usando una modificación del método de la

transformada unificada de Fokas.

Caṕıtulo 3

En este caṕıtulo al igual que en el anterior, se analiza la ecuación de vibración de vigas fraccionaria

mediante un enfoque diferente al de Dirac. Ahora se mostrará que mediante un cambio de variable

apropiado resulta una conexión profunda entre la ecuación de Schrödinger y la ecuación de difusión.

Este acercamiento nos lleva a resolver problemas de Cauchy con condiciones de frontera para dicha

ecuación con el movimiento browniano en R y R+, usando la transformada de Laplace, Fourier y la

transformada de Fokas.

Caṕıtulo 4

Finalmente en este caṕıtulo, se presentan las conclusiones de este trabajo y las aportaciones de

futuras investigaciones.
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Caṕıtulo 1

Introducción al Cálculo Fraccionario

1.1. Antecedentes del cálculo fraccional

El cálculo fraccionario (CF) es una activa rama del análisis matemático que nace de una idea muy

básica, de la misma forma que una función se puede derivar o integrar un número entero de veces. Se

han desarrollado progresivamente muchas definiciones de derivada fraccionaria, Dα, que pretenden

generalizar el concepto de derivada ordinaria, de manera que para α = 1 vuelva a recuperarse el

operador ordinario. Se ha ampliado también este concepto hacia órdenes de integración y derivación

no sólo fraccionarios sino también reales y complejos, lo cual hace que sea más apropiado hablar de

integración y diferenciación de orden arbitrario.

Actualmente, se ha experimentado un gran número de los conceptos del CF y constituyen un lugar

de encuentro de múltiples disciplinas, como la teoŕıa de las probabilidades y los procesos estocásticos,

las ecuaciones integro-diferenciales, la teoŕıa de las transformadas integrales, las funciones especiales,

el análisis complejo y el análisis numérico.

Cabe destacar, principalmente, el gran interés sobre las ecuaciones diferenciales fraccionarias, es

decir, ecuaciones que involucran derivadas de orden arbitrario real o complejo:

F (t,X(t), (Dα1X)(t), ..., (DαnX)(t)) = 0,

en donde α1 < α2 < ... < αn y Dαi es una derivada fraccionaria de orden αi (igualmente pueden

definirse las ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias).

Sin embargo, al ser los operadores fraccionarios una generalización de los operadores ordinarios, se

pierden propiedades fundamentales, como son:

6



No existe una interpretación geométrica y f́ısica clara (aun no se tiene un consenso generalizado

entre las diferentes interpretaciones).

La ley de ı́ndices
(
DαDβ = Dα+β

)
sólo es válida para espacios de funciones muy espećıficas.

La derivada del producto de dos funciones es muy dif́ıcil de obtener.

La regla de la cadena no se puede aplicar de manera directa.

Sin embargo, el CF puede representar sistemas dinámicos de orden superior y fenómenos complejos

no lineales utilizando un menor número de coeficientes [21–23], ya que el orden arbitrario de la

derivada le da un grado de libertad adicional que permite ajustarse a un comportamiento espećıfico.

La idea de generalizar la noción de derivada para valores no enteros, surgió con el nacimiento del

propio cálculo diferencial. En aquel entonces se planteó la cuestión del sentido que tendŕıa una

derivada de orden fraccionario; por ello se le asignó originalmente el nombre de cálculo fraccionario.

Tiempo después se amplio el alcance de la pregunta anterior: ¿Puede ser n un número cualquiera,

fraccionario, irracional ó complejo?. Y sabiendo que la respuesta es afirmativa, entonces el actual

término de cálculo fraccionario resulta ser impropio y debeŕıamos sustituirlo por el de diferenciación

e integración de orden arbitrario.

Tras los primeros tanteos de Leibniz y L’Hôpital, el CF siguió siendo abordado por algunas de las

mentes matemáticas más privilegiadas de la humanidad, entre ellos:

L. Euler (siglo XVII),

Laplace, Lacroix, Fourier, Riemann, (siglo XIX),

Hardy y Littlewood (siglo XX).

Sin embargo, fue el propio Leibniz al inventar la notación dn

dxn f(x) y posiblemente un simple deseo

de jugar con los śımbolos, lo que realmente empujó en 1695 a L’Hôpital a preguntarle ¿Que pasaŕıa

en el caso de ser sustituida n por un 1
2?. Leibniz le respondió de un modo muy intuitivo, que esta

aparente paradoja permitiŕıa extraer interesantes consecuencias en el futuro.

En 1697, en referencia al producto infinito de Wallis por π
2 , Leibniz utilizó la notación d

1
2 , y afirmó

que era posible razonar con el cálculo diferencial fraccionario para alcanzar el mismo resultado.

La primera referencia en un texto de una derivada de orden arbitrario aparece en un libro del

matemático francés Lacroix de 1819 [24]. Lacroix desarrolló un ejercicio puramente matemático

generalizando el caso entero, a la manera t́ıpica de los formalista de aquella época.
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Partiendo de y = xn, procedió a determinar la derivada m-ésima:

dm

dxm
y =

n!

(n−m)!
xn−m

con m y n enteros positivos y n ≥ m.

Utilizando la función Gama para generalizar los factoriales, sustituyendo m por un 1
2 , n por un

número b real positivo cualquiera y suponiendo x > 0, obtuvo la siguiente fórmula:

d
1
2

dx
1
2

y =
Γ (b+ 1)

Γ
(
b+ 1

2

)xa− 1
2 ,

que representa la derivada de orden 1
2 de la función xb. Y haciendo y = x, obtuvo

d
1
2

dx
1
2

x =
2
√
x√
π
,

siendo Γ
(

3
2

)
= 1

2

√
π.

A principios del siglo XIX, las figuras de Abel y Liouville propiciarón un avance significativo, desde

la prehistoria a la historia del cálculo fraccional.

Abel estaba interesado en el problema de la Tautócrona, es decir, determinar la forma de una

curva de modo tal que el tiempo de descenso de una masa puntual que se desliza por ella sin fricción

y bajo el efecto de la gravedad, sea independiente del punto de partida. Abel llegó a que dicha curva

g(t) debe satisfacer la ecuación:

x∫
0

g(t)

(x− t)1/2
dt = k,

con esto establece la primera aplicación práctica del cálculo fraccional, una integral fraccionaria de

orden 1
2 ( [25], [26]).

La solución de Abel fue tan elegante que atrajo la atención de Liouville, quien en 1832 ( [27], [28])

hizo su primer intento de definir la derivada fraccionaria. Su punto de partida fue el conocido

resultado para las derivadas de orden entero m de la función exponencial

Dmeax = ameax,

en donde, a es una constante real, que extendió de modo natural a las derivadas de orden arbitrario

Dpeax = apeax.

De esta forma asumió que la derivada de orden arbitrario de una función f(x), que puede ser

desarrollada en una serie del tipo

f(x) =

∞∑
j=0

cje
ajx,
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tiene la forma

Dpf(x) =

∞∑
j=0

cja
p
je
ajx. (1.1)

Esta fórmula es conocida como la primera definición de Liouville, con la obvia desventaja de ser

únicamente aplicable para aquellos valores de p para los cuales la serie (1.1) converge.

Liouville adoptó un segundo método para tratar funciones del tipo x−a, para valores reales de a > 0

y donde x > 0. Para ello consideró la integral

I =

∞∫
0

ua−1e−xudu,

que mediante el cambio de variable xu = t se puede escribir como:

x−a =
1

Γ(a)
I. (1.2)

Luego, operando con Dp en ambos lados de (1.2), obtuvo su siguiente fórmula

Dpx−a =
(−1)p

Γ(a)

∞∫
0

ua+p−1e−xudu,

y llegó a su segunda definición de derivada fraccionaria

Dpx−a =
(−1)pΓ(a+ p)

Γ(a)
x−a−p, a > 0. (1.3)

Sin embargo, ninguna de estas dos definiciones estaba destinada a consagrase, al ser válidas sólo

para un conjunto restrigido de funciones. Debido a esto, la atención se desplazó hacia la integral

fraccionaria, creyendo que quizás de está se deduceŕıa la definición de derivada como la de su

operador inverso izquierdo.

En esos mismos escritos de 1832, Liouville obtuvo la siguiente expresión

(
D−pf

)
(x) =

1

(−1)pΓ(p)

∞∫
0

tp−1f (x+ t) dt, Re(p) > 0,

que hoy en d́ıa, eliminando el factor (−1)p, es conocida como la integral fraccionaria de Liouville de

orden α por la derecha.

El primer trabajo que finalmente condujo a la actual definición de la integral fraccionaria de

Riemann-Liouville fue debido a N. Ya. Sonine en 1870 [29]; pero fue Laurent el que en 1884 [30]

llegó a formularla de manera definitiva. Para ello, tomaron como punto inicial la fórmula de Cauchy

para la integral iterada, que reduce la integral iterada hasta el orden n de una función real a una

única integral de convolución

(
a+D

x
−nf

)
(x) =

x∫
a

dx1

x1∫
a

dx2 · · ·
xn−1∫
a

f(t)dt =
1

(n− 1)!

x∫
a

(x− t)n−1f(t)dt, (1.4)
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luego generalizando el factorial con la función Gama, obtuvieron:

(
a+D

x
−pf

)
(x) =

1

Γ(p)

x∫
a

(x− t)p−1 f(t)dt, Re(p) > 0. (1.5)

Cuando x > a recuperamos de nuevo la definición de la integral fraccionaria de Riemann, mientras

que para a = −∞, obtenemos la integral fraccionaria de Liouville.

La versión más utilizada de la expresión (1.5) es la que se obtiene haciendo a = 0, la cual es conocida

como Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville

(
0D

x
−pf

)
(x) =

1

Γ(p)

x∫
0

(x− t)p−1 f(t)dt, Re(p) > 0. (1.6)

En los mismos años, Wrünwald (1867) [31] y Letnikov (1868) [32] afrontaron el problema de la

diferenciación no entera, generalizando la definición de derivada de orden entero, basada en el

concepto de cociente de incrementos, utilizando la siguiente fórmula

(Dα) (x) = ĺım
h→0

∇hαf(x)

hα
,

en donde, (∇hαf) (x) =
n∑
j

(−1)j
(
α
j

)
f(x− jh), con n = [α] (parte entera de α).

Con la llegada del siglo XX, los desarrollos del análisis matemático y la teoŕıa de funciones, apare-

cieron nuevas formas ı́ntegro-diferenciales fraccionarias.

En 1917 Weyl [33] definió una integral fraccionaria adecuada para funciones periódicas

(
xW

−p
∞ f

)
(x) =

1

Γ(p)

∞∫
x

(t− x)p−1 f(t)dt, Re(p) > 0. (1.7)

Entre las varias cuestiones abiertas sobre el cálculo fraccionario, ocupa un lugar prominente la

de determinar si es posible encontar una interprestación f́ısica para la derivada fraccionaria. Una

posible solución a este problema ha sido propuesta por I. Poldlubny en un reciente art́ıculo titulado

“Geometric and Physical Interpretation of Fractional Integration and Differentation” [34] en el cual

la interpretación f́ısica que le da a estos operadores fraccionarios está basada en el empleo de dos

tipos de tiempos, un tiempo cósmico y un tiempo individual que esta estrechamente relacionada

con la teoŕıa de la relatividad.

1.2. Conceptos Básicos

A continuación daremos algunas definiciones importantes que serán de utilidad en el transcurso de

este trabajo de investigación. Para ello empezaremos definiendo algunos espacios de funciones.

10



Definición 1.2.1. Definimos

L1(R) =
{
f : R −→ C medibles

∣∣∣ ∫
R

∣∣f(x)
∣∣dx <∞},

como el conjunto de todas las funciones absolutamente integrables.

Definición 1.2.2. Sea Ω = [a, b], −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞. Denotamos por Lp = Lp(Ω), el conjunto de

todas las funciones Lebesgue medibles para las cuales
∫
Ω

∣∣f(x)
∣∣pdx <∞, con 1 ≤ p <∞.

Definición 1.2.3. Denotaremos con [α] y dαe la parte real entera y la parte entera superior en los

operadores fraccionarios.

Definición 1.2.4. Denotamos por AC[a, b], el conjunto de todas la funciones que son absolutamente

continuas en el intervalo [a, b].

Definición 1.2.5. Definimos AC [α][a, b], en donde, [α] es el orden del operador fraccionario y

ACn[a, b], con n = 1, 2, . . . , es el espacio de las funciones f(x) con derivada continua hasta el orden

n− 1 en [a, b] y tales que f (n−1)(x) ∈ AC[a, b].

Definición 1.2.6. Denotamos por Lt(R+) el espacio de funciones continuas de orden exponencial

ν > 0, definidas en R+ :=
{
x ∈ R | x > 0

}
para las cuales existe su transformada de Laplace.

1.2.1. Función exponencial

Definición 1.2.7. Una función f(t) : R+ → C se dice de orden exponencial ν > 0, cuando t→∞,

si existen dos constantes positivas M , T , tales que∣∣f(t)
∣∣ ≤Meνt ∀t ≥ T .

1.2.2. Transformada de Laplace y su inversa

Definición 1.2.8. [35] Sea f(t) una función continua o continua a trozos en el intervalo (0, T ) y

exponencial de orden ν > 0, entonces la transformada de Laplace de f(t) esta dada por

(Ltf(t)) (s) :=

∞∫
0

e−stf(t)dt,

y existe para todo s con Re(s) > ν.

Definición 1.2.9. La función original f(t) puede ser recuperada a partir de su transformada de

Laplace inversa

f(t) = L−1
s (Ltf(s)) (t) :=

1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

est (Ltf(t)) (s)ds, γ = Re(s) > ν.
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1.2.3. Transformada de Fourier y su inversa

Definición 1.2.10. Definimos

Fx(R) :=
{
f ∈ L1(R)

∣∣ f̂(k) existe
}
, (1.8)

como el espacio de funciones para las cuales la transformada de Fourier 1-dimensional existe. En

donde f̂(k) denotará la transformada de Fourier.

Definición 1.2.11. [35] Dada una función f(x) de variable real −∞ < x <∞, f(x) ∈ L1(R), su

transformada de Fourier está dada por

(Fxf(x)) (k) :=

∞∫
−∞

eikx f(x)dx, (1.9)

mientras que la transformada de Fourier inversa es:

F−1
k (Fxf(k)) (x) :=

1

2π

∞∫
−∞

e−ikx (Fxf(x)) (k)dk.

Definición 1.2.12. Denotamos por LF = L(R+)× F(R), el conjunto de todas las funciones para

las cuales existe la transformada de Laplace en el tiempo y de Fourier en el espacio.

Antes de proseguir con mas definiciones, es necesario introducir una de las funciones básicas del

cálculo fraccionario que generaliza a la función factorial y permite tomar n como un número no

entero e incluso valores complejos, esta es la función Gama expresada de la siguiente manera

1.2.4. Función gama

Definición 1.2.13. Sea z ∈ C tal que Re(z) > 0, entonces

Γ(z) :=

∞∫
0

e−ttz−1dt. (1.10)

La demostración de la existencia de la integral que define a la función gama se puede consultar

en [36]. Una propiedad básica de esta función es

Γ (z + 1) = zΓ(z). (1.11)

Demodo que si z = n, con n ∈ Z+ y usando la propiedad (1.11), se tiene

Γ (n+ 1) = nΓ(n),

= n(n− 1)Γ(n− 1),

...

= n(n− 1)(n− 2) · · ·Γ(1) = n!.
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En seguida se introduce los operadores fraccionarios y las propiedades básicas que utilizaremos a

lo largo del desarrollo de este trabajo (véase, por ejemplo, Samko, Kilvas, Marichev [38]; Podlubny

[42]).

1.3. Operadores de diferenciación e integración fraccionaria

En las definiciones siguientes, se asumen las hipótesis

[a, b] ⊂ R, α > 0, n = −[−α] = dαe, (1.12)

en donde [.] y d.e son definidos en la Definición 1.2.3.

1.3.1. Integrales y derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville

Definición 1.3.1. Sea f ∈ L1(a, b). Las integrales

(
Iαa+f

)
(x) :=

1

Γ(α)

x∫
a

f(z)

(x− z)1−αdz, x > a, (1.13)

(
Iαb−f

)
(x) :=

1

Γ(α)

b∫
x

f(z)

(z − x)1−αdz, x < b, (1.14)

son conocidas como integrales fraccionarias de Riemann-Liouville de orden α por la izquier-

da y por la derecha, respectivamente. Aqúı Γ(x) es la función gama definida como en la Definición

1.2.13.

Las integrales fraccionarias dadas en (1.13) y (1.14) siguen definidas para funciones f ∈ Lp(a, b)

con 1 ≤ p ≤ ∞.

Definición 1.3.2. Sea f ∈ AC [α][a, b], entonces las expresiones

(
RLDα

a+f
)

(x) :=
(
DnIn−αa+ f

)
(x), (1.15)

(
RLDα

b−f
)

(x) :=
(
(−D)nIn−αb− f

)
(x), (1.16)

representan las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville de orden α, por la izquierda y por la

derecha respectivamente.

Aqúı Dn = dn

dxn , representa la n-ésima derivada de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville por

la izquierda y por la derecha en el sentido clásico y n denota la parte entera superior de α, definida

como en la ecuación (1.12).

13



Para el caso de una función f de dos o más variables, siempre que se verifiquen las condiciones

necesarias planteadas para el caso unidimensional, sobre la existencia de los operadores fracciona-

rios, con respecto a la variable de integración, las integrales y derivadas parciales fraccionarias de

Riemann-Liouville, se definen como

(a+I
α
x f) (x, t) :=

1

Γ(α)

x∫
a

f(z, t)

(x− z)1−αdz, x > a, (1.17)

(
xI
α
b−f
)

(x, t) :=
1

Γ(α)

b∫
x

f(z, t)

(z − x)1−αdz, x < b, (1.18)

(
RL
a+D

α
xf
)

(x, t) :=

(
∂n

∂xn
a+I

n−α
x f

)
(x, t), (1.19)

(
RL
a+D

α
xf
)

(x, t) :=

(
(−1)n

∂n

∂xn
xI
n−α
b− f

)
(x, t), (1.20)

y todas ellas coinciden con las definiciones clásicas cuando α es un entero positivo.

1.3.2. Algunas propiedades del operador fraccionario de Riemann-Liouville

Antes de adentrarnos con mas definiciones, enunciaremos algunas propiedades que satisface el ope-

rador fraccionario de Riemann-Liouville, la propiedad de semi-grupo o ley de los exponentes.

Proposición 1.3.1. Sea f ∈ L1(a, b) y α, β ∈ R+. Entonces se cumple

Iβa+I
α
a+f(x) = Iα+β

a+ f(x), (1.21)

para casi toda x ∈ [a, b].

Demostración. Realizaremos la prueba para f continua y α, β ∈ R+

Iβa+

[
Iαa+f(x)

]
=

1

Γ(α)

x∫
a

Iβa+f(τ)

(x− τ)1−αdτ,

=
1

Γ(β)Γ(α)

x∫
a

dτ

(x− τ)1−α

τ∫
a

f(ξ)

(τ − ξ)1−β dξ,

=
1

Γ(β)Γ(α)

x∫
a

f(ξ)dξ

x∫
ξ

(x− τ)α−1(τ − ξ)β−1dτ

=
1

Γ(β + α)

x∫
a

f(ξ)

(x− ξ)1−(β+α)
dξ = Iβ+αf(x). �

En el caso en que f no sea continua pero si pertenezca a L1(a, b) basta con encontrar una sucesión de

funciones continuas que converjan a f en la norma de L1(a, b) y utilizar el procedimiento anterior.
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La siguiente propiedad muestra que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville al igual que en

el caso clásico es el operador inverso por la izquierda de la integral, y se escribe en la siguiente

Proposición 1.3.2. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es el operador inverso izquierdo

de la integral.

Demostración. Para ello notemos que

(
RLDα (Iαf)

)
(x) =

(
DnIn−α (Iαf)

)
(x).

Luego, por la propiedad de semigrupo, llegamos a la siguiente expresión de orden entero

(
RLDα (Iαf)

)
(x) =

(
DnI(n−α)+αf

)
(x) = (DnInf) (x),

en la cual sabemos que son operadores inversos y de donde se tiene

(
RLDα (Iαf)

)
(x) = f(x).

Por lo tanto, concluimos que la derivada de Riemann-Liouville de orden fraccionario, al igual que en

el cálculo clásico, es el operador inverso por la izquierda de la integral. �

Una conclusión interesante es que en general, no todas las derivadas de orden fraccionario satisfacen

de forma directa la propiedad de semigrupo. Debido a esto, en la siguiente propiedad se muestra

que bajo ciertas condicones la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y Caputo si satisfacen

está propiedad.

Proposición 1.3.3. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville satisface la propiedad de se-

migrupo si todos los términos dentro de la suma es igual a cero, es decir, si la f (k)(0) = 0, para

k = 0, 1, 2, . . . , n

Demostración. En virtud de la propiedad de semi-grupo dada en la expresión (1.21) se busca bajo

qué condiciones se cumple (
RLDβ

(
RLDαf

))
(x) =

(
RLDβ+αf

)
(x). (1.22)

Para ello expresemos
(
RLDαf

)
(x) = (DnIn−αf) (x) y

(
RLDβf

)
(x) =

(
DmIm−βf

)
(x) con n− 1 <

α ≤ n y m− 1 < β ≤ m. Aśı de la ecuación (1.22), se tiene

(
RLDβ

(
RLDαf

))
(x) =

(
DmIm−βDnIn−αf

)
(x). (1.23)
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Y por otro lado (
RLDβ+αf

)
(x) =

(
DmDnIm−βIn−αf

)
(x). (1.24)

Luego, de las expresiones (1.23) y (1.24), se observa que la propiedad que estamos buscando es saber

si se cumple (
Im−βDnf

)
(x) =

(
DnIm−βf

)
(x).

Para comprobarlo integremos por partes la siguiente expresión

(
Im−βf

)
(x) =

1

m− β

x∫
0

(x− τ)m−β−1f(τ) dτ,

= − (x− τ)m−β f(τ)

(m− τ)Γ(m− β)

∣∣∣x
0

+
1

(m− β)Γ(m− β)

x∫
0

(x− τ)m−β f ′(τ) dτ,

=
f(0)xm−β

Γ(m− β + 1)
+

1

(m− β + 1

x∫
0

(x− τ)m−β f ′(τ) dτ,

=
f(0)xm−β

Γ(m− β + 1)
+
(
Im+1−βf ′

)
(x),

siguiendo con este proceso n-veces llegamos a que

(
Im−βf

)
(x) =

f(0)xm−β

Γ(m− β + 1)
+
(
Im+1−βf ′

)
(x),

=
n∑
k=0

fk(0)xm−β+k

Γ(m− β + k + 1)
+
(
Im+n−βf (n)

)
(x),

=
n∑
k=0

fk(0)xm−β+k

Γ(m− β + k + 1)
+
(
Im+n−βD(n)f

)
(x). (1.25)

Además, por la propiedad de semigrupo, el último término en la expresión (1.25) se puede expresar

como
(
InIm−βDnf

)
(x), por lo que al derivar n veces la expresión (1.25) y tomando en cuenta que

la derivada de Riemann-Liouville es el operador inverso por la izquierda de la integral (Proposición

1.3.3), llegamos a que

(
DnIm−βf

)
(x) = Dn

n∑
k=0

f (k)(0)xm−β+k

Γ(m− β + k + 1)
+
(
DnIm+n−βDnf

)
(x),

=

n∑
k=0

Dn f (k)(0)xm−β+k

Γ(m− β + k + 1)
+
(
DnInIm−βDnf

)
(x),

=

n∑
k=0

Dn f (k)(0)xm−β+k

Γ(m− β + k + 1)
+
(
Im−βDnf

)
(x).
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Llegamos entonces a la conclución de que la expresión

RLDβ
(
RLDαf

)
(x) =

(
RLDβ+αf

)
(x),

se cumple únicamente si todos los términos dentro de la suma son iguales a cero para toda x, lo

cual se cumple sólo si la función f es tal que f (k)(0) = 0, con k = 0, 1, 2 · · · , n. �

Funciones de esta clase son por ejemplo funciones de la forma f(x) = xn+1 g(x), donde g(x) es una

función n veces derivable. Para el caso de la derivada de Caputo la conclusión es la misma.

1.3.3. Integrales y derivadas fraccionarias de Liouville

Las integrales fraccionarias de Riemann-Liouville dadas en (1.13) y (1.14) fueron extendidas por

Joseph Liouville, de manera natural a los semiejes (−∞, b] y (a,∞] y también al eje real cuando

a = −∞ y b =∞. Consideramos en la siguiente definición, el caso sobre el eje real.

Definición 1.3.3. Sea f ∈ L1(a, b). Las integrales

(
Iαa+f

)
(x) :=

1

Γ(α)

x∫
a

f(z)

(x− z)1−αdz, −∞ < x <∞, (1.26)

(
Iαb−f

)
(x) :=

1

Γ(α)

b∫
x

f(z)

(z − x)1−αdz, −∞ < x <∞, (1.27)

son conocidas como integrales fraccionarias de Liouville de orden α por la izquierda y por

la derecha, respectivamente. Nuevamente Γ(x) es la función gama definida como en la Definición

1.2.13.

Estos operadores también se denominan integrales fraccionarias de Weyl, ya que éste fue el primero

en utilizarlos sobre dominios de funciones periódicas.

Cuando α = n, las expresiones dadas en (1.26) y (1.27) devuelven las fórmulas para la integral

iterada hasta el orden n de una función real (ver expresión (1.4)). Estas integrales fraccionarias

siguen definidas para funciones f ∈ Lp(R), con 1 ≤ p < 1
α .

Definición 1.3.4. Para funciones f ∈ AC [α](R), las siguientes igualdades

(
LDα

+f
)

(x) :=
(
DnIα−n+ f

)
(x), (1.28)

(
LDα
−f
)

(x) := (−1)n
(
DnIα−n− f

)
(x), (1.29)

definen las derivadas fraccionarias de Liouville de orden α, por la izquierda y derecha, res-

pectivamente. De igual manera Dn = dn

dxn , representa la n-ésima derivada.
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Las derivadas parciales fraccionarias de Liouville, se define como

(
L
−∞D

α
xf
)

(x, t) :=

(
∂n

∂xn
−∞I

n−α
x f

)
(x, t), (1.30)

(
L
−∞D

α
xf
)

(x, t) :=

(
∂n

∂xn
−∞I

n−α
x f

)
(x, t), (1.31)

siempre que la función f cumpla las condiciones planteadas como en el caso unidimensional, con

respecto a la variable de integración.

1.3.4. Derivada y derivada parcial fraccionaria de Caputo

La derivada de Riemann-Liouville tuvo un papel muy importante en el desarrollo del cuerpo teórico

del cálculo fraccionario y se utilizó con éxito en aplicaciones puramente matemáticas. Sin embargo,

al tratar de realizar modelizaciones matemáticas de fenómenos f́ısicos reales por medio de ecuaciones

diferenciales fraccionarias, surgió el problema de las condiciones iniciales de orden fraccionario. Este

tipo de condiciones no son f́ısicamente interpretables y presentan un obstáculo a la hora de hacer

uso práctico del cálculo fraccionario.

Por otra parte, el operador fraccionario de Caputo, en contraste con el de Riemann-Liouville, es

más idóneo en problemas de interés f́ısico, debido a que las condiciones iniciales involucradas en

los problemas se interpretan de igual forma que en el caso clásico. Esta definición, representa un

notable avance en el estudio de fenómenos f́ısicos como los de tipo viscoelásticos, entre otros.

A continuación presentamos las definiciones.

Definición 1.3.5. Para funciones f ∈ L1(a, b) la derivada fraccionaria de Caputo está definida

como

(
CDα

a+f
)

(x) :=
(
In−αa+ Dnf

)
(x), para x ≥ a, n = dαe,

y

ĺım
α→0

(
CDα

a+f
)

(x) := f(x).

La validez de esta definición está limitada para funciones f tales que Dnf ∈ L1(a, b). Esto es equi-

valente a decir que la n-ésima derivada de f es absolutamente integrable.

Proposición 1.3.4. Sea f ∈ L1(a, b), entonces se cumple lo siguiente

ĺım
α→n

(
CDα

+af
)

(x) := f (n)(x) ∀n ∈ N.
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Demostración. Usando la Definición 1.3.5 de la derivada fraccionaria de Caputo y la expresión

(1.13) de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville e integrando por partes, se tiene

ĺım
α→n

(
CDα

a+f
)

(x) = ĺım
α→n

f (n)(a)(x− a)n−α

Γ(n− α− 1)
+

1

Γ(n− α− 1)

x∫
a

(x− τ)n−αf (n+1)(τ)dτ

 ,

= f (n)(a) +

x∫
a

f (n+1)(τ)dτ,

= f (n)(x). �

Según lo anterior, cuando la función f satisface, con respecto a la variable de integración, las

condiciones necesarias para la existencia del operador de derivación fraccionaria, como en el caso

uno dimensional, entonces la derivada parcial fraccionaria de Caputo se define como

(
C
a+D

α
xf
)

(x, t) :=
1

Γ(n− α)

x∫
a+

∂n

∂zn f(z, t)

(x− z)α+1−ndz (1.32)

y

ĺım
α→0

(
C
a+D

α
a+f

)
(x, t) = f(x, t). (1.33)

En consecuencia si α = n, resulta

(
C
a+D

α
a+f

)
(x, t) =

∂nf(x, t)

∂xn
.

Además, si para todo x ∈ [a, b], f(x) es (n − 1)-veces diferenciable, con derivada continua en [a, b]

y f (n) ∈ L1[a, b], entonces se cumple lo siguiente

(
RLDα

a+f
)

(x) =
(
CDα

a+f
)

(x) +
n−1∑
j=0

f j(a+)

Γ(1 + j − α)
(x− a)j−α. (1.34)

De igual forma para funciones diferenciables hasta orden n−1 en a y para las que exista (RLDα
a+f)(x),

podemos presentar una nueva definición de la derivada fraccionaria de Caputo

(
CDα

a+f
)

(x) = RLDα
a+

f(x)−
n−1∑
j=0

f (j)(a+)
(x− a)j

j!

 . (1.35)

Proposición 1.3.5. La relación existente entre las derivadas fraccionarias de Caputo y de Riemann-

Liouville permite concluir que bajo las condiciones en la que vale la igualdad (1.34), la condición

fraccionaria (
RLDα

a+f(x)
)

(a+) = 0, (1.36)

equivale a las condiciones enteras

f j(a+) = 0, j = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (1.37)
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Demostración. Para demostrar lo anterior basta observar que, si se cumple la expresión (1.37),

entonces cuando x → a en la fórmula (1.34), se obtiene directamente la condición (1.36). Por

otro lado, si se cumple (1.36), entonces multiplicando ambos miembros de la identidad (1.34) por

(x − a)α−j , sucesivamente con j = n − 1, n − 2, . . . , 1, 0, y tomando los ĺımites cuando x → a, se

obtiene la sucesión de resultados f (n−1)(a) = 0, . . . , f ′(a) = 0, f(a) = 0; es decir, las condiciones de

(1.37). �

Definición 1.3.6. Sea α un número real, tal que n − 1 < α ≤ n. Entonces el kernel singular de

Riemann-Lioville esta dado por

Jα(t) :=
tα−1

Γ(α)
, t > 0, (1.38)

en donde, Γ(α) es la función Gama dada en la Definición 1.2.13.

1.4. Transformadas integrales de las derivadas e integrales fraccio-

narias

Antes de definir la transformada de Laplace para las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville

y Caputo. Se enuncian algunas propiedades la cual serán de importancia en la demostración de las

proposiciones subsecuentes.

La principal dificulta para resolver ecuaciones diferenciales clásicas ó fraccionarias con valores inicia-

les mediante la transformada de Laplace es calcular las transformadas inversas. Tal dificulta aparece

cuando tenemos que descomponer un producto en la suma de dos o más términos más simples y a

pesar de que el álgebra involucrada es elemental, puede llegar ser bastante complicado.

De esta manera seŕıa factible tener una regla de productos para las transformadas inversas de La-

place, es decir, poder calcularlas a partir de las transformadas inversas de cada uno de sus factores.

Estos resultados se formulan en los siguientes teoremas, pero antes una definición

Definición 1.4.1. Sean f, g funciones continuas definidas en [0,∞). Entonces, la convolución de

f y g, representada por (f ∗ g)(t) esta definida por

(f ∗ g)(t) :=

t∫
0

f(τ)g(t− τ)dτ para todo t ≥ 0.

Teorema 1.4.1. Supongamos que f, g ∈ L1(R) y que existe (f ∗ g) para cada x ∈ R. Entonces

Fx
{

(f ∗ g)(x)
}

(k) = (Fxf(x)) (k) (Fxg(x)) (k).
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Demostración. Aplicando la transformada de Fourier, según la expresión (1.9), tenemos

Fx
{

(f ∗ g)(x)
}

(k) =

∞∫
−∞

(f ∗ g) (x)e−ikxdx,

=

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

f(x− y)g(y)dy

 e−ikxdx,

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x− y)e−ik(x−y)g(y)e−ikxdydx.

Luego si z = x− y, obtenemos

Fx
{

(f ∗ g)(x)
}

(k) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(z)e−ikzg(y)e−ikydzdy,

= (Fxf(x)) (k) (Fxg(x)) (k).

�

Teorema 1.4.2. Sean f y g funciones continuas a trazos en [0,∞) y de orden exponencial ν > 0,

entonces la transformada de Laplace está dada por la expresión

Lt
{

(f ∗ g)(t)
}

(s) =
(
Ltf(t)

)
(s)
(
Ltg(t)

)
(s) ≡ F (s)G(s).

Demostración. Por definición de transformada de Laplace, se tiene

F (s)G(s) =

 ∞∫
0

e−sτf(τ)dτ

 ∞∫
0

e−sug(u)du

 ,

=

∞∫
0

∞∫
0

e−s(τ+u)f(τ)g(u)dτdu,

=

∞∫
0

f(τ)dτ

∞∫
0

e−s(τ+u)g(u)du.

Aśı usando el cambio de variable t = τ+u, donde τ está fijo y reescribiendo los ĺımites de integración

para t obtenemos

F (s)G(s) =

∞∫
0

f(τ)dτ

∞∫
τ

e−stg(t− τ)dt.

La región de integración es 0 ≤ τ < ∞, τ ≤ t < ∞. Cambiando el orden de integración, lo cual se

21



puede realizar haciendo uso del teorema de Fubini, obtenemos

F (s)G(s) =

∞∫
0

e−stdt

t∫
0

f(τ)g(t− τ)dτ =

∞∫
0

e−st

 t∫
0

f(τ)g (t− τ) dτ

 dt,

=

∞∫
0

(f ∗ g) (t)dt = Lt ((f ∗ g)(t)) (s). �

Una propiedad más que es de importancia, es la que se menciona en la siguiente

Proposición 1.4.1. Sea f ∈ L1(a, b) con −∞ < a < b <∞. Entonces, la transformada de Laplace

del operador fraccionario de Riemann-Liouville de orden α > 0, dado en la expresión (1.13), esta

dado de la siguiente manera

Lt
(
Iα0 f(t)

)
(s) =

1

sα
(
Ltf(t)

)
(s).

Demostración. Notemos que la integral fraccionaria de Riemann-Liouville Iα0 , dada en la Definición

1.3.1, la podemos ver, haciendo uso de la definición de convolución para dos funciones, (ver Definición

1.4.1), como

Iα0 f(x) = Jα(t) ∗ f(t),

en donde, Jα(t) esta dada por la ecuación (1.38). Para ello empezaremos calculando la transformada

de Laplace de la función Jα(t)

Lt (Jα(t)) (s) =

∞∫
0

tα−1

Γ(α)
e−stdt =

1

Γ(α)

∞∫
0

tα−1e−stdt. (1.39)

Ahora haciendo el cambio de variable u = st, en la expresión (1.39), se tiene

Lt (Jα(t)) (s) =
1

sαΓ(α)

∞∫
0

e−uuα−1du =
1

sα
.

Finalmente en virtud del teorema de convolución

Lt (Iα0 f(t)) (s) = Lt (Jα ∗ f(t)) (s) = (LtJα(t)) (s) · (Lt(f(t)) (s) =
1

sα
(Ltf(t)) (s). �

A continuación enunciaremos y probaremos algunos resultados sobre la aplicación de la transformada

de Laplace a las derivadas de orden fraccionario, tanto de Riemann-Liouville como de Caputo.

Proposición 1.4.2. Dada una función f ∈ Lt(R+), α > 0, n − 1 < α ≤ n, f ∈ Cn−1(R+) y

suponiendo que
(
RLDα−k−1

0 f
)

(t) es exponencial de orden νk > 0 para todo k=0,1,...,n-1, entonces

se cumple que
∞∫

0

e−st
(
RLDα

0 f(t)
)
dt := sα (Ltf(t)) (s)−

n−1∑
k=0

sk
(
RLDα−k−1

0 f
)

(0), (1.40)

para todo k=0,1,...,n-1 y Re(s) > m, con m = máx{νk | k = 0, 1, 2, ..., n− 1}.

22



Demostración. Aplicando la transformada de Laplace a la derivada fraccionaria de Riemann-

Liouville dada en la Definición 1.3.2, y teniendo en cuenta la Proposición A.0.1 del Apéndice A,

obtenemos

Lt
(
RLDα

0 f(t)
)

(s) = Lt
(
dn

dtn
In−αf(t)

)
(s)

= snLt
(
In−αf(t)

)
(s)− sn−1

(
In−αf

)
(0)

− sn−2
(
DIn−αf

)
(0)− · · · −

(
Dn−1In−αf

)
(0).

Además notando que

Lt
(
In−αf(t)

)
(s) =

(Ltf(t)) (s)

sn−α
,

según la Proposición 1.4.1. Llegamos

Lt
(
RLDα

0 f(t)
)

(s) = sα (Ltf(t)) (s)− sn−1
(
RLDα−nf

)
(0)− sn−2

(
RLDα−n+1f

)
(0),

− sn−3
(
RLDα−n+2f

)
(0)− · · · −

(
RLDα−1f

)
(0),

= sα (Ltf(t)) (s)−
n−1∑
k=0

sk
(
RLDα−k−1f

)
(0). �

Proposición 1.4.3. Si f (n)(t) ∈ L(R+) y si se cumple que f (k)(t) es de orden exponencial νk >

0 ∀ k = 0, 1, 2, ...., n− 1, entonces

∞∫
0

e−st
(
CDα

0 f(t)
)
dt := sα (Ltf(t)) (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0), (1.41)

para Re(s) > m, m = máx{νk | k = 0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Demostración. Por la definición de la derivada fraccionaria de Caputo dada en la Definición 1.3.5,

obtenemos

(
CDα

0 f
)

(x) =
(
In−α0 Dnf

)
(x), x > a, (1.42)

luego aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (1.42) y usando la Proposición 1.4.1,

obtenemos

Lt
(
CDα

0 f(x)
)

(s) = Lt
(
In−α0 f (n)(x)

)
(s) =

Lt
(
f (n)(x)

)
(s)

sn−α
(1.43)

Por lo tanto, haciendo usando la Proposición A.0.1 (véase Apéndice A) se tiene el resultado. �
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Observación 1.4.1. Es importante resaltar que cuando k = n − 1 en la fórmula (1.40), resulta

α − 1 < 0 y por lo tanto, RLDα−n
0 = In−α0 ; es decir, esta condición inicial es proporcionada por el

valor de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden n−α de la función f , calculada en

t = 0.

Para definir la fórmula de la transformada de Fourier de la integral fraccionaria de Liouville para

todo α, con α > 0, es necesario introducir un espacio adecuado de funciones.

Nosotros designaremos con S el espacio de Schwartz de todas las funciones infinitamente derivables

en todo el eje real, las cuales, al igual que todas sus derivadas, tiendan a cero, cuando |x| → ∞ de

forma más rápido que cualquier potencia de x−1. En otras palabras, si C∞0 (R) es el espacio de todas

las funciones infinitamente derivables en todo el eje real tales que f(x) es idénticamente cero en un

entorno de los extremos x = −∞ y x = ∞, entonces el conjunto S se compone de aquellas, y sólo

aquellas, funciones infinitamente diferenciables ϕ para las cuales se cumple la siguiente condición

Definición 1.4.2 (Espacio de Schwartz).

S =
{
ϕ ∈ C∞(R)

∣∣ ĺım
x→±∞

xnϕ(m)(x) = 0
}
, (1.44)

para todo n,m ∈ N.

Dentro de este espacio de Schwartz, Lizorkin introdujo un subespacio de funciones Φ ⊂ S, invariante

con respecto a la integración y a la derivación fraccionaria, en el sentido de que la aplicación de

estos operadores fraccionarios a una función de Φ sigue perteneciendo al mismo espacio.

Definición 1.4.3. Dado el subespacio

Ψ :=
{
ψ ∈ C∞

∣∣ ψ ∈ S, ψ(k) = 0, k = 0, 1, 2, ...,
}
⊂ S,

diremos que el conjunto de funciones de S cuya transformada de Fourier pertenece al espacio Ψ se

llama espacio de Lizorkin, es decir,

Φ :=
{
ϕ ∈ C∞(R)

∣∣ ϕ ∈ S, ϕ̂ ∈ Ψ
}
. (1.45)

El espacio de Lizorkin puede caracterizarse, de forma equivalente como el espacio de las funciones

de Schwartz ϕ ∈ S que resultan ser ortogonales a todos los polinomios, es decir

∞∫
−∞

tkϕ(t)dt = 0, k = 0, 1, 2, . . .

Debido a esto se puede anunciar la siguiente
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Proposición 1.4.4. Dada una función f(x) tal que f ∈ Φ con α > 0 se tiene(
Fx
(
Iα+f(x)

))
(k) = (−ik)−α (Fxf(x)) (k), (1.46)

(
Fx
(
LDα

+f(x)
))

(k) = (−ik)α (Fxf(x)) (k). (1.47)

Demostración. La expresión dada en (1.46), la podemos ver en virtud del teorema de convolución,

como (
Fx
(
Iα+f(x)

))
(k) = Fx (Jα ∗ f(x)) (k) = Fx (jα(x)) (k) · Fx (f(x)) (k).

Luego como la función Γ(α) esta definida para Re(α) > 0, entonces haciendo ik = s y cambiando a

t por x en la Proposición 1.4.1, resulta

(Fx (Jα ∗ f(x))) (k) =
1

(−ik)α
,

del cual se obtiene el resultado de la expresión (1.46).

Para demostrar la expresión (1.47) haremos uso de la ecuaciones (A.5) (ver Apéndice A) y (1.46).

Aśı (
Fx
(
LDα

+f(x)
))

(k) =

(
Fx

d

dx
I1−αf(x)

)
(k),

= (−ik)
(
FxI1−αf(x)

)
(k),

= (−ik)α (Fxf(x)) (k).

�

Las condiciones de existencia de la transformada de Fourier para la derivada fraccionaria se pueden

suavisar de la forma siguiente

Proposición 1.4.5. Dada una función f(x) ∈ Cn−1(R), n− 1 < α ≤ n, y tal que

ĺım
|x|→∞

f (h)(x) = 0, h = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Entonces, (
Fx
(
LDα

+f
))

(k) = (−ik)α(Fxf)(k). (1.48)

Debido a la validéz de esta última propiedad, será de utilidad introducir un nuevo subespacio del

espacio de Schwartz, el cual lo definimos de la siguiente manera

Definición 1.4.4 (Subespacio del espacio de Schwartz).

S̄ =
{
ϕ ∈ C∞(R)

∣∣ ĺım
x→±∞

ϕ(m)(x) = 0, m = 0, 1, 2, . . .
}
.
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Sobre el espacio S̄ se puede definir la transformada de Fourier de la derivada fraccionaria de Liouville

de orden α, con α > 0.

Observación 1.4.2. Es importante notar que cuando en el extremo inferior a = −∞ y se pide

que la función f(x) junto con la condición de que todas sus derivadas se anulen cuando x→ −∞,

entonces las definiciones de Riemann-Liouville y Caputo coinciden y por lo tanto, las fórmulas de

las transformadas de Fourier también.

1.4.1. Integrales y Derivadas fraccionarias generalizadas en S ′

En esta sección introducimos la noción de distribución o función generalizada, que será de utilidad

en el desarrollo de la misma (el lector puede consultar las referencias [37,39] para más detalles sobre

las distribuciones).

Definición 1.4.5. Un funcional lineal continuo T : S −→ C se denomina función generalizada ó

distribución de crecimiento lento.

Denotaremos con 〈T, ϕ〉 la imagen de una ϕ ∈ S bajo la acción de T y escribimos

〈T, ϕ〉 =

∞∫
−∞

T (x)ϕ(x)dx. (1.49)

Toda función integrable f(x) en valor absoluto sobre todo el eje real, genera un funcional lineal

continuo sobre S según la expresión (1.49) y existe debido a la desigualdad

∞∫
−∞

∣∣f(x)ϕ(x)dx
∣∣ ≤ sup

−∞<x<+∞

∣∣ ϕ(x)
∣∣ ∞∫
−∞

∣∣f(x)
∣∣ dx.

En general, una distribución puede ser diferenciada un número arbitrario de veces, según la siguiente

Definición 1.4.6. Dada ϕ ∈ S y k ∈ N, se tiene

〈T k, ϕ〉 = (−1)k〈T, ϕk〉. (1.50)

En efecto, para cualquier k ∈ N, T k sigue siendo una distribución debido a que, si ϕ ∈ S también

ϕk ∈ S.

De esta manera, para la transformada de Fourier de una función generalizada se obtiene

Proposición 1.4.6. [37] Dada ϕ ∈ S, se tiene

〈FxT, ϕ〉 = 〈T,Fxϕ〉. (1.51)
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También en este caso, el funcional FxT sigue siendo un elemento de S ′ debido a que, si ϕ ∈ S,

entonces Fxϕ ∈ S.

Si ahora consideramos el espacio de Lizorkin Φ ⊂ S como el espacio de funciones de prueba, se

definen las integrales y derivadas fraccionarias de Liouville para una función generalizada f ∈ Φ′

por medio de los siguientes resultados

Proposición 1.4.7. [38] Dadas f ∈ Φ′, ϕ ∈ Φ, y α tal que α > 0, resulta

〈LIα±f, ϕ〉 = 〈f,L Iα±ϕ〉, (1.52)

〈LDα
±f, ϕ〉 = 〈f,LDα

±ϕ〉. (1.53)

Un ejemplo relevante de una distribución en el espacio S ′ es la función delta. Dirac fue el primero

en introducir, en 1926, una notación para esta función y en darle un sentido expĺıcito desde el punto

de vista f́ısico como masa puntual [39].
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Caṕıtulo 2

La ecuación de vibración de vigas: Aproximación de Dirac

2.1. Introducción

La ecuación de Dirac libre puede ser considerada como la ráız cuadrada de la ecuación de Klein-

Gordon, la cual surge en el ámbito de la mécanica cuántica relativista, en la búsqueda de una

ecuación de ondas que modele la dinámica del electrón [47,48]. En un contexto más general Morinaga

y Nono [49], analizaron la ráız de orden entero η de ecuaciones diferenciales en la forma∑
|I|=η

aI
∂|I|

∂xI
φ = φ

y mostraron que, dicha ráız de orden entero η puede ser expresada por medio del siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales de primer orden

n∑
i=1

αi
∂Φ

∂xi
= Φ,

en donde α1, α2, . . . , αn son matrices, que desde el punto de vista f́ısico, describen los grados internos

de libertad del sistema asociado.

Una generalización de esta naturaleza, conduce a considerar ráıces cuadradas de ecuaciones diferen-

ciales de cualquier orden, que deben ser expresadas mediante sistemas de ecuaciones diferenciales en

las que intervengan derivadas de orden real. Trabajos recientes en este contexto se pueden encontar

en los articulos de Vázquez [50,51], en los cuales se introduce una definición de ráız cuadrada de la

ecuación de difusión estándar 1-dimensional.

Cabe mencionar que Oldham y Spanier [53, 54], fueron los primeros autores en derivar una formu-

lación que involucraba el operador matemático de semidiferenciación en sustitución de las leyes de

Fick, en un trabajo de 1970, pero en un contexto escalar y sin considerar grados de libertad internos.
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En el contexto de las investigaciones antes mencionadas, en la presente tesis analizaremos la ecuación

de vibración de vigas fraccionaria, vista desde el enfoque de Dirac en conexión con los operadores

diferenciales fraccionarios, debido a que proporcionan una herramienta eficaz para tratar con ecua-

ciones que estan escritas en términos de operadores diferenciales fraccionarios.

En este caṕıtulo ilustraremos el método de Dirac haciendo uso del álgebra de matrices de Pauli

para proponer una clase de interpolación entre dos de la ecuaciones más importantes de la f́ısica

metemática, la ecuación de difusión y la de ondas clásicas.

2.2. Ecuaciones de Evolución-Difusión de tipo Dirac

Recordemos que la ecuación de Dirac [6, 55]

[
i~γj

∂

∂xj
− mc

~
I4×4

]
ψ = 0, j = 0, 1, 2, 3, (2.1)

en donde, γj , j = 0, 1, 2, 3, son matrices de Dirac de 4 × 4, (x0, x1, x2, x3) ≡ (x, t, y, z) e I4×4 es

la matriz identidad de tamaño 4× 4; ofrece, en cierto sentido, la evolución de ψ similar a como lo

hace la ecuación de Klein-Gordon. Como es bien conocido, fue formulada originalmente por Dirac

en la búsqueda de una ecuación de ondas para el electrón, en el ámbito de la Mecánica Cuántica

Relativista, expresada como

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ,

en donde, el Hamiltoniano Ĥ es un operador lineal hermitiano [55].

Sin embargo, puede entenderse como la factorización de dos ecuaciones de Klein-Gordon,[
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2
−
(mc

~

)2 ]
I4×4ψ = 0, o equivalentemente

[ ∂

∂xj
− mc

~
I4×4

][ ∂

∂xj
+
mc

~
I4×4

]
ψ = 0.

Debido a esto uno puede trabajar con una ecuación que contiene una derivada de primer orden

con respecto a la variable de evolución, a pesar de que es un sistema de 4 ecuaciones diferenciales

lineales acopladas para el vector ψ de 4 componentes.

En este sentido, el método de la factorización de Dirac es muy eficaz para trabajar con ecuaciones

de evolución que son gobernados por operadores diferenciales de orden fraccionario u operadores

pseudo-diferenciales, permitiendo expresar a tales operadores como la suma de operadores, para

admitir una solución en términos de los operadores de ráız cuadrada. Además, este acercamiento a

los operadores de ráız cuadrada abre nuevas perspectivas dentro de la teoŕıa del cálculo fraccional,

lo que sugiere otras formulaciones a las definiciones y tratamientos ya establecidos.
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Se mostrará como explorar este método de factorización para tratar ecuaciones que involucran

operadores de ráız cuadrada.

Para ello, es conocido, que el álgebra de los operadores, es definitivamente diferente a la de los

números complejos. Por ejemplo, la identidad

Am +Bm = (A+B)m = (A+B)(A+B) · · · (A+B), (2.2)

no se cumple si A y B son no números reales o complejos. En efecto, sólo se cumple si A y B son

operadores o matrices que conmutan. La ecuación (2.2) es un procedimiento similar a la factorización

de Dirac. Además, es evidente que

A2 +B2 = (A+B)2 = (A+B)(A−B),

se cumple si A y B son operadores o matrices que conmutan, es decir, se satisface[
Â, B̂

]
:= ÂB̂ + B̂Â = 0. (2.3)

Por lo tanto, uno puede escribir la función ráız cuadrada
√
A2 +B2 en la forma√

A2 +B2 = Aα+Bβ, (2.4)

en donde, α y β resultan ser objetos matemáticos, tales que

α2 = β2 = 1, αβ + βα = 0, (2.5)

con el fin de satisfacer la igualdad (2.4). En principio A y B pueden ser números u operadores que

conmutan, siendo el segundo caso el de mayor interes.

Notemos que α y β no pueden ser simplemente números; de hecho, como una consecuencia directa

de (2.5) deben ser matrices sin traza con valores propios iguales a ±1 y por lo tanto de orden

2n× 2n, n = 1, 2, · · · y determinante igual a (−1)n.

Aśı, en un lado uno pierde la naturaleza de la función original, en la cual, la ecuación (2.4) se ha

de entender como un múltiplo de la matriz identidad de tamaño 2n× 2n. En efecto, la ecuación

(2.4) proporciona una matriz identidad en un espacio 2n-dimensional adecuado, cuyo significado y

dimensiones finales son dictadas por el problema en cuestión [56].

Y por otro lado, uno adquiere una expresión en forma de ráız cuadrada que podŕıa facilitarnos la

solución del problema, aunque deben ser interpretado en función de los grados de libertad.

Como ilustración, consideremos el sistema que define la ecuación de Dirac clásica 1-dimensional y

sin masa

(A∂t +B∂x) ψ(x, t) := 0, ψ(x, t) =

 u1(x, t)

u2(x, t)

 , (2.6)
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en donde, A y B son matrices de Pauli de tamaño 2× 2 que satisfacen

A2 = I, B2 = −I, AB +BA = 0, (2.7)

note la similitud con las expresiones (2.5).

Elevando al cuadrado el operador que aparece en el sistema (2.6), y usando las relaciones (2.7)

obtenemos

(A∂t +B∂x)2 ψ(x, t) =


(∂2
t − ∂2

x)u1(x, t),

(∂2
t − ∂2

x)u2(x, t).

Es decir, la ecuación de Dirac (2.6) es equivalente al sistema,
√

(∂2
t − ∂2

x)u1(x, t) = 0,

√
(∂2
t − ∂2

x)u2(x, t) = 0,

en el sentido de que coincide con la ráız cuadrada de la ecuación de Klein-Gordon para cada

componente u1, u2 del vector ψ, cuando la masa del electrón es m = 0.

En analoǵıa a la idea de Dirac es posible dar una definición de la ráız cuadrada de la ecuación de

difusión estándar 1-dimensional. En efecto, consideremos la siguiente ecuación diferencial de orden

fraccionario de tipo Dirac

(
A∂

1/2
t +B∂x

)
ψ(x, t) = 0, ψ(x, t) =

 u1(x, t)

u2(x, t)

 . (2.8)

Elevando al cuadrado el operador de la ecuación (2.8), usando las condiciones (2.7) y suponiendo

que se cumple ∂
1/2
t ∂

1/2
t f(x, t) = ∂tf(x, t) (véase [50]), obtenemos

√
(∂t − ∂2

x) u1(x, t) = 0,

√
(∂t − ∂2

x) u2(x, t) = 0.

Lo anterior nos induce a tratar de generalizar la idea de Dirac, para considerar, ahora la ráız

cuadrada de la ecuación de difusión fraccionaria generalizada

(
D2α
t u
)

(x, t) = λ2
(
D2β
x u
)
(x, t), 0 < α ≤ 1, β > 0, t > 0, x ∈ R, λ2 ∈ R+. (2.9)

De igual manera una posible definición de la ráız cuadrada de la ecuación de difusión fraccionaria

1-dimensional (2.9), a través de una ecuación de tipo Dirac de orden fraccionario con respecto a la
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variable temporal y espacial

(
ADα

t + λBDβ
x

)
ψ(x, t) = 0, ψ(x, t) =

 u1(x, t)

u2(x, t)

 , t > 0, x ∈ R, λ ∈ R\0, (2.10)

en donde, ψ(x, t) es una función de difusión fraccionaria de dos componentes, cada una de las cuales,

satisface la ecuación de difusión fraccionaria (2.9).

Nuevamente usando la idea de Dirac sobre el operador de la ecuación (2.10), obtenemos


√

(D2α
t +D2β

x ) u1(x, t) = 0,

√
(D2α

t +D2β
x ) u2(x, t) = 0.

En el álgebra generada por las matrices de Pauli que verifican las condiciones de (2.7), existen seis

posibilidades para elegir [57,58]. Consideremos las siguientes

A =

 0 1

1 0

 , B =

 0 1

−1 0

 . (2.11)

Sustituyendo esta elección en la ecuación (2.10) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones (des-

acoplado) 
(Dα

t u1) (x, t)− λ
(
Dβ
xu1

)
(x, t) = 0, (2.12)

(Dα
t u2) (x, t) + λ

(
Dβ
xu2

)
(x, t) = 0, (2.13)

Mientras que si elegimos la pareja

A1 =

 1 0

0 −1

 , B1 =

 0 1

−1 0

 , (2.14)

se tiene el sistema (acoplado)


(Dα

t u1) (x, t) + λ
(
Dβ
xu2

)
(x, t) = 0, (2.15)

(Dα
t u2) (x, t) + λ

(
Dβ
xu1

)
(x, t) = 0, (2.16)

en el que las componentes u1 y u2 no estan separadas.
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2.2.1. Teorema de Acoplamiento

La relación que existe entre las soluciones del sistema de ecuaciones acopladas (2.15) y (2.16) que

indicamos con u∗1 y u∗2 y las soluciones no acopladas u1 y u2 de las ecuaciones (2.12) y (2.13) se

encuentra mencionada en el siguiente toerema, de forma que en lo que sigue, se pueda restringir

el estudio anaĺıtico de dichas ecuaciones únicamente al sistema de ecuaciones con componentes

separadas.

Teorema 2.2.1. [59] Sean u1 y u2 las soluciones únicas del sistema de ecuaciones (2.12) y (2.13)

y u∗1 y u∗2, las soluciones de las ecuaciones (2.15), (2.16) respectivamente. Entonces, obtenemos

u∗1 =
u1 + u2

2
, (2.17)

u∗2 =
u2 − u1

2
. (2.18)

Demostración. Empezaremos con buscar, si existen, dos matrices

K =

 k1 k2

k3 k4

 , L =

 l1 l2

l3 l4

 ,

para las cuales se cumpla

KAL = A1, KBL = B1. (2.19)

Ahora desarrollando encontramos que K y L cumple las condiciones (2.19) si k1 = −k3, k2 = k4,

l1 = −l2 = 1
2k2

y l3 = l4 = 1
2k1

, es decir, cuando

K =

 k1 k2

−k1 k2

 , L =
1

2

 1
k2

−1
k2

1
k1

1
k1

 ,

Por ejemplo, puede elegirse

K =

 1 1

−1 1

 , L =
1

2

 1 −1

1 1

 .

Ahora bien, sea ψ(x, t) la solución única de la ecuación

ADα
t ψ(x, t) + λBDβ

xψ(x, t) = 0, ψ(x, t) =

 u1(x, t)

u2(x, t)

 ,

el cual es equivalente al sistema (2.12) y (2.13) con A y B de la forma (2.11). Buscamos la solución

ψ∗(x, t) del sistema de ecuaciones acopladas (2.15) y (2.16) que escribimos como

A1D
α
t ψ
∗(x, t) + λB1D

β
xψ
∗(x, t) = 0, ψ∗(x, t) =

 u∗1(x, t)

u∗2(x, t)

 , (2.20)
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la cual es quivalente al sistema de ecuaciones acoplado (2.15) y (2.16), con A1 y B1 de la forma

(2.14).

Entonces si se cumplen las condiciones (2.19) para A1 y B1, se puede reescribir la ecuación (2.20)

de la siguiente forma

K(ALDα
t ψ
∗(x, t) + λBLDβ

xψ
∗(x, t)) = 0, ψ∗(x, t) =

 u∗1(x, t)

u∗2(x, t)

 ,

por lo tanto, ψ∗(x, t) tendrá que verificar las condiciones (2.17) y (2.18) para ser solución de (2.20),

es decir,

ALDα
t ψ
∗(x, t) + λBLDβ

xψ
∗(x, t) = 0.

Pero esto equivale a pedir que

1

2k1

(
D∗t
(
u∗1(x, t) + u∗2(x, t)

)
+ λDβ

x

(
u∗1(x, t) + u∗2(x, t)

))
= 0,

1

2k2

(
D∗t
(
u∗1(x, t)− u∗2(x, t)

)
− λDβ

x

(
u∗1(x, t)− u∗2(x, t)

))
= 0,

y cada ecuación se hace nula si se cumplen las relaciones (2.17) y (2.18), al ser u1 y u2 las soluciones

de las ecuaciones (2.12) y (2.13). �

Observación 2.2.1. La idea de la ecuación Dirac expuesta anteriormente, se puede explicar fácil-

mente con el siguiente diagrama (véase Figura 2.1). Se puede ver, que entre la ecuación de difusión

y la ecuación de ondas, existe una ecuación de por medio que las une, esta es, la ecuación de di-

fusión fraccionaria. Luego al tratar con las matrices de Pauli, dadas en (2.7) y siendo α = 1/2 el

orden de la derivada en el tiempo, la ecuación fraccionaria de Dirac puede considerarse como la

ráiz cuadrada de la ecuación de difusión.

En conclusión, la ecuación fraccionaria de Dirac, nos permite dar una posible definición de ráız

cuadrada para la ecuación de ondas y la ecuación de difusión, en donde cada componente de la

función ψ(x, t) es solución para dichas ecuaciones. La dinámica de esta ecuación fraccionaria de

Dirac, depende del orden en la derivada y de la estructura en las matrices de Pauli. Resulta ser que

cuando α = 1/2, estas soluciones se interpretan como distribuciones de probabilidad asociadas a

ciertos grados de libertad internos del sistema, lo cual nos indicaŕıa que existe cierta dinámica en

la estructura interna del mismo.

A manera de ejemplo resolveremos un problema de Cauchy en todo R, con derivada fraccionaria

de Caputo en el tiempo y de Riemann-Liouville en el espacio, el cual es un caso particular de la

ecuación (2.12) que compone el sistema de ecuaciones desacoplado. A partir de este momento se

resolven problemas de Cauchy para el sistema de ecuaciones desacoplados (2.12) y (2.13). Tales

soluciones se encontrarán usando la transformada de Laplace y de Fourier
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Figura 2.1: Mecanismo de interpolación entre las ecuaciones de tipo de difusión y de ondas.

2.2.2. Ejemplo de un problema de Cauchy con derivada temporal y espacial

fraccionaria

Antes de relacionar la idea de Dirac con la ecuación de vibración para vigas, se analiza la solución

del siguiente problema de Cauchy con derivada fraccionaria de Caputo en la variable espacial y

de Riemann-Liouville en la variable temporal. Debido al buen comportamiento de estos operadores

la solución se busca en el espacio LF = L(R+) × F(R) (véase Definición 1.2.12) de funciones

u(x, t) para las cuales existe la transformada de Laplace respecto a t para cualquier x ∈ R fijo y la

transformada de Fourier respecto a x para cualquier t ∈ R+ fijo. Consideremos el siguiente problema

(
RL
0 Dα

t u
)

(x, t) = λ
(
C
0 D

β
xu
)

(x, t), t > 0, 0 < α ≤ 1, β > 0, x ∈ R, (2.21)


(
RL
0 Dα−1

t u
)

(x, 0+) = f(x), x ∈ R, (2.22)

ĺım
|x|→∞

u(x, t) = 0. (2.23)

Es de resaltar que la definición de Riemann-Liouville definida en (1.19) tiene la clara desventaja de

que las condiciones inciales son de orden fraccionario.
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La solución para el problema (2.21)-(2.23) se muestra en el siguiente

Teorema 2.2.2. Dado el problema de Cauchy (2.21)-(2.23), con 0 < α ≤ 1, f ∈ F(R) y F (k) =

(Fxf) (k) su solución u(x, t) ∈ LF esta dada por

u(x, t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

estds
1

2π

∞∫
−∞

F (k)

(sα − λ(−ik)β)
e−ikxdk, (2.24)

ó en forma equivalente

u(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

tα−1Eα,α(λ(−ik)βtα)F (k)e−ikxdk, (2.25)

siempre que la integral en el lado derecho existan.

Demostración. Aplicando la transformada de Laplace, dada en la Definición 1.2.8, a la ecuación

(2.21); utilizando las fórmulas (1.40) y (1.41) que proporciona la transformada de Laplace de la

derivada parcial fraccionaria de Riemann-Lioville y de Caputo. Además, teneniendo en cuenta las

relaciones (2.22) y (2.23) por un lado, tenemos

Lt
(
RL
0 Dα

t u
)

(x, s) = sα(Ltu)(x, s)−
(
RL
0 Dα−1

t u
)

(x, 0+) = sα(Ltu)(x, s)− f(x). (2.26)

Y por otro lado, (
λLt

(
C
0 D

β
xu
))

(x, s) = λ(Lux)(x, s) = λ(Lux)(x, s). (2.27)

De este modo igualando (2.26) y (2.27) se tiene

sα(Ltu)(x, s)− f(x) = λ(Lux)(x, s).

Ahora aplicando la transformada de Fourier a la expresión anterior y considerando la fórmula (A.5)

(véase Apéndice A) resulta, de un lado

Fx
{
sα(Ltu)(x, s)

}
− (Fxf) (k) = sα(FxLtu)(k, s)− F (k),

= λ(FxLtux)(k, s),

= sα û(k, s)− F (k).

(2.28)

Mientras que por otro lado

Fx
{
λ(Lux)(x, s)

}
= λ(FxLtux)(k, s) = λ(−ik)βû(k, s). (2.29)
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Igualando las ecuaciones (2.28) y (2.29) se deduce la relación expĺıcita de û(k, s) expresada de la

siguiente manera

û(k, s) =
F (k)

sα − λ(−ik)β
. (2.30)

De este modo aplicando las transformadas de Fourier y de Laplace inversas definidas en las Defini-

ciones 1.2.9 y 1.2.11, a la ecuación (2.30) y haciendo uso de la fórmula (B.11) (véase Apéndice B),

con α = β, a = λ(−ik)β y m = 0, obtenemos

(
L−1
s û

)
(k, t) = L−1

s

(
F (k)

sα − λ(−ik)β

)
,

= F (k)L−1
s

(
1

sα − λ(−ik)β

)
,

= F (k) tα−1Eα,α
(
λ(−ik)βtα

)
.

Por lo tanto, aplicando la transformada de Fourier inversa, resulta

u(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

tα−1Eα,α

(
λ(−ik)βtα

)
F (k)e−ikxdk.

Nuevamente si ahora aplicamos primero la transformada de Fourier inversa y después la transfor-

mada de Laplace inversa a la ecuación (2.30), se tiene

u(x, t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

estds
1

2π

∞∫
−∞

F (k)

(sα − λ(−ik)β)
e−ikxdk.

�

Si consideramos que la función f ∈ S̄ (es decir, pertenezca al subespacio del espacio de Schwartz

S̄ definido en la Definición 1.4.4, la solución dada en la expresión (2.25) puede escribirse en forma

expĺıcita como sigue.

Corolario 2.2.1. Sea f ∈ S̄. Entonces, la solución u(x, t) ∈ LF del problema de Cauchy (2.21)-

(2.22), con 0 < α ≤ 1 asume la forma

u(x, t) = tα−1
∞∑
j=0

(λtα)j

Γ(αj + α)

(
C
0 D

βj
x f
)

(x), (2.31)

siempre que la serie sea convergente para todo x ∈ R y t > 0.

Demostración. Si en la expresión (2.25) expresamos la función Mittag-Leffler mediante su repre-

sentación en serie, dada en (B.2) (véase Apéndice B) e intercambiando los śımbolos de integral con

el de suma, siendo esto posible, gracias a la convergencia uniforme de la función Mittag, se tiene
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u(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

tα−1Eα,α
(
λ(−ik)βtα

)
F (k)e−ikxdk =

tα−1

2π

∞∫
−∞

 ∞∑
j=0

(λ(−ik)βtα)j

Γ(αj + α)

F (k)e−ikxdk,

= tα−1
∞∑
j=0

(λtα)j

Γ(αj + α)

1

2π

∞∫
−∞

(−ik)βjF (k)e−ikxdk = tα−1
∞∑
j=0

(λtα)j

Γ(αj + α)

(
C
0 D

βj
x f
)

(x). �

Antes de proseguir con más resultados, enunciaremos una propiedad que resulta muy importante y

que corresponde a la distribución de Lévy estable, de la cual se conoce su densidad de probabilidad

expĺıcita, la llamada distribución de Cauchy-Lorentz [64]

p1(x, t, 0) =
(
F−1
k

(
e−t|k|

))
(x, t) =

1

π
· t2

(x2 + t2)
, (2.32)

y que será de gran utilidad en la demostración del siguiente resultado.

Corolario 2.2.2. La solución u(x, t) ∈ LF del problema de Cauchy (2.21)-(2.22), con β = 2,

0 < α ≤ 1, f(x) = δ(x) y λ > 0 esta dado por la siguiente expresión

u(x, t) =
t
α
2
−1

2λ
1
2

W

(
− |x|

(tαλ)
1
2

;−α
2
,
α

2

)
, (2.33)

en donde, W (z;α, β) es la función de Wright definida como en (B.12).

Demostración. Escribiendo la función Mittag-Leffler dada en la ecuación (2.25) mediante su re-

presentación integral (B.2) (véase Apéndice B), obtenemos

u(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

tα−1Eα,α
(
− λ(−ik)2tα

)
e−ikxdk,

=
1

2π

∞∫
−∞

e−ikx
tα−1

2πi

∫
Ha

eσ

σα + (λ
1
2k)2tα

dσdk,

=
1

2πi

∫
Ha

eσσ−
α
2 t

α
2
−1

2λ
1
2

∞∫
−∞

e−ikx

σ
α
2

(tαλ)
1
2

π

[(
σ
α
2

(tαλ)
1
2

)2

+ k2

]dσdk.
Ahora notemos que para λ > 0, la expresión interna en la última integral es la transformada de

Fourier de la función

σ
α
2

(tαλ)
1
2

π

( σ
α
2

(tαλ)
1
2

)2

+k2

 , con respecto a la variable k, de la densidad de distribución

de probabilidad Lévy estable de Cauchy-Lorentz dada en (2.32), entonces podemos escribir

u(x, t) =
t
α
2
−1

2λ
1
2

1

2πi

∫
Ha

e
σ− |x|

(tαλ)
1
2

σ
α
2

σ
α
2

dσ =
t
α
2
−1

2λ
1
2

W

(
− |x|

(tαλ)
1
2

;−α
2
,
α

2

)
,
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para 0 < α ≤ 1 y λ > 0. �

Finalmente como la condición inicial es la delta de Dirac, es de esperarse que para un cierto valor

de 0 < α ≤ 1, el resultado obtenido sea una distribución de probabilidad. Y aunque realmente este

tipo de condiciones dadas en las expresiones (2.22) y (2.23) no son f́ısicamente interpretables en la

práctica, en la siguiente observación seda una posible solución a este tipo de problemas.

Observación 2.2.2. Una posible solución a las relaciones (2.22) y (2.23) ha sido propuesta por

el matemático eslovaco Igor Podlubny en un reciente art́ıculo titulado “Geometric and Physical

Interpretation of Fractional Integration and Differentation” [34] en el que la interpretación f́ısica

y geométrica que le da a estos operadores fraccionarios está basada en el empleo de dos tipos de

tiempos, un tiempo cósmico y un tiempo individual (local), el cual esta estrechamente relacionada con

la teoŕıa de la relatividad [60]. Otra interpretación f́ısica y geométrica de los operadores fraccionarios

se da en [61].

Irving Ezra Segal profesor de matemáticas del Instituto Tecnológico de Massachusetts en 1972 con-

tinuó el trabajo de A. Einstein, en el campo de la teoŕıa de la Relatividad. Ezra Segal propuso una

variante de la Teoŕıa de la Relatividad, llamada Cronometŕıa Cosmológica (CC), la cual está ba-

sada en el análisis del tiempo [62]. De acuerdo a la CC existen dos clases de tiempo: un tiempo

Cósmico, y un tiempo Local, donde éste último es medido con los instrumentos actualmente

existentes [62, 63]. Este tiempo Local se modela usando una semirrecta con origen en cero y con

puntos equidistantes. Mientras que el tiempo Cósmico se modela de igual forma, pero ahora con

puntos no equidistantes.

2.3. La ecuación de vibración de vigas

De acuerdo a lo estudiado en la sección anterior, emplearemos la misma técnica con la que se

han construido los sistemas anteriores con el fin de buscar ráıces cuadradas de otras ecuaciones de

diferentes ordenes. En nuestro caso de la Ecuación de vibración para vigas que en su forma

más simple se escribe como

∂2

∂t2
u(x, t)− λ2 ∂

4

∂x4
u(x, t) = 0, (2.34)

y que puede generalizarse a su contraparte de orden fraccionario(
D2α
t u
)

(x, t) = λ2
(
D4β
x u
)
(x, t), 0 < α ≤ 1, 0 < β ≤ 1, (2.35)

de modo que su ráız cuadrada represente una nueva interpolación entre las ecuaciones de difusión

y de ondas clásicas para 0 < α, β ≤ 1.
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De este modo y por analoǵıa con las ideas de la sección 2.2, una posible definición de ráız cuadrada

para la ecuación de vibración fraccionaria para vigas se encuentra definida por medio de la

siguiente expresión

(
ADα

t + λBD2β
x

)
ψ(x, t) = 0, ψ(x, t) =

 u1(x, t)

u2(x, t)

 , x ∈ R, t > 0, (2.36)

en donde, A y B son las matrices de Pauli que satisfacen las relaciones (2.7). En concreto, para las

matrices

A =

 0 1

1 0

 , B =

 0 1

−1 0

 , (2.37)

la ecuación (2.36) nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones (desacoplado)


(Dα

t u1) (x, t)− λ
(
D2β
x u1

)
(x, t) = 0, (2.38)

(Dα
t u2) (x, t) + λ

(
D2β
x u2

)
(x, t) = 0. (2.39)

Mientras que si elegimos la pareja

A1 =

 1 0

0 −1

 , B1 =

 0 1

−1 0

 , (2.40)

se obtiene un sistema (acoplado)


(Dα

t u1)(x, t) + λ(D2β
x u2)(x, t) = 0, (2.41)

(Dα
t u2)(x, t) + λ(D2β

x u1)(x, t) = 0, (2.42)

en el que las componentes u1 y u2 de ψ no estan separadas.

Observación 2.3.1. Notemos que si α = 1, β = 1
2 . Entonces (2.38) y (2.39) se convierte en el

sistema:

(
∂2
t − ∂2

x

)
u1(x, t) = 0,

(∂2
t − ∂2

x)u2(x, t) = 0,

en el cual cada componente de ψ debe satisfacer una ecuación de onda.

Y si α = β = 1
2 , resulta que (2.38) y (2.39) se transforma en
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(∂t − ∂2
x)u1(x, t) = 0,

(∂t − ∂2
x)u2(x, t) = 0,

en donde, cada componente de ψ debe satisfacer una ecuación de difusión.

Ahora de acuerdo con lo expuesto para la ecuación de difusión fraccionaria definida en (2.10), y

tomando 0 < α ≤ 1 y β = 1 en la ecuación (2.36), consideremos el siguiente problema de Cauchy

(
CDα

0 u
)

(x, t) = λ
∂2

∂x2
u(x, t), t > 0, x ∈ R, 0 < α ≤ 1, (2.43)


u(x, 0+) = g(x), (2.44)

ĺım
|x|→∞

u(x, t) = 0. (2.45)

Observación 2.3.2. La condición (2.45) nos indicará que la solución del problema de Cauchy esta

localizada. Si g(x) = δ(x) es la función delta de Dirac, entonces la solución del problema de Cauchy

será llamada solución fundamental [65]. Esto, inevitablemente, nos permite hablar de los momentos

para la solución fundamental.

2.3.1. Soluciones desacopladas de la ecuación de vibración de vigas

La ecuación (2.43) corresponde a una posible especificación de las ecuaciones (2.38) y (2.39) que

componen el sistema de ecuaciones de componentes separadas en relación a la ecuación (2.36) con

A y B definidas en (2.37).

Teorema 2.3.1. Dado el problema de Cauchy (2.43)-(2.45), con g ∈ F(R) y G(k) = (Fxg)(k), su

solución u(x, t) ∈ LF está dada por

u(x, t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

estsα−1ds
1

2π

∞∫
−∞

G(k)

sα + λk2
e−ikxdk, γ = Re(s) > ν, (2.46)

ó en la forma equivalente,

u(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

Eα,1
(
−λk2tα

)
G(k)e−ikxdk, (2.47)

siempre que las integrales existan.

Demostración. Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (2.43), utilizando la fórmula

que proporciona la transformada de Laplace de la derivada parcial fraccionaria de Caputo cuando
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0 < α < 1 definida en (1.41) y teniendo en cuenta la condición (2.44), resulta

Lt
{
C
0 Dt

α
u
}

(x, s) =

∞∫
0

e−st
(
C
0 D

α
t u
)

(x, s)dt,

= sα (Ltu) (x, s)− sα−1u(0)(0),

= sα (Ltu)(x, s)− sα−1g(x).

Y por consiguiente,

sα (Ltu) (x, s)− sα−1g(x) = λ
∂2

∂x2
(Ltu) (x, s). (2.48)

Luego, aplicando la transformada de Fourier para derivadas enteras dada en la fórmula (A.5) (véase

Apéndice A, página 74) al lado izquierdo de la ecuación (2.48), se tiene

Fx
{
sα(Ltu) (x, s)− sα−1g(x)

}
(k, s) = sα (FxLtu) (k, s)− sα−1 (Fxg) (k),

= sα û(k, s)− sα−1G(k).

(2.49)

Y para el lado derecho de (2.48) tenemos

Fx
{
λ
∂2

∂x2
(Ltu)

}
(k, s) = λ

∂2

∂x2
(FxLtu)(k, s) = λ(−ik)2û(k, s). (2.50)

Igualando (2.49) y (2.50) se deduce la relación expĺıcita para û(k, s)

û(k, s) =
sα−1G(k)

sα + λk2
. (2.51)

Ahora, aplicando la transformada de Fourier inversa a la ecuación (2.51) resulta

ũ (x, s) =
(
F−1
k (û)

)
(x, s) =

sα−1

2π

∞∫
−∞

G(k)

sα + λk2
e−ikxdk.

Y por último aplicando la transformada de Laplace inversa a la ecuación anterior llegamos a

u(x, t) = L−1
s (ũ(x, s))(x, t) =

1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

estsα−1ds
1

2π

∞∫
−∞

G(k)

sα + λk2
e−ikxdk.

También se puede aplicar la transformada de Laplace inversa a la ecuación (2.51), luego utilizando

la relación (B.11) (véase Apéndice B), con µ = −λk2, h = 0 y β = 1, obtenemos

Eα,1
(
−λk2tα

)
= G(k)L−1

s

{ sα−1

sα + λk2

}
,

en donde,

Lt
{
Eα,1

(
− (kλ1/2)2tα

)}
=

sα−1

sα + λk2
, (2.52)
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ó en forma equivalente

(Fxu) (k, t) = G(k)Eα,1
(
−λk2tα

)
. (2.53)

Finalmente aplicando la transformada de Fourier inversa dada en la Definición 1.2.11 a la ecuación

(2.53) obtenemos

u(x, t) =
(
F−1
k Fxu

)
(x, t) =

1

2π

∞∫
−∞

Eα,1
(
−λk2tα

)
G(k)e−ikxdk.

�

En el caso de que g(x) pertenezca al subespacio del espacio de Schwartz S̄ definido en la Definición

1.4.4, entonces puede escribirse en forma impĺıcita, mediante la función especial de Mittag-Leffler,

el siguiente resultado.

Corolario 2.3.1. Sea g(x) ∈ S̄. Entonces la solución u(x, t) ∈ LF del problema de Cauchy (2.43)-

(2.45) toma la forma

u(x, t) =
∞∑
k=0

(
λ1/2tα

)k
Γ (αk + 1)

g(2k)(x). (2.54)

Demostración. Teniendo en cuenta la representación (B.3) (véase Apéndice B, página 75) e in-

tercambiando el signo de la integración con el de suma en (2.47) (lo que es posible gracias a la

convergencia uniforme de la serie que representa la función de Mittag-Leffler), podemos escribir

u(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

Eα,1
(
−λk2tα

)
G(k)e−ikxdk =

1

2π

∞∫
−∞

∞∑
k=0

(
(iλ1/2k)2tα

)k
Γ (αk + 1)

G(k)e−ikxdk,

=
∞∑
k=

(
λ1/2tα

)k
Γ (αk + 1)

1

2π

∞∫
−∞

(ik)2kG(k)e−ikxdk =
∞∑
k=0

(
λ1/2tα

)k
Γ(αk + 1)

g2k. �

2.3.2. Soluciones fundamentales del sistema desacoplado

En esta sección se busca la solución fundamental del problema de Cauchy (2.43)-(2.45) cuando

g(x) = δ(x)

(
CDα

0 u
)

(x, t) = λ
∂2

∂x2
u(x, t), t > 0, x ∈ R, 0 < α ≤ 1, (2.55)


u(x, 0+) = δ(x), x ∈ R, (2.56)

ĺım
|x|→∞

u (x, t) = 0. (2.57)
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El primer resultado que se anuncia es un corolario del Teorema 2.3.1 y representa la solución del

problema de Cauchy (2.55)-(2.57) obtenida con el método de la transformada de Fourier y de

Laplace.

Corolario 2.3.2. La solución fundamental u(x, t) ∈ LF del problema (2.55)-(2.57) está dada por

u(x, t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

estsα−1ds
1

2π

∞∫
−∞

1

sα + λk2
e−ikxdk, γ = Re(s) > ν, (2.58)

ó en la forma equivalente,

u(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

Eα,1(−λk2tα)e−ikxdk, (2.59)

siempre que las integrales existan.

Demostración Haciendo G(k) = 1 en (2.46) y (2.47), obtenemos la solución fundamental del pro-

blema de Cauchy (2.55)-(2.57) en las dos formas. �

El lema siguiente nos proporciona un resultado que será de gran utilidad en la de mostración del

teorema que daremos en seguida de este resultado.

Lema 2.3.1. Sea la siguiente función

z(x, t) =
i

2π

γ+i∞∫
γ−i∞

λ1/2

2
ests

α
2
−1e

(
sα

λ

) 1
2
x, λ > 0, 0 < α ≤ 1, (2.60)

entonces se tiene la siguiente identidad

z(x, t) = −λ
1/2

2t
α
2

W

(
x

(λtα)1/2
;−α

2
; 1− α

2

)
,

en donde, W (z;α, β) es una función de Wright dada en la expresión (B.12).

Demostración. Para simplificar la expresión dada en (2.60), se desarrolla en serie de Taylor la

función exponencial e

(
sα

λ

) 1
2
x, luego intercambiando el orden de los signos de integración con el de

suma (siendo esto posible gracias a la convergencia uniforme de la serie exponencial), obtenemos

z(x, t) =
i

2π

λ1/2

2

γ+i∞∫
γ−i∞

ests
α
2
−1e

(
sα

λ

) 1
2
x,

=
i

2π

λ1/2

2

γ+i∞∫
γ−i∞

ests
α
2
−1
∞∑
n=0

( x

λ1/2

)n 1

n!
s
nα
2 ,

= −λ
1/2

2

∞∑
n=0

( x

λ1/2

)n 1

n!

1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

s
αn+α

2
−1estds, γ ∈ R.
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Aplicando la sustitución st = σ, transformando el contorno de Hankel y utilizando la representación

de la función gama sobre dicho contorno definida en la ecuación (B.6) (véase Apéndice B, página

76), resulta

z (x, t) = −λ
1/2

2

∞∑
n=0

( x

λ1/2

)n 1

n!

∫
C

σ
αn+α

2
−1

t
αn+α

2

eσdσ,

= −λ
1/2

2t
α
2

∞∑
n=0

(
x

(λtα)
1
2

)n
1

n!

∫
C

σ
αn+α

2
−1eσdσ,

= −λ
1/2

2t
α
2

∞∑
n=0

1

Γ(−αn
2 −

α
2 + 1)n!

(
x

(λtα)
1
2

)n
.

Además tomando en cuenta la fórmula (B.12) (véase Apéndice B) deducimos la siguiente expresión

expĺıcita de z(x, t) en términos de la función de Wright

z(x, t) = −λ
1/2

2t
α
2

W

(
x

(λtα)
1
2

;−α
2

; 1− α

2

)
, (2.61)

válida para 0 < α < 1, que está en acuerdo con la propiedad (B.14) (véase Apéndice B) de la Proposi-

ción B.3.1 (véase Apéndice B). �

Ahora usaremos el Lema 2.3.1 y el teorema de los residuos para evaluar la integral interna en la

expresión (2.58) y llegar a una forma expĺıcita para la solución fundamental u(x, t) cuando α 6= 1.

Teorema 2.3.2. La solución fundamental u(x, t) ∈ LF del problema de Cauchy (2.55)-(2.57)

cuando α 6= 1, tiene la forma

u(x, t) =


0, x > 0,

λ1/2

2tα/2
W
(

x
(λtα)1/2

;−α
2 , 1−

α
2

)
, x ≤ 0,

(2.62)

para λ > 0, y

u(x, t) =


− λ1/2

2tα/2
W
(

x
(λtα)1/2

;−α
2 , 1−

α
2

)
, x ≥ 0,

0, x < 0,

(2.63)

para λ < 0.

Demostración. Notando que la integral interna (2.58) tiene polos en k = ±i
(
sα

λ

) 1
2 entonces si
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x < 0, está puede escribirse de la siguiente forma

∞∫
−∞

1

sα + λk2
e−ikxdk = 2πi Res

k=i
(
sα

λ

)1/2 [ 1

sα + k2λ
e−ikx

]
,

= 2πi

λ1/2e

(
sα

λ

) 1
2
x

2isα/2

 .
De este modo,

∞∫
−∞

1

sα + λk2
e−ikxdk =


πλ1/2e

(
sα

λ

) 1
2
x

sα/2
, λ > 0,

0, λ < 0,

mientras que para x > 0, se tiene,

∞∫
−∞

1

sα + λk2
e−ikxdk = −2πi Res

k=i
(
sα

λ

)1/2 [ 1

sα + k2λ
e−ikx

]
,

= −2πi

−λ1/2e

(
sα

λ

) 1
2
x

2isα/2

 .
Aśı,

∞∫
−∞

1

sα + λk2
e−ikxdk =


0, λ > 0,

−πλ
1/2e

(
sα

λ

) 1
2
x

sα/2
, λ < 0,

sustituyendo estas expresiones en (2.58), llegamos a escribir la solución del problema (2.55), (2.56)

como sigue

u(x, t) =



0, x > 0,

− i

2π

γ+i∞∫
γ−i∞

λ1/2

2
ests

α
2
−1e

(
sα

λ

) 1
2
x, x < 0,

(2.64)

para λ > 0, mientras que para λ < 0, resulta

u(x, t) =



i

2π

γ+i∞∫
γ−i∞

λ1/2

2
ests

α
2
−1e

(
sα

λ

) 1
2
x, x > 0,

0, x < 0,

(2.65)
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estás fórmulas demuestran que el problema (2.55) tiene solución fundamental nula u(x, t) = 0 para

los casos x > 0, λ > 0 y x < 0, λ < 0.

Por consiguiente sustituyendo z(x, t) dada en la expresión (2.61), en las expresiones (2.64) y (2.65)

estas asumen la siguiente forma

u(x, t) =


0, x > 0,

λ1/2

2tα/2
W
(

x
(λtα)1/2

;−α
2 , 1−

α
2

)
, x < 0,

u(x, t) =


− λ1/2

2tα/2
W
(

x
(λtα)1/2

;−α
2 , 1−

α
2

)
, x > 0,

0, x < 0,

para λ > 0 y λ < 0, respectivamente. �

Observación 2.3.3. A fin de determinar el valor de las soluciones en x = 0, punto en el cual

se pierde el carácter analático, hay que imponer la condición inicial u(x, 0) = δ(x). Para que tal

condición se verifique, u(x, t) tendra que tomar la forma de las expresiones (2.62) y (2.63). De modo

que si se utiliza la representación integral de la función de Wright dada en (B.12) (véase Apéndice

B) sobre el contorno de Hankel, se puede evaluar u(x, 0) como

u(x, 0) =



0, x > 0

− 1

2πi

∫
Ha

eσ

(λtα)1/2σ1−α
2

e
xσα/2

(λtα)1/2 dσ
∣∣∣
t=0

, x ≤ 0

=


0, x 6= 0,

+∞, x = 0,

si λ > 0, mientras que para λ < 0, resulta

u(x, 0) =



1

2πi

∫
Ha

eσ

(λtα)1/2σ1−α
2

e
xσα/2

(λtα)1/2 dσ
∣∣∣
t=0

, x ≥ 0

0, x < 0

=


+∞, x = 0,

0, x 6= 0.

Las superficies solución de las expresiones (2.62) y (2.63) se muestran en la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Superficies de la solución fundamental del problema de Cauchy (2.55)-(2.57), con x =

±100, α = 0.02 y λ = 100.

En el Teorema que sigue se proporcionan los momentos de la solución fundamental de u(x, t).

Para ello, antes de seguir vamos a introducir la siguiente función

u(x, t;α, β) =
1

2π

∞∫
−∞

Eα,1
(
−λk2tα

)
e−ikxdk, (2.66)

que serán de utilidad para los desarrollos posteriores. Y también la fórmula

∞∫
−∞

xnu(x, t;α, β)dx = (−i)n
[
∂n

∂kn
(Fxu)(k, t)

]
k=0

, (n = 0, 1, 2 . . . ). (2.67)

De esta manera, el siguiente resultado nos proporciona los momentos de la solución fundamental

u(x, t) del problema de Cauchy (2.55)-(2.57), sólo cuando n es un número par.

Teorema 2.3.3. Los momentos de la solución fundamental u(x, t) ∈ LF del problema (2.55)-(2.57)

valen

∞∫
−∞

xnu(x, t)dx = (−iλ1/2tα)2n Γ(n+ 1)

Γ(αn+ 1)
, n = 0, 2, 4, . . .

Demostración. Los momentos de la solución fundamental del problema (2.55)-(2.57), se calculan

aplicando la relación (2.67), (2.53) y teniendo en cuenta la expresión de la función Mittag-Leffler

en forma de suma (expresión (B.3)).
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∞∫
−∞

xnu(x, t)dx = (−i)n
 ∂n

∂kn

∞∑
j=0

(i2(λ1/2k)2)jtαj

Γ(αj + 1)


k=0

,

= (−i)n
 ∞∑
j=n

(iλ1/2)2j(k2)j−ntαj

Γ(αj + 1)

Γ(j + 1)

Γ(j − n+ 1)


k=0

,

=
(−i)n(iλ1/2)2ntαn

Γ(αn+ 1)
Γ(n+ 1),

= (−iλ1/2tα)2n Γ(n+ 1)

Γ(αn+ 1)
, n = 0, 2, 4, . . . �

2.3.3. Soluciones acopladas de la ecuación de vibración de vigas

Como consecuencia del Teorema 2.2.1, vamos a obtener las soluciones u∗1 y u∗2 del sistema de ecua-

ciones de componentes acopladas (2.41) y (2.42) cuando Dα
t =

(
C
0 D

α
t

)
y Dβ

x = ∂2

∂x2
. A saber

(
C
0 D

α
t u
∗
1

)
(x, t) + λ

∂2

∂x2
u∗2 (x, t)=0, 0 < α ≤ 1, (2.68)

(C
0 D

α
t u
∗
2

)
(x, t) + λ

∂2

∂x2
u∗1 (x, t)=0, (2.69)

junto con las condiciones iniciales y de frontera

ĺım
|x|→∞

u∗1 (x, t) = 0, u∗1 (x, 0+) = g(x), t > 0, (2.70)

ĺım
|x|→∞

u∗2 (x, t) = 0, u∗2(x, 0+) = g(x), t > 0. (2.71)

Si indicamos con u1(x, t) = uλ1 a la solución de la ecuación (2.43), entonces la solución para la

ecuación

(
C
0 D

α
t u2

)
(x, t) = −λ ∂2

∂x2
u1(x, t),

será

u2 (x, t) = u−λ1 (x, t) ,

ó bien

u2(x, t) = u−λ1 (x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

Eα,1
(
λk2tα

)
G(k)e−ikxdk.
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Corolario 2.3.3. Dados los problemas de Cauchy (2.68), (2.70) y (2.69), (2.71) con g ∈ F(R) y

G(k) = (Fxg) (k), las soluciones u∗1 ∈ LF y u∗2 ∈ LF están dadas por

u∗1(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

E2α,1

(
λ2k4t2α

)
e−ikx G(k)dk, (2.72)

u∗2(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

(λk2tα)E2α,α+1

(
λ2k4t2α

)
e−ikxG(k)dk, (2.73)

siempre que las integrales existan.

Demostración. Como u2(x, t) = u−λ1 y u1(x, t) = uλ1 , entonces podemos expresar u1 y u2 de la

siguiente manera

u1(x, t) = uλ1(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

e−ikxEα,1
(
−λk2tα

)
G(k)dk,

u2(x, t) = u−λ1 (x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

e−ikxEα,1
(
λk2tα

)
G(k)dk.

Además, observando que las expresiones que están en términos de la función Mittag-Leffler se pueden

expresar, como

Eα,1(−λk2tα) =

∞∑
j=0

(−λk2tα)

Γ(αj + 1)
,

Eα,1(λk2tα) =

∞∑
j=0

(λk2tα)

Γ(αj + 1)
.

Entonces, haciendo uso de la fórmula de duplicación dada en la expresión (B.5) (véase Apéndice B,

página 76) y del teorema de acoplación 2.2.1, obtenemos el resultado. �

La superficie solución para la expresión (2.72) se muestra en la Figura 2.3.

2.4. Estudio de la ecuación de vibración de vigas usando la trans-

formada de Fokas

En 1967 un nuevo método llamado método de la transformada de dispersión inversa (IST) se in-

trodujo para resolver problemas de valor inicial para ciertas ecuaciones en derivadas parciales no

linelaes, incluyendo la ecuación célebre de Korteweg de Vries y la de Schrödinger. La extensión

de este método (IST) para problemas de valores iniciales y de frontera, fue lograda por Fokas en

1997, introduciendo un método unificado para la resolver problemas de valor inicial y de frontera

no lineales integrables y EDP lineales [68].
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Figura 2.3: Superficie de la solución del Corolario 2.3.3, con −100 ≤ x ≤ 100, t = 1500 y α = 0.5

Este método es más general que los métodos clásicos, debido a que podemos encontrar una represen-

tación integral como solución a problemas en los que los métodos clásicos no se pueden aplicar. Esto

es particularmente claro para problemas que contienen derivadas superiores. Además para aquellos

casos en los que un método clásico produce una solución expĺıcita, el método de Fokas también

lo hace y nos permite determinar de manera directa cuántas y cuales condiciones de frontera son

necesarias para que el problema este bien planteado.

En esta sección analizaremos problemas de Cauchy para el sistema de ecuaciones desacoplado (2.38)

y (2.39), solo que en este caso consideraremos las ecuaciones en la semi-recta (R+). Resulta ser que

en este caso no es posible usar la transformada de Fourier, ya que solo esta definida sobre todo

R. Y aunque se podrian usar las transformadas del seno o coseno en su lugar, utilizaremos una

modificación del método de Fokas para resolver ecuaciones en diferenciales parciales a través de la

transformada que lleva su nombre.

A continuación definimos la transformada de Fokas, la cual es una especie de generalización de la

transformada de Fourier en algún sentido.

Definición 2.4.1. [69] Sea u(x, t) suave y con decaimiento suficiente definida en (0,∞)× (0,∞).

Entonces la transformada de Fokas esta dado mediante la expresión

û(k, t) :=

∫
R+

e−ikxu(x, t)dx, Im(k) ≤ 0, (2.74)

y su transformada inversa a través de

u(x, t) :=
1

2π

∫
R

eikxû(k, t)dk. (2.75)
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Esta transformada esta bien definida si
∣∣∣u(x, t)

∣∣∣ ≤Meνt con ν < Im(k).

Antes de iniciar con el estudio de problemas de Cauchy en R+, enunciaremos dos resultados que

serán de importancia en los análisis de dichos problemas.

Lema 2.4.1. Sea u(x, t) una función suave y β un número real positivo. Entonces la transformada

de Fokas del operador integral fraccionario de Riemann-Liouville para la función u(x, t) esta dado

de la siguiente manera

Îβu(k, t) =
1

(ik)β
û(k, t). (2.76)

Demostración. Notemos que la integral fraccionaria de Riemann-Liouville, Iβ0 u(x, t) dada en la

Definición 1.3.1, se puede escribir, haciendo uso del teorema de convolución definido en el Teorema

1.4.1, como

Iβ0 u(x, t) = Jβ(x) ∗ u(x, t),

en donde, Jβ(x) esta dada en la fórmula (1.38). Luego haciendo ik = s en la ecuación (2.74) y

teniendo en cuenta que la transformada de una convolución es el producto de las transformadas

(véase Teorema 1.4.2) se tiene

Îβu(k, t) = Ĵβ(k) · û(k, t), (2.77)

en donde,

Ĵβ(k) =

∞∫
0

e−sx
xβ−1

Γ(β)
dx =

1

Γ(β)

∞∫
0

e−sxxβ−1dx. (2.78)

A trevés del cambio de variable w = sx la ecuación (2.78) se escribe como

Ĵβ(k) =
1

(s)βΓ(β)

∞∫
0

e−wwβ−1dw =
1

(ik)β
. (2.79)

Luego sustituyendo la ecuación (2.79) en (2.77), obtenemos

Îβu(k, t) = Ĵβ(k) · û(k, t) =
1

(ik)β
û(k, t).

�

Observación 2.4.1. Notemos que el factor 1
(ik)β

con β > 0 es una función multivaluada, por lo

que debe especificarse una rama anaĺıtica adecuada.
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Lema 2.4.2. Dada una función u(x, t) ∈ Cn−1(R+) ∩ F(R+), β > 0, tal que n − 1 < β ≤ n, con

n ∈ N, para la cual existe la transformada de Fokas con respecto a x, entonces se cumple

∞∫
0

e−ikx
(
RLDβu(x, t)

)
dx = (ik)βû(k, t)−

n−1∑
j=0

(ik)j
(
Dn−j−1RLIn−βu

)
(0, t),

ó de forma equivalente

∞∫
0

e−ikx
(
RLDβu(x, t)

)
dx = (ik)βû(k, t)−

n−1∑
j=0

(ik)j
(
RLDβ−j−1u

)
(0, t).

Demostración. Haciendo ik = s y cambiando a t por x en la expresión (1.40) de la Proposición

1.4.2, obtenemos el resultado, ya que u(x, t) es una función de orden exponencial ν y se cumple que

Im s > ν. �

En lo que sigue consideraremos la rama anaĺıtica de la función kβ, definida por

kβ = |k|βei arg(k), 0 ≤ arg(k) < 2π,

en donde, arg(k) es el argumento principal de k.

Es bien conocido que dada una ecuación de evolución se requiere una cantidad suficiente de datos

y/o condicInes en la frontera para que el correspondiente problema de Cauchy este bien planteado.

A continuación escribimos una receta de cómo saber cuántas y de que orden deben ser las derivadas

fraccionarias de Riemann-Liouville en un problema de Cauchy.

Consideremos α = 1 y β > 1/2, entonces a partir de la ecuación (2.36) con D2β
x la derivada de

Riemann-Liouville y Dα
t = ∂

∂t , obtenemos

∂

∂t
u(x, t) = RLDβ

xu(x, t), x, t > 0, (2.80)

la cual es una posible especificación de las ecuaciones (2.38) y (2.39) que componen el sistema de

ecuaciones de componentes desacopladas en relación a la ecuación (2.36) con A y B definidas en

(2.37). Y consideremos la condición inicial

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R+. (2.81)

El Lema 2.4.2 nos permite determinar que se necesitan n condiciones de frontera de acuerdo a la

suposición de que n− 1 < β ≤ n, n ∈ N.

Es de resaltar que tales condiciones involucran derivadas de orden fraccionario del tipo Riemann-

Liouville. Supongamos que asignamos funciones (datos) gj(t) suaves a las condiciones de frontera a
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Dβ−j−1u(0, t), dadas por

RLDβ−1
x u(0, t) = g0(t), j = 0, (2.82)

RLDβ−2
x u(0, t) = g1(t), j = 1, (2.83)

...

RLDβ−j−1
x u(0, t) = I1+j−βu(0, t) = gj(t), j = 2, . . . , n− 1, (2.84)

en donde, la derivada parcial fraccionaria de Riemann-Liouville es como la definida en (1.19). A

este tipo de problemas constituido por (2.80)-(2.84) les llamaremos problemas de Cauchy gene-

ralizados.

Observación 2.4.2.

1. Notemos que la condición (2.84) ocurre cuando j = n − 1, ya que en este caso resulta que

β − n < 0, y por lo tanto, se tiene que RLDβ−n
x = RLIn−βx (véase ecuación (1.15)).

2. Las condiciones que aparecen en (2.82)-(2.84) son todas necesarias cuando 2 < β ≤ 3 para

j = 0, 1, 2. Mientras que sólo se necesitan las condiciones (2.82) y (2.84) cuando 1 < β ≤ 2 para

j = 0, 1. Y sólo es necesaria la condición (2.84) para el caso 0 < β ≤ 1.

En general, si n− 1 < β ≤ n se requieren n− 1 condiciones de frontera para tener un problema de

Cauchy generalizado bien planteado.

2.4.1. Problema de Cauchy generalizado para 1/2 < β ≤ 1

Si 1/2 < β ≤ 1 entonces β se encuentra entre cero y uno. Luego (2.84) implica que solo se requiere

la condición de frontera

RLDβ−1
x u(x, t) = g0(t). (2.85)

Teorema 2.4.1. Dada la ecuación (2.80) con condición inicial (2.81) y condición de frontera

(2.85). La solución a este problema de Cauchy generalizado esta dada por

u(x, t) =

∫
R+

G1(x, t, y)u0(y)dy +

t∫
0

G2(x, t, y)g0(s)ds,

en donde,

G1(x, t, y) =
1

2π

∫
R

eik(x−y)+(ik)βtdk, G2(x, t, y) = − 1

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx+(ik)β(t−s)dk.
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Demostración. Derivando la expresión (2.74) respecto de t obtenemos

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxut(x, t)dx. (2.86)

Luego sustituyendo la ecuación (2.80) en (2.86) tenemos

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxut(x, t)dx =

∫
R+

e−ikxRLDβ
xu(x, t)dx.

Ahora integrando por partes, usando la relación RLDβ
xu(x, t) = DnIn−βu(x, t) (véase expresión

(1.15)), y el decaimiento de u(x, t) hacia cero cuando x→∞, se tiene

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxDn
xI

n−βu(x, t)dx = −DxI
n−βu(0, t) + ik

∫
R+

e−ikxIn−βu(x, t)dx.

Notando que la última integral es la transformada de Fokas de In−βu(x, t), luego en virtud del Lema

2.4.1 y la condición de frontera (2.85), obtenemos

ût(k, t) = −g0(t) + (ik)βû(k, t). (2.87)

Multiplicando por el factor integrante e−(ik)βt, en donde ya se eligió la rama anaĺıtica adecuada

para (ik)β, e integrando por partes en la ecuación (2.87) tenemos, por un lado

t∫
0

e−(ik)βsûs(k, s)ds =

t∫
0

e−(ik)βsdû(k, s) = e−(ik)βtû(k, t)− û(k, 0) + (ik)β
t∫

0

e−(ik)βsû(k, s)ds,

= e−(ik)βtû(k, t)− û0(k) + (ik)β
t∫

0

e−(ik)βsû(k, s)ds,

en donde, hemos usado la condición inicial (2.81).

Es decir,

t∫
0

e−(ik)βsûs(k, s)ds = e−(ik)βtû(k, t)− û0(k) + (ik)β
t∫

0

e−(ik)βsû(k, s)ds. (2.88)

Y por el otro lado

−
t∫

0

e−(ik)βsg0(s)ds+ (ik)β
t∫

0

e−(ik)βsû(k, s)ds, (2.89)

De esta forma de las ecuaciones (2.88) y (2.89), obtenemos la siguiente relación

e−(ik)βt û(k, t) = û0(k)− g̃0(−(ik)β, t), Im(k) ≤ 0, (2.90)
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en donde,

g̃j(k, t) =

t∫
0

eksRLDβ−j−1
x u(0, s)ds, j = 0, Im(k) ≤ 0. (2.91)

Ahora (2.90), implica

û(k, t) = e(ik)βtû0(k)− e(ik)βtg̃0(−(ik)β, t).

de donde aplicando la transformada inversa de Fokas definida en la ecuación (2.75), se tiene una

expresión integral para u(x, t)

u(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)β)t û0(k)dk − 1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)β)tg̃0(−(ik)β, t)dk, (2.92)

en donde, Re(ik) < 0 y Re(−(ik)β) > 0 para que las integrales existan, ya que x > 0 y t > 0.

A continuación realizaremos un análisis detallado para determinar en donde son seccionalmente

anaĺıticos los integrandos de cada integral que aparece en la representación de la solución u(x, t).

Esto con el fin de asegurar la existencia de tales integrales. Y lo más importante es que deformaremos

los ĺımites de integración sobre todo R a una curva adecuada en el plano complejo.

Si k = kR + ikI entonces ik = ikR − kI. Luego, eikx tiene decaimiento si kI > 0 pues x > 0.

Por otro lado, e(−(ik)β)t tendrá decaimiento si Re(−(ik)β) > 0 puesto que t > 0.

Sea D := {k ∈ C : Re(−(ik)β) < 0}. Además, sea D+ := D ∩ C+ y D− := D ∩ C−, en donde

C+ := {k ∈ C : Im(k) > 0} y C− := {k ∈ C : Im(k) < 0}. Luego si 0 ≤ arg(k) < 2π, entonces

−(ik)β =
∣∣k∣∣β[[ cos

(
βπ
2

)
cos
(
β arg(k)

)
+ sen

(
βπ
2

)
sen
(
β arg(k)

)]
− i
[
sen
(βπ

2

)
cos
(
β arg(k)

)
+ cos

(βπ
2

)
sen
(
β arg(k)

)]]
.

Que Re(−(ik)β) < 0 es equivalente a escribir que cos
(
β arg(k)+ βπ

2

)
< 0. Ahora si β es de la forma

β = n
n+1 , con n > 1, encontramos una región D, dada por

D =
{
k ∈ C : arg(k) ∈

(
0,

2π

n

)
∪
( π

2n
(2n+ 3), 2π

)}
,

es decir, D son todos los números complejos k cuyo argumento hace que Re(−(ik)β) < 0, (véase

Figura 2.4).

Luego, haciendo el cambio de variable k → −k en la expresión (2.90), encontramos que ahora esta

es válida cuando Im(k) ≥ 0. Además el integrando de la segunda integral en (2.92) es entera y tiene
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decaimiento cuando k → ∞ para k ∈ C+ \D+. Ahora, consideremos el contorno Γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3

como se muestra en la Figura 2.4. Usando la analiticidad del integrando eikx−(−(ik)β)tg̃0(−(ik)β, t),

obtenemos por el teorema de Cauchy∫
Γ

eikx−(−(ik)β)tg̃0(−(ik)β, t)dk =

(∫
γ1

+

∫
γ2

+

∫
γ3

)
eikx−(−(ik)β)tg̃0(−(ik)β, t)dk = 0.

En virtud del lema de Jordan resulta que la integral a lo largo de γ3 desaparece debido al decaimiento

de la función eikx−(−(ik)β)t en la región C+ \D+. De este modo, obtenemos que la integral a lo largo

de la ĺınea real puede ser reemplazada por ∂D+ ∪ γ1.

Por lo tanto, integrando sobre ∂D+ ∪ γ1 (véase Figura 2.4) en la segunda integral de la expresión

(2.92), obtenemos

u(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)β)tû0(k)dk − 1

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx−(−(ik)β)tg̃0(−(ik)β, t)dk,

ó bien de la forma

u(x, t) =

∫
R+

G1(x, t, y)u0(y)dy +

t∫
0

G2(x, t− s)g0(s) ds,

en donde,

G1(x, t, y) =
1

2π

∫
R

eik(x−y)−(−(ik)β)tdk, G2(x, t− s) = − 1

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx+(−(ik)β)(s−t)dk. �

2.4.2. Ejemplo: β = 2
3

A manera de ejemplo, consideremos el problema de Cauchy generalizado

ut(x, t) = RLD
2
3
x u(x, t), x, t > 0, (2.93)


u(x, 0) = u0(x), x ∈ R+ (2.94)

RLD
− 1

3
x u(0, t) = g0(t), t > 0. (2.95)

La solución de este problema se da en el siguiente

Corolario 2.4.1. La solución del problema de Cauchy (2.93) con condición inicial (2.94) y condi-

ción de frontera (2.95) para β = 2
3 , esta dada por

u(x, t) =

∫
R+

G1(x, t, y)u0(y)dy +

t∫
0

G2(x, t− s)g0(s) ds,
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Figura 2.4: Contorno ∂D+ ∪ γ1 para la derivada fraccionaria 1/2 < β ≤ 1.

en donde,

G1(x, t, y) =
1

2π

∫
R

eik(x−y)−(−(ik)
2
3 )tdk, G2(x, t− s) = − 1

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx+(−(ik)
2
3 )(s−t)dk.

Demostración. Derivando la expresión (2.74) respecto de t obtenemos

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxut(x, t)dx. (2.96)

Luego sustituyendo la expresión (2.93) en la ecuación anterior, se tiene

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxut(x, t)dx =

∫
R+

e−ikxRLD
2
3
x q(x, t)dx.

Ahora integrando por partes, usando la relación RLDβ
xu(x, t) = DnIn−βu(x, t) (véase expresión

(1.15)), y usando el decaimiento de u(x, t) hacia cero cuando x→∞, se tiene

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxDxI
1
3u(x, t)dx = −I

1
3u(0, t) + ik

∫
R+

e−ikxI
1
3u(x, t)dx,

= −D−
1
3

x u(0, t) + ik Î
1
3u(k, t).
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Notando que la última integral es la transformada de Fokas de I
1
3u(x, t), entonces usando el Lema

2.4.1 y la condición de frontera (2.95), se tiene

ût(k, t) = −g0(t) + (ik)
2
3 û(k, t). (2.97)

Luego multiplicando por el factor integrante e−(ik)
2
3 t, en donde ya se eligió la rama anaĺıtica ade-

cuada para (ik)
2
3 , e integrando por partes en la ecuación (2.97) se tiene por un lado

t∫
0

e−(ik)
2
3 sûs(k, s)ds =

t∫
0

e−(ik)
2
3 sdû(k, s)ds = e−(ik)

2
3 tû(k, t)− û(k, 0) + (ik)

2
3

t∫
0

e−(ik)
2
3 sû(k, s)ds,

= e−(ik)
2
3 tû(k, t)− û0(k) + (ik)

2
3

t∫
0

e−(ik)
2
3 sû(k, s)ds,

en donde hemos usado la condición inicial (2.81).

Es decir,

t∫
0

e−(ik)
2
3 s ûs(k, s)ds = e−(ik)

2
3 tû(k, t)− û0(k) + (ik)

2
3

t∫
0

e−(ik)
2
3 sû(k, s)ds. (2.98)

Y por otro lado,

−
t∫

0

e−(ik)
2
3 sg0(s)ds+ (ik)

2
3

t∫
0

e−(ik)
2
3 sû(k, s)ds. (2.99)

De esta forma de las ecuaciones (2.98) y (2.99), se tiene la relación

e−(ik)
2
3 t û(k, t) = q̂0(k)− g̃0(−(ik)

2
3 , t), Im(k) ≤ 0, (2.100)

en donde,

g̃0(k, t) =

t∫
0

eksRLD
− 1

3
x u(0, s)ds, j = 0, Im(k) ≤ 0. (2.101)

Ahora (2.100), implica

û(k, t) = e(ik)
2
3 t û0(k)− e(ik)

2
3 tg̃0(−(ik)

2
3 , t),

de donde aplicando la transformada inversa de Fokas definida en la ecuación (2.75), se tiene una

expresión para u(x, t)

u(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)
2
3 )tû0(k)dk − 1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)
2
3 )tg̃0(−(ik)

2
3 , t)dk, (2.102)
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en donde Re(ik) < 0 y Re(−(ik)
2
3 ) > 0 para que las integrales existan.

Nuevamente realizaremos un análisis detallado para determinar donde son seccionalmente anaĺıticos

los integrandos de cada integral que aparece en la representación de la solución q(x, t). Esto con

el fin de asegurar la existencia de tales integrales. Y lo más importante es que deformaremos los

ĺımites de integración sobre todo R a una curva adecuada en el plano complejo.

Notese que si k = kR + ikI entonces ik = ikR − kI. Luego, eikx tiene decaimiento si kI > 0 pues

x > 0. Por otro lado e(−(ik)
2
3 )t tiene decaimiento si Re(−(ik)

2
3 ) > 0 puesto que t > 0.

Sea D =
{
k ∈ C : Re(−(ik)

2
3 ) < 0

}
. Y D+ y D− como antes. Luego si 0 ≤ arg(k) < 2π, se obtiene

−(ik)
2
3 =

∣∣k∣∣ 23[ [−1
2 cos

(
2
3 arg(k)

)
+
√

3
2 sen

(
2
3 arg(k)

)]
− i
[√

3
2 cos

(
2
3 arg(k)

)
+ 1

2 sen
(

2
3 arg(k)

)] ]
.

Que Re(−(ik)
2
3 ) < 0 es equivalente a escribir que

[
− 1

2 cos
(

2
3 arg(k)

)
+
√

3
2 sen

(
2
3 arg(k)

)]
< 0.

Este último es equivalente a escribir cuando sen
(
− π

6 + 2
3 arg(k)

)
< 0. Y como β es de la forma

β = n
n+1 , encontramos que D, esta dada por

D =
{
k ∈ C : arg(k) ∈

(
0,
π

4

)
∪
(7π

4
, 2π
)}
,

es decir, D son todos los números complejos k cuyo argumento hace que Re(−(ik)
2
3 ) < 0 (véase

Figura 2.5).

Realizando el cambio de variable k → −k en la expresión (2.100) esta ahora es válida cuando

Im(k) ≥ 0. Además el integrando de la segunda integral en (2.102) es entera y tiene decaimiento

cuando k →∞ para k ∈ C+ \D+. Consideremos el contorno Γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 como se muestra en

la Figura 2.5, entonces usando la anaĺıticidad de la función eikx−(−(ik)
2
3 )tg̃0(−(ik)

2
3 , t) y el teorema

de Cauchy, se tiene∫
Γ

eikx−(−(ik)
2
3 )tg̃0(−(ik)

2
3 , t)dk =

(∫
γ1

+

∫
γ2

+

∫
γ3

)
eikx−(−(ik)

2
3 )tg̃0(−(ik)

2
3 , t)dk = 0.

Luego por el lema de Jordan resulta que la integral a lo largo de γ3 desaparece debido al decaimiento

de la función eikx−(−(ik)
2
3 )t en la región C+ \D+. De este modo, nosotros obtenemos que la integral

a lo largo de la linea real puede ser reemplazada por ∂D+ y por la curva γ1.

Por lo tanto, integrando sobre ∂D+ ∪ γ1 (véase Figura 2.5) en la segunda integral de la ecuación

(2.102), se obtiene

u(x, t) =
1

2π

∫
R+

eikx−(−(ik)
2
3 )tû0(k)dk − 1

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx−(−(ik)
2
3 )tg̃0(−(ik)

2
3 , t)dk,
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Figura 2.5: Contorno ∂D+ ∪ γ1 para la derivada fraccionaria β = 2/3

ó de forma equivalente,

u(x, t) =

∫
R+

G1(x, t, y)q0(y)dy +

t∫
0

G2(x, t− s)g0(s) ds,

en donde,

G1(x, t, y) =
1

2π

∫
R

eik(x−y)−(−(ik)
2
3 )tdk, G2(x, t− s) = − 1

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx+(−(ik)
2
3 )(s−t)dk. �

2.4.3. Problema de Cauchy generalizado para 1 < β ≤ 2

Si β se encuentra entre los enteros positivos 1 y 2, entonces a partir de (2.84) obtenemos que se

requieren 2 condiciones en la frontera,

RD
β−1
x u(0, t) = g0(t), t > 0, (2.103)

RD
β−2
x u(0, t) = g1(t), t > 0. (2.104)
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Teorema 2.4.2. Dada la ecuación (2.80), con condición inicial (2.81) y condiciones de frontera

(2.103),(2.104). La solución del problema de Cauchy generalizado esta dado por

u(x, t) =

∫
R+

G1(x, t, y)u0(y)dy +

t∫
0

G2(x, t− s)g1(s)ds,

en donde,

G1(x, t, y) =
1

2π

(∫
R

eik(x−y)−(−(ik)β)tdk −
∫

∂D+∪γj

eik(x−yei
π
β )+(ik)βtdk

)
,

G2(x, t− s) =
1

2π

∫
∂D+∪γj

eikx−(−(ik)β)(t−s)k(e
iπ
β − 1)dk.

Demostración. Derivando la expresión (2.74) respecto de t se obtiene

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxut(x, t)dx. (2.105)

Luego sustituyendo la expresión (2.80) en la ecuación (2.105) resulta

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxut(x, t)dx =

∫
R+

e−ikxRLDβ
xu(x, t)dx.

Ahora integrando por partes, usando la relación RLDβ
xu(x, t) = DnIn−βu(x, t) (véase expresión

(1.15)), y usando el decaimiento de u(x, t) hacia cero cuando x→∞, se tiene

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxDn
x I

n−βu(x, t)dx,

= −RLDβ−n+1
x u(0, t) + ik

[
−In−βu(0, t) + ik În−βu(k, t)

]
.

La última expresión de la igualdad es la transformada de Fokas de In−βu(x, t), entonces usando el

Lema 2.4.1 y las condiciones de frontera (2.103) y (2.104) se tiene

ût(k, t) = −g0(t)− ikg1(t) + (ik)βû(k, t). (2.106)

Multiplicando por el factor integrante e−(ik)βt, en donde ya se eligió la rama anaĺıtica adecuada

para (ik)β, e integrando por partes en la ecuación (2.106) se tiene por un lado

t∫
0

e−(ik)βsûs(k, s)ds =

t∫
0

e−(ik)βsdû(k, s)ds = e−(ik)βtû(k, t)− û(k, 0) + (ik)β
t∫

0

e−(ik)βsû(k, s)ds,

= e−(ik)βtû(k, t)− û0(k) + (ik)β
t∫

0

e−(ik)βsû(k, s)ds,
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en donde ya hemos usado la condición inicial. Es decir,

t∫
0

e−(ik)βs ûs(k, s)ds = e−(ik)βtû(k, t)− û0(k) + (ik)β
t∫

0

e−(ik)βsû(k, s)ds. (2.107)

Y por el otro lado,

−
t∫

0

e−(ik)βsg0(s)ds− ik
t∫

0

e−(ik)βsg1(s)ds+ (ik)β
t∫

0

e−(ik)βsû(k, s)ds. (2.108)

De esta forma de las ecuaciones (2.107) y (2.108), se tiene la siguiente relación

e−(ik)βt û(k, t) = û0(k)− g̃0(−(ik)β, t)− ikg̃1(−(ik)β, t), Im(k) ≤ 0, (2.109)

en donde,

g̃j(k, t) =

t∫
0

eksRLDβ−j−1
x u(0, s)ds, j = 0, 1., Im(k) ≤ 0. (2.110)

Ahora (2.109), implica

û(k, t) = e(ik)βt û0(k)− e(ik)βtg̃0(−(ik)β, t)− ike(ik)βtg̃1(−(ik)β, t),

de donde aplicando la transformada inversa de Fokas definida en la ecuación (2.75), se tiene una

expresión para u(x, t)

u(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)β)tû0(k)dk − 1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)β)tg̃0(−(ik)β, t)dk

− i

2π

∫
R

eikx−(−(ik)β)tkg̃1(−(ik)β, t)dk.

(2.111)

en donde Re(ik) < 0 y Re(−(ik)β) > 0 para que las integrales existan.

Determinemos las regiones de analiticidad de los integrandos y busquemos invarianza en algún

sentido de dichas funciones en regiones adecuadas.

Sea D = {k ∈ C : Re(−(ik)β) < 0}, con D+ y D− como antes. Luego si 0 ≤ arg(k) < 2π, se obtiene

−(ik)β =
∣∣k∣∣β([ cos

(βπ
2

)
cos
(
β arg(k)

)
+ sen

(βπ
2

)
sen
(
β arg(k)

)]
− i
[
sen
(βπ

2

)
cos
(
β arg(k)

)
+ cos

(βπ
2

)
sen
(
β arg(k)

)])
.

Que Re(−(ik)β) < 0 es equivalente a escribir que cos
(
β arg(k) + βπ

2

)
< 0. De donde, encontramos

que la región D esta dada por

D =
{
k ∈ C : arg(k) ∈

(
0,
π

β
(1− β)

)
∪
( π

2β
(3− β), 2π

)}
.
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Hasta este momento solo hemos encontrado una representación integral para el problema de Cauchy

generalizado en cuestión y las regiones de decaimiento de la función eikx+(ik)βt. Sin embargo, la

representación integral (2.111) no representa una solución para u(x, t), ya que depeden de los datos

de frontera los cuales no todos son conocidos siempre y que en nuestro caso son g̃j(t) para j = 0, 1,

para t > 0. Es bien conocido que en la práctica no se dispone de todos los datos en la frontera. Para

librar este obstáculo resolvemos la relación (2.109) para un dato desconocido, en este caso g̃0 el cual

es válido en C− (véase expresión (2.110)); mientras que (2.111) requiere una expresión para g̃0 válida

a lo largo de ∂D+. Con este fin se busca una transformación que transforme el contorno ∂D+ a un

contorno en el semi-plano inferior C−, dejando a g̃0(w(k), t) invariante. Para tal fin estudiaremos

la simetŕıa de w(k) := −(ik)β (llamada también relación de dispersión). No es dif́ıcil comprobar

que la relación de dispersión w(k) es invariante bajo el cambio k → ke
iπ
β . Es decir, si ν(k) = ke

iπ
β

entonces se cumple que w(k)− w(ν(k)) = 0.

Por lo tanto, aplicando esta transformación en la expresión (2.109) y despejando g̃0, se tiene

g̃0

(
− (ik)β, t

)
= −e−(ik)βtû

(
ke

iπ
β , t
)

+ û0(ke
iπ
β )− (ike

iπ
β )g̃1(−(ik)β, t), Im ≥ 0, (2.112)

relación válida en C+.

Considerando un contorno apropiado de la forma Γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 y usando la anaĺıticidad de la

función eikx−(−(ik)β)tg̃j(w(k), t) para j = 0, 1 y el teorema de Cauchy, se tiene∫
Γ

eikx−(−(ik)β)tg̃j(w(k), t)dk =

(∫
γ1

+

∫
γ2

+

∫
γ3

)
eikx−(−(ik)β)tg̃j(w(k), t)dk = 0.

Además por el lema de Jordan resulta que la integral a lo largo de alguna de las γj desaparece

debido al decaimiento de la función eikx−(−(ik)β)t en la región C+ \D+. De este modo, obtenemos

que la integral a lo largo de la ĺınea real puede ser reemplazada por ∂D+ y por alguna curva γj .

Por lo tanto, sustituyendo la ecuación (2.112) en (2.111) e integrando sobre ∂D+ ∪ γj , obtenemos

u(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)β)tû0(k)dk

− 1

2π

∫
∂D+∪γj

eikx−(−(ik)β)t
[
− e−(ik)βtû(ke

iπ
β , t) + û0(ke

iπ
β )− (ike

iπ
β )g̃1(−(ik)β, t)

]
dk

− i

2π

∫
∂D+∪γj

eikx−(−(ik)β)tk g̃1(−(ik)β, t)dk.

Esta expresión ya no depende del dato de frontera g0(t). Sin embargo, la función u(x, t) también

aparece en la segunda integral del lado derecho. Este problema se resuelve haciendo uso de la

analiticidad de la función eikx û(ke
iπ
β , t) de la siguiente manera. Notemos que la función û(ke

iπ
β , t)
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es anaĺıtica y acotada en C+, es decir, û(ke
iπ
β , t)→ 0 uniformemente cuando k →∞. Esto implica

que la integral de eikx û(ke
iπ
β , t) a lo largo de una curva cerrada y acotada en C+ desaparece en

virtud del teorema de Cauchy. De modo que∫
∂D+∪γj

eikx û(ke
iπ
β , t)dk = 0.

Por lo tanto,

u(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)β)tû0(k)dk − 1

2π

∫
∂D+∪γj

eikx−(−(ik)β)tû0(ke
iπ
β )dk

− i

2π

∫
∂D+∪γj

eikx−(−(ik)β)tk(e
iπ
β − 1)g̃1(−(ik)β, t)dk.

Luego haciendo uso de la definición de û0(y) dada en (2.75) y simplificando un poco, resulta

u(x, t) =
1

2π

∫
R+

u0(y)

∫
R

eikx−(−(ik)β)t dk dy − 1

2π

∫
R+

u0(y)

∫
∂D+∪γj

eik
(
x−yei

π
β
)

+(ik)βt dk dy

− i

2π

t∫
0

g1(s)

∫
∂D+∪γj

eikx−(−(ik)β)tk(e
iπ
β − 1) dk ds.

Y en términos de las funciones de Green, escribimos

u(x, t) =

∫
R+

G1(x, t, y)u0(y)dy +

t∫
0

G2(x, t− s)g1(s)ds,

en donde,

G1(x, t, y) :=
1

2π

(∫
R

eik(x−y)−(−(ik)β)tdk −
∫

∂D+∪γj

eik(x−yei
π
β )+(ik)βtdk

)
,

G2(x, t− s) :=
1

2π

∫
∂D+∪γj

eikx−(−(ik)β)(t−s)k(e
iπ
β − 1)dk. �

2.4.4. Ejemplo β = 4
3

Ahora encontraremos la solución del problema de Cauchy para β = 4
3 , el cual cumple que 1 < β ≤ 2.

Consideremos el siguiente problema de Cauchy generalizado
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ut(x, t) = RLD
4
3
x u(x, t), x, t > 0, (2.113)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R+, (2.114)


RLD

1
3
x u(0, t) = g0(t), t > 0, (2.115)

RLD
− 2

3
x u(0, t) = I

2
3u(0, t) = g1(t). (2.116)

Corolario 2.4.2. Dado el problema de Cauchy (2.113) con condición inicial (2.114) y las condi-

ciones de frontera (2.115) y (2.116), su solución esta dada por

u(x, t) =

∫
R+

G1(x, t, y)u0(y)dy +

t∫
0

G2(x, t− s)g1(s)ds,

en donde,

G1(x, t, y) =
1

2π

(∫
R

eik(x−y)−(−(ik)4/3)tdk −
∫

∂D+∪γ1

eik(x−yei
3π
4 )+(ik)4/3tdk

)
,

G2(x, t− s) =
1

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx−(−(ik)4/3)(t−s)k(ei
3π
4 − 1)dk.

Demostración. De igual manera derivando la expresión (2.74) respecto de t obtenemos

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxut(x, t)dx (2.117)

Luego sustituyendo la expresión (2.113) en la ecuación (2.117) se tiene

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxut(x, t)dx =

∫
R+

e−ikxRLD4/3
x u(x, t)dx.

Ahora integrando por partes, usando la relación RLDβ
xu(x, t) = DnIn−βu(x, t) (véase expresión

(1.15)), usando el decaimiento de u(x, t) hacia cero cuando x → ∞ y las condiciones (2.115),

(2.116), se tiene

ût(k, t) =

∫
R+

e−ikxRLD2
x I

2/3u(x, t)dx = e−ikxRLDx I
2/3u(x, t)|∞0 + ik

∫
R+

e−ikxRLDxI
2/3u(x, t)dx,

= −Dx
RLI2/3u(0, t) + ik

[
e−ikx I2/3u(x, t)|∞0 + ik

∫
R+

e−ikxI2/3u(x, t)dx
]
,

= −D1/3
x u(0, t) + ik

[
−I2/3u(0, t) + ik Î2/3u(k, t)

]
.
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Notando que la última integral es la transformada de Fokas de I
2
3u(x, t), y usando el Lema 2.4.1,

se tiene

ût(k, t) = −g0(t)− ikg1(t) + (ik)4/3û(k, t). (2.118)

Resolviendo la ecuación diferencial ordinaria no homogénea, multiplicando por el factor integrante

e−(ik)4/3t, en donde ya se eligió la rama anaĺıtica adecuada para (ik)β, e integrando por partes en

la ecuación (2.118) se tiene, por un lado

t∫
0

e−(ik)4/3sûs(k, s)ds =

t∫
0

e−(ik)4/3sdû(k, s)ds = e−(ik)4/3tû(k, t)− û(0, k) + (ik)4/3

t∫
0

e−(ik)4/3sû(k, s)ds,

= e−(ik)4/3tû(k, t)− û0(k) + (ik)4/3

t∫
0

e−(ik)4/3sû(k, s)ds,

en donde ya hemos sustituido la condición inicial. Es decir,

t∫
0

e−(ik)4/3s ûs(k, s)ds = e−(ik)4/3tû(t, k)− û0(k) + (ik)4/3

t∫
0

e−(ik)4/3sû(k, s)ds. (2.119)

Y por el otro lado,

−
t∫

0

e−(ik)4/3sg0(s)ds− ik
t∫

0

e−(ik)4/3sg1(s)ds+ (ik)4/3

t∫
0

e−(ik)4/3sû(k, s)ds. (2.120)

De esta forma de las ecuaciones (2.119) y (2.120), se tiene la siguiente relación

e−(ik)4/3t û(k, t) = û0(k)− g̃0(−(ik)4/3, t)− ikg̃1(−(ik)4/3, t), Im(k) ≤ 0, (2.121)

en donde,

g̃j(k, t) =

t∫
0

eksRLD4/3−j−1
x u(0, s)ds, j = 0, 1 y Im(k) ≤ 0. (2.122)

Ahora (2.121), implica

û(k, t) = e(ik)4/3t û0(k)− e(ik)4/3tg̃0(−(ik)4/3, t)− ike(ik)4/3tg̃1(−(ik)4/3, t).

Aplicando la transformada inversa de Fokas definida en la ecuación (2.75), se tiene una expresión

para u(x, t)

u(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)4/3)tû0(k)dk − 1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)4/3)tg̃0(−(ik)4/3, t)dk

− i

2π

∫
R

eikx−(−(ik)4/3)tkg̃1(−(ik)4/3, t)dk.

(2.123)
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en donde Re(ik) ≤ 0 y Re(−(ik)
4
3 ) > 0 para que las integrales tengan sentido.

Sin embargo, la representación integral (2.123) no representa una solución para u(x, t), ya que

dependen de todos los datos de frontera los cuales no todos son conocidos.

En seguida determinaremos las regiones de analiticidad de los integrandos de las integrales y bus-

quemos invarianza en algún sentido de dichas funciones en regiones adecuadas.

Sea D = {k ∈ C : Re(−(ik)
4
3 ) < 0}. Luego si 0 ≤ arg(k) < 2π, se obtiene

−(ik)
4
3 =

∣∣k∣∣ 43([1

2
cos
(4

3
arg(k)

)
+

√
3

2
sen
(4

3
arg(k)

)]
− i
[√3

2
cos
(4

3
arg(k)

)
− 1

2
sen
(4

3
arg(k)

)])
.

Que Re(−(ik)
4
3 ) < 0 es equivalente a escribir que

[
1
2 cos

(
4
3 arg(k)

)
+
√

3
2 sen

(
4
3 arg(k)

)]
< 0. Luego,

esta última expresión es equivalente a escribir cuando sen
(
π
6 + 4

3 arg(k)
)
< 0. De este modo la región

D esta dada por

D =
{
k ∈ C : arg(k) ∈

(5π

8
,
11π

8

)}
,

es decir, D son todos los números complejos k cuyo argumento hace que Re(−(ik)
4
3 ) < 0.

5

8

p

11p

8

Ik

Rk

D +

D-

1g

2g

3g

0

Figura 2.6: Contorno ∂D+ ∪ γ1 para la derivada fraccionaria β = 4/3.

Ahora usando la simetŕıa de w(k) = −(ik)
4
3 , obtenemos que ν(k) = kei

3π
4 .

Luego, despejando g̃0 en la ecuación (2.121) y teniendo encuenta la transformación k → kei
3π
4 , se
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tiene

g̃0

(
− (ik)4/3, t

)
= −e−(ik)4/3tû

(
kei

3π
4 , t
)

+ û0(kei
3π
4 )− (ikei

3π
4 )g̃1(−(ik)4/3, t), Im(k) ≥ 0. (2.124)

Consideremos el contorno Γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 como se muestra en la Figura 2.6. Entonces, usando la

analiticidad de la función eikx−(−(ik)
4
3 )tg̃j(w(k), t) para j = 0, 1 y el teorema de Cauchy, se tiene∫

Γ

eikx−(−(ik)
4
3 )tg̃j(w(k), t)dk =

(∫
γ1

+

∫
γ2

+

∫
γ3

)
eikx−(−(ik)

4
3 )tg̃j(w(k), t)dk = 0.

Luego por el lema de Jordan resulta que la integral a lo largo de γ2 desaparece debido al decaimiento

de la función eikx−(−(ik)
4
3 )t en la región C+ \D+. De este modo, obtenemos que la integral a lo largo

de la linea real puede ser reemplazada por ∂D+ y por la curva γ1.

Por lo tanto, sustituyendo la expresión (2.124) en (2.123) e integrando sobre ∂D+ ∪ γ1 se tiene

u(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)4/3)tû0(k)dk

− 1

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx−(−(ik)4/3)t
[
− e−(ik)4/3tû(kei

3π
4 , t) + û0(kei

3π
4 )− (ikei

3π
4 )g̃1(−(ik)4/3, t)

]
dk

− i

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx−(−(ik)4/3)tk g̃1(−(ik)4/3, t)dk.

Esta expresión ya no depende del dato de frontera g̃0(t). Sin embargo, la función u(x, t) también

aparece en la segunda integral del lado derecho. Este problema se resuelve haciendo uso de la

analiticidad de la función eikxû(kei
3π
4 , t) de la siguiente manera. Notemos que la función û(kei

3π
4 , t)

es anaĺıtica y acotada en C+, es decir, û(kei
3π
4 , t)→ 0 uniformemente cuando k →∞. Esto implica

que la integral de eikx û(kei
3π
4 , t) a lo largo de una curva cerrada y acotada en C+ desaparece en

virtud del teorema de Cauchy. Aśı,∫
∂D+∪γ1

eikx û(kei
3π
4 , t)dk = 0;

por lo tanto,

u(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)4/3)tû0(k)dk − 1

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx−(−(ik)4/3)tû0(kei
3π
4 )dk

− i

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx−(−(ik)4/3)tk(ei
3π
4 − 1)g̃1(−(ik)4/3, t)dk.
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Finalmente por la definición de la transformada inversa definida en (2.75) para q̂0(y), obtenemos

u(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx−(−(ik)4/3)t

∫
R+

e−ikyu0(y)dy dk,− 1

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx−(−(ik)4/3)t

∫
R+

e−ikye
i 3π4 u0(y) dy dk

− i

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx−(−(ik)4/3)tk(ei
3π
4 − 1)

t∫
0

e−(ik)4/3sg̃1(s)ds dk.

Intercambiando las integrales nos queda

u(x, t) =
1

2π

∫
R+

u0(y)

∫
R

eikx−(−(ik)4/3)t dk dy − 1

2π

∫
R+

u0(y)

∫
∂D+∪γ1

eik
(
x−yei

3π
4

)
+(ik)4/3t dk dy

− i

2π

t∫
0

g1(s)

∫
∂D+∪γ1

eikx−(−(ik)4/3)tk(ei
3π
4 − 1) dk ds.

Y en términos de las funciones de Green tenemos que

u(x, t) =

∫
R+

G1(x, t, y)u0(y)dy +

t∫
0

G2(x, t− s)g1(s)ds

en donde,

G1(x, t, y) =
1

2π

(∫
R

eik(x−y)−(−(ik)4/3)tdk −
∫

∂D+∪γ1

eik(x−yei
3π
4 )+(ik)4/3tdk

)
,

G2(x, t− s) =
1

2π

∫
∂D+∪γ1

eikx−(−(ik)4/3)(t−s)k(ei
3π
4 − 1)dk. �
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Caṕıtulo 3

Procesos de Fresnel en la ecuación de vibración de vigas

3.1. Introducción

Los procesos de Fresnel, están relacionados con los diferentes tipos de ondas, debido a que tienen

una amplia gama de aplicaciones en la teoŕıa de difracción electromagnética [70].

En este último caṕıtulo hablaremos de la ecuación de Fresnel ó ecuación de vibraciones de vigas que

no es mas que una ecuación de la forma (ecuación de de vigas del caṕıtulo anterior). La diferencia

entre ambas ecuaciones solo esta en el signo de la derivada fraccionaria espacial de la ecuación (2.35)

Las dos primeras soluciones de este caṕıtulo son encontradas en R y R+ en el sentido clásico, usando

la transformada de Fourier (véase Definición 1.2.11) y una extención impar en el caso de R+. La

última solución es encontrada en R es en sentido fraccionario usando la transformada de Laplace

y de Fourier. Estos resultados estan basados en el manuscrito [71], en los cuales hemos echo una

extención de la solución del problema 2, asignando datos (g̃j(t)) suaves como condiciones de frontera,

obteniendo como solución part́ıcular la reportada en [71] cuando dichos datos son nulos, usando el

método de Fokas.

Antes de iniciar con los problemas de Cauchy asociados a la ecuación de Fresnel, daremos a conocer

algunas definiciones de la teoŕıa de la probalididad que serán de gran utilidad en el desarrollo de

este último caṕıtulo.

Definición 3.1.1. Un espacio de probabilidad es una terna ordenada (Ω,F ,P), en donde Ω es

un conjunto arbitrario no vaćıo que convenientemente puede ser interpretado como el conjunto

de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio. Al conjunto Ω se le llama espacio

muestral, y a un elemento t́ıpico de él se le denotará por ω. El segundo elemento es una colección
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no vaćıa F de subconjuntos de Ω, llamada σ-álgebra, que es cerrada bajo las operaciones de tomar

complementos y uniones numerables. A los elementos de F , subconjuntos de Ω, se les llama eventos

o conjuntos medibles. Finalmente el tercer elemento es una función P : F → [0, 1], llamada

medida de probabilidad, que cumple los siguientes axiomas establecidos en 1933 por A. Kolmogorov

1. P(Ω) = 1;

2. P(A) ≤ 0 para cualquier A ∈ F ;

3. P es σ-adictiva, es decir, si A1, A2, . . . es una sucesión de ventos disjuntos dos a dos, entonces

P
( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

P(An).

A la pareja
(
Ω,F

)
se le llama espacio medible. En particular, si B(R) denota la σ-álgebra más

pequeña que contiene a todos los intervalos abiertos de R, entonces se tiene el espacio medible(
R,B(R)

)
. A los elementos de la σ-álgebra B(R) se les llama Borelianos o conjuntos Borel medibles.

Definición 3.1.2. Un proceso estocástico es una colección de variables aleatorias {Xt : t ∈ T}

parametrizada por un conjunto T, usualmente interpretado como un conjunto de tiempos y llamado

espacio parametral.

Se dice que el proceso es a tiempo discreto en caso de que el conjunto de parámetros sea un conjunto

discreto, por ejemplo T = {0, 1, 2, . . .}. En este caso el proceso consiste de una sucesión de variables

aleatorias. Se dice en cambio que el proceso es a tiempo continuo cuando el conjunto de parámetros

consiste de un subintervalo de R, por ejemplo T = (a, b).

Definición 3.1.3. Un proceso estocástico {Xt : t ≥ 0} se dice que es un proceso de movimiento

Browniano si

1. X0 = 0;

2. {Xt : t ≥ 0} tiene incrementos estacionarios e incrementos independientes;

3. Para cada t > 0, Xt tiene distribución normal con media cero y varianza σ2t.

La definición del movimiento Browniano es la que damos acontinuación.

Definición 3.1.4. Un movimiento Browniano unidimensional de parámetro σ2 es un proceso es-

tocástico {Bt : t ≥ 0} con valores en R que cumple las siguientes propiedades

1. B0 = 0 casi siempre (es casi seguro con probabilidad uno);

2. Las trayectorias t→ Bt son continuas;

3. El proceso tiene incrementos independientes;
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4. Para cualesquiera tiempos 0 < t1 < · · · < tn, y para cualesquier conjuntos de Borel A1, . . . , An

de R, se cumple que la probabilidad

Pr (Bt1 ∈ A1, . . . , Btn ∈ An) =

∫
A1

. . .

∫
An

p (t1, 0, x1) p (t2 − t1, x1, x2) p (tn − tn−1, xn−1, xn) dxn . . . dx1,

en donde,

p (x, t, y) =
1√

2πσ2t
e−

(y−x)2

2σ2t . (3.1)

Si σ = 1 el proceso dado en la Definición 3.1.4 es llamado movimiento Browniano estándar. En este

caso las variables Bt −Bs tienen distribución N(0, t− s) para 0 ≤ s < t.

Definición 3.1.5. Sea Bt un movimiento browniano estandar positivo, con valor inicial B0 = x y

sea τ la primera vez que el proceso llega (visita) a cero. Entonces el proceso estocástico

Xt =


Bt, t ≤ τ,

0, t > τ

es llamado movimiento Broniano adsorvente.

Este tipo de movimientos brownianos adsorventes son utilizados para modelar el precio de una

acción de las acciones de una empresa que se declara en quiebra en un futuro inmediato.

La tercera propiedad que aparece en la Definición 3.1.4, tiene la ventaja de que proporciona una

expresión expĺıcita para la probabilidad del conjunto de trayectorias brownianas que cumplen las

condiciones de encontrarse en el conjunto A1 al tiempo t1, de hallarser en el conjunto A2 al tiem-

po posterior t2, etcétera. La condición de que el movimiento browniano inicie en el origen no es

absolutamente necesaria. Pueden considerarse trayectorias brownianas que inicien en un punto x

cualquiera a través del proceso {x + Bt : t ≥ 0}, el cual se denota a veces por {Bx
t : t ≥ 0} para

recordar la posición de origen.

A la función p(x, t, y) dada en la expresión (3.1) se le llama función de probabilidad de

transición del movimiento browniano de parámetro σ2. En particular, la probabilidad de que un

movimiento Browniano que inicia en x (posición de la part́ıcula) se encuentre en un conjunto A ⊆ R

(apropiadamente medible) después de t unidades de tiempo es

Pr (Bx
t ∈ A) =

∫
A

p (x, t, y) dy. (3.2)

En uno de sus trabajos de 1905 y a través de consideraciones teóricas f́ısicas, Einstein encontró que

la probabilidad de transición p(x, t, y) satisface la ecuación de difusión y a partir de alĺı dedujo la
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expresión Gausiana para esta probabilidad.

Debido a esto, existe una profunda conexión entre la teoŕıa del movimiento Browniano y las ecua-

ciones diferenciales parciales como lo es la ecuación del calor o difusión. El origen de esta conexión

es el kernel de Gauss, que es la función de transición para el movimiento Browniano.

3.2. Problemas de Cauchy con condiciones de frontera asociados

a la ecuación de vibración de vigas

En esta sección se estudia la ecuación de Fresnel ó ecuación de las vibraciones de vigas o ejes; se

muestra que existe una conexión entre la ecuación de Schrödinger y la ecuación de difusión, através

de un cambio de variable adecuado. Este acercamiento nos conduce inevitablemente a relacionar

el problema de Cauchy con condiciones en la frontera para la vibración de varillas ó vigas con el

movimiento Browniano ya que aparecen ecuaciones de difusión. En su forma más simple la ecuación

de vibración de vigas fraccionaria que se considera en este caṕıtulo es

∂2α

∂t2α
u(x, t) = −λ2 ∂

4β

∂x4β
u(x, t), x ∈ R, t > 0, (3.3)

en donde, la constante λ2 representa la estructura f́ısica de la vibración en la varilla ó viga. Notemos

que la única diferencia con la ecuación (2.35) es un signo en la derivada fraccionaria espacial.

Podemos escribir la ecuación (3.3), como(
∂α

∂tα
+
i

2

∂2β

∂x2β

)(
∂α

∂tα
− i

2

∂2β

∂x2β

)
u(x, t) = 0, (3.4)

en donde, cada factor es una ecuación de Schrödinger fraccional. Si α = β = 1, esta misma ecuación

se convierte en (
∂

∂t
+
i

2

∂2

∂x2

)(
∂

∂t
− i

2

∂2

∂x2

)
u(x, t) = 0, (3.5)

en donde, ahora cada operador representa un operador de Schrödinger clásico.

Cada operador de la expresión (3.5), puede reducirse fácilmente a través del cambio de variable

t′ = ±it a una ecuación de difusión.

Observación 3.2.1. La expresión (3.4) y (3.5) nos demuestra una conexión estricta entre la ecua-

ción de Schrödinger y por lo tanto con la ecuación del calor mediante el cambio de variable t′ = ±it.

Esta relación implica que problemas con valores iniciales y de frontera relativos a la ecuación (3.3)

tienen soluciones que pueden ser construidas mediante soluciones de problemas relacionados con la

ecuación del calor y por lo tanto, relacionarse con el movimiento browniano.
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A continuación se examina algunas relaciones entre las soluciones de la ecuación de difusión y

procesos que involucran al movimiento Browniano. Todos estos resultados se refieren a ecuaciones

de orden 0 < α ≤ 1.

3.2.1. Solución de la ecuación de vibración de vigas sobre toda la recta

Consideremos los siguientes problemas de valor inical y de frontera:

1. El primero es el construido por la ecuación (3.3) cuando α = β = 1, junto con las condiciones

iniciales y de frontera siguientes

∂2

∂t2
u(x, t) = −λ2 ∂

4

∂x4
u(x, t), x ∈ R, t > 0, (3.6)


u(x, 0) = δ(x), x ∈ R, (3.7)

ut(x, 0) = 0, x ∈ R. (3.8)

2. El segundo problema que se analiza es el siguiente

∂2

∂t2
u(x, t) = −λ2 ∂

4

∂x4
u(x, t), x > 0, t > 0, (3.9)


u(x, 0) = u0(x), x ∈ R+, (3.10)

u(0, t) = g0(t), t ∈ R+ (3.11)

ux(0, t) = g1(t), t ∈ R+. (3.12)

3. Por último se analiza el problema para la ecuación (3.3) con derivada fraccionaria en el tiempo

(0 < α ≤ 1) y β = 1, expresado como

∂2α

∂t2α
u(x, t) = −λ2 ∂

4

∂x4
u(x, t), 0 < α ≤ 1, x ∈ R, t > 0, (3.13)

sujeta a la condición inicial

u(x, 0) = δ(x), (3.14)

y condición de frontera

ut(x, 0) = 0. (3.15)

Una regla para encontrar la solución fundamental a cada uno de estos problemas de Cauchy se da

en la siguiente
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Observación 3.2.2. La solución fundamental de la ecuación de Fresnel se obtiene mediante la

siguiente regla

u(x, t) =
1

2

[
Pr{B(s) ∈ dx}

∣∣
s=it

+ Pr{B(s) ∈ dx}
∣∣
s=−it

]
=

1

2

[
µ{dx, it}+ µ{dx,−it}

]
,

(3.16)

en donde la medida µ debe entenderse en el sentido de que

µ{dx,±it} = Pr{B(s) ∈ dx}
∣∣
s=±it.

La expresión (3.16) se interpreta como la probabilidad de dos movimientos Brownianos ajenos, uno

que se encuentre en un conjunto dx después de un tiempo it y otro que se encuentre en el conjunto

dx pero ahora con tiempo −it. La idea anterior es que en el tiempo t = 0 el movimiento Browniano

se ubica saliendo de x = 0, ya sea con incrementos o decrementos con tiempo imaginario. La

elección del tiempo se hace una sola vez y no cambia. Este proceso puede considerarse como el ĺımite

de una caminata aleatoria generada por funciones escalón simétricas separados por intervalos de

tiempo imaginario. Por lo tanto, cada término en (3.16) esta relacionado con un tipo de movimiento

browniano donde el tiempo toma valores imaginarios [71].

En seguida se enuncia el primer resultado referente a el caso α = β = 1.

Teorema 3.2.1. [71] Dado el problema de Cauchy (3.6) con condición inicial (3.7) y condición

de frontera (3.8) con λ = 1/2, la solución esta dada por

u(x, t) =
1√
2πt

cos

(
x2

2t
− π

4

)
, (3.17)

conocida como función de Fresnel.

Demostración. Aplicando la transformada de Fourier dada en la Definición 1.2.11, a la ecuación

∂

∂t′
u(x, t′) =

1

2

∂2

∂x2
u(x, t′),

el cual, es un factor de la ecuación (3.6), obtenemos

(Fxut′) (k, t′) = −k
2

2
(Fxu) (k, t′), (3.18)

y como (3.18) es una una ecuación diferencial ordinaria (EDO) en t′, entonces resulta

(Fxu)
(
k, t′

)
= c(k)e−

k2t′
2 .

Además notando que

(Fxu)(k, 0) = c(k) = Fx{δ(x)} = 1, (3.19)
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según la condición (3.7), obtenemos

û
(
k, t′

)
= e−

k2t′
2 . (3.20)

Luego aplicando la transformada de Fourier inversa dada en la Definción 1.2.11 a la ecuación (3.20)

y haciendo el cambio de variable k = w√
2t′

, obtenemos

u1

(
x, t′

)
= F−1

k

(
e−

k2t′
2

)
(x) =

1

2π

∞∫
−∞

eikxe−
k2t′
2 dk,

=
1√
4πt′

1

2π

∞∫
−∞

√
4πe−

w2

4 e
−iw
(

x√
2t′

)
dw,

=
1√
2πt′
F−1
k

(√
2πe−

w2

4

)(
x√
2t′

)
,

=
1√
2πt′

e−
x2

2t′ .

Por lo tanto, cambiando t′ = −it, obtenemos la solución para u1, expresado como

u1 (x, t) =
1√
−2iπt

e
x2

2it =
e
iπ
4

√
2πt

[
cos

(
x2

2t

)
− i sen

(
x2

2t

)]
.

De manera análoga para u2, la solución se encuentra, como

u2 (x, t) =
1√
2iπt

e−
x2

2it =
e−

iπ
4

√
2πt

[
cos

(
x2

2t

)
+ i sen

(
x2

2t

)]
.

Por lo tanto, en virtud de la Observación 3.2.2, la solución fundamental de la ecuación (3.6) sujeta

a las condicones (3.7) y (3.8) esta dada como

u (x, t) =
1

2

[
u1 (x, t) + u2 (x, t)

]
,

=
1

2
√

2πt

[[ 1√
2

+
i√
2

][
cos

(
x2

2t

)
− i sen

(
x2

2t

)]
+
[

cos

(
x2

2t

)
+ i sen

(
x2

2t

)][ 1√
2
− i√

2

]]
,

=
1√
2πt

cos
(x2

2t
− π

4

)
, �

conocida como función de Fresnel.

La superficie de la solución se muestra en la Figura 3.1.

Proposición 3.2.1. La función u(x, t) dada en el Teorema 3.2.1, cumple que∫
R

u(x, t)dx = 1. (3.21)
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Figura 3.1: Solución a la ecuación de Fresnel clásica, para x = ±20 y t = 50.

Demostración. Notemos que

∞∫
0

e−ix
2
dx =

∞∫
0

cos(x2)dx+ i

∞∫
0

sen(x2)dx. (3.22)

Asi haciendo el cambio de variable x = wt con w =
√

2
2 − i

√
2

2 , en la primer integral de la ecuación

(3.22), obtenemos

∞∫
0

e−ix
2
dx = w−1

∞∫
0

e−x
2
dx = w =

(√
2

2 − i
√

2
2

) √
2

2 .

Separando la parte real de la imaginaria llegamos a

∞∫
0

cos(x2)dx =

∞∫
0

sen(x2)dx =

√
2π

4
.

Por lo tanto, el resultado de la ecuación (3.21) se cumple. �

3.2.2. Solución de la ecuación de vibración de vigas sobre la semi-recta

A continuación daremos a conocer la solución fundamental del Problema 2, usando la transformada

de Fokas.

Teorema 3.2.2. Dado el problema de valor inicial y de frontera (3.9)-(3.12), la solución esta dada
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por

u(x, t) =
1

4π

∫
R

eikx+iλk2tû0(k)dk +
λ

4π

∫
∂D+

1

eikx+iλk2tû0(−k)dk − λ

2π

∫
∂D+

1

eikx+iλk2tg̃1(k2,−it)dk

+
1

4π

∫
R

eikx−iλk
2tû0(k)dk +

λ

4π

∫
∂D+

2

eikx−iλk
2tû0(−k)dk +

λ

2π

∫
∂D+

2

eikx−iλk
2tg̃1(k2, it)dk,

(3.23)

en donde, ∂D+
1 y ∂D+

2 son curvas adecuadas en C+ respectivamente.

Demostración. Primero notemos que la ecuación (3.9) se puede escribir como en la expresión (3.5).

Luego haciendo el cambio de variable t′ = ±it se tiene


∂

∂t′
u1(x, t′) = λ

∂2

∂x2
u1(x, t′), (3.24)

∂

∂t′
u2(x, t′) = −λ ∂2

∂x2
u2(x, t′). (3.25)

Usando las ideas de la sección 2.4 del caṕıtulo 2, resolveremos la primera ecuación del sistema

anterior.

Derivando la expresión (2.74) respecto de t′ (vamos a considerar a t como t′), obtenemos

ût′(k, t
′) =

∫
R+

e−ikxut′(x, t
′)dx. (3.26)

Luego sustituyendo la ecuación (3.24) en (3.26) tenemos

ût′(k, t
′) =

∫
R+

e−ikxut′(x, t
′)dx = λ

∫
R+

e−ikxuxx(x, t′)dx.

Ahora integrando por partes y usando el decaimiento de u(x, t) hacia cero cuando x→∞, se tiene

ût′(k, t
′) = λ

[
− ux(0, t′)− iku(0, t′) + (ik)2

∫
R+

e−ikxu(x, t′)dx
]
.

Notando que la última integral es la transformada de Fokas de u(x, t′) y usando las condiciones de

frontera (3.11) y (3.12), obtenemos

ût′(k, t
′) = λ

[
− g1(t′)− ikg0(t′) + (ik)2û(k, t′)

]
. (3.27)

Multiplicando por el factor integrante e−λ(ik)2t′ e integrando por partes en la ecuación (3.27) tene-
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mos, por un lado

t′∫
0

e−λ(ik)2sûs(k, s)ds =

t′∫
0

e−λ(ik)2sdû(k, s) = e−λ(ik)2tû(k, t′)− û(k, 0) + λ(ik)2

t′∫
0

e−λ(ik)2sû(k, s)ds,

= e−λ(ik)2t′ û(k, t′)− û0(k) + λ(ik)2

t′∫
0

e−λ(ik)2sû(k, s)ds,

en donde, hemos usado la condición inicial (3.10).

Es decir,

t′∫
0

e−λ(ik)2sûs(k, s)ds = e−λ(ik)2t′ û(k, t′)− û0(k) + λ(ik)2

t′∫
0

e−λ(ik)2sû(k, s)ds. (3.28)

Y por el otro lado

−λ
t′∫

0

e−λ(ik)2sg1(s)ds− λik
t′∫

0

e−λ(ik)2sg0(s)ds+ λ(ik)2

t′∫
0

e−λ(ik)2sû(k, s)ds, (3.29)

De esta forma de las ecuaciones (3.28) y (3.29), obtenemos la siguiente relación

eλk
2t′ û(k, t′) = û0(k)− λg̃1(k2, t′)− λikg̃0(k2, t′), Im(k) ≤ 0, (3.30)

en donde,

g̃j(k, t
′) =

t′∫
0

eks∂jxu(0, s)ds, j = 0, 1, Im(k) ≤ 0. (3.31)

Aplicando la transformada inversa de Fokas definida en la ecuación (2.75) a la ecuación (3.30), se

tiene una representación integral para u(x, t′)

u(x, t′) =
1

2π

∫
R

eikx−λk
2t′ û0(k)dk − λ

2π

∫
R

eikx−λk
2t′
[
g̃1(k2, t′) + ikg̃0(k2, t′)

]
dk, (3.32)

en donde, Re(ik) < 0 y Re(k2) > 0 para que las integrales existan, ya que x > 0 y t′ > 0.

Hasta este momento solo hemos encontrado una representación integral para el problema de Cauchy

en cuestión. A continuación realizaremos un análisis detallado para determinar en donde son seccio-

nalmente anaĺıticos los integrandos de cada integral que aparece en la representación de la solución

u(x, t′). Esto con el fin de asegurar la existencia de tales integrales. Y lo más importante es que

deformaremos los ĺımites de integración sobre todo R a una curva adecuada en el plano complejo.
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Sea D =
{
k ∈ C : Re(k2) < 0

}
Y D+ = D∩C+ y D− = D∩C− (como en la sección 2.4 del caṕıtulo

anterior). Luego si 0 ≤ arg(k) < 2π, se obtiene

k2 =
∣∣k∣∣2 [cos (2 arg(k)) + i sen (2 arg(k))] .

Luego que Re(k2) < 0 es equivalente a escribir cuando cos (2 arg(k)) < 0. Asi encontramos que D,

esta dada por

D =
{
k ∈ C : arg(k) ∈

(π
4
,
3π

4

)
∪
(5π

4
,
7π

4

)}
,

Realizando el cambio de variable k → −k en la expresión (3.30) se tiene

eλk
2t′ û(−k, t′) = û0(−k)− λ

[
g̃1(k2, t′)− ikg̃0(k2, t′)

]
, Im(k) ≥ 0, (3.33)

Notemos que el integrando de la segunda integral en (3.32) es entera y tiene decaimiento cuando

k →∞ para k ∈ C+ \D+. Consideremos el contorno Γ = [−R,R]∪ γ1 ∪ ∂D+ ∪ γ2 como se muestra

en la Figura 3.2, entonces usando la anaĺıticidad de la función eikx−λk
2t′ g̃j(k

2, t′), para j = 0, 1 y el

teorema de Cauchy, se tiene

4

p3

4

p

5

4

p 7

4

p

D+

D-

Ik

Rk

1g2g

R- R

Figura 3.2: Contorno ∂D+ para la ecuación (3.24)

∫
Γ

eikx−λk
2t′ g̃j(k

2, t′)dk =

( R∫
−R

+

∫
γ1

+

∫
∂D+

+

∫
γ2

)
eikx−λk

2t′ g̃j(k
2, t′)dk = 0.

Luego por el lema de Jordan resulta que la integral a lo largo de γ1 y γ2 desaparece debido al

decaimiento de la función eikx−k
2t′ en la región C+ \D+. De este modo, obtenemos que la integral

a lo largo de la ĺınea real puede ser reemplazada por ∂D+.
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Por lo tanto, despejando g0(t′) de la expresión (3.33) y sustituyendo en (3.32) e integrando sobre

∂D+ se tiene

u(x, t′) =
1

2π

∫
R

eikx−λk
2t′ û0(k)dk

− 1

2π

∫
∂D+

eikx−λk
2t′
[
eλk

2t′ û(−k, t′) + 2g̃1(k2, t′)− û0(−k)
]
dk

Esta expresión ya no depende del dato de frontera g̃0(t′). Sin embargo, la función u(x, t′) también

aparece en la segunda integral del lado derecho. Este problema se resuelve haciendo uso de la

analiticidad de la función eikxû(−k, t′) de la siguiente manera. Notemos que la función û(−k, t′) es

anaĺıtica y acotada en C+, es decir, û(−k, t′)→ 0 uniformemente cuando k →∞. Esto implica que

la integral de eikx û(−k, t′) a lo largo de una curva cerrada y acotada en C+ desaparece en virtud

del teorema de Cauchy. Aśı, ∫
∂D+

eikx û(−k, t′)dk = 0;

por lo tanto,

u(x, t′) =
1

2π

∫
R

eikx−λk
2t′ û0(k)dk +

λ

2π

∫
∂D+

eikx−λk
2t′ û0(−k)dk − λ

π

∫
∂D+

eikx−λk
2t′ g̃1(k2, t′)dk.

Pero como t′ = ±it, entonces la región D, sobre la cual se tomará ∂D+ estará dada de la siguiente

manera

D1 =
{
k ∈ C : arg(k) ∈

(π
2
, π
)
∪
(3π

2
, 2π
)}

y D+
1 =

{
k ∈ C : arg(k) ∈

(π
2
, π
)}
.

Asi la solución u1(x, t) esta dada como

u1(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx+iλk2tû0(k)dk +
λ

2π

∫
∂D+

1

eikx+iλk2tû0(−k)dk − λ

π

∫
∂D+

1

eikx+iλk2tg̃1(k2,−it)dk.

De manera análoga se tiene que la solución u2(x, t) de la ecuación (3.25), esta dada por

u2(x, t) =
1

2π

∫
R

eikx−iλk
2tû0(k)dk +

λ

2π

∫
∂D+

2

eikx−iλk
2tû0(−k)dk +

λ

π

∫
∂D+

2

eikx−iλk
2tg̃1(k2, it)dk,

en donde ahora,

D2 =
{
k ∈ C : arg(k) ∈

(
0,
π

2

)
∪
(
π,

3π

2

)}
y D+

2 =
{
k ∈ C : arg(k) ∈

(
0,
π

2

)}
.

Las regiones para u1(x, t) y u2(x, t) se pueden ver en la Figura 3.3. Por lo tanto, en virtud de la

Observación 3.2.2 se obtiene la expresión (3.23) del Teorema 3.2.2. �

Algunas observaciones importantes, relacionadas con el Teorema 3.2.2, son la que se mencionan a

continuación
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Observación 3.2.3. En la relación (3.33) también se pudo haber despejado el dato g̃1(t). Y en este

caso, la solución del Teorema 3.2.2 estará dada por

u(x, t) =
1

4π

∫
R

eikx+iλk2tû0(k)dk − λ

4π

∫
∂D+

1

eikx+iλk2tû0(−k)dk − λ

2π

∫
∂D+

1

eikx+iλk2tikg̃0(k2,−it)dk

+
1

4π

∫
R

eikx−iλk
2tû0(k)dk − λ

4π

∫
∂D+

2

eikx−iλk
2tû0(−k)dk +

λ

2π

∫
∂D+

2

eikx−iλk
2tikg̃0(k2, it)dk,

(3.34)

en donde, ∂D+
1 y ∂D+

2 siguen siendo curvas adecuadas en C+ respectivamente (véase Figura 3.3).

Rk

Ik

2

p

3

2

p

p
2p

1D +

1D
-

(a) contorno para u1

Rk

Ik

2

p

3

2

p

p
2p

2D+

2D-

(b) contorno para u2

Figura 3.3: Contornos de las soluciones u1 y u2

Observación 3.2.4. Si suponemos que g̃j(t) = 0, para j = 0, 1, u0(x) = δ(x−y) y λ = 1
2 . Entonces

por el teorema anterior u1(x, t) y u2(x, t) están dadas por

u1(x, t) =
1

2π

∫
R

eik(x−y)+iλk2tdk =
ei
π
4

√
2πt

e−i
(x−y)2

2t ,

u2(x, t) =
1

2π

∫
R

eik(x−y)−iλk2tdk =
e−i

π
4

√
2πt

ei
(x−y)2

2t .

Luego, en virtud de la Observación 3.2.2, podemos escribir la solución general como

u(x, t; y, 0) =
1

2

[
p
(
x, it; y, 0

)
+ p
(
x,−it; y, 0

)]
, (3.35)
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en donde, cada p
(
x,±it; y, 0

)
es la función de transición de un movimiento browniano absorbente y

u(x, t; y, 0) representa la probabilidad de que los dos movimientos brownianos inicien en cero (véase

expresión (3.2)). Asi,

u(x, t; y, 0) =
1√
2πt

[
cos

(
(x− y)2

2t
− π

4

)
− cos

(
(x+ y)2

2t
− π

4

)]
, (3.36)

la cual coincide con la solución del Teorema 2.1 reportada en [71].

Figura 3.4: Superficie solución de la expresión (3.36), para x = ±5000 y t = 100

Por último encontramos la solución del tercer problema.

Teorema 3.2.3. [71] Dada la ecuación (3.13) con condición inicial (3.14) y condición de frontera

(3.15), la solución esta dada por

u2α(x, t) =
1

π
√

2tα

∞∑
n=0

1

n!

(
−
√

2 |x|√
tα

)n
cos
(n+ 1

4
π
)
× sen

(n+ 1

2
πα
)

Γ
(n+ 1

2
α
)
,

conocida como solución fundamental fraccionaria de Fresnel.

Demostración. Aplicando la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo dada

en la expresión (1.41) para 0 < α ≤ 1, a la ecuación

∂α

∂t′α
u(x, t′) = λ2 ∂

2

∂x2
u(x, t′),

y utilizando la fórmula para la derivada ordinaria cuando α = 1; además teniendo en cuenta la
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condición u (x, 0) = g(x), resulta,

Lt′
(
∂αu

∂t′α

)
(x, s) =

∞∫
0

e−st
′
(
∂αu

∂t′α

)(
x, t′

)
dt,

= sα (Lt′u) (x, s)− sα−1u(0)(0),

= sα (Lt′u) (x, s)− sα−1g(x),

y por tanto,

sα (Lt′u) (x, s)− sα−1g(x) = λ2 ∂
2

∂x2
(Lt′u) (x, s).

Ahora, si a esta expresión le aplicamos la transformada de Fourier para derivadas enteras, dada en

la fórmula (A.5) (véase Apéndice A), obtenemos

Fx
{
sα(Lt′u)(x, s)− sα−1g(x)

}
(k, s) = sα (FxLt′u) (k, s)− sα−1 (Fxg) (k)

= sα û(k, s)− sα−1G(k).

(3.37)

Por otro lado tenemos

Fx
{
λ2 ∂

2

∂x2
(Lt′u)

}
(k, s) = λ2 ∂

2

∂x2
(FxLt′u) (k, s) = λ2(−ik)2û(k, s). (3.38)

Luego igualando (3.37) y (3.38) se deduce la relación expĺıcita û(k, s)

û(k, s) =
sα−1G(k)

sα + λ2k2
. (3.39)

Ahora aplicando la transformadas de Laplace y de Fourier inversas a la ecuación (3.39), obtenemos

ũ(x, s) = (F−1
k (û))(x, s) =

sα−1

2π

∞∫
−∞

G(k)

sα + λ2k2
e−ikxdk.

Nuevamente aplicando la transformada de Laplace inversa a la ecuación anterior llegamos a

u
(
x, t′

)
= L−1

s

{
ũ(x, s)

}
(x, t′) =

1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

est
′
sα−1ds

1

2π

∞∫
−∞

G(k)

sα + λ2k2
e−ikxdk.

También se puede aplicar la transformada de Laplace inversa a la ecuación (3.39) y utilizando la

relación (B.11) (véase Apéndice B) con a = −(kλ)2, m = 0 y β = 1, obtenemos

Lt′
{
Eα,1(−(kλ)2t′α)

}
=

sα−1

sα + λ2k2
. (3.40)

Asi aplicando la transformada de Laplace inversa a la ecuación (3.40), llegamos a

Eα,1
(
−(kλ)2t′α

)
= G(k)L−1

s

{ sα−1

sα + λ2k2

}
,
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ó en forma equivalente

(Fxu)(k, t′) = G(k)Eα,1(−(kλ)2t′α). (3.41)

Por lo tanto, aplicando la transformada de Fourier inversa dada en la Definición 1.2.11 a la ecuación

(3.41) y teniendo en cuenta g(x) = δ(x) llegamos a

u(x, t′) =
(
F−1
k Fxu

)
(x, t′) =

1

2π

∞∫
−∞

Eα,1
(
−(kλ)2t′α

)
e−ikxdk,

siempre que la integral exista.

Escribiendo la función Mittag-Leffler mediante su representación integral (B.2) (véase Apéndice B),

se tiene

u(x, t′) =
1

2π

∞∫
−∞

Eα,1
(
−(λ2k2)t′α

)
e−ikxdk,

=
1

2π

∞∫
−∞

e−ikx
1

2πi

∫
Ha

eσeα−1

σα + (λk)2t′α
dσdk,

=
1

2πi

∫
Ha

eσσα−1σ−
α
2 t′

α
2

2λ

∞∫
−∞

e−ikx
σ
α
2

t′
α
2 λ

π

[(
σ
α
2

t′
α
2 λ

)2
+ λ2

]dkdσ.
Ahora observando que para λ > 0 la expresión interna en la última integral es la transformada de

Fourier con respecto a la variable k, de la densidad de distribución de probabilidad Lévy estable de

Cauchy dada en (2.32), podemos escribir

u1(x, t′) =
t′−

α
2

2λ

1

2πi

∫
Ha

e
σ− |x|

t
′α2 λ

σ
1
2

σ1−α
2

dσ =
1

2λt′
α
2

W
(
− |x|
t′
α
2 λ

;−α
2 , 1−

α
2

)
. (3.42)

Luego, haciendo el cambio de variable t′α = ±itα en la ecuación (3.42), obtenemos

u1(x, t) =
1√
23tα

[
1√
−iW

(
−
√
−2
i
|x|√
tα

;−α
2 , 1−

α
2

)]
. (3.43)

De manera similar, encontramos que la solución para u2 esta dada como

u2(x, t) =
1√
23tα

[
1√
i
W
(
−
√

2
i
|x|√
tα

;−α
2 , 1−

α
2

)]
. (3.44)

Por lo tanto, en virtud de la Observación 3.2.2, la solución general esta expresada como

u2α(x, t) =
1

2

[
u1(x, t) + u2(x, t)

]
=

1√
23tα

[
1√
−i
W
(
−
√
−2
i
|x|√
tα

;−α
2 , 1−

α
2

)
+

1√
i
W
(
−
√

2
i
|x|√
tα

;−α
2 , 1−

α
2

)]
=

1√
23tα

[
ei
π
4W

(
−
√

2 |x|√
tα
ei
π
4 ;−α

2 , 1−
α
2

)
+ e−i

π
4W

(
−
√

2 |x|√
tα
e−i

π
4 ;−α

2 , 1−
α
2

)]
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Luego, escribiendo a la función de Wright en forma de serie (véase fórmula (B.12) Apéndice B) y

usando la fórmula (B.7) (véase Apéndice B), se tiene

=
1√
23tα

∞∑
n=0

[
ei
π
4

(
−
√

2 |x|√
tα
ei
π
4

)n
+ e−i

π
4

(
−
√

2 |x|√
tα
ei
−π
4

)n] 1

n!Γ(−αn
2 + 1− α

2 )

=
1√
23tα

∞∑
n=0

(
−
√

2 |x|√
tα

)n eiπ4 +iπ
4
m + e−i

π
4
−iπ

4
m

n!Γ(−αn
2 + 1− α

2 )

=
1√
2tα

∞∑
n=0

(
−
√

2 |x|√
tα

)n cos(n+1
4 π)

n!Γ(−αn
2 + 1− α

2 )

=
1

π
√

2tα

∞∑
n=0

1

n!

(
−
√

2 |x|√
tα

)n
cos
(n+ 1

4
π
)

sen
(n+ 1

2
πα
)

Γ
(n+ 1

2
α
)
. �

La gráfica superficie de la solución se muestra en la Figura 3.5.

Figura 3.5: Superficie de la solución del Problema 3, para x = ±15 y α = 0.8
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Caṕıtulo 4

Conclusiones y trabajos futuros

A continuación se presentan las conclusiones y las recomendaciones para la elaboración de futuras

investigaciones.

4.1. Conclusiones

Generalizando el método utilizado por Dirac para obtener su ecuación a partir de la ecuación

de Klein-Gordon, se ha considerado una posible definición de ráız cuadrada de la ecuación de

vibración fraccionaria de vigas expresión (2.35), definida por medio del sistema de ecuaciones

(2.36). La interpretación f́ısica de este sistema depende de la estructura de las matrices y en

el orden de las derivadas.

El sistema (2.36) puede ser interpretado como una interpolación desde el “interior” de las

ecuaciones clásicas de difusión y de ondas, cuando α = 1, β = 1
2 y α = β = 1

2 , que en efecto,

tienen como solución a las componentes u1 y u2.

Dependiendo de la forma que tomen las matrices de Pauli A y B dadas en la expresión (2.7),

la ecuación (2.36) tiene dos expresiones posibles. Luego, con el fin de asignar un significado

f́ısico a las componentes que resuelven el sistema, en el álgebra formada por las matrices de

Pauli se ha restringido el estudio a aquellas parejas de matrices A y B relaes, dentro de las

cuales solo dos parejas de matrices dan lugar a dos sistemas de ecuaciones no equivalentes,

uno de componentes separadas y otro de componentes acopladas.

Realmente aunque nos encontramos con dos sistemas de ecuaciones no equivalentes, se ha
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demostrado que a través de una transformación, se pueden obtener las soluciones acopladas

como semi-suma de las soluciones no acopladas. Aśı, si encontramos las soluciones anaĺıticas

del sistema de ecuaciones desacoplado (2.38)-(2.39), estaremos encontrando las del sistema

acoplado de una manera muy sencilla.

Encontramos las soluciones a problemas de Cauchy relacionados con los sistemas desacoplado

(acoplado) (2.38), (2.39) y (2.41), (2.42) en R y R+, usando la transformada de Fourier y

Laplace

Mediante el método de Fokas para resolver ecuaciones diferenciales parciales, encontramos

soluciones expĺıcitas de los sistemas de ecuaciones desacoplado (2.38) y (2.39) en la semi-

recta, en donde se deformo el eje real a un contorno apropiado del plano complejo.

Al tratar con la delta de Dirac como condición inicial, se espera que las soluciones obtenidas,

en términos de la función de Wright, para estos sistemas de ecuaciones acoplado (desacoplado)

resulten ser una función de densidad para un cierto valor de los parámetros de α y β.

En cuanto a la ecuación de Fresnel o de vibración de vigas vista como un producto de dos

ecuaciones de Schrödinger y después, a través del cambio de variable t′ = ±it, como un pro-

ducto de ecuaciones de difusión, usando la regla dada en la Observación 3.2.2 nos enfocaremos

a resolver problemas de Cauchy con diversas condiciones de frontera y considerando a la fun-

ción Delta de Dirac como condición inicial. De esta forma las soluciones se interpretan como

la probabilidad de dos movimientos brownianos ajenos, uno que se encuentre en un conjunto

dx después de un tiempo it y otro que se encuentre en el conjunto dx pero ahora con tiempo

−it. Se probó además que para α = β = 1 la solución al primer problema de Cauchy es una

densidad de probabilidad.

En este mismo enfoque se consideró un problema de valor inicial y/o de frontera con datos

que no son nulos (problema 2). Usando la transformada de Fokas, se obtuvo su solución, la

cual coincide con la solución reportada en [71] cuando dichos datos son nulos. Este resultado

no tiene precedentes.

4.2. Trabajos futuros

En cuanto a los trabajos futuros podemos incluir los siguientes tópicos:
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La discusión de las soluciones acopladas del sistema de ecuaciones (2.41) y (2.42) sobre la semi-

recta (R+) haciendo uso del método de Fokas para resolver ecuaciones en derivadas parciales

a través de la transformada que lleva su nombre.

Un anaĺısis detallado al problema de valor inicial y/o de frontera considerando datos no nulos

(problema 3) asociado a la ecuación de Fresnel o de vibración de vigas del caṕıtulo 3, usando

la transformada de Fokas para encontrar soluciones sobre la semi-recta (R+).

Obtener fórmulas más simples de las soluciones encontradas para los sistemas de ecuaciones

desacoplado (2.38) y (2.39), en donde se uso el método de Fokas.

En cuanto a los momentos de las soluciones fundamentales para los problemas de Cauchy

asociados a los sistemas desacoplados (acoplados) realizar un estudio más detallado para

darle una interpretación f́ısica.
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Apéndice A

Transformada de Laplace y de Fourier clásica

Proposición A.0.1. Sea f(t) una función de orden exponencial ν > 0 y continua o continua a

trozos en [0,∞] tal que f ′, f ′′, . . . , f (n−1) son continuas en [0,∞] y de orden exponencial y f (n)

continua a trozos en [0, T ], T > 0. Entonces la transformada de Laplace esta dada por

Lt
(
f (n)(t)

)
(s) = snLt (f(t)) (s)−

n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0), (A.1)

y existe para todo s > ν.

Demostración. La demostración la haremos por inducción matemática sobre n.

Aśı, para n = 1 integrando por partes, obtenemos

Lt
(
f ′(t)

)
(s) =

∞∫
0

e−stf ′(t)dt = e−stf(t)
∣∣∣∞
0

+ s

∞∫
0

e−stf(t)dt

= sLt (f(t)) (s)− f(0). (A.2)

Ahora supongamos que se cumple para n− 1, es decir

Lt
(
f (n−1)(t)

)
(s) = sn−1

(
Lt (f(t)) (s)−

n−2∑
k=0

f (k)(0)

sk+1

)
. (A.3)

Probaremos que la expresión (A.1) es válida para todo n ∈ N. Luego, por definición de transformada

de Laplace y haciendo uso de la hipotesis de inducción en (A.3), se tiene

Lt
(
f (n)(t)

)
(s) = Lt

(
f (n−1)(t)

)′
(s) = sLt

(
f (n−1)(t)

)
(s)− f (n−1)(0),

= s

(
s(n−1)

[
Lt(f(t))(s)−

n−2∑
k=0

f (k)(0)

sk+1

])
− f (n−1)(0),

= sn

(
Lt (f(t)) (s)−

(
n−2∑
k=0

f (k)(0)

sk+1
+
f (n−1)

sn

))
,
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= sn

(
Lt (f(t)) (s)−

n−1∑
k=0

f (k)(0)

sk+1

)
,

= snLt (f(t)) (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0).

�

Una propiedad más, se enuncia en la siguiente

Proposición A.0.2. Dada una función f(x) derivable con derivada continua hasta el orden n y

tal que

ĺım
x→±∞

f (h)(x) = 0, h = 0, 1, . . . , n− 1, (A.4)

entonces (
Fxf (n)(x)

)
(k) = (−ik)n (Fxf(x)) (k). (A.5)

Demostración. La demostración la haremos por inducción matemática sobre n.

Asi, para n = 1, integrando por partes y usando la condición (A.4), obtenemos

(
Fxf ′(x)

)
(k) =

∞∫
−∞

eikxf(x)dx = eikxf(x)
∣∣∣∞
−∞
− ik

∞∫
−∞

eikxf(x)dx = −ik
(
Fxf(x)

)
(k).

Ahora supongamos que se cumple para n− 1, es decir(
Fxf (n−1)(x)

)
(k) = (−ik)n−1

(
Fxf

)
(k). (A.6)

Probaremos que la expresión (A.5) es válida para todo n ∈ N. Por la definición de transformada de

Fourier y haciendo uso de la hipótesis de inducción en (A.6), obtenemos

(
Fxf (n)(x)

)
(k) =

(
Fx

dn−1

dxn−1
f ′(x)

)
= (−ik)n−1

(
Fxf ′(x)

)
(k),

= (−ik)n−1(−ik)
(
Fxf(x)

)
(k) = (−ik)n

(
Fxf(x)

)
(k).

�
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Apéndice B

Funciones especiales asociadas al cálculo fraccional

En este apéndice se introduce brevemente las funciones especiales de Mittag-Leffler y de Wright, que

juegan un papel muy relevante en las aplicaciones del cálculo fraccionario, debido a que aparecen

de forma natural en la resolución de ecuaciones ı́ntegro-diferenciales fraccionarias.

B.1. Función de Mittag-Leffler

La función exponencial es un caso particular de la función Mittag-Leffler y es de importancia en la

teoŕıa de ecuaciones diferenciales de orden entero, la cual la definimos mediante la siguiente serie

ez =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
, (B.1)

en donde Γ(k + 1) esta definida como en la Definición 1.2.13.

Las generalizaciones de está función son llamadas funciones de tipo Mittag-Leffler en uno y dos

parámetros, y desempeñan un papel importante en la teoŕıa de ecuaciones diferenciales fraccionarias.

En primer lugar introduciremos la función Eα(z), con α > 0, z ∈ C, introducida por el matemático

sueco G. M. Mittag-Leffler [40] a principios del siglo pasado y se define por medio de la siguiente

expresión en serie y en forma de integral

Eα(z) :=
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
=

1

2πi

∫
Ha

eσσα−1

σα − z
dσ, (B.2)

en donde Ha es el contorno de Hankel (Figura 1.1), es decir, una curva que empieza y términa en

−∞ y que rodea al disco
∣∣σ∣∣ ≤ ∣∣z∣∣ 1α en el sentido positivo

∣∣ arg σ
∣∣ ≤ π. Esta definición sigue siendo

válida para α ∈ C con Re(α) > 0 (véase [41])
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e

e-

Figura B.1: Gráfica del contorno de Hankel

Esta función es una generalización de la función exponencial y coincide cuando α = 1, es decir

E1(z) = ez.

En su forma más general la función Mittag-Leffler se escribe como

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
=

1

2πi

∫
Ha

eσσα−β

σα − z
dσ, α > 0, β > 0. (B.3)

Claramente se cumple que Eα(z) = Eα,1(z). Luego, para algunos valores de los parámetros α y β,

obtenemos

E1,1 (z) = ez, E1,2 (z) =
ez − 1

z
,

E2,1 (z) = cosh(z), E2,2 (z) =
sinh (z)

z
.

Otra propiedad que será de gran importancia [42], es la siguiente

mznEmα,β+nα (zm) =

m−1∑
k=0

e
2πik(m−k)

m · Eα,β
(
ze

2πik
m

)
, (B.4)

con α > 0, β > 0 y enteros m ≥ 1, n ≥ 0. Una consecuencia de la expresión (B.4), es la llamada

fórmula de duplicación, que asume la siguiente forma

E2α,β

(
z2
)

=
1

2

[
Eα,β (z) + Eα,β (−z)

]
. (B.5)

A continuación, utilizaremos la representación de la función gama a lo largo del contorno de Hankel.

Proposición B.1.1. La representación integral de la función gama sobre el contorno de Hankel

esta dada mediante la siguiente expresión .

1

Γ(z)
=

1

2πi

+0∫
−∞

ett−zdt. (B.6)
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Demostración. Consideramos las siguientes trayectorias

γ0(θ) = θe−iπ, 0 ≤ θ ≤ ∞, γ1(θ) = εeiθ, −π ≤ θ ≤ π, γ2(θ) = θeiπ, 0 ≤ θ ≤ ∞,

en donde C = γ0(θ) + γ1(θ) + γ2(θ).

Entonces∫
C

t−zetdt =

0∫
+∞

(
θe−iπ

)−z
eθe
−iπ
e−iπdθ +

π∫
−π

(
εe−iθ

)−z
eεe

iπ
εieiθdθ +

∞∫
0

(
θeiπ

)−z
eθe

iπ
eiπdθ.

Aśı al tomar el ĺımite cuando ε −→ 0, resulta∫
γ1

t−ze−tdt =

π∫
−π

(
εeit
)−z

iεeiteεe
it
dt =

π∫
−π

ε−ze−itz
(
iεeit

)
eεe

it
dt = 0.

Asi, ∫
C

t−zetdt =

0∫
+∞

(
θe−iπ

)−z
eθe
−iπ
e−iπdθ +

∞∫
0

(
θeiπ

)−z
eθe

iπ
eiπdθ,

=

∞∫
0

t−zeiπze−tdt−
∞∫

0

t−ze−iπze−tdt,

=
(
eiπz − e−iπz

) ∞∫
0

t−ze−tdt,

= 2i sin (πz)

∞∫
0

t−ze−tdt.

Luego notando que

Γ (z) Γ (1− z) =
π

sin (πz)
, (B.7)

obtenemos la fórmula (B.6). �

Una prueba de la fórmula se puede consulatr en [42].

B.2. Transformada de Laplace de la función Mittag-Leffler

En la aplicación del método de la transformada de Laplace para solucionar ecuaciones diferenciales

fraccionarias, resultará esencial conocer las relaciones existentes entre la función Mittag-Leffler y la

transformada de Laplace. Algunas de ellas son las siguientes:

Proposición B.2.1. La transformada de Laplace de la función Mittag-Leffler definida en (B.2)

con α > 0 esta dada por la siguiente expresión

Lt (Eα(atα)) (s) =
sα−1

sα − a
, s >

∣∣a∣∣ 1α . (B.8)
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Demostración. Partiendo del lado derecho de la ecuación (B.8) y usando la expansión en serie

de la función Mittag-Leffler e intercambiando el signo de la suma con la integral, lo cual es válido

gracias a la convergencia uniforme de la serie que define a la función Mittag-Leffler, obtenemos

Lt (Eα(atα)) (s) =

∞∑
k=0

ak

Γ(αk + 1)

∞∫
0

e−sttαkdt =

∞∑
k=0

ak

Γ(αk + 1)
· Γ(αk + 1)

sαk+1
,

=
∞∑
k=0

ak

sαk+1
= sα−1

∞∑
k=0

ak

(sα)k+1
=

sα−1

sα − a
. �

Una segunda propiedad es la que se menciona acontinuación

Proposición B.2.2. La transformada de Laplace de la funcion tβ−1 por la función Mittag-Leffler

definida en (B.3), con α > 0 y β > 0 esta dada mediante la siguiente expresión

∞∫
0

e−sttβ−1Eα,β(tα) =
sα−β

sα − 1
, Re(s) > 1.

Demostración. Aplicando la transformada de Laplace dada en la Definición 1.2.8 e intercambiando

el ĺımite con la integral, siendo esto posible gracias a la convergencia uniforme de la serie que define

a la función Mittag-Leffler, obtenemos

∞∫
0

e−sttβ−1Eα,β(tα) =
∞∑
k=0

1

Γ(β + kα)

∞∫
0

e−sttβ−1tαkdt =

∞∑
k=0

1

Γ(β + kα)

∞∫
0

e−sttβ+αk−1dt,

= sα−β
∞∑
k=0

1

(sα)k+1
=

sα−β

sα − 1
. �

Otras de las propiedades importantes es la derivada m-ésima de la función Mittag-Leffler en dos

parámetros definida en (B.3), la cual escribimos en seguida

Proposición B.2.3. La derivada m-ésima de la función E
(m)
α,β (atα) para α > 0 y β > 0 está dada por

E
(m)
α,β (atα) =

∞∑
k=0

(k +m)!

k!
· aktαk

Γ (αk + αm+ β)
. (B.9)

Demostración. Procedemos por indución matemática sobre m. Aśı, para m = 1, 2 obtenemos

E
(1)
α,β (z) =

∞∑
k=1

kzk−1

Γ(αk + β)
=

∞∑
k=0

(k + 1)zk

Γ(αk + α+ β)
,

E
(2)
α,β (z) =

∞∑
k=1

k(k + 1)zk−1

Γ(αk + α+ β)
=

∞∑
k=0

(k + 1)(k + 2)zk

Γ(αk + 2α+ β)
.
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Ahora supongamos que se cumple para m− 1, es decir

E
(m−1)
α,β (atα) =

∞∑
k=0

(k + 1)(k + 2) · · · (k +m− 1)zk

Γ (αk + (m− 1)α+ β)
,

=
∞∑
k=0

(k +m− 1)!

k!
· aktαk

Γ(αk + α(m− 1) + β)
.

(B.10)

Mostremos que se cumple para m. De este modo, usando la hipótesis de indución resulta

E
(m)
α,β (z) =

d

dz

(
E

(m−1)
α,β (z)

)
=

d

dz

( ∞∑
k=0

(k + 1)(k + 2) · · · (k +m− 1)zk

Γ(αk + (m− 1)α+ β)

)
,

=
∞∑
k=0

(k + 1)(k + 2) · · · (k +m)zk

Γ(αk +mα+ β)
=
∞∑
k=0

(k +m)!

k!
· zk

Γ(αk +mα+ β)
.

Aśı, sustituyendo z por atα en la ecuación anterior obtenemos

E
(m)
α,β (z) =

∞∑
k=0

(k +m)!

k!
· aktαk

Γ(αk +mα+ β)
.

�

Otra propiedad que es de uso importante en el cálculo fraccional es la siguiente

Proposición B.2.4. La transformada de Laplace de la m-ésima derivada de la función Mittag-

Leffler calculada en (B.9) por la función tαm+β−1 esta dada mediante la siguiente expresión

Lt
(
tαm+β−1E

(m)
α,β (atα)

)
(s) =

m!sα−β

(sα − a)m+1
, α > 0, β ∈ R, Re(s) >

∣∣a∣∣ 1α . (B.11)

Demostración. Aplicando la transformada de Laplace dada en la Definición 1.2.8 e intercambiando

el ĺımite con la integral, siendo esto posible gracias a la convergencia de la función Mittag-Leffler,

obtenemos

Lt
(
tαm+β−1E

(m)
α,β (atα)

)
(s) = Lt

(
tαm+β−1

∞∑
k=0

(k +m)!

k!
· aktαt

Γ(αk + αm+ β)

)
,

=

∞∑
k=0

(k +m)!ak

k!Γ(αk + αm+ β)
· Lt

(
tαm+αk+β−1

)
,

=

∞∑
k=0

(k +m)!ak

k!Γ(αk + αm+ β)
· k!Γ(αk + αm+ β)

sαk+mα+β
,

=
∞∑
k=0

(k +m)!

k!
· ak

sαk+αm+β
,

= s−αm−β
∞∑
k=0

(k +m)!

k!

( a
sα

)k
,
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= s−αm−β
m!(

1− a
sα

)m+1 ,

= s−αm−β
m!

(sα − a)m+1 s
αm+α,

=
m!sα−β

(sα − a)m+1
.

�

Pasaremos ahora a definir la segunda función especial, la llamada función de Wright, que resulta

fundamental en la resolución de las ecuaciones fraccionarias de evolución y difusión y que, como

veremos, está relacionada con la función de Mittag-Leffler.

B.3. Función de Wright

La función de Wright, llamada aśı por el matemático británico E. M. Wright [43] puede ser definida

por medio de las siguientes fórmulas en serie e integral (véase [44] fórmula 18.1(27) y 18.1(29))

W (z;α, β) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ β)n!
=

1

2πi

∫
Ha

eσ+zσ−α

σβ
dσ, z ∈ C, α > −1, β > 0, (B.12)

en donde Ha es el contorno de Hankel.

En realidad, la expresión (B.12) sigue definida cuando β = 0. En efecto

W (z;α, 0) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn)n!
=
∞∑
n=1

zn

Γ(αn)n!
, (B.13)

ya que Γ(0) = 0.

La función de Wright, aśı como la de la Mittag-Leffler, también representa una generalización de la

función exponencial, siendo W (z; 0, 1) = ez. Otro caso particular de esta función que será muy útil

conocer, es el que fue considerado por Mainardi [45]

W

(
−z;−1

2
,
1

2

)
=

1√
π
e−

z2

4 .

Como hab́ıamos anunciado, existe una interesante relación, expresada v́ıa la transformada de La-

place, entre las funciones de Mittag-Leffler y de Wright.

Proposición B.3.1. La transformada de Laplace de la función tβ−1 por la función de Wright para

α > −1 y β > 0 esta dada por la siguiente fórmula

Lt
(
tβ−1W (γtα;α, β)

)
(s) = s−βeγ/s

α
. (B.14)
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Demostración. Usaremos la expresión en forma de serie de la función de Wright dada en la ecuación

(B.12). Por la definición de la transformada de Laplace, e intercambiando el śımbolo de la suma con

el de la integral, lo cual puede efectuarse por la convergencia uniforme, obtenemos

Lt
(
tβ−1W (γtα;α, β)

)
(s) =

∞∑
k=0

1

Γ(αk + β)k!

∞∫
0

e−sttβ−1γktαkdt,

=
∞∑
k=0

γk

Γ(αk + β)k!

∞∫
0

e−sttαk+β−1dt,

=

∞∑
k=0

γk

Γ(αk + β)k!

Γ(β + αk)

sβ+αk
,

=
∞∑
k=0

γk

k!

1

sβ+αk
,

= s−β
∞∑
k=0

(γs−α)k

k!
,

= s−βeγ/s
α
. �
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