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Resumen

En este trabajo se desarrolla un modelo matematico de dindmica celular y viral basado en tres y
siete ecuaciones diferenciales ordinarias, respectivamente. El modelo de dindmica celular describe
la diferenciacion de las células del epitelio estratificado del cervix, mientras que el modelo de
dindmica viral describe la infeccion por el virus del papiloma humano durante la diferenciacion de
los queratinocitos. Se determina la existencia y estabilidad del punto de equilibrio libre de infecciéon
del modelo de dindmica celular, ademads, se demuestra la no existencia de drbitas periddicas para
un subsistema de este modelo. Se calcula el nimero reproductivo basico del modelo de dindmica
viral. Se demuestra que el punto de equilibrio libre de infeccidn es local asintéticamente estable si
el nimero reproductivo basico es menor a la unidad. Se muestra la existencia del punto de equilibrio
infectado cuando el ndmero reproductivo basico es mayor a la unidad y se estudia numéricamente
las soluciones usando valores de los parametros reportados en la literatura. El modelo de dindmica
viral reproduce infecciones de tipo transitorias, agudas, latentes y crénicas que han sido reportadas
en estudios de la historia natural de la infeccion por el virus del papiloma humano.



Abstract

In this work, a mathematical model for cell and viral dynamics is developed based on three and
seven non-linear ordinary differential equations, respectively. The cell dynamics model describes
the differentiation of the cells of the stratified epithelium of the cervix, while the viral dynamics
model describes human papillomavirus infection during the keratinocytes differentiation. The exis-
tence and stability of the infection-free equilibrium of the cell dynamics model is determined, in
addition, the non-existence of periodic orbits for a subsystem of this model is proved. We calcula-
ted the basic reproductive number of the viral dynamics model. We proved that the infection-free
equilibrium is locally asymptotically stable if the basic reproductive number is less than unity. We
showed the existence of the infected equilibrium when the basic reproductive number is greater
than unity, and the solutions are studied numerically using values of the parameters reported in the
literature. The viral dynamics model reproduces transient, acute, latent and chronic infections that
have been reported in studies of the natural history of the infection for human papillomavirus.
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Capitulo 1

Introduccion

Los Virus del Papiloma Humano (VPH) son una gran familia de pequefios virus ADN de doble
cadena, que son la causa de proliferacion de células andmalas que se convierten desde verrugas
epiteliales hasta neoplasias intraepiteliales de alto grado y carcinoma invasivo. Es la infeccion de
transmision sexual mas frecuente en el mundo y el principal agente causal del Cancer Cérvico-
Uterino (CCU), que se evidencia en el 99.7 % de los casos [1]. Los genotipos del VPH pueden ser
de bajo y alto riesgo oncogénico, y sobre este ultimo, inciden los hallmarks del céncer, es decir,
procesos celulares que en su conjunto tienen como consecuencia el desarrollo del cancer.

Los hallmark o sellos distintivos del cancer son al menos seis capacidades biol6gicas adquiridas
que se evidencian durante progreso de tumores humanos, que incluyen mantener la sefializacion
proliferativa, evadir los supresores del crecimiento, inducir la angiogénesis, activar la invasién y la
metastasis, permitir la inmortalidad replicativa y resistir la muerte celular [2]. Sobre las dltimas dos
capacidades bioldgicas, cuando ocurre una infeccién por VPH de alto riesgo oncogénico, existe una
mayor probabilidad de progresion a las altas tasas de proliferacion celular y falta de apoptosis que
comienzan a generar inestabilidad gendmica de la célula hospedera lo que conlleva al desarrollo de
cancer [3].

A nivel celular, la comprension de la biologia del VPH es vital para explicar la dindmica de
invasion del virus a una célula huésped. A pesar de la extensa investigacion sobre la biologia,
modelacién y andlisis de la dindmica del VPH a nivel poblacional, son pocos los trabajos que
modelan y analizan, desde un enfoque matematico, a nivel celular y molecular. Por tal motivo, esta
investigacion se centra en la modelacion y andlisis del VPH a nivel celular.

1.1. Biologia del Virus del Papiloma Humano

Los VPH se caracterizan por ser pequeiios virus no envueltos que miden entre 45 nm a 55 nm de
didmetro, con una cédpside icosaédrica de proteina. Su contenido genético posee un ADN circular
de doble hebra con 7.900 pares de bases, que se encuentra asociado con histonas formando un



complejo similar a la cromatina. El genoma de VPH contiene en promedio ocho open reading
frame (conocido como Marco Abierto de Lectura u ORF por sus siglas en inglés) importantes que
son expresados a través de ARNm policistronicos, transcritos de una sola hebra de ADN.

Todos los genotipos, es decir, variaciones genéticas de VPH estan formados por genes tempranos
(Early o E por su sigla en inglés) cuya funcién principal es garantizar que el material genético del
VPH (episoma) se replique de manera independiente sin estar integrado en el genoma de la célula,
y genes tardios (Late o L por su sigla en inglés), que codifican las proteinas de la cdpside.

EnlaFigura 1.1 se ve que hay tres secciones donde el ADN completa el ciclo de replicacion viral:
una region de control (long control region o LCR por su siglo en inglés), una region temprana E y
una region tardia L. La region LCR contiene centros promotores que permite potenciar o silenciar
secuencias que regulan la replicaciéon del ADN mediante el control de la transcripcion de los ORF.
Las proteinas E1 y E2 transcritas a partir de la region temprana son responsables de la replicacion
viral y expresion génica. La regidn tardia codifica las proteinas estructurales L1 y L2, necesarias
para el ensamblaje de la particula viral. Las proteinas E6 y E7, productos de la region temprana,
son las encargadas de inmortalizar la célula hospedera y del proceso carcinogénico [4].

VPH ]

ugieddey

Estimulacion de
crecimiento

Figura 1.1: Etapas del ADN del VPH. Fuente: https://scielo.conicyt.cl/scielo.
php?script=sci_arttext&pid=S0717-75262012000400014


https://scielo.conicyt.cl/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S0717-75262012000400014
https://scielo.conicyt.cl/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S0717-75262012000400014

Lo anterior se sintetiza en la Tabla 1.1.

Tabla 1.1: Funciones de los genes del VPH.

Tipos de proteinas Genes Funciones principales
El Cumple funciones replicativas del ADN.
E2  Regulacién de la transcripcidn viral.
E3 Aun se desconoce su funcion.
Regula la expresion de genes tardios, controla la

No estructurales Ed maduracion viral y la salida de los viriones.
B5 Ligada a la actividad transformante celular de E6 y
ET7.
Degrada la proteina supresora de tumores p53
E6 . . . .
ligada a la proliferacion y transformacion celular.
B7 Degrada la proteina supresora de tumores pRb,

contribuye a la evasion de la respuesta inmunitaria.
ES8 Adn se desconoce su funcion.
L1 Ensamblaje de la proteina principal de la capside.
L2 Ensamblaje de la proteina secundaria de la cépside.

Estructurales

Fuente: Santos et al. [5]

El desarrollo de céncer asociado con los genotipos del VPH de alto riesgo, tiene que ver con la
inactivacion viral de las proteinas supresoras de tumores celulares p53 y la proteina de retinoblas-
toma (pRb) y la posterior acumulacion de dafios en el ADN. Las proteinas mas importantes son las
que codifican las E6 y E7, ya que se ha comprobado que son proteinas oncogénicas que controlan
la proliferacion y transformacion y se expresan en la mayoria de los procesos malignos asociados
al VPH. Este conocimiento de la genética viral es de suma importancia porque nos ayuda a conocer
mejor la replicacion del virus [6].

1.1.1. Clasificacion del VPH

Los genotipos de VPH son enumerados secuencialmente y se clasifican sobre la base de la se-
cuencia del ADN. Desde 1907 hasta el 2015, se han identificado mas de 200 genotipos diferen-
tes [7], los cuales tienen tropismo por epitelios escamosos estratificados, infectando piel, mucosa
oral y/o del tracto ano-genital. Los tipos de VPH cutédneos, entre ellos los tipos 1, 2, 3, 7y 10, tienen
como blanco principalmente manos y pies, formando verrugas tipicas de la infeccién. Los VPH que
tienen preferencia por tejidos mucosos, infectan las células epiteliales basales de la boca, garganta
tracto respiratorio o epitelio ano-genital y, en cualquiera de ellos, los VPH podria dar origen a un
proceso carcinogénico [3].

Los genotipos del VPH se clasifican en dos tipos: los de bajo riesgo (BR), son los causantes de
verrugas y lesiones a nivel cutdneo que no representan peligro para el individuo (lesiones benignas);
y los de alto riesgo (AR), son capaces de provocar infecciones malignas asociadas con canceres
en zonas intraepiteliales. Algunos de los genotipos del VPH mas frecuentes se visualizan en la



Tabla 1.2.

Tabla 1.2: Clasificacion de los genotipos del VPH.

Clasificacion de
riesgo

Bajo Riesgo (BR) 6, 11,40, 42, 43,44, 54, 61,70, 72y 81

Alto Riesgo (AR) 16,18, 31,33, 35, 39,45, 51,52, 56, 58,59, 68, 73y 82

Fuente: Santos et al. [5]

Genotipos

1.1.2. Dinamica viral generada por la infeccion de VPH

Una infeccion viral se puede considerar cuando un organismo es invadido por un virus o particu-
la viral (entidad bioldgica), y éstos pueden adherirse a células susceptibles. Las células huésped
susceptibles a una infeccién por genotipos del VPH, se conocen como queratinocitos. Estas células
conforman entre 80 al 95 % de la epidermis [8-10], cuya funcién de crear una barrera entre los
6rganos y su entorno.

La Figura 1.2 ilustra los queratinocitos en sus diferentes estratos, desde el basal hasta el cérneo.
A medida que se van diferenciando las células desde el estrato basal hacia el estrato cérneo, in-
ciden moléculas de queratina, que culminan con la sustituciéon de la membrana plasmatica por un
envoltura de células cornificadas [11].
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Figura 1.2: Queratinizaciéon epidérmica. Fuente: https://www.sciencedirect.com/
science/article/abs/pii/S1762827X08706953


https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S1762827X08706953
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S1762827X08706953

El cérvix o cuello uterino es la porcion fibromuscular inferior del ttero que comunica a éste con
la vagina. Estd compuesto por el endocérvix, que es la parte interna del cuello uterino que lleva
hasta el ttero, y el exocérvix, que es la parte externa del cérvix. El primero estd constituido por
células glandulares y estd recubierto por una sola capa epitelial cilindrica, mientras que el segundo
se constituye por células escamosas y esta recubierto por multiples capas que conforman el epitelio
escamoso estratificado.

La Figura 1.3 ilustra la unién escamo-columnar, localizada entre la zona de transformacién del
epitelio cilindrico (o columnar) al escamoso. En la zona de transformacién ocurre la metaplasia, que
es el reemplazo de un tipo de células diferenciadas (cilindricas) por otro (escamosas). La metaplasia
se clasifica como inmadura y madura, siendo esta ultima la que se asemeja al epitelio escamoso
nativo. En la unién escamo-columnar, existe la transicion de metaplasia inmadura a madura, donde
es mds probable que ocurra una infeccién por VPH. La infeccién por este virus, tiende a causar
céancer en zonas de transformacion y el area del epitelio cervical en que transcurre la metaplasia
escamosa es relevante para la carcinogénesis [12, 13].

Union escamao-
Zona de transformacion columnar Ectocérvix

| Célula basal

Figura 1.3: Zona de transformacién epitelial y metaplasia escamosa. Fuente: https://www.
slideshare.net/SurajbDhara?2/pathology-of-the-cervix

También, en investigaciones sobre las infecciones por VPH de AR, se ha evidenciado que durante
el acto sexual, se genera microtraumas en el epitelio genital, lo que conlleva a una transformacion
de la zona del epitelio cervical cuando una particula viral infecta a las células del estrato basal
y estas comienzan a proliferar con material genético viral. Las particulas virales contienen unas
espiculas dadas por la proteina L1 en la capside, lo que facilita la unién con las células del estrato
basal, debido a que estas células tienen un receptor que ha sido asociado estructuralmente con
Heparan Sulfato para los tipos virales 16 — 33 y con Alfa-6-Integrina para VPH 6 [14, 15].

De acuerdo con lo anterior y tomando en cuenta las figuras 1.3 y 1.4, la infeccion viral ocurre
por una alteracion de la barrera epitelial (por ejemplo, metaplasia escamosa 0 microtraumas), que
infecta solo a las células del estrato basal.


https://www.slideshare.net/SurajDhara2/pathology-of-the-cervix
https://www.slideshare.net/SurajDhara2/pathology-of-the-cervix
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Figura 1.4: Proceso de infeccion del VPH en el cuello uterino. A) Entrada del virién a la zo-
na basal del epitelio. B) Unién del virién con los proteoglicanos de hepardn sulfato dispo-
nibles en la membrana basal. C) y D) Cambio conformacional de las proteinas L1 (espicu-
las amarillas) para facilitar su unién al receptor. E) Union del virion con el queratinocito
basal. Fuente: http://www.scielo.org.co/scielo.php?script=sci_arttexts
pid=s0121-08072017000300478

En términos generales, cuando existe infeccion viral por VPH (ver Figura 1.6), su ciclo de re-
plicacion puede durar de 6 a 12 semanas para crear particulas virales maduras, y en el caso de
los genotipos de AR, pueden formar tejido con células anormales que son las causantes de diver-
sos canceres en zonas intraepiteliales. Cabe resaltar que al completarse el ciclo de replicacion del
VPH, la ampliacién del genoma viral puede generar mds de 1000 nuevas particulas virales que son
liberadas cuando se produzca la descamacion (desprendimiento de la célula del estrato corneo del
epitelio) o ruptura de la membrana celular.

Los VPH de AR han evolucionado de tal forma, que son capaces de eludir la inmunidad del
huésped, lo cual se traduce en una persistencia viral y progresion a enfermedades de Neoplasia
Intraepitelial Cervical (NIC) de diferentes grados [16]. La Figura 1.5 ilustra anormalidades de las
células epiteliales generadas por una NIC, por ejemplo la displasia leve o NIC de grado 1 (NIC
I), la displasia moderada o NIC de grado 2 (NIC II), y la displasia severa o NIC de grado 3 (NIC
III). Por un lado, la NIC I es considerado de grado bajo, debido a que la mayoria de los pacientes
que muestran esta etapa, presentan una regresion espontdnea de la lesion, mientras un 20 % persiste
como NIC I'y solo el 10 % progresa a un NIC de grado alto; por otro lado, la NIC III tiene un 15 %
de progresar a un cancer in situ, y un 36 % si no se lleva a cabo ninguna clase de tratamiento [17].
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Figura 1.5: Representacion esquemdtica de la infeccion por VPH en el moco cervical y sus
posibles lesiones intraepiteliales escamosas. Fuente: https://www.sciencedirect.com/
science/article/abs/pii/S1521693417301335?via%3Dihub

1.1.3. Sistema inmune vs VPH

Aunque el propésito de esta investacion no es modelar y analizar la dindmica del sistema inmune
en presencia de infeccion por VPH, es necesario brindar un panorama sobre lo que ocurre cuando
ambos se encuentran en términos generales, debido a que en la biologia celular estd incluida la
accion y reaccion del sistema inmune.

El sistema inmune es el mecanismo de defensa que presenta un individuo cuando es invadido por
un virus. El sistema inmune se divide en dos ramas funcionales: la inmunidad innata, o inespecifica,
que es un sistema de defensas que protege contra todos los antigenos, la cual consiste en barreras
que impiden que los materiales dafiinos ingresen en el cuerpo; y la inmunidad adaptativa se com-
pone de células y procesos sistémicos altamente especializados que eliminan o evitan las amenazas
de patégenos. Ambas tienen diferencias, por ejemplo, la primera es inespecifica y su respuesta es
inmediata; mientras que la segunda genera memoria y su respuesta es lenta.

Cuando se produce infeccion por un genotipo de AR que no presenta fase virémica, la replicacion
es no litica y mantiene a la baja los niveles de expresion génica viral en el epitelio basal, todo esto
hace que la respuesta inmune innata sea limitida y la adaptativa sea retardada, lo que favorece el
establecimiento de la infeccidn viral [18-20].

También, el VPH ha desarrollado mecanismos de evasion de la respuesta inmune del huésped.
Al tener un ciclo de replicacion no litico, muestran una actividad viral casi imperceptible; ademas,
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las proteinas E6 y E7 de su ciclo replicativo, hacen que los mecanismos inhibidan la sintesis de
interferén y las vias de sefializacion intracelular, por ejemplo, las del interferén tipo I, que este
produce cuando el cuerpo reconoce que un virus lo ha invadido. Por lo anterior, la célula infectada
parece tener poca o ninguna liberacién de citocinas proinflamatorias, que se traduce en la falta de
activacion de las células presentadoras de antigenos (CPA) y no se active el reconocimiento y la
respuesta inmunitaria hacia un antigeno, por parte de un linfocito T (Ver Figura 1.6).

Ciclo Infeccioso 6-12 Evasion de la respuesta
SEMANES o= inmune innata por VPH-AR
e e — - P

—

Ensamblaje y liberacién de viriones La infeccion por VPH-AR disminuye los
sensores de la respuesta inmune innata,
y las proteinas E6 Y E7 inhiben la respuesta a
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Figura 1.6: Ciclo infeccioso del VPH en el tejido epitelial. Fuente: http://revistamedica.
imss.gob.mx/editorial/index.php/revista_medica/article/view/190/
534

En resumen,

= Como este no es un virus citolitico, no hay viremia ni inicio de inflamacién y la posterior
activacion del sistema inmune.

= Las oncoproteinas E6 y E7 de VPH interfieren con los niveles de activacion del interferén
tipo I que impiden el inicio de respuestas antivirales intracelulares.

= [a ausencia de liberacion de citoquinas inflamatorias de los queratinocitos infectados limita
la activacion de las células de Langerhans de la piel residente que son necesarias para la
induccién de la inmunidad adaptativa.

1.2. Revision de la literatura

Para la presente investigacion, hay dos grandes intereses sobre el Virus del Papiloma Humano:
la cinética viral que ha sido registrada del virus y los diversos modelos matematicos en relacién a
los contextos bioldgicos en que puede ser estudiado este fendmeno.
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Por un lado, la cinética viral es de gran importancia, debido a que es la base para comparar
con soluciones numéricas que arroja un modelo matemaético. Alizon et al. [21], indican que si
existe infeccion provocada por una célula infectada a una susceptible, se pueden presentar al menos
cuatro tipo de infecciones: transitorias, agudas, latentes y cronicas; ademas, sostienen que estudiar
las infecciones agudas por VPH es necesario, debido a que las interacciones tempranas ayudan a
explicar por qué ciertas infecciones se eliminan, mientras que otras se vuelven cronicas o latentes.

Una infeccion se denomina transitoria, si un huésped (susceptible) al tener contacto con otro (in-
fectado) presenta material genético viral, en un corto periodo de tiempo, en ausencia de infeccion.
Si el material genético viral establece una infeccidn, existe produccion de particulas virales, y tanto
las células infectadas como las particulas virales son eliminadas, entonces se denomina infeccion
aguda. Al transcurrir una infeccién aguda, puede darse el caso que haya eliminacion parcial de
la células infectadas, las que sobrevivan no tengan actividad detectable y, a medida que avance el
tiempo, vuelvan a manifestar una infeccién aguda con una nueva eliminacion parcial de la carga
viral y se repita este proceso, a este hecho se le denomina infeccion latente. Por tltimo, si una in-
feccion aguda no se elimina y la dindmica viral se conserva con el paso del tiempo, se define como
una infeccion crénica. Lo descrito se ilustra en la Figura 1.7.
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Figura 1.7: Cinética de la carga del virus VPH en diferentes infecciones genitales. Fuente: https:
//www.mdpi.com/1999-4915/9/10/293
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Otro trabajo sobre cinética viral, lo exponen Depuydt et al. [22], quienes investigaron si las
mediciones de carga viral en serie pueden diferenciar entre las lesiones de regresion (entendiéndose
como infeccidnes latentes que se convierten en agudas) y las infecciones transitorias que producen
viriones en serie en mujeres con infecciones persistentes por VPH de tipo especifico.

Los autores afirmaron que hay al menos tres tipos de cinética viral, teniendo una célula basal in-
fectada (Ver Figura 1.8): tipo A, dada la division de una célula basal, la produccion de dos células
parabasales (células epidérmicas que estdn por encima del estrato basal); tipo B, dada la divisién de
una célula basal, la produccién de una célula basal y otra parabasal; tipo C, dada la division de una
célula basal, la produccion de dos células basales. Lo anterior tiene una interpretacion bioldgica
similar a la expuesta por Alizon et al. [21], las tipo A muestran un crecimiento exponencial de la
carga viral (infeccion transitoria o aguda), por lo general con ciclo litico de la infeccién, que se
elimina generalmente de 6 a 18 meses [23]; las tipo B, modelo propuesto por los autores (denomi-
nado modelo de reemplazo asimétrico), es similar al tipo A, pero se presenta en mas de una ocasion
(infeccion latente que puede pasar a una aguda en serie o cronica); y las tipo C, que presentan un
crecimiento de la carga viral, por lo general con ciclo lisogénico de la infeccion, en los que ocurre
una regresion de las neoplasias intraepitelias cervicales (NIC) o una progresion lineal de la lesion

hasta desarrollar un cancer.
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El trabajo de Depuydt et al. [22] tiene gran importancia para esta investigacion, debido a que
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es un estudio que us6 datos reales de 261 mujeres no tratadas, que presentaban 270 infecciones
(algunas infectadas por mds de un genotipo) por diferentes genotipos del VPH (de bajo y alto
riesgo). La Figura 1.9 describe graficamente los resultados obtenidos.
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Figura 1.9: Casos representativos que muestran los diferentes patrones de carga viral en laten-
cia, regresion y progresion. Fuente: https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/
PMC4559041/

La Figura 1.9 muestra diferentes escenarios de los resultados de mediciones de carga viral, pro-
vocados por las proteinas E6 y E7 de un genotipo del VPH. Estas mediciones representadas por e,
fueron calculadas por un modelo de regresion lineal simple y = bx + a, donde y es el log10 predi-
cho de la carga viral, a es la interseccion, z es el intervalo de tiempo y b es la pendiente (cambio
en log10 de carga viral por unidad de tiempo). Calcularon el coeficiente de determinacién R? y
establecieron que, para los casos de infeccién con latencia, si R < 0.85 entonces habia una reduc-
cién de la poblacién viral (Figura 1.9: A—C), mientras que si R? > (.85, habia un aumento de la
poblacién viral (Figura 1.9: D). Las mediciones presentaban Episodios de Produccién de Viriones
en Serie (VPEs por sus siglas en inglés) que eran calculadas del cociente entre el nimero de dias
en que se detectd un genotipo del VPH y el Tiempo de Duplicacién Viral (Vpp por sus siglas en
inglés) del genotipo especifico.

La cinética de carga viral, que ilustra la Figura 1.9 cuando existe infeccidn latente o con latencia,
exponen casos donde se evidencia regresion de la infeccion que puede clasificarse dentro de las
NIC hasta la eliminacion total o parcial de la carga viral (Figura 1.9: A—C), y aumento progresivo
de la carga viral hasta desarrollar una NIC III o precancer. (Figura 1.9: D).
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Los trabajos de investigacion, antes mencionados, brindan un panorama sobre los escenarios de
cinética viral para realizar comparaciones de estas con las soluciones numéricas del modelo de
dinamica viral del VPH.

Por otro lado, existen diversos trabajos sobre modelacion de la dinamica del VPH que se en-
marcan en tres tipos de contextos bioldgicos: poblacional, celular y molecular. A nivel poblacional,
hay modelos matemadticos y estadisticos que analizan la dindmica de infeccidn viral en presencia de
poblacidn susceptible [24—-28]; a nivel celular, hay modelos matematicos que analizan la evolucién
de la dindmica viral del VPH en contacto con células susceptibles [29-32]; y a nivel molecular, hay
un modelo matematico que analiza las proteinas presentes en el ciclo del VPH [33]. A continuacion
se describen brevemente algunas de estas investigaciones.

A nivel poblacional, Lee et al. [24], construyeron un modelo matemético de VPH que brind6
una vision cuantitativa de la prevencion y mitigacién actuales contra el cancer de cuello uterino
en mujeres afroamericanas en los Estados Unidos. Barnabas et al. [25], propusieron un modelo
determinista con la finalidad de cuantificar los efectos de la vacunacién de hombres y mujeres,
teniendo en cuenta el antes y después de la primera relacion sexual, para explorar el impacto de
la vacuna contra el VPH-16. Sado [26], desarrollé6 un modelo matematico del cancer cervical con
transmision del VPH sin y con vacunacion, con el objetivo de mostrar el papel que juega la vacuna
en la propagacion, reduccion y el control de la infeccion.

También, Ziyadi [27], realiz6 el analisis de modelos matemaéticos de la epidemia del VPH (con
y sin vacunacidn) para mujeres afroamericanas y hombres afroamericanos con datos demograficos
logisticos “ajustados”, con la finalidad de exponer resultados sobre la dindmica viral del VPH. Y
Riesen et al. [28], desarrollaron un modelo matemético basado en la poblacién que describe la
transmision del VPH-16 entre adultos jovenes heterosexuales, con la finalidad de medir el impacto
de vacunacion del VPH-16 en Suiza.

A nivel celular, Asih et al. [29] modelaron a través de un sistema de ecuaciones diferenciales,
la dindmica de las células infectadas por VPH por medio del avance de células cervicales norma-
les a las tipo precancerosas y cancerosas. Verma et al. [30] construyeron un modelo que captura
caracteristicas inmunoldgicas y moleculares, en relacion a infecciones por el Virus de la Inmuno-
deficiencia Humana (VIH) y el VPH, con el fin de investigar por qué la prevalencia de la infeccion
oral por VPH aumenta en las personas infectadas por el VIH.

Murall et al. [31] propusieron un modelo que considera la infeccién epitelial por clamidia y
VPH (de bajo y alto riesgo), para investigar como la estructura epitelial afecta la dindmica de
la infeccién. Por dltimo, Chakraborty et al. [32] desarrollaron un modelo de infeccién por VPH
agregando respuesta autoinmune y de anticuerpos pS3 y pRb sobre el VPH, del cual investigaron
el efecto de varios pardmetros sobre el riesgo de desarrollar cancer cervical.

Finalmente, a nivel molecular, Miller et al. [33] propusieron un modelo que predice con alta
afinidad de unioén a la proteina supresora de tumores de retinoblastoma (RB) y la concentracién de
E7 que aceleran la transicioén de fase G1 a S y debilitan la dependencia del factor de crecimiento,
con la intencién de cuantificar las diferencias entre las infecciones por VPH de BR y AR para
desentrafiar como estas diferencias pueden conducir a lesiones malignas o benignas centrdndose en
la proteina E7.
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1.3. Objetivos

La importancia de realizar un estudio a nivel celular, es debido a que el evento de mayor relevan-
cia con el rompimiento de E2, es la integracién del ADN viral a la secuencia del huésped. Una vez
integrada, comienza la transcripcion de E6 y E7, lo cual favorece su produccién sin un elemento
regulatorio, provocando la inmortalizacion de la célula. Lo anterior implica que las altas tasas de
proliferacion celular y falta de apoptosis comienzan a generar inestabilidad genémica de la célula
hospedera, lo que resulta en el desarrollo de cancer por genotipos de AR [4].

En la seccion anterior, se evidencia el interés de diversos autores de modelar la dinamica viral del
VPH. El trabajo de Murall et al. [31] modela la estratificacion del epitelio en presencia de infeccidn,
no obstante, el modelo se centra en la dinamica del epitelio infectado y de las particulas virales,
excluyendo la dindmica del epitelio sano. En la actualidad, no existe un modelo que describa la
dindmica celular y viral en el epitelio escamoso estratificado, y arroje soluciones de cinética viral
comparables a las de la Figura 1.7 y la Figura 1.9, por ende, se propone lo siguiente.

1.3.1. Objetivo general

Modelar y analizar la dindmica del Virus del Papiloma Humano en los estratos epiteliales.

1.3.2. Objetivos especificos

1. Desarrollar un modelo matematico de dindmica celular y viral que incluya los estratos de las
células epiteliales y la infeccién por VPH.

2. Calcular los puntos de equilibrio del modelo y el nimero reproductivo basico asociado al
modelo.

3. Determinar la estabilidad de los puntos de equilibrios de los modelos.

4. Reproducir la cinetica viral reportada en la literatura a través de soluciones numéricas.

1.4. Esquema de la tesis

Esta tesis se organiza como se sigue. El Capitulo 1, abarca aspectos generales sobre la biologia
del VPH, como la dindmica celular y viral por infeccién del VPH. Los conceptos mateméticos
basicos relevantes para la tesis se exponen en el Capitulo 2. Se propone un modelo de dindmica
celular en el Capitulo 3, que contempla los diversos estratos del epitelio sano, y se analiza por medio
de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias. En el Capitulo 4, se propone un
modelo de dindmica viral basado en el modelo de dindmica celular del capitulo anterior, y se realiza

13



un estudio cualitativo del mismo. Finalmente, el Capitulo 5 muestra resultados de simulaciones
numéricas para realizar una discusion entre la informacién que arroja la literatura, el anélisis teérico
y el numérico.
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Capitulo 2

Preliminares matematicos

Este capitulo ilustra algunas definiciones, conceptos, teoremas y sus derivados de la teoria de las
ecuaciones diferenciales que son relevantes para la tesis. La finalidad es contextualizar en términos
matematicos al lector para brindar rigurosidad y veracidad, por medio de herramientas matemaéticas.
También, es para dar soporte a los resultados del andlisis cualitativo del modelo de dinamica celular
y viral de los capitulos posteriores.

2.1. Teoria sobre modelacion matematica

Definicion 2.1. Un modelo matemdtico es una descripcion, en lenguaje matemdtico, de un objeto
que existe en un universo no-matemdtico.

Esta definicion tiene tal grado de utilidad que cumple con el primer objetivo especifico del traba-
jo de investigacidn que se quiere realizar. Existen dos tipos de modelos matematicos: deterministi-
cos y estocasticos. En un modelo deterministico se controlan los aspectos que intervienen en un
fendmeno, lo que permite predecir con exactitud sus resultados. En un modelo estocdstico no es
posible controlar los aspectos que intervienen en un fendmeno, lo que puede producir posibles
resultados en funcién de probabilidades [34].

Para representar un fendmeno biolgico en un lenguaje matematico, existen diversos objetos
matematicos cumplen con esta funcion, desde ecuaciones lineales hasta sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales. Las ecuaciones diferenciales ordinarias permiten modelar la propagacion
de enfermedades infecciosas, debido a que describen la tasa de cambio respecto a las variables
que inciden en el fendmeno descrito en un modelo matematico en el tiempo. También, hay objetos
matematicos que pueden arrojar informacidon mas precisa, al analizar las tasas de cambio de las
variables del fendmeno respecto al tiempo y el espacio como las ecuaciones diferenciales parcia-
les; o dada la informacion del fendmeno se puede construir el modelo por medio de ecuaciones
estocdsticas. Debido a que el modelo de dindmica celular y viral se describe en ecuaciones dife-
renciales ordinarias, se presenta la siguiente definicion.
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Definicion 2.2. [35] Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de orden n es una ecuacion de la
forma
d"z de d%z d"1a
=Fltoe, — —,..., —— 2.1
i < TRIRTER ’dt”—1> ’ @D

donde F' es una funcion diferenciable (de clase C", r > 1) definida en un dominio U de un espacio
de dimension n—+1 (el tiempo t y las derivadas de la funcion desconocida de érdenes desde 0 hasta
n — 1 inclusive).

Note que F' se dice que es de clase C" en el dominio U (conjunto abierto, conexo y no vacio), si
todas sus derivadas hasta el orden r existen y son continuas.

Teorema 2.1. [35] La ecuacion de orden n (2.1) es equivalente a un sistema de n ecuaciones
diferenciales de primer orden

=20, 0 =x,, 2, =F (T, .., 00 1), (2.2)

en el sentido de que si p es una solucion de la ecuacion (2.1), entonces el vector formado de las
derivadas (i, ', ..., 0" V) es una solucion del sistema (2.2), y si (¢1,...,¢n) es una solucion
del sistema (2.2), entonces p, es una solucion de la ecuacion (2.1).

El teorema anterior indica que una ecuacidn diferencial ordinaria de orden n se puede reescribir
como un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden. Note que % =2 yz® Vesla
derivada de orden n — 1.

Definicion 2.3. [35] Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es un sistema de ecua-
ciones de la forma

dm Z;
dtni

=filt,e,...), i=1,....,n, (2.3)

que involucra n funciones desconocidas x;, donde los argumentos de cada funcion f; incluyen la
variable independiente t, las funciones desconocidas x; y sus derivadas de x; de orden menor que

ni(j=1,...,n).

De aqui en adelante, se asume que {2 C R" es un conjunto abierto y la notacién

dx _ o/ _ (dz1 dan, \ 7T n
T =x=(F .. %) €RrR"

Teorema 2.2. [35] El sistema (2.3) es equivalente a un sistema de

n
N = E Ny,
i=1

ecuaciones de primer orden. En otras palabras, la dimension del espacio fase del sistema (2.3) es
igual a N.
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Un sistema EDO de la forma (2.3) con una condicién inicial puede que tenga o no solucion,
y si existe, puede que sea Unica o haya multiples de estas. Por lo tanto, es necesario establecer
condiciones que garanticen la existencia y unicidad de una solucién, por lo que se presentan las
siguientes definiciones.

Definicion 2.4. [36] La funcion f : R" — R" se dice que es diferenciable en x € R" si existe una
transformacion lineal D f(x) € L(R™) que satisface

|lf G+ h) = &) — DR

lim 0
Il 0 IR ’
donde ||-|| denota la norma euclidiana en R™ y L(R") es el espacio de transformaciones lineales

de R" en R™. La transformacion lineal D f (x) es denominado la derivada de f en x.

Definicion 2.5. [36] Una funcion f : Q0 — R" se dice que satisface una condicion tipo Lipschitz
en §) si existe una constante positiva K tal que para todo x,y € )

[f(x) = fO)| < Klx —yl.

La funcion f se dice localmente lipschitz en () si para punto xo € ) existe una e—vecindad de x,
N:(x¢) C Q y una constante Ky > 0 tal que para todo x,y € N.(xo)

[f(x) = fly)| < Kolx —yl.
Por una e—vecindad de x de un punto x, € R", se entiende por una bola abierta de radio positivo
No(xg) = {xo € R" | |x —x¢| < &}.
Lema 2.1. Sea f : Q — R™ Entonces si f € C*(Q), f es localmente Lipschitz en ().

Teorema 2.3. [36](Teorema fundamental de existencia y unicidad) Sea xy € )y asuma que
f € CY(Q). Entonces existe 0 < a € R tal que el problema de valor inicial

x' = f(x),

£(0) = xo (2.4)

tiene una tnica solucion x(t) en el intervalo [—a, a).

La demostracion puede verse en [36].

2.2. Equilibrio de sistemas de ecuaciones diferenciales ordina-
rias autonomas

En este trabajo de investigacion, se considera un sistema de ecuaciones diferenciales autébnomas
no lineales, es decir, un sistema de la forma
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x = f(x), xeR" (2.5)

donde f : 2 — R". En esta seccién se muestran algunos resultados de la teoria de sistemas de
ecuaciones no lineales que demuestran la equivalencia topoldgica del comportamiento local de un
sistema no lineal cerca de un punto de equilibrio, con el comportamiento de un sistema lineal cerca
del origen.

Definicion 2.6. [36] El sistema diferencial (2.5) donde (f1(x1), ..., fo(xn)) = f(x) € C! con
Q subconjunto abierto de R™, se dice auténomo si la funcion f(x) no depende explicitamente del
tiempo t. El sistema es no auténomo si f(x) depende explicitamente del tiempo t.

Definicion 2.7. Un punto xy € R" es llamado punto de equilibrio de (2.5) si f(x*) = 0.

2.2.1. Linealizacion de sistemas EDO

En general, no es posible resolver de manera analitica el sistema no lineal (2.5); sin embargo,
existen resultados que establecen la equivalencia topoldgica del comportamiento cualitativo de las
soluciones del sistema no lineal con las del sistema lineal cerca de un punto de equilibrio. En otras
palabras, analizar el sistema lineal ayuda a resolver el problema no lineal, por lo tanto, se presentan
algunas definiciones sobre linealizacion y sistemas linealizados.

Definicion 2.8. [36] Sea f : R" — R"™ una funcion diferenciable, entonces la derivada D f(x*),
donde x* es un punto de equilibrio, es dada por la matriz Jacobiana de tamario n X n,

opy) [ ) e
a_ITILx* ﬁx*

Definicion 2.9. [36] Considere el sistema no lineal (2.5). Se define el sistema
x' = Ax, (2.6)

como la linealizacion de (2.5), con la matriz A = D f(x*) y x* es un punto de equilibrio.

Teorema 2.4. [36] Si f : R™ — R" es diferenciable en x*, entonces las derivadas parciales %,
J

1,7 =1,--- . n, existen en x* y para todo x € R",

donde {e1, ..., e,} esla base estdndar de R".

La funcién lineal Ax = D f(x*)x es llamada la parte lineal de f (2.5) en x*.
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Definicion 2.10. [36] Un punto de equilibrio x* es llamado hiperbélico de (2.5) si ninguno de
los valores propios de la matriz D f(x*) tienen parte real cero. x* es un punto de equilibrio no
hiperbdélico si no es un punto hiperbolico.

Definicion 2.11. [36] Dada la solucion x(t) = e*'xy al problema de valor inicial

x = Ax,

x(0) = xy. @.7)

El conjunto de mapeos e : R" — R" se denomina flujo del sistema lineal (2.6).

Definicion 2.12. [36] Si todos los valores propios de la matriz A de tamaiio n X n tiene parte
real no cero, entonces el flujo et : R® — R" es llamado flujo hiperbélico y (2.7) es llamado un
sistema lineal hiperbalico.

Definicién 2.13. [36] Sea f € C'(Q). Para xy € €, sea ®(t,xy) la solucion del problema de
valor inicial (2.4) definida en su intervalo maximal de existencia I(xy). Entonces parat € I(xy), el

conjunto mapeos P, definido como ®,(x9) = (t,x9) se denomina flujo de la ecuacion diferencial
(2.5).

Un sistema dindmico es una funcién ®(z,x), definida para todo ¢ € R, que describe como los
puntos x € €2 se desplazan con respecto al tiempo. Por lo tanto, se presenta la siguiente definicion.

Definicion 2.14. [36] Un sistema dindmico en ) es un mapeo de clase C*
d : RxQ— Q.

Si &y(x) = O(t,x), entonces ®, satisface

1. ®g(x) =x paratodox € ,

2. (P4 0d,)(x) = Py s(x) paratodo s,t € Ryx € Q.

2.2.2. Teorema de Hartman-Grobman

El teorema de Hartman-Grobman es un resultado de la teoria cualitativa de los sistemas EDO
que es de utilidad en esta investigacion. El teorema muestra que cerca de un punto de equilibrio
hiperbdlico, el flujo del sistema no lineal (2.5) tiene la misma estructura cualitativa que el flujo del
sistema lineal (2.6).

Definicion 2.15. [36] Dos sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos tales como (2.5) y
(2.6), se dicen topologicamente equivalentes en una vecindad del origen o que tienen la misma
estructura cualitativa cerca del origen, si existe un homeomorfismo H que mapea un conjunto
abierto U que contiene el origen en un conjunto abierto V' que contiene el origen, el cual mapea
las trayectorias de (2.5) en U, en las trayectorias de (2.6) en V' y conserva su orientacion en el
tiempo, en el sentido de que si una trayectoria se dirige de x; a x; en U, entonces su imagen se
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dirige de H(x;) a H(x;) en V. Si el homeomorfismo H preserva la parametrizacion en el tiempo,
entonces se dice que los sistemas (2.5) y (2.6) son topologicamente conjugados en una vecindad
del origen.

Teorema 2.5. [36](Teorema Hartman-Grobman) Sea () subconjunto abierto de R" que contiene
el origen, sea f € C*(Q), y sea ¢ el flujo del sistema no lineal (2.5). Suponga que f(0) = 0y la
matriz A = D f(0) tiene valores propios con parte real no cero. Entonces hay un homeomorfismo
H de un conjunto abierto Uque contiene el origen en un conjunto abierto V' que contiene el origen
tal que para cada xy € U, hay un intervalo abierto Iy C R que contiene el cero tal que para cada
xgeU yt e Iy

Ho ¢i(xg) = e“'H(xy);

es decir, H asigna trayectorias de (2.5) cerca del origen en trayectorias de (2.6) cerca del origen
y preserva la parametrizacion en el tiempo.

La demostracion puede verse en [36].

2.3. Teoria de estabilidad

Sea x cualquier solucién del sistema (2.5). Wiggins [37] afirma que, en términos coloquiales, x es
estable si soluciones que inician “cerca” a X en un tiempo dado, permanecen cerca a esta solucion
para todo tiempo posterior. X es asintdticamente estable si soluciones cercanas no solo permanecen
cerca sino que convergen a X cuando ¢ — co. Estos conceptos se formalizan a continuacion. x

Definicién 2.16. [37] Sea x(t) € 2 una solucion del sistema (2.5). Se dice estable si dado
e > 0, existe un 6 = 6(¢) > 0 tal que para cualquier otra solucion y(t) de (2.5) que satisface
|%(to) —y(to)|| < & entonces ||x(t) —y(t)|| < € parat > tgy, ty € R.

La anterior definicion se conoce como estabilidad en el sentido Lyapunov.

Definicion 2.17. [37] x(t) se dice asintéticamente estable si es estable en el sentido Lyapunov y
para cualquier otra solucion y(t) de (2.5), existe una constante b > 0 tal que si |xX(to) — y(to)|| < b,
entonces th I|¥(t) —y(t)|| = 0.

—00

Definicion 2.18. [37] x(t) se dice inestable para el sistema (2.5) si no es estable.

Teorema 2.6. [37] Suponga que todos los valores propios de D f(x*) tienen parte real negativa.
Entonces, el equilibrio x = x* del sistema autonomo (2.5) es asintoticamente estable.

Teorema 2.7. [37] Suponga que al menos un valor propio de D f(x*) tienen parte real positiva.
Entonces, el equilibrio x = x* del sistema autonomo (2.5) es inestable.
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2.3.1. Ciriterio de Routh-Hurwitz

Segun el Teorema 2.6, para determinar que un equilibrio del sistema (2.5) linealizado sea esta-
ble, se necesita verificar que el signo de todas las partes reales de los valores propios asociados a
A = Df sean negativas, lo que se convierte en un problema dificil de tratar. Esencialmente, la
solucién de este problema sin requerir una evaluacion directa de todas las raices de la ecuacion
caracteristica es de gran interés. Para esto se presentan las siguientes definiciones.

Definicion 2.19. [38] Sea V' un espacio vectorial sobre el campo F'y sea T un operador lineal
sobre V. Un valor propio de T es un escalar )\ de F tal que existe un vector no nulo o con
Ta = Aa. Si A es un valor propio de T, entonces

» cualquier o tal que T'a = A« se llama un vector propio de 'T" asociado al valor propio \;

» la coleccion de todos los o tales que T'a = \« se llama espacio propio asociado a ).

Definicion 2.20. [38] Si A es una matriz n X n sobre un campo F, un valor propio de A en F es
un escalar \ de F tal que la matriz (A — A\ ) es singular (no invertible).

Al no ser invertible la matriz (A — \I), se obtiene a partir del dlgebra lineal que det(A—\I) = 0,
esto dltimo conduce a una ecuacion algebraica cuya variable es ), es decir, f(\) = det(A — \) =
det(A — A) = 0. Las raices o ceros de f representan los valores propios de A en el campo F'y f
se le llama polinomio caracteristico de A, como se aprecia a continuacion.

ap — A Q12 s Q1n
a1 gy — A - -- A1n
f) =1 . N : = 0. (2.8)
an1 an2 s App — >\

Desarrollar el determinante (2.8) equivale a obtener la ecuacidn caracteristica o polinomio ca-
racteristico de grado n-ésimo

ao\" +a N4+ ap A +a, = 0. (2.9)

Se puede asumir que ag > 0, debido a que en el cdlculo del determinante (2.8) se tiene que
ag = (—1)"; para n impar, se puede multiplicar toda la ecuacién por —1 para que a sea igual a
+1.

El problema de determinar el signo de la parte real de todos los valores propios fue formulado
por primera vez en 1868 por Maxwell, quien obtuvo una solucién para n = 3. En 1877, Routh
pudo resolver condiciones mas generales para n = 4 y n = 5. Hurwitz obtuvo la solucién analitica
adecuada en 1895. El algoritmo de Routh y el criterio de Hurwitz son equivalentes, aunque su forma
es diferente. A continuacion se explica la idea principal.
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Se construye la siguiente matriz a partir de los coeficientes ag, ay, . .., a, del polinomio (2.9)
como se sigue

a; a3 das 0

ap Qo Gy 0

0 a1 as 0 (2.10)
; 0

0 0 O a,

Esta matriz se construye de la siguiente manera: comenzando con a1, la primera fila es una matriz
secuencial de los coeficientes con indices impares en la ecuacion (2.9). Los elementos de cada fila
posterior se forman de tal manera que para 0 < 25 — ¢ < n, el elemento general, a;; = as;_;,
de lo contrario a;; = 0. Como resultado de tal construccion, los coeficientes ay, ..., a, estin en
la diagonal principal de la matriz, y todos los elementos de la tltima columna son iguales a cero,
excepto el ultimo elemento. Se consideran los menores principales de la diagonal de la matriz (2.10)
de la siguiente forma

a1 as
Qo Qa2

Al = daq, AQ = g o ey An = CLnAn_l. (211)

La ultima expresion se hace evidente si se observa que en la ultima columna de la matriz (2.10)
todos los elementos, excepto uno, son iguales a cero.

Teorema 2.8. [39] En la ecuacion algebraica (2.9), con coeficientes reales y un coeficiente positivo
para el término principal, para que todas las raices tengan partes reales negativas, la condicion
necesaria y suficiente es que todos los menores principales en (2.11) sean positivos, es decir

A1>0, A2>0, cee An_1>0, An>0

Lo expuesto en esta subseccion puede ser consultado en [39]. Particularmente, para polinomios
de gradon = 2, 3,4, 5 el Teorema 2.8, se resume a continuacion.

1. Sin =2, entonces a; > 0y as > 0.
2. Sin = 3,entonces a; > 0, as > 0,y ajay > as.
3. Sin =4, entonces a; > 0, az > 0, ay > 0y ajazaz > a3 + a3ay.

4. Sin =5, entonces a; > 0 parai = 1,2,3,4,5, ajagas > a2 + alay y (a1a4 — as)(aiazaz —

a3 — alay) > as(ajag — az)? + aja.
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2.4. Criterios de no existencia de orbitas periodicas

Existen algunos criterios que permiten identificar regiones donde no existen Orbitas periddicas en
sistemas bidimensionales. El criterio de Bendixson (o criterio negativo de bendixson) hace uso de
la divergencia para medir el flujo saliente y entrante del campo vectorial bidimensional. El criterio
de Dulac generaliza el criterio anterior por medio de funciones llamadas multiplicadores de Dulac.
A continuacion se formalizan estas ideas.

Teorema 2.9. [40](Criterio negativo de Bendixson) Considere el sistema dindmico (2.5) dos di-
mensional. Sea fi(x1,x2) y fa(x1, xe) funciones continuamente diferenciables en algiin dominio
simplemente conexo ) C R. Si

div(fi, f) = V-(fr.fo) = 342

es de un signo en ), no puede haber una orbita cerrada contenida en <) .

Teorema 2.10. [40](Criterio de Dulac) Considere el sistema dindmico (2.5) dos dimensional. Sea
O (21, x2) una funcion suave en algiin dominio simplemente conexo €2 C R. Si

div(®f1, ®f,) = V- (Of,0f,) = 8(%{1) a(acl;éz)

tiene un tinico signo en S, no puede haber una orbita cerrada contenida en ).

Cabe resaltar que el criterio de Dulac es una generalizacion del criterio de Bendixson, cuando el
multiplicador de Dulac ®(z, x2) = 1. Para mas informacion, ver [40].

2.5. Meétodo directo de Lyapunov

La seccién anterior muestra resultados que permiten clasificar la estabilidad local de un punto
de equilibrio, en el sentido de Lyapunov, en estable, asintéticamente estable o inestable. Para los
sistemas lineales es bien sabido que si la solucidn de un sistema es asintéticamente estable respecto
a un punto de equilibrio, la estabilidad asint6tica se mantiene para cualquier condicion inicial.
Desafortunadamente, para los sistemas no lineales esto no es suficiente, y es aqui cuando surge la
nocion de estabilidad asintética global.

Intuitivamente, un equilibrio es global asintéticamente estable si es estable en el sentido Lya-
punov y satisface que el limite cuando ¢ tiende a infinito, para cualquier condicién inicial, tiende
hacia el punto. Establecer cudndo un equilibrio es global asintéticamente estable no es una tarea
facil, sin embargo, Lyapunov propuso un método a través de funciones escalares, para comprobar
la estabilidad global de este tipo de puntos. A continuacién se muestran algunos resultados.
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Definicion 2.21. [41] Sea V' (x) una funcion escalar continua definida en (2, es decir, V€ C(€, R)
y V(0) = 0, se dice definida positiva si 'y sélo si V (x) > 0 parax # 0, x € ).

Definicion 2.22. [41] V(x) se dice semidefinida positiva en ) si V (x) > 0 (con igualdad solo en
ciertos puntos) para todo x € €.

Definicion 2.23. [41] V (x) se dice definida negativa (semidefinida negativa) en ) si y sélo si
—V (x) es definida positiva (semidefinida positiva) en ).

Teorema 2.11. [41](Estabilidad de Lyapunov) Si existe una funcion escalar definida positiva
V(x) € CYQ,R") (llamada una funcion de Lyapunov) tal que V'(x) < 0 en Q, entonces la
solucion trivial del sistema diferencial (2.5) es estable. Si V (x) € C'(Q),R") es definida positiva,
ademds V' (x) es definida negativa, entonces el sistema diferencial (2.5) es asintoticamente estable.
Aqui V'(x) se escribe como se sigue

dV (x)
dt

oV (x) dx; OV (x)dr, ~—=0V(x)
Ooxy dt Tt ox, dt _Z ox;

1=

= V() = fi(x).

2.5.1. [Estabilidad de sistemas al limite

Los sistemas de ecuaciones diferenciales autobnomos pueden reescribirse como sistemas asintoti-
camente autdbnomos reducidos con un sistema al limite que es relativamente mas facil de analizar
respecto al original [42]. Esto con la finalidad de mostrar que el comportamiento a largo plazo de las
soluciones de los sistemas asintéticamente autbnomos es similar a el comportamiento a largo plazo
de las soluciones de sus sistemas al limite. A continuacion, se presentan la siguientes definiciones.

Definicion 2.24. [43] Un punto x € R" es llamado un punto w-limite de x € R", denotado por
w(x) si existe una sucesion {t;} tal que

o(t;,x) = X cuando t; — +o0.
Definicion 2.25. [43] Un punto x € R" es llamado un punto o-limite de x € R", denotado por
a(x) si existe una sucesion {t;} tal que

o(ti,x) > x cuando t; - —o0.

Definicion 2.26. [43] El conjunto de todos los puntos w-limite de un flujo es llamado conjunto
w-limite. Similarmente, el conjunto de todos los puntos a-limite de un flujo es llamada conjunto
a-limite.

Definicion 2.27. [42] Considere los sistemas

dx

& = ) @.12)
dy
< =90, (2.13)
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en R™. La ecuacion (2.12) se llama sistema asintéticamente auténomo, con una ecuacion al limite
(2.13), si

ft,x) = g(x), t— o0, es localmente uniforme en x € R", (2.14)

es decir, para x en cualquier subconjunto compacto de R".

Lema 2.2. [44] Considere los sistemas (2.12) y (2.13), donde x,y € R", f y g son funcio-
nes continuas que satisfacen una condicion local tipo Lipschitz en cualquier conjunto compacto
X C R™y se satisface la condicion (2.14). Ademds, sean P(t,t9,x9) y p(t,10,¥,) soluciones de
estos sistemas, respectivamente. Suponga que e € X es un equilibrio local asintoticamente estable
del sistema al limite y su region atractiva es

Wi(e) ={y € X | ¢(t,to,y) — e,t = +o00}.

Sea Wy el conjunto w—limite de ®(t, tg,x). Si We "W (e) # (), entonces . h’grn O(t,tg,x9) = e.
—400

2.6. Meétodos de diferenciacion numérica

Los métodos de diferenciacion numérica han sido tradicionalmente usados para simular solucio-
nes aproximadas a problemas de analisis matematico. Una formula que produce una aproximacion
a la derivada de una funcién dada en un punto, mediante una combinacion lineal de valores de
la funcién, se denomina férmula de diferenciacion numérica [45]. Esta formula fue abordada por
Klopfenstein y Reiher para resolver problemas que implicaran baja estabilidad en el método de
formula de diferenciacion hacia atrds (BDF por sus siglas en inglés) de orden k. De aqui en ade-
lante, se detalla acerca de los métodos mencionados, que son de interés para la investigacion. Se
asume que y € R" y se omite la notacién en negrita.

2.6.1. Formula de diferenciacion hacia atras

Uno de los métodos mds implementados para resolver problemas rigidos (tipo stiff) es el BDF.
Una aproximacién a una solucién local de 4/ = f(¢,y) en t,, definida en un intervalo a < ¢t < b
con y(a) = yo € R" satisface lo siguiente

u = F(t,u), u(ty) = Yn, (2.15)
al integrar (2.15), se obtiene
tnth
u(t, +h) =y, + / F(z,u(zx))dx. (2.16)
tn
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Interpolando s valores de F,,; = F'(t,,Yn ), en el segundo término del lado derecho de la
ecuacion (2.16), con un polinomio P(x) y calculando la integral se tiene la férmula

Yt = Yn + 1Y CF (o, Yn ),
j=1
donde

(=) (@ =2y ) (e — ) - (@ — @)

(zj —m0) (25 — zj-1) (%) — Tjp1) -+ - (25 — 1)

)

= [ L@ y L) = Luye) -

paracada j = 1,...,s. Para los métodos de un paso se requiere que los puntos ¢, ; € [t,,t, + hl.
Al llegar a t,,, la formula de diferenciacion hacia atrds de orden k (BDFk) aproxima a la solucién
y(t) mediante el polinomio P(t) que interpola y,, 11, y las aproximaciones previamente calculadas
Yns Yn—1» - - - » Ynt1_k- El polinomio es para satisfacer (2.15) en ¢,, ;. Este requerimiento equivale a
una ecuacion algebraica para v, 11

P'(tn41) = F(tns1, P(tns1)) = F(tns1, Yns1)-

Cuando el tamaiio del paso es una constante 5, las férmulas Adams y BDF son miembros de una
clase de formulas llamadas métodos lineales multipaso (LMMs por sus siglas en inglés) [46]. Estas
féormulas tienen la forma

k k
Z OYpt1—i = h Z BiF (tns1—is Ynt1—:)- (2.17)
i=0 i=0

2.6.2. Formula de diferenciacion numérica

Una forma equivalente de reescribir la ecuacion (2.17), esta dada por
f1
Z Evmyn-‘rl — hE (tns1, Yns1) = 0. (2.18)
m=1

Esta ecuacion implicita para ¥, 1 se resuelve normalmente con un método simplificado de New-
ton. La iteracion inicia con un valor predicho mediante la simple férmula

=DV (2.19)



Note que la expresion (2.19) (predictor estindar) emplea un valor més del pasado que el usado
para el método BDFk (2.18), Klopfenstein y Reiher consideraron como este valor extra pudiera ser
usado para mejorar la estabilidad de la BDFk. Klopfenstein, estudié métodos de la forma

k
1
Z Evmynﬂ — hF(tps1s Ynt1) — BV (Y1 — ygﬁl) =0, (2.20)

m=1

que denomind férmulas de diferenciacion numérica (NDF’s por sus siglas en inglés). Aqui  es un
parametro escalar y los coeficientes v, estan dados por

st k = 0, la NDF descrita en la expresion (2.20) se reduce a la BDF descrita en la expresion (2.18).
El error de truncamiento de la NDF esta dado por la expresion

=)
p+Ly (k1)
(m’“ T y

Para mas informacion ver [47].

27



Capitulo 3

Modelacion y analisis de la dinamica de
células epiteliales

3.1. Introduccion

Los queratinocitos son las células que mas abundan en la epidermis y estdn ligadas a los sucesi-
vos estadios de diferenciacion terminal. Los cambios morfoldgicos y bioquimicos que tienen estas
células, conforman al menos cuatro estratos del tejido epitelial, clasificados en capas: profunda,
intermedia o superficial. Las células de la capa profunda son las del estrato basal, que constituyen
el compartimiento germinativo del epitelio. Estas células proliferan mediante una mitosis ciclica
hasta ir formando la capa intermedia, conformada por el estrato espinoso y el granuloso. Finalmen-
te, las células de la capa superficial son el resultado de la diferenciacién terminal del queratinocito
(corneocito), conformada por el estrato corneo.

Para esta investigacion, la dindmica celular se contempla en la clasificacién por capa profunda,
intermedia y superficial, no obstante, el modelo se plantea haciendo uso de los términos estrato
basal, espinoso y cOrneo. La capa intermedia incluye al estrato espinoso y al granuloso, pero este
tltimo se considera similar al espinoso y se describen en una sola variable.

La diferenciacion de los queratinocitos se produce en la capa profunda e intermedia, debido a que
estas cé€lulas ain conservan el nicleo, mientras que los corneocitos son células anucleadas. La di-
ferenciacion puede ser de tipo lateral y suprabasal. La diferenciacion lateral es aquella que produce
otras c€lulas del mismo estrato. La diferenciacion suprabasal es aquella que produce otras células
que cambian de estrato. De aqui en adelante se entiende por diferenciacion lateral como prolifera-
cion célular y por diferenciacion suprabasal simplemente como diferenciacion celular. También se
considera el término susceptible y sano similar.

La Figura 3.1 ilustra la proliferacion y diferenciacion celular descrita antes. Una célula madre
epidérmica podria comprender del 2 al 7% de las células del estrato basal, que puede crear células
amplificadoras transitorias (células diferenciadas que pertenecen a un mismo estrato) por medio de
proliferacion célular, o pueden crear células que pasan a otro estrato por diferenciacion celular [48].
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Estrato
corneo
Estrato
granuloso
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Célula madre
epidérmica
Estrato
espinoso
. Celulas
amplificadoras
Es traltn transitorias
asa

Frogenie de diferenciacion
de una célula epidérmica

Figura 3.1: Diagrama de la unidad proliferativa epidérmica. Fuente: https://pubmed.ncbi.
nlm.nih.gov/12913119/

Algunos elementos expuestos en el Capitulo 1 y lo mencionado en esta seccidn, proporcionan
informacion para formular un modelo de dindmica celular en la siguiente seccion. Los objetivos de
este capitulo son: formular un modelo que describa la dinamica de las células epiteliales, probar
la positividad de las soluciones y la no existencia de drbitas periddicas del modelo, y finalmente,
determinar la forma analitica, ademds de probar la estabilidad local y global del punto de equilibrio
libre de infeccidn.

3.2. Formulacion del modelo

El modelo de dindmica celular se compone en tres tipos de poblacion celular: células del estrato
basal, espinoso y corneo, descritas por las variables Bgs(t), Es(t) y Cs(t), respectivamente, para
todo ¢ > 0. Se asume que las células del estrato espinoso y granuloso tienen dindmica celular
similar.

3.2.1. Células del estrato basal sano, Bs(t)

Las células del estrato basal aumentan por proliferacion celular (asumidas sanas), considerando
un crecimiento logistico (a una tasa rg) hasta completar la capacidad de carga del estrato (a una tasa
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Kp). La poblaciéon celular es disminuida por diferenciacion celular (a una tasa dg) y por muerte
natural (a una tasa up). Lo anterior se describe matematicamente como

3.2.2. Células del estrato espinoso sano, Fs(t)

Esta poblacién celular es generada por las células que fueron diferenciadas (a una tasa dg) y
aumentan por proliferacion celular de estas células procedentes del estrato basal, regidas por un
crecimiento logistico (a una tasa rz) hasta completar la capacidad de carga del estrato (a una tasa
Kg). Esta poblacion disminuye por diferenciacion celular (a una tasa dg) y se asume que no se
produce muerte natural. Matematicamente se obtiene

dEg ( ES)
—2 =638 Eqll—-——=—=)—-6pFs.
1 Bbs +Tglg K Elus

3.2.3. Células del estrato cérneo sano, C's(t)

Esta poblacién se genera por diferenciacion de células del estrato anterior (a una tasa dg). No se
considera proliferacion celular. La poblacién disminuye por descamacion (a una tasa ji¢). Esto da
la siguiente relacion

dCy
—= =fpFkq — )
” Es — pcCs

La dindmica de las células epiteliales susceptibles se visualiza en el siguiente diagrama compar-

e -
©

Figura 3.2: Diagrama de la dindmica de las células epiteliales.



Lo descrito en las subsecciones anteriores y en la Figura 3.2, se resume en el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales.

dBg ( BS)

05 By (1= 28) —6,Bs — upB

3 —'BbBs e dpBs — npBsg,

dEg < E5>

—= =458 Fqll——7—)—-6xF 1
T 0pBs +rpEs K 0pFs, (3.1
dCy

— =fpFEq — .

az ELiS MCCS

Sea Qp el conjunto tal que Qp = {(Bs, Es,Cs,) € R} : B¢ > 0,E5 > 0,Cs > 0} C R*y
®, € CH(Qp) : R x Qp — Qp, una funcién que representa el lado derecho de (3.1).

3.3. Propiedades basicas

Teorema 3.1. Sea la condicion inicial del modelo de dindmica celular infectado (3.1) como se
sigue Bg(0) > 0, E5(0) > 0,Cs(0) > 0. Entonces, las soluciones

(Bs(t), Es(t),Cs(t))

seguirdn siendo positivas para todo tiempo t > 0.

Demostracion: Positividad Bs(t): Sea Bs(t) la solucion que satisface la condicion inicial Bg(0) >
0. Suponga que la solucién no siempre es positiva, es decir, existe t;, € R tal que Bg(t;) < 0.
Por el teorema de Bolzano existe ¢, € (0,t;) tal que Bg(t;) = 0. Sea ty € R, el primer tiempo

tal que Bg(ty) = 0, entonces 255%) — 0. Note que si para algin ¢ > 0, Bg(t) = 0 entonces

dt
%ﬁ@ = 0. Luego para cualquier solucién con Bg(0) = 0, se tendria que Bg(t) = 0 Vt > 0. Por
unicidad de las soluciones, si Bg(0) > 0 entonces Bg(t) seguird siendo positiva V¢ > 0. Por lo

tanto, Bg(ty) = 0 conduce a una contradiccion y Bg es no negativo V¢ > 0.

Positividad Eg(t): Suponga que Es(f) no siempre es positiva, es decir, existe ¢, € R, tal que
Es(ty) < 0. Por el teorema de Bolzano, existe ¢; € (0,t,) tal que Eg(t;) = 0. Sea
to = min{t; | Es(t;) = 0}. Si Es(ty) = 0, entonces de la segunda ecuacion del sistema (3.1)
queda %t(to) = dpBg > 0lo cual implica que Eg es creciente en ¢ = t(. Por lo tanto, Fs(t) seria
negativa para valores de ¢t < ¢, cercanos a t(, lo que contradice lo supuesto.

Positividad C's: La tercera ecuacion del modelo (3.1) puede ser expresada, sin pérdida de generali-
dad eliminando el término d g E'g, por la desigualdad % > —ucCys. Usando el método de variables
separables e integrando, la solucién obtenida es C's > e~ #*. La funcién exponencial es siempre no
negativa, independientemente del signo del exponente, por lo tanto, Cis > e~ > (. UJ
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3.4. No existencia de orbitas periodicas

En esta seccidn se demuestra la no existencia de orbitas periddicas del subsistema (3.2). Para
esto, se toman las primeras dos ecuaciones del modelo (3.1)

dB B

—5 — rpBg (1 - —S) — dpBg — upBs,

dt Kpg

dE o (3.2)
S S

—= =V$zB E <1——> —

1 BDs +TElg Kp Els,

Teorema 3.2. El subsistema (3.2) no tiene orbitas periddicas en el interior de 2p.

Demostracion: Considere el subsistema (3.2) para Bs > 0y Es > 0. Denote el lado derecho de
(3.2) por (P(Bs, Es), Q(Bs, Es)), respectivamente. Se elige la siguiente funcién de Dulac

1
(I)(BS,Es) = @, BS > O,ES > 0.

Multiplicando las funciones Py () por
1 BS> 1 1
®(Bg, Es)P(Bgs, Es) = —(1—— —0p— — =
( S, s) ( S, s) 7”BES K BE.S MBES,

1 1 Eg 1
®(Bg, E Bs,Es) = 0p— —(1——)—(5—,
(Bs, Es)Q(Bs, Es) BES+7”EBS Kp EBS

entonces, la div (PP, Q) es

AOP) 20Q) (s B e )

0Bs = OEs KpEs B2 KpBs

Claramente la div (PP, Q) < 0 es de un solo signo para todo ¢, por lo tanto, por el Criterio de
Dulac 2.10, no existen 6rbitas periddicas en el interior de (2p. O

3.5. Analisis de la dinamica de las células epiteliales

El sistema (3.1), como se explic6 en la Seccioén 3.2 del presente capitulo, describe la dindmica
del epitelio estratificado, que encaja bien con la dindmica epitelial del cérvix. En esta seccion, se
encuentra la forma analitica de los puntos de equilibrio del sistema (3.1) de interés bioldgico y se
demuestra la estabilidad local de estos.
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3.5.1. Calculo de los puntos de equilibrio

Haciendo uso de la Definicién 2.7 en el sistema (3.1), queda

B
0= TBBS (1 — —S> — 6BBS — IUBBs,
Kp
Es
0:5335+TEES 1—— —(SEEs, (31)
Kp

0=0pEs — pucCs.

Es facil ver, que los puntos de equilibrio que satisface el sistema no lineal (3.1) son E} = (0,0, 0)
y B} = (B%, E%, C%), siendo E} el punto de equilibrio trivial del modelo (3.1) y E} el punto de
libre de infeccion del modelo (3.1).

La forma analitica del punto de equilibrio libre de infeccion E{ es como sigue. La solucién no
trivial de la primera ecuacion del sistema (3.1), es

5
B = Kp (1——B+“B>.

B

(3.2)

Aqui se debe garantizar que rp > 0p + pp para que B% no sea negativa. Al evaluar B en la
segunda ecuacion del sistema (3.1) y simplificando términos, se obtiene

B

T’E—(SE:E\/((5E—7’E)2+4};—2<5BKB<1—M>)

Eg = -
2HE
Descartando la solucién negativa, se tiene
K r 0p +
Eg = ) rg —O0p + (5E—7"E)2—|-4—E <5BKB (1_ L uB)) ‘ (3.3)
27”E KE B

Por ultimo, despejando y evaluando E§ en la tercera ecuacion del sistema (3.1), se tiene

. O0pKg o 4 TE ( ( 5B+MB>>
OS_ 27’E,uo [TE 6E+ (5E TE) +4KE 5BKB 1 o .

Por ende, el punto de equilibrio libre de infeccién E] es de la forma
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o + B
B

Bl = <KB [1 — ] B, z—iES> . (3.4)

Teorema 3.3. El punto de equilibrio trivial siempre existe. Si rg > 0 + p entonces existe un
tinico punto de equilibrio libre de la infeccion en ) p.

3.5.2. Estabilidad local de los puntos de equilibrio

En esta seccion se presenta una prueba de la estabilidad local de los puntos de equilibrio trivial
E} = (0,0,0) y libre de infeccién E} = (B%, E¥, C%). Aplicando la teorfa de la Subseccion 2.2.1
al modelo (3.1), se tiene la siguiente matriz jacobiana

TB(l_%>_5B_MB 0 0
J = 53 TE—%—(SE 0 . (35)
0 0p —pc

Evaluando el punto de equilibrio trivial £} en la matriz jacobiana (3.5), se obtiene

rgB — 53 — UB 0 0
J(E;) = dp TE5— dg 0 . (3.6)
0 E —HC

El polinomio caracteristico de la matriz jacobiana (3.6) asociado al punto de equilibrio trivial, es

P(A) = (A — (rB =0 — pug)) (Ao — (re — 05)) (Ag — (—uc)) -

Las raices del P(\j) son \g; = 73 —0p — i, N\yo = "E—0p Y Ay = —fic. Se logra evidenciar
que 0 < A, sin embargo 0 > A 5, por ende, el punto de equilibrio trivial £ es inestable.

Ahora, evaluando el punto de equilibrio libre de infeccion Ej en la matriz jacobiana (3.5), da lo
siguiente

2B,
1 rp (1—228) — 0 — pip 2OE 0
J(Ey) = Op rp— 2 — 5 0
0 op —HC

La matriz anterior se puede escribir en forma equivalente, teniendo en cuenta el sistema (3.1),
como
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J(E}) = 5y &8s by . (3.7)
0 op —Hc

El polinomio caracteristico de la matriz jacobiana (3.7) asociado al punto de equilibrio libre de
infeccion, es

Pod = (- (-32)) (- (-2 - 2)) (4= (o))

. 1 1 By \1 __ 6By  rEj 1
Las raices del P(A}) son A}, = —Zos Mg = — E;S — &> Y M3 = —pc. Claramente se
observa que )\ii < 0,con ¢ = 1,2, 3. Finalmente, por el Teorema 2.6, el punto de equilibrio libre

de infeccién E} es local asintéticamente estable. De esta forma se ha probado el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Si rg > dp + up entonces el punto de equilibrio trivial es inestable y el punto de
equilibrio libre de infeccion es local asintoticamente estable.

3.5.3. Estabilidad global del punto de libre de infeccion

En esta seccidn se presenta una demostracion de la estabilidad global del punto de libre de in-
feccion Ef = (B%, F%, C¥%) por medio de una aplicacién del Lema 2.2 y haciendo uso del Teorema
2.11.

Sean x, y puntos que pertenecen al interior de 2p y f(¢,x) una funcion que representa el lado
derecho de (3.1). f es de C! en el interior de Qp, entonces por el Lema 2.1, f es localmente
Lipschitz; y sea ®(¢;,x) una solucién del sistema (3.1) tal que x pertenece a una e—vecindad de
El1 Por el Teorema 3.4, El1 es local asintéticamente estable, entonces existe un conjunto w—Iimite
denotado por W, tal que E} € Wg. Ahora se construira una funcién g(y) tal que f(t,x) — g(x)
cuando t — ooy que W(E}) = {y € Qp | ¥(t,y) = E{,t = 400} N Wg # 0, siendo 1(t,y)
solucion del sistema g(y).

Primero, se construye la siguiente funcién de Lyapunov para el subsistema (3.2), lo cual se puede
escribir como

U(t) = Ui(Bs) + cUs(Es), (3.8)

donde
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/BBS< >d77+/BBS%< —%)dn, (3.9)

*
S

/ ’ dn, (3.10)
E

son funciones definidas positivas, porque al derivar U; respecto a Bg 'y Us respecto a E'g, se obtiene

s~ (-5 ()
dBg BS +BS

dEg Es/’

cuyos puntos criticos son By = B%y Eg = E%. Aplicando el criterio de la segunda derivada
respecto a sus puntos criticos, se tiene

2, 1 1
B
ap P =B e 0
A2 U, 1
E
dEQ( S) E* 0’

lo que indique que el punto (B, E%) es un minimo global del subsistema (3.2). Por lo anterior, las
funciones U; y U, son funciones definidas positivas si ¢ > 0, por lo tanto, U () también es definida
positiva; ademas, si se evalda (B§, E'%) en la funcion U, esta serd igual a cero. Ahora, evaluando el
punto de libre de infeccion E7 en el sistema (3.1), se obtiene las siguientes identidades

B )
__S+(B+HB)7 (3.11)
Kp B
0 op By B
1=-2_ZBZs, 75 (3.12)
T T’EEg KE

Se sustituyen las ecuaciones (3.11) y (3.12) en el subsistema (3.2) y queda

dBs ( B:  (0p+up) Bs )

— rpB VB THE) 28 _ (s B
o s\, T, Kp (05 + p15) Bs,
dE 5y OpBi Ei B

S —(SBBs—i-T’EES (——— —) —5EE5.

dt rE TEES+KE Kg

Ordenando términos
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dBs B ( BS>

28— Bs(1-22 3.13
dt TBKB S BE ) ( )
dEs (BS E5> B ( Es)

8 By (=22 - E 1— =2

a0\ B T E) TR, foF

Se calcula la derivada total de U(t), haciendo uso de las expresiones (3.8), (3.9) y (3.10)

Bz B 1 Bz B EX E
w:(l_ S>Q+_<1_ S>Q+C(1_ 5>ﬁ’
dt Bg/ dt Bg Bg/ dt Eg/ dt

luego, sustituyendo las ecuaciones (3.13), (3.14) en la ecuacién (3.15) da lo siguiente

dU(t) ( Bg) { B < Bgﬂ
——(1- Bs(1— 25
dt Bs) P Ky S\ By
1 B! B} Bs
" Bs < Bs) PRy S\ B

B Bs Es By [ FEs
V) s (= ) e (- 22)
+C< Bs) 1275\ By " Ey) TR, U T B D

o de forma equivalente

dt Kg B% Bg
B B B
+ B S <2 — 5 — S)
Kpg B  Bg
Bs Es BgEj ) E% ( Eg Ej;)
0B <— - — 1 E 2 — - ==
BB\ By T B T Buibs ) TR, By Es
Se elige el valor de ¢ = 6;['@3 , se obtiene

dU(t Bc B B E¥ E E
U—>:7“BBS S<2——S— S)+C7”EES S(Z——S——S>
dt Kp

B B FE BgFE%
+7rB 5(3——3——5— S S>.
Kp

La funcion tipo Volterra V' (X) =

X — 1 —In X es una funcién definida positiva bien conocida.
Luego, se reescribe la tltima expresion en la forma de una funcién tipo Volterra
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dU(t) Bt KBS BS> (Bg B;})}
T“’”BBSKB Bg_l_lnt + Bs_l_lnt

D E FE E* D
S < S _1—1In S)—I—( S _1—In Sﬂ
Kp L\E% E Eg Eg

B B B E FE BgFE% BsFE%
—rp S[( S _1—1In S)+<—f—1—ln—f)+< fS—l—ln fsﬂ

- C’I“EES

Es claro que la %ﬁ” es definida negativa, por lo tanto, usando el Teorema de Estabilidad de

Lyapunov 2.11, el punto de equilibrio Ef = (B, E¥%) es global asintGticamente estable en R? .
Una consecuencia de este resultado es que el th’m Bg(t) = Bty th Es(t) = E%.
—00 —00

A partir de la tercera ecuacion del sistema (3.2), se puede resolver formalmente para obtener

Cs(0) + [; SpEs(r)eret0)dr

eHrc (t—to) ’

Cs(t) =

donde el limite de Cs(t) cuando ¢ tiende a infinito resulta en una indeterminacién de tipo 2y por

N ' A e . , o ) ES o 6EE:<§ o *
la regla de’ L'Hépital, se obtiene que tlg?o Cs(t) = —i = 2E = Ct.

Las componentes del punto de equilibrio E} = (B%, E%, C%), son asintGticamente estables cuan-
do t — +o0, entonces se define la funcion g(y) que denota el lado derecho del sistema (3.1) eva-
luado en EY, lo que implica que Wg N W (FE]) # (. Finalmente, una aplicacién del Lema 2.2
muestra que el punto de libre de infeccion F = (B, E%, C) es global asintticamente estable en
el interior de (2p. De esta forma se ha probado el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Si rp > dp + up, entonces el punto de libre de infeccion E{ = (B, E%, C%) del
sistema (3.2) es global asintéticamente estable en el interior de S)p.
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Capitulo 4

Modelacion y analisis de la dinamica viral
del VPH

4.1. Introduccion

Las infecciones por VPH se producen en los queratinocitos del estrato basal por microtraumas en
el epitelio o por metaplasia. El virus contiene espiculas en la capside (Ver Figura 1.4) que se unen
a receptores que solo tienen las células del estrato basal. E1 VPH inicia su ciclo replicativo viral en
las células infectadas de la capa profunda (estrato basal), se desarrolla en la capa intermedia confor-
mada por las células del estrato espinoso y granuloso, y termina en la capa superficial comprendida
por las células del estrato cérneo. Cuando el ciclo viral se completa y se generan particulas virales,
son liberadas por la ruptura de la membrana basal o descamacién de los corneocitos. La Figura 4.1
ilustra al epitelio estratificado con un microtrauma que permite el contacto de particula viral del
VPH y células del estrato basal; a medida que pasa el tiempo, el ciclo replicativo se completa, hay
produccioén de particulas virales y se liberan por ruptura del corneocito o descamacién del mismo.

Cornificadas-i-

Granulares 4
Espinosas -

Basales =

Epitelio no infectado Epitelio infectado por VPH

Figura 4.1: Infeccién por VPH al epitelio del cérvix uterino. Fuente: https://www.mdpi.
com/1999-4915/9/9/261

39


https://www.mdpi.com/1999-4915/9/9/261
https://www.mdpi.com/1999-4915/9/9/261

La dindmica de las células infectadas es similar a la dindmica de las células sanas que se explica
en la Seccion 3.1. Algunos elementos expuestos en el Capitulo 1 y lo descrito en esta seccion, pro-
porcionan informacién para formular un modelo de dindmica viral. Los objetivos de este capitulo
son: formular un modelo que describa la dinamica viral del epitelio por infeccion del VPH, probar
la positividad de las soluciones, determinar la forma analitica de los puntos de equilibrio (libre de
infeccion e infectado), determinar el nimero reproductivo basico R, probar la existencia del punto
de equilibrio infectado, y finalmente, probar la estabilidad local de los puntos de equilibrio.

4.2. Formulacion del modelo

El modelo de dindmica viral incluye la dindmica de las células sanas (vista en el capitulo an-
terior), infectadas y particulas virales. La poblacion de las células infectadas del estrato basal,
espinoso y corneo, se denota por las variables By (t), E;(t), C;(t), respectivamente; y la poblacion
viral se denota por V' (), para todo ¢ > 0.

4.2.1. Células del estrato basal infectado, B; ()

Estas células resultan del contacto entre queratinocitos basales sanos y particulas virales del VPH
(auna tasa /). Esta poblacién aumenta por proliferacion celular, regida por un crecimiento logistico
(a una tasa rp) hasta completar la capacidad de carga del estrato (a una tasa K'z). Disminuye por
diferenciacion celular (a una tasa d3) y muerte de forma natural (a una tasa u7;). Esto se traduce
matematicamente en la ecuacion

dB
d—tl = 5BSV +7’*BBI (1 —

Bs + B;

KB ) _5*BB[_ILL*BBI

4.2.2. Células del estrato espinoso infectado, F;(t)

Estas células se generan por queratinocitos diferenciados provenientes del estrato basal infecta-
do (a una tasa 03). Esta poblacion incrementa por proliferacion celular, regida por un crecimien-
to logistico (a una tasa 77%) hasta completar la capacidad del carga del estrato (a una tasa Kg).
Disminuye por diferenciacion celular (a una tasa d},) y se asume que no existe muerte natural.
Matematicamente se obtiene

W = (SBB] + TEE] <1 — K—E) — 5EEI
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4.2.3. Células del estrato corneo infectado, C(t)

Es generada por la diferenciacion de las células del estrato espinoso infectado (a una tasa d7,).
No hay un aumento poblacional de las células por proliferacion celular. Esta poblacién disminuye
por descamacion celular (a una tasa yuf,). Esto se traduce matematicamente como

dC * *
d_t[ = (SEE[ - ,uCC].

4.2.4. Particulas virales, /()

El aumento de nuevas particulas virales es dada por la ruptura de la membrana celular de los
corneocitos infectados (a una tasa o) y disminuyen por declinacién viral (a una tasa ). Esto da

dv
E :O'C[—’}/V

La dindmica viral del VPH se visualiza en el siguiente diagrama compartamental.

Figura 4.2: Diagrama de la dindmica viral cuando ocurre una infeccion por VPH.
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Finalmente, el modelo de dindmica viral del VPH descrito en la Figura 1.5 y las subsecciones
anteriores, se resume en el siguiente sistema de EDO no lineales,

% = rgBg (1 — M) — 0pBs — upBs — fBsV,

% = BBsV + 5By (1 Bs + BI) — 0pBr — B,

% — 65Bs + rpFs (1 Bs + EI) — B,

gt (1- ) s, @1
dd—(f =dpEs — ucCs,

Sy

(ii‘t/ =oC; -1V,

donde (2; es el conjunto tal que Qi = {(Bs, By, Es, E1,Cs,C1, V) € RL: Bg > 0,B; > 0, Eg >
0,E; >0,Cs > 0,Cr >0,V >0 CR yd, € C1(Q) : R x QG — Qg, una funcién que
representa el lado derecho de (4.1). La descripcion de los pardmetros se muestra en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Notacién y descripcion de pardmetros del modelo (4.1).

Parametros Descripcion
TR Tasa de proliferacién de las células del estrato basal sano.
Th Tasa de proliferacién de las células del estrato basal infectado.
rE Tasa de proliferacion de las células del estrato espinoso sano.
- Tasa de proliferacion de las células del estrato espinoso
B infectado.
5s Tas.a de diferenciacion de las células del estrato basal sano al
espinoso sano.
5" Tasa de diferenciacion de las células del estrato basal
B infectado al espinoso infectado.
5 Tasa de diferenciacion de las células del estrato espinoso sano
al cérneo sano.
5 Tasa de diferenciacion de las células del estrato espinoso
2 infectado al cérneo infectado.
17} Tasa de muerte natural de las células del estrato basal sano.
. Tasa de muerte natural de las células del estrato basal
e infectado.
e Tasa de descamacion de las células del estrato cérneo sano.
. Tasa de descamacioén de las células del estrato cérneo
Ho infectado.
Kp Tasa de capacidad de carga de las células del estrato basal.
Kg Tasa de capacidad de carga de las células del estrato espinoso.
I6; Tasa de infeccion entre particula viral y célula basal sana.
o Tasa de produccién de viriones (carga viral) por ruptura de la
membrana celular de las células del estrato cérneo infectado.
vy Tasa de declinacién viral (virus no maduros).

42



4.3. Propiedades basicas

Teorema 4.1. Sea la condicion inicial del modelo de dindmica celular infectado (4.1) como se
sigue Bg(0) > 0, B;(0) > 0, E5(0) > 0, E;(0) > 0,Cs(0) > 0,C;(0) > 0,V(0) > 0. Entonces,

las soluciones
(Bs(t), Bi(t), Es(t), Ei(t), Cs(t), Ci(t), V(¢))

siguen siendo positivas para todo tiempo t > 0.

Demostracion: Inicialmente se demuestra la positividad de C'g.

Positividad C's: La quinta ecuaciéon del modelo (4.1) dada por dd% = 0pFs — pucCs, puede ser
expresada, sin pérdida de generalidad eliminando el término dgFEs, por la desigualdad % >
—pcC's. Usando variables separables e integrando, la solucién de la desigualdad anterior puede ser
obtenida como Cs > e #*. La funcién exponencial es siempre no negativa, independientemente
del signo del exponente, por lo tanto, C's > e # > (.

La positividad de C'; y V' se prueba de forma similar.

Positividad Bg(t): Sea Bg(t) la solucién que satisface la condicion inicial Bg(0) > 0. Se asume que
la solucién no siempre es positiva, es decir, existe ¢, € R, tal que Bg(t,) < 0. Por el teorema de
Bolzano existe ¢, € (0, ;) tal que Bg(t1) = 0. Sea t, € R el primer tiempo tal que Bs(ty) = 0,
entonces ng—t(tO) = 0. Note que si para algin ¢t > 0, Bg(t) = 0 entonces dBci(t) = 0. Luego
para cualquier solucion con Bg(0) = 0, se tendria que Bg(t) = 0 V¢ > 0. Por unicidad de las
soluciones, si Bs(0) > 0 entonces Bg(t) seguira siendo positiva V¢ > 0. Por lo tanto, Bs(ty) = 0

conduce a una contradiccién y Bg es no negativo V¢ > 0.

Positividad B;(t): Suponga que B(t) no siempre es positiva, es decir, existe t, € R, tal que
By(ty) < 0. Por el teorema de Bolzano, existe ¢; € (0,t,) tal que Bj(t;) = 0. Sea
to = min{t; | By(t;) = 0}. Si By(ty) = 0, entonces %ﬁto) = BBsV > 0 lo cual implica
que By es creciente en t = t,. Por lo tanto, B;(t) seria negativa para valores de ¢ < t, cercanos a

to, lo que contradice lo supuesto.

La positividad de E'g y E; se demuestra de forma similar a la de B;. Esto completa la demostracion.
O

Los siguientes supuestos tienen fines exclusivamente matemdticos, para garantizar la existencia
y permanencia del punto de equilibrio infectado en el ortante positivo de R”.

Suposicion 4.1. Las siguientes condiciones sobre el punto de equilibrio infectado del modelo (4.1),
se satisfacen:
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<1, (4.22)
B

. B < k(1= BT He E VT (4.2b)

B

.5B+uB+BV**<5j‘B+u*B+BV** 4.20)
rB - ' ’ :

. U< <5Btu3> 's_Optps (4.2d)

'p ﬁ 6

Suposicion 4.2. La tasa de proliferacion de las células basales infectadas es siempre menor que
las basales sanas, es decir, r; < rp.

4.4. Analisis de la dinamica viral del VPH

En esta seccién se encuentra la forma analitica los puntos de equilibrio del modelo (4.1), que
son de interés biologico. Se dan condiciones de existencia del punto de equilibrio infectado. Se
determina el Nimero Reproductivo Bésico Ry. Y finalmente, se demuestra que el punto de equili-
brio trivial es inestable y el punto de equilibrio libre de infeccion es local asintéticamente estable
cuando Ry < 1; ademds, se dan condiciones para que el punto de equilibrio libre de infeccién sea
inestable y el punto de equilibrio infectado sea local asintéticamente estable o inestable cuando
Ry > 1.

4.4.1. Calculo de los puntos de equilibrio

Haciendo uso de la Definicién 2.7 en el modelo (4.1), queda el sistema

0 =rgBs (1 — M) —0pBs — upBs — BBV,

0= BBsV + 1B, (1 BS+BI> 5By — uB,

0 = 65Bs + rpEs (1 Bs + Ef) — §pEs,

0= 65B; + rLEs (1 Bs + Ef) _GLE, (4.3)

0=0pLs — pcCs,
0= 5*EEI — ,LLE«C[,
0=0C; —~V.

Es fécil ver que un punto de equilibrio del modelo (4.1) es el trivial, es decir, Eg = (0,0,0,0,0,0,0).
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Otros puntos de equilibrio de interés bioldgico estdn conformados por el libre de infeccion,
E} = (B%,0,F%,0,C%,0,0), y el infectado, E3 = (B, B;*, E%, B3, C5, O, V).

Por un lado, se inicia el célculo, para expresar de forma analitica, el punto de equilibrio libre de
infeccion E?. Evaluando E? en el modelo (4.1) se obtiene el sistema

B
Kp

O:T'BB; (1— > —(SBB:;—ILLBB;,

*

E
OzéBBg—f-TEE;« (1— S) —(5EE§,
Kg

4.4)

Debido a que el sistema anterior es equivalente al sistema (3.1), entonces, se deduce que el punto
de equilibrio libre de infeccién E? tiene la forma

(SBJF—“B} L2 ) . 4.5)

E? = (KB {1 - ,0, E%,0, M—E;,o,o
C

B

Por otro lado, se evalia el punto de equilibrio infectado F3 en el sistema (4.3). Despejando Cy,
E;y Cy de la quinta, sexta y septima ecuacion del sistema (4.3), respectivamente, se tiene

6 E**
O:Sk'* — E S)
He
* V**
gy =t (4.6)
opo
V**
=1
g

Simplificando en la primera ecuacion del sistema (4.3) asociado a E3, se obtiene

By > . By

0= (1_
'z Ky Ky

- (SB — UB — BV**

Despejando B* de la ecuacion anterior, resulta

B

By = Kp (1 (4.7)

Para garantizar que Bg* > 0 se hace uso de los supuestos (4.2a) y (4.2b). Reemplazando la
ecuacion (4.7) en los dos primeros términos de la segunda ecuacion del sistema (4.3) asociado a E22
se tiene, por un lado que
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K B+
BB;‘* ok ,Bv**—B |:TB (1 . I ) _5B — up _5‘/**

B Kp

K
— BV K — BV B — BV =L (65 + pup + BV*). (4.8)

B

Y por otro lado que

o (1) K [ (12 )

* Rxk2
_ B
Kp
* k%2 * Tk
rpB1 _ rpB]

=rzB;*—(r3;Bf*— e <aB+uB+ﬁv**>) “9)

* Rxk2
rgB]

Kg

*k

= TBZL (5 4 pp + BV,
B

Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (4.8) y (4.9) en la segunda ecuacién de (4.3) aso-
ciado a E2, se tiene

0=pB"V*™ +rpB* (1 — e

AT

Despejando B7* de la ecuacion anterior, se obtiene

BV*™*Kp (1 _ 5B+#B+ﬁv**>
B — rp B
I 0p+uptBYV™  Sptup+BV*
TR rB

(4.10)

Para garantizar que B;* > 0 se hace uso del supuesto (4.2c).Sustituyendo B7* en la ecuacion
(4.7) y reduciendo términos, queda

ﬁv**

B o + pp + BV** 1— B 4.11)
rB 0p+pp+BV**  Sp+up+BVF* | ° :

TG rB

B = Kp (1

Ahora, si se hace uso de los supuestos (4.2a) y (4.2d), Bg* > 0 debido a que
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V< (%tﬂ%) g O+ pp o< 5*34;#*3 _ Op+pp+ PV
T} B I6; T rp
0 < Op +up  Op+pup+ BV Bg* <
= - T SrEp VT bptupve =

*
r r
B B TR TB

Sustituyendo la segunda ecuacion de (4.6), en la tercera ecuacion de (4.3) asociado a E3 y sim-

plificando términos, se obtiene

(D) s\ 2 TE/L*C’YV** ) sk *%
0=—E _ < _TERCYY s ) B 5B
Ky ()= \re Kporo  F)7s T O0BDs

Despejando E£¢" en términos de V'**, resulta en

S 27“E £ KE(SEO' E E KE(;EO' E KE Bs

. S e LM VLT 2
Debido a que E§* > 0y rp — “55e— — 0p < \/(TE - % - 513) +47£0pBY", la

solucién de ES" es

g = Be |, eV s (7‘ _ eV, )2 NIVRECI 7S
S 27"E E KE(;EO- E E KE(SEO' E KE B

Reemplazando la ecuacion (4.11) en la ecuacion anterior, se tiene

_TERVT
Kpogo  ©

_2TE

sk

S

BV

dp + pp + BV** ) e

1-— . (412

B SptrptBV*™™  Sptup+BV** “12)
B

2
* V**
N (E _ rEHVT _5E> N (1_
Kg

*
KE(SEO' P
B

Finalmente, se puede apreciar que Cg* = z—‘ZE;* y por la ecuacion (4.12), se afirma que Cg*

depende deV**. Por lo tanto, el punto de equilibrio infectado E? dependiente de V**.

4.4.2. Existencia del punto de equilibrio infectado

En teoria, la existencia del punto de equilibrio infectado depende de la variable V' cuando es
mayor a cero, sin embargo, en la subseccion anterior se muestra la forma analitica de las variables
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respecto a las células sanas e infectadas en términos de V', haciendo uso de todas las ecuaciones del
modelo (4.1) exceptuando la cuarta ecuacion del sistema. Para comprobar la existencia del punto
de equilibrio infectado es necesario hacer uso de toda la informacién del modelo.

De la cuarta ecuacién del modelo (4.3) evaluado E% se tiene

0= 0B} + By (1 - =5

) — LB

Reemplazando B7* y E7* de la ecuacion (4.10) y de la segunda ecuacion (4.6) en términos de
V** respectivamente, en la ecuacién anterior, se obtiene

BV**Kp (1 . 5B+HB+,3V**>

= v LV V) + B3 Ve
N - LV SV R BT s eV
Sp+up+BY  Sptup+BV* 5*EJ Kg (%0
Th TB

donde E%* es denotado por la funcion f(V**). Realizando algunos calculos sobre la ecuacién an-
terior, da el siguiente resultado

. _ Op+up+BV** * Hk ok
_ o008 | Kb (1 — omuptfV) ) [1_M 4.13)
peryryy | TRV otV | gy K |
TR B

Ahora, sean G(V**) y F/(V**) funciones que denotan el lado izquierdo y derecho de la ecuacion
(4.13), respectivamente. Si V** = 0, entonces la ecuacion (4.13) se reescribe en términos de B y
f(0) = E¥% (ver ecuaciones (3.2) y (3.3)), lo cual se tiene

oopp By "B

1= * * 0%+t ) ~a

HEYT S B *“B _ Optup 5E
T B

Eg]
Kgl’

Note que la ecuacién anterior solo depende de los pardmetros del modelo y las operaciones
entre estos es igual a la unidad, por lo tanto, F'(0) = Rj y este es un pardmetro denominado
Numero Reproductivo Basico. En este contexto, el parametro representa el nimero promedio de
infecciones secundarias que una célula infecciosa produce en una poblacién celular susceptible,
entendiendo secundarias como el niimero de células infectadas producidas por una célula infectada
durante su vida. Por lo anterior, se propone el siguiente lema

Lema 4.1. El Niimero Reproductivo Bdsico del modelo (4.1) es

(4.14)

I By s [ )

0 = * * e .
HEVT R 53";“3 _ Sptup 0%

h B
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Geométricamente, la existencia del punto de equilibrio infectado es dada por las intersecciones
entre las funciones F'(V**) y G(V**) cuando V** > 0; cabe aclarar que si ocurre esto dltimo,
Ry > 1. Si V** es mayor a cero, la funcion F'(V**) va a estar por encima de G(V**) y para que se
produzca interseccién entre ambas funciones, el signo de la derivada de F'(V**) debe ser negativo.

Derivando a F'(V**) respecto de V** se tiene

BKB <1 5B+MB+/BV**>
* — * o *%
Py = d |d50 = 5 g [1_ f(V*) + Ef }
- * O +up+BV** ok
dV** ey B #1:* B . 5B+#E+BV 5E KE
B B
. —B°Kp (53§+u*3+6V** _ 6B+uB+6V**> _ B’Kp (A _ A) (1 _ 5B+MB+/BV**>
_ BO TETB L rB rh rh rB rB
eal SptuptBV™ _ optup+BV=")’
5 rB

CrRFWVT)

0nKE 0, KE
—B2Kp (5%+u7§+ﬂ‘/** - 63+uB+BV**) _ B*Kp (TB_T*B) (1 . 5B+g3+ﬁv**)

* * * * *
Y (N rh rB rh BT rB
pe (573+“*B+ﬁv** _ 5B+uB+5V**>2
Th TR
*x £/ *k * *k/
_ rel' (V) _ rply
0iKp  0LKgp
Sptup+AV™ _ Sptup+BV** B Sp+up+BV**
_—BZKB(S*BO' ( T - B + _;‘3 -1 L= TB i T*Ef/(V**)
TETBUEY SpHis BV Sptup+BV)? 0 Kp
rh rB
* *x/
_ reli
0t Kp
B _ _ dptpp+BV**
_—BZKB(SEU 1 . B Kpdso (r*B 1) ( L+ B
e e I R € e T
Th TB TS B

e (V") rpEp
0eKp  0LKp

dp+up+pV**
2 2 B _ ) ( _ L)
:—ﬂ Kpopo 1 B B*Kpojo (r;; 1 T
TBTBICY 6§+“%*+5V** — SptuptpV TBTBHCY ( Sptup+BVe* 5B+u3+ﬁvw>2
B B TS rB

RV B
oKy 0LKp

(4.15)

Sea F'(V**) = N+ Q@+ S + T, donde

. —ﬁZKB(S*BO' 1

T*BTB/’I’*C/}/ 6E+MF3+BV** _ 5B+/1/B+BV** !
g rB

N

49



" B _ _ Sptup+pV* N o I
oo PRoope | (51 (= 7) | vy By
TRTBHGY <5E+#*B+5V** _ 6B+uB+ﬁV**>2 ’ 0uKp 0K
TS B

Noteaque N <0y 7 = —?;;?:, donde E}* = %_Z > 0, entonces 7" < 0. El signo de F'(V**)
depende de los signos de () y .S. Por la condicién (4.2a) de la Suposicién 4.1 y la Suposicién 4.2,
() < 0. Solo resta determinar el signo de S que depende de f'(V**). Para comprobar el signo
de S se hace uso de la tercera ecuacién del sistema (4.3) evaluado en E3 y reescribiendo todo en

términos de f(1/**) se obtiene

_ 0By _ref(V")  reEr

0= r —0g.
F(V*) i Kg Kg g

Se deriva implicitamente la ecuacion anterior y se tiene lo siguiente

o_ 9B (V) 0pBSF(VE) rpf (V) reBp
V=) V=) K Kg

y despejando f'(V**) se obtiene

5BB§*/ (V**)KE o T,EE}k*/f2<V**>

4.16
5BB§*KE + TEf2<V**) ( )

FV) =

Ahora se determina el signo de B¢”. Nuevamente, derivando B¢* con respecto de V** queda

ﬁv**
*k
B**/_ dr K 1_5B+NB+6V 1— "B
S dV** B rg 5*B+ALE+,3V** o Spt+up+BV**
'r*B B

6‘/**

_ KB |, 5
s Optup+BV*  Sp+up+BV**
r*B B
B <5g+u*3+/3v** _ 5B+u3+ﬁv**) _ BV (ﬁ _ ﬁ)
— Kp (1 — 5B+NB+BV**> B B s s 'y Tm
- Sptup BV Sptup+pVe )
rg B

6‘/**

_ KB |, B
o Sptup BV Sptup+BV*r
TG TB
B (95+rE  Sptus
K (1 op + 1B +ﬁV**) % < "B "B
— B - * * Kook
B (5B+MB+BV _ 6B+MB+6V**)2

Th rg
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Dadas las condiciones (4.2a) y (4.2d), B < 0. Lo anterior afirma que

6335*/ (V**)KE — TEE}fQ(V**>

< 0.
5BB§*KE + TEf2<V**)

Fve) =

Reemplazando f/(V**) en (4.15), se tiene

P —N+ Q- B (B B Yk
5*EKE (SBB:%*KE +rEf2(V**) 5BB§*KE +TEf2(V**) 6*EKE
Nt Q- ryBEY < opf(V*)KEg > B ( ref2(V*) B 1) '
. T‘* B**/ (; f(V**)K o T'* E**/ r fg(v**) .
Sea 1 = — - (5t et ) ¥ S = Ei (sprfaropoey — 1) - Debido a que

Sy < 0, si a partir de cierto valor de V** > 0 se cumple que S; < N+@Q+.S55 entonces F/(V**) < 0.
Si Ry > 1, entonces F'(0) > 1, lo que significa que la funcién F'(V**) se intersecta con la funcion
constante G(V**). Lo anterior garantiza la existencia del punto de equilibrio infectado E? y de esta
manera se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2. El punto de equilibrio trivial siempre existe. Si rg > 0p + pup entonces existe un
punto de equilibrio libre de la infeccion en Q). Si Ry > 1, entonces existe un punto de equilibrio
de la infeccion en el interior de Q).

4.4.3. Analisis de la estabilidad del modelo de dinamica viral

El andlisis de estabilidad del modelo es aplicado a los tres puntos de equilibrio de interés bioldgi-
co asociados al sistema (4.1), el punto de equilibrio trivial Eg, libre de infeccion Ef e infectado
E22 Como afirma el Teorema 4.2, si Ry < 1, existen dos puntos de equilibrio, el trivial y el libre
de infeccion; mientras que si [7y > 1, existe el punto de equilibrio infectado. Ahora, se muestra el
andlisis de la estabilidad local de cada uno de los puntos de equilibrio mencionados.

Para tal fin, se emplea la teoria de la Subseccion 2.2.1. Linealizando el modelo (4.1), se obtiene
la matriz jacobiana

U —mis 0 0 0 —/Bg
BV — W 0 0 0 0 fBs
0p 0 X wls 00 0
J = 0 0 —EE Y 0 0 0 : (4.17)
0 0 p 0 —puc O 0
0 0 0 by 0 —usy 0
0 0 0 0 0 o —y
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donde

U=rp— 27}355 - TZiI —d0p —pup — BV,
Wy - B2 T gy,
2rgF rgk
X =rg — ;ES— f(.EI og,
rok 2ro.F
Y =r} — ;ES— ;;Ef 5%

Estabilidad del punto de equilibrio trivial

Se inicia el estudio de la estabilidad del punto de equilibrio trivial £2. Evaluando E? en la matriz
(4.17), se obtiene

B — 0B — [iB 0 0 0 0 0 0
0 T —0p — Uy 0 0 0 0 0
53 0 TE — 6E 0 0 0 0
J(Eg) = 0 0% 0 T — 0% 0 0 0 (4.18)
0 0 0B 0 — e 0 0
0 0 0 0% 0 —ue 0
0 0 0 0 0 o —v

Como la matriz (4.18) es triangular inferior, el determinante es el producto de la diagonal prin-
cipal de J(E?). Entonces el polinomio caracteristico de (4.17) es como sigue

P(A) =N~ (rp— 65 —ur)) (N — (5 — 5 — 113)) (N — (e — 0p))
(A5 — (5 = 05)) (A — (—pe)) (A — (—1&)) (A — (=) -

Luego los valores propios de la matriz (4.18) son

No1 = TB—0B— B,
)‘%,2 = 15— 0 — 1,
)\%’3 = Tgp — 5E7

)\(2),4 = rz_} - 5*E7

)\(2),5 = —Hc;

)‘%,6 = —He,

)‘(2),7 = =
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donde )\(QM coni = 1,...,7denota los valores propios asociados a E2. Debido a que rg > 05+ i,
se traduce en que )\(2),1 tiene parte real positiva y por el Teorema (2.7), entonces E? es un punto de
equilibrio inestable.

Estabilidad del punto de equilibrio libre de infeccion

Evaluando el punto de equilibrio libre de infeccién E? en la matriz (4.17) se obtiene

% rpB% %
U —f(—BS 0 0 0 0 —pBB%
0 w 0 0 0 0 BB%
, 0p 0 Xt -EE 00 0
JED)=1 0 6 0 Y 0 0 0 , (4.19)
0 0 Op 0 —pue 0 0
0 0 0 0% 0 —us 0
0 0 0 0 0 o —y
donde
2rpB% r5 B
U*_TB_ D S_5B_MB7 W*:'f’};— u S_a*B_ME7
KB KB
2rp Bt e D (4.20)
* E * * *

Realizando algunos cdlculos en las ecuaciones del sistema (4.4), las ecuaciones (4.20) se cum-
plen lo siguiente

Ut = —1B28 g, W* =14 B+MB—B+*MB}<O,
Kpg TR g
opBy  rpE T} E% 4.21)
X* —{BS P25l <0, Y =4 [—E<1— 5)—1}<0,
E: = Kz P Loy Kg
Sptup | «
En efecto W* < 0, debido a que —Z2 . Dado que 8 > 0, entonces por la expresién (5.1) del
B

Capitulo 5, Y* < 0. Reescribiendo Y* en términos de Ry, da lo siguiente

7,,* E*
Y* =6} {%(1— S)—H—RO—RO
Blsx K

E
— 5 T_f(1— S)—O;BB* A —T—*E<1— S>+(R0—1)
) Kg HET S BT*NB _ B:]-;LB 0% Kg
B
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_ _09p0pP Bs + 5% (R — 1)
pery | s Sptug BATO '
B

A pesar de que IRy no hace que Y* cambie de signo, se reescribe en término del parametro 7y
para facilitar la prueba de estabilidad local cuando R, es menor a la unidad. Sustituyendo de las
ecuaciones (4.21) en la matriz jacobiana (4.19) y calculando su polinomio caracteristico, se tiene

P(A) =M =U") (M = X7) (M = (=ne)) [\ = (k) (A = (=) (A=) (A —Y7)
+o0L8LBBY] .

Haciendo uso de las ecuaciones (4.21), en el polinomio anterior es

B3 op B E%
POy = (2425 (4 e TEES ) (8 ) [ + 1) (4 +7) (2 = 177)

(A = Y™*) 4+ 005058B5] -

Es fécil ver que los tres primeros factores de P()\?) tienen parte real negativa. Ahora, se define a
Q()\?) como el polinomio formado por

Q(AD) = (M +uc) (M +7) (AT =W7) (A —Y") + 06;,058B%.
= () + [+ = (WY () + WY = (i +9) (W +Y") + pgn] ()
(s + D)WY — (W + Y) @A) N2+ AW Y™ + 08385885 (4.22)

Para determinar el signo de las raices del polinomio Q(\?), se reescribe como Q()\?) = ()\%)4 +
a1(02)” + az(02)” + asA? + a4, donde

ar = pe+v— (W +Y"),

ay = W*Y" — (ue+7) (W +Y7") + pey,
ag = (pe +7) WY* = (W +Y7) ey,
ay = peyYW*Y™ + 003,058 Bg.

Para que el punto de equilibrio libre de infeccion sea local asint6ticamente estable, se debe com-
probar que la condicion (4.24) del criterio de Routh-Hurwitz se satisfaga. Para ello es conveniente
adoptar la siguiente notacion: A = u +v > 0, B = —(W*+Y*) > 0,C = p&y > 0,
D=W*Y*>0yE =0dp058B% > 0. Sustituyendo, se obtiene
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ay=A+ B >0,

as =D+ AB+C >0,

as = AD + BC > 0, (4.23)
as=CD+ FE > 0.

Por el criterio anteriormente mencionado, Ef es local asintéticamente estable si se muestra que
ay,das,as, dq >0 y

aq 1 0
Ag = det as as aq = (CL16L2 — CL3)CL3 — CL%CL4 > 0. (424)
0 as as

Para tal fin, se tienen los dos casos siguientes.

1. Cuando el nimero reproductivo basico, Ry, es menor a la unidad.

2. Cuando el ndmero reproductivo basico, Ry, es mayor a la unidad.

1¥"caso: Prueba de que E? es local asintéticamente estable cuando Ry < 1. Aplicando el cambio
de notacion (4.23) a la condicién (4.24) da lo siguiente

(a1as — az)az — ajas = [(A+ B) (D + AB + C) — AD — BC] (AD + BC)
— (A4+B)’(CD+E)
= [A’B+ AC + BD + AB?| (AD + BC)
— [A*+2AB+ B*| (CD + E)
= A*BD + A’B?C + A*CD + ABC? + ABD? + B*CD + A*B?D
+ AB*C — A°CD — A*E —2ABCD — 2ABE — B*CD — B*E
= A*BD + A’B?C + ABC? + ABD? + A’B?D + AB3C — A’E
— 2ABCD — 2ABE — B*E. (4.25)

Se reescribe D = W*Y™*, en términos de C', F'y Ry como se muestra a continuacion

050% B ) ) %
D= _U*B E*B T Sé+ +5*E(R0_1> T*B|:B+MB— B—t:uB
HcTp | BB — 2BThD rp 5
TB B
—UB*—EﬁS—ké*E(RO—l)r*B BT 1B Bt”B]
M07 B TB
E * *

55



Definiendo F' = 03, (Ro — 1) W* > 0, la ecuacion anterior es equivalente a
E=CD-F. (4.26)
Sustituyendo (4.26) en (4.25) y simplificando términos, se obtiene
(aras — as)as — a’ay = A3BD + A’B?C + AB (C — D) + A’B*D + AB*C — (CD — F)(A + B)?

= A*BD + A’B?C + AB (C — D)’ + A’B?D + AB*C + F(A + B)?
—CD(A+ B)*. (4.27)

Solo resta comprobar que
A*BD + A’B*C + AB (C — D)* + A’B?D + AB3C + F(A+ B)*> > CD (A+ B)*. (4.28)

Para que se cumpla la expresién (4.28), basta con probar que ABD + A*B?C + A*B*D —
CD (A+ B)* > 0, donde A*BD > 0, A2B2C' > 0y A2B2D > 0. Del segundo término del lado
izquierdo de (4.28), después de varias simplificaciones, se tiene

APB2C = pg W2 4 20 YWY i Y™ 4 200y W)+ A(pey )P WY + 2(pue) Y
+ e W 2P WY Y,

donde solo se consideran los términos
QAW Y* >0, A(uey)’W*Y* >0 y 2uiy WY > 0. (4.29)
Del primer término del lado izquierdo de la desigualdad (4.28) se tiene como resultado

ABD = —p WY = p&P WY = 3(ue WPy ™ = 3(ueY )Py W™ = 3(Y W) ey
. 3<7Y*)QN*CW* o ")/SW*QY* . "}/BW*Y*2,

donde solo se consideran los términos

=3(peW*PAY* >0, =3(ucY*)AW* > 0, =3(yW*)ueY* >0y = 3(yY*)*ueW* > 0.
(4.30)

Del tercer término del lado izquierdo de la desigualdad (4.28) da
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+ QMEIYW*YM% +72W*3y* + 272(W*Y*>2 + ')/ZW*Y*3,

donde solo es necesario considerar a
QAW Y * >0, Apiy(W*Y* )2 >0 y 2uiAW Y™ >0. (4.31)
Por dltimo, el término del lado derecho de la desigualdad (4.28) es

—CD(A+ B)? = =g yW* Y™ = 2(uey) > W Y™ — peP WY ™ + 2(ues W)Y ™ + 2(usY ™)y W™
+ 20W P pEY ™ + 207 Y P W — iy WY = 20y (WHY)? — gy Wy,

Sumando los términos de (4.29) al (4.31) con la expresion anterior se obtiene

A3BD + A’B*C + A’B?D — CD(A + B)? > pt3yW*Y* 4+ 2(uery)*W*Y™* + pey*Ww+y™
— (HEW Y™ — (oY)W — (YWY
— (WP UeW™* + ey WY ™ + 2uey(W*Y™)?
+ pugAW*Y*? > 0,

lo cual satisface la condicién (4.28) y, por lo tanto, la condicion (4.24) se cumple. Lo anterior
implica que se ha demostrado el siguiente teorema.

Teorema 4.3. Si Ry < 1, entonces el equilibrio libre de infeccion E? es local asintéticamente
estable.

29° caso: Condiciones para que E? sea inestable cuando R, > 1. Debido a que R, es mayor a
la unidad, entonces F' < 0. La condicién (4.23) siempre se satistace, luego para probar que E? sea
inestable por el criterio de Routh-Hurwitz, la condicién (4.24) debe ser menor a cero. Esto se logra
al comprobar la siguiente condicion

CD(A+ B)? = F(A+ B)*> A*BD + A’B*C + AB (C — D)* + A’B*D + AB3C, (4.32)

entonces, se puede proponer el siguiente teorema.

Teorema 4.4. Si se cumple la condicion (4.32) y Ry > 1, por el criterio de Routh-Hurwitz, el punto
de equilibrio libre de infeccion E? es inestable.
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Estabilidad del punto de equilibrio infectado

Finalmente, se muestran condiciones para que el punto F3 sea local asintéticamente estable.

Evaluando el punto de equilibrio infectado E? en la matriz (4.17), se obtiene

U —mEE 0 0 0 -8By
rgBr* *k *ok
gy — B W 0 00 0 BB
35 0 x= I g0 0
J(Ez) = * rpET” *f
2 0 5y —EED Y 0 0 0
0 0 5E 0 —HC 0 0
0 0 0 5 0 —ut 0
0 0 0 0 0 o —y
donde
o2rpBY  rpBy
U — o - — p— — BV
B K Kp B—pp—f3 )
W** o B~S B~ 5* o
B KB KB B 12%:3
2re g rpETT
X =g — - )
E KE KE E,
Y** ok E~S BT 5* ]

9

(4.33)

(4.34)

Usando las ecuaciones de (4.3), se puede reescribir en las ecuaciones de (4.34), como se sigue

S
Kp
W — (BB:%* - n T*BB;E*> ’
B Kz
X = (53%* + TEE;*) :
e <5*BB7* T§E7*> '
Er " Kp

Empleando las ecuaciones anteriores, la matriz (4.33) se reescribe de la forma
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—ePr e 0 0 0 0 -8By
e e = 0 0 0O 0 BBy
- 0 5% -t -G -E 0 0 0
0 0 5]3 —HUC 0 0
0 0 0 5 0 —uy 0
0 0 0 0 0 o —y

(4.35)

A continuacion, se calcula el polinomio caracteristico de (4.35). Al aplicar la Definicion 2.20 y

realizando calculos, el polinomio caracteristico es

7 4
PO =coM) +a(0) 4+ (0 +e (0 + e (02 + 5 (02 + 6 (A2) + ¢,
(4.36)
donde ¢y = 1y los coeficientes ¢; conz = 1,2, ..., 7 son
1= by + pe + 7 = pies
co = bio +yue + (v — pe) by + (b + v — pe) pe,
cs = b+ (ype + (v — 1) o) be + (e + v — pg) bro + Yo s,
¢ = Yhepsby + (Ype + (v — pe) o) bio + (pe + v — p) bin + bz — Bodp By,
cs = —0pobr + yucugbio + (Yue + (v — pe) pe) b + (pe + v — pe) biz
rYog B
~ (e + BB sy
E
. . . . OLortdgBBE B
cg = =050 (b + pobr + bs) + ypcpebu + (ype +v — pe) bz — el EKBﬁ 51
E
cr = Ypopsbiz — pedno (be + bs) -
Los términos b; con j = 1,2,...,12 son
- SpBi*  rLEr N SpBLV* 1B
YT B Ky By Kg '
- (538;* * r*BB;*) (5337* rEE}**) rprpEYEy
? B Kp E; Kp K3
by = by + 5
3 1 + B}k* )
by = by + 5~
4 2+ B
- by B boSBEV*
T Kp By
- rersB0p(BE)2EY  rydp(BBE)2EFV rirtdpBBL BB
¢ Kg KpKp KpKp ’
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by = BBV — (TBB(BE*)Q L "BOBS B | refBSES | 535(35*)2> ’

KB KB KE Eg'*
b8:<B*f _’_TE S)(BQBE* **_(T.Bﬁ( S) _}_TBB S I>>’
E% Kp Kp Kp

rgBY  rpBTT
bg =10
9 = b3 + Ky + Ky’
bro = by + 2 37}§S+T35K5 :
B B B
b47“BB§* berBBg'* o
biy = bs + + :
11 5 KB KB
bz’f’B/BB:kg* *% ( Bg* >
bis = 1
12 KB + B}k*

La matriz de Hurwitz que resulta de (4.36) es

cp cg3 ¢ ¢ 0 0 O
co ¢ ¢4 cg 0 0 O
0 Ci C3 C; Cqt 0 0
H(P ()\%)) = 0 Co Cp C4 Cg 0 0 (437)
0 0 ¢ ¢35 ¢c5 ¢ O
0O 0 ¢y cg ca cg O
0 0 0 ¢ c3 ¢c5 ¢

Si se puede demostrar que los menores principales de la matriz (4.37) A; > 0,coni = 1,2, ..., 7,
entonces por el criterio de Routh-Hurwitz, todas las raices de (4.36) tienen parte real negativa, lo
que garantiza que F3 sea local asintéticamente estable; de lo contrario es inestable.
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Capitulo 5

Simulaciones numeéricas

En este capitulo se abordan algunos ejemplos nimericos para dar peso a los resultados analiticos
del sistema (4.1) expuestos en las Seccion 4.4 del capitulo anterior, con ayuda de MATLAB. Para
tal fin, inicialmente se exponen valores de referencia de los pardmetros del modelo (4.1), que se
reporta en la literatura. Seguido, se muestran las regiones de estabilidad de los puntos de equilibrio
libre de infeccion e infectado, variando dos parametros del modelo (4.1). También, se realizan
simulaciones numéricas del modelo para los puntos de equilibrio de interés. Y finalmente, se realiza
una discusion con los aspectos mds relevantes de los resultados analiticos y numéricos del modelo,
en relacion con la informacién registrada en la literatura, para finalmente dar las conclusiones de
esta investigacion.

5.1. Valores de referencia de los parametros

Por un lado, para mostrar condiciones cercanas a la realidad, se hizo una estimacién simple sobre
la capacidad de carga del epitelio estratificado, es decir, la cantidad de células (sanas e infectadas),
basados en la Figura 2a y suposiciones similares a las expuestas en la investigacion de Walker et
al. [49]:

1. El area de las subdivisiones o estratos del epitelio se consideran iguales.

2. El epitelio, la estratificacion y las células del tejido epitelial se consideran de forma rectangu-
lar.

3. Los datos de los estratos espinoso y granuloso, se trabajan de forma individual y, al final, los
resultados son expuestos en un Unico estrato (espinoso).

Estas consideraciones se denominan supuestos de estimacion celular. Para estimar los pardmetros
Kpy Kpg, se hace uso del primer supuesto de estimacion celular. Sea el area del tejido epitelial de
longitud 7282.5 um y de altura 355 jum, cuya drea total es de 2585288 m?. Dado que el 4rea se
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divide en cuatro partes iguales, el drea del estrato basal es de 646322 pm?, al igual que del estrato
espinoso, granuloso y cérneo. El tamafio celular se considera la siguiente tabla:

Tabla 5.1: Media y desviacion estdndar (SD) de las dimensiones celulares.

Longitud en ym  Altura en um

Estrato  Estado del tejido Media SD Media SD

Cérneo Normal 66 9.2 14 4.8
Granuloso Normal 52 10 14 4.7
Espinoso Normal 31 6 17 5.1
Basal Normal 16 3.2 15 5

Cérneo NICI 46 10 14 1.3
Granuloso NICI 41 9.4 14 2.4
Espinoso NICI 25 5 16 3.8
Basal NICT 12 4.2 13 2.2
Cérneo NIC II 38 7.1 15 2.3
Granuloso NIC II 25 7.1 17 4.1
Espinoso NICII 18 5 15 2.5
Basal NICII 12 1.6 13 1.7
Cérneo NIC 111 20 5.5 13 3.2
Granuloso NIC III 18 5.9 16 1.8
Espinoso NIC III 15 3.6 16 1.5
Basal NIC 111 13 2.3 14 2.4

Fuente: Walker et al. [49]

Haciendo uso del segundo supuesto de estimacion celular y la informacion de la Tabla 5.1, se
puede calcular el 4rea celular en sus diferentes estratos y estados del tejido.

Tabla 5.2: Dimensiones promedio del tamafio celular considerando dos desviaciones estandar.

2 2

Estrato Estado del tejido  Tam. Min. en zm? Tam. Prom. en ym? Tam. Mdx. en ym?

Cérneo Normal 209 924 1992
Granuloso Normal 147 728 1685
Espinoso Normal 129 527 1170
Basal Normal 48 240 448
Cérneo NICI 296 644 1096
Granuloso NICI 204 574 1124
Espinoso NICI 126 400 826
Basal NICI 31 156 355
Cérneo NICII 248 570 1023
Granuloso NIC II 95 425 998
Espinoso NIC II 80 270 560
Basal NICII 85 156 249
Cérneo NIC III 59 260 601
Granuloso NIC III 7 288 584
Espinoso NIC III 101 240 422
Basal NIC III 77 182 331

Fuente: Walker et al. [49]

Sea K y K¢ las capacidades de carga de las células del estrato granuloso y cérneo, respectiva-
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mente. Las capacidades de carga se obtienen por el cociente entre el drea total del estrato y el area
celular del mismo. La Tabla 5.3 da informacién sobre los valores de estos pardmetros.

Tabla 5.3: Estimacion de la capacidad de carga en tejido normal.

. S # de células / Tam. # de células / Tam. # de células / Tam.
Parametros Descripcién .
Min. Prom. Max.

Ke C}apamdad de carga de células 3092 700 395
corneas.

Ke Capacidad de carga de células 4397 388 384
granulosas.

K Capamdad de carga de células 5010 1296 553
espinosas.

K Capacidad de carga de células 13465 2693 1443
basales.

La estimacion se realiza bajo el estado de tejido normal, debido a que en los interéses de esta
investigacion, referente a la condicién inicial del modelo, es dado por el contacto entre particula vi-
ral y célula susceptible en tejido sano. También se tuvo en consideracion dos desviaciones estindar
para abarcar el 95 % de los datos. Por lo tanto, los pardmetros K y K, son tomados de la canti-
dad de células de tamafio promedio en la Tabla 5.3. Haciendo uso del tercer supuesto de estimacion
celular, K es la suma del nimero de células de tamafo promedio del estrato espinoso y granuloso.

Por otro lado, es necesario ampliar la informacién sobre dos parametros, que son relevantes
en la siguiente seccién. Los parametros o y [ describen la tasa de infeccidon entre célula basal
susceptible y particula viral, y la tasa de produccion de viriones por ruptura o descamacion de la
célula infectada, respectivamente. Al ser estos pardmetros los que dan el inicio y el fin del ciclo de
replicacién del VPH, seran objeto de estudio mediante la variacion de sus valores.

Para finalizar, muchos de los parametros fueron encontrados luego de una busqueda exhaustiva

en la literatura. Otros, se fijaron teniendo en cuenta las condiciones (4.2a) al (4.2d), y la Suposicion
4.2. Todo lo anterior se resume en la Tabla 5.4.
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Tabla 5.4: Valores de referencia y rangos de los pardmetros del modelo (4.1).

Parametros Descripcion Valores (.le Rangos Fuente
referencia
i Tasa de proliferacion de las células del es- 0.07 dfa"! 10.03: 0.07] [31]
trato basal sano.
. Tasa de proliferacion de las células del es- L1 L ..
"B trato basal infectado. 0.048 dia (=] Fijado
e Tasa de prohferacmn de las células del es- 0.039 dfa~" [0.02: 1] [31]
trato espinoso sano.
re Tasa de p.rohfe.racmn de las células del es- 0.04 dfa"! — -] Fijado
trato espinoso infectadas.
5y Tasa de diferenciacion QG las células del 0.044 dfa—" [~ -] [50]
estrato basal sano al espinoso sano.
Tasa de diferenciacion de las células del
0% estrato basal infectado al espinoso infec- 0.05dfa™* [—; —] Fijado
tado.
5 Tasa de dlferen01a01on de/ las células del 0.099 dfa-"! [0.02: 1] [31]
estrato espinoso sano al cérneo sano.
Tasa de diferenciacion de las células del
oy estrato espinoso infectado al cérneo in- 0.118 dfa™" [0; 5] [31]
fectado.
Tasa de muerte natural de las células del 0 [~ -] [51]
1B estrato basal sano. '
. Tasa de muerte natural de las células del 0 [~ -] [51]
5 estrato basal infectado. '
1o Tasa def descamacion de las células del es- 0.97 célula~" - dia—! 0.2: 1] [31]
trato cérneo sano.
e Tasa def desczflmacmn de las células del es- 0.97 célula~" - dia~! = -] Fijado
trato cérneo infectado.
Tasa de capacidad de carga de las células . )
Kp del estrato basal. 2693 células [1443; 13465] [49]
K Tasa de capa01'dad de carga de las células 9114 células [553; 5010] [49]
del estrato espinoso.
8 ;lesl?ladgalsl;ﬁe;:;zn entre particula viral y Varia respecto a Ry [107%5;107°] [31]
Tasa de produccidn de viriones (carga vi-
o ral) por ruptura de la membrana celular de  Varia respecto a Ry [10; 10%] [20]
las células del estrato cérneo infectado.
- ., . - 2 —1
5 Tasa de declinacién viral (virus no madu- 118 ci:}ula/ - 0.2:3 [31]
ros). virién™ " - dia
[—; —] denota rangos de valores de referencia no registrados en la literatura.

64



5.2. Regiones de estabilidad

En esta seccion se muestran las regiones de estabilidad de los puntos de equilibrio libre de infec-
cion e infectado, mediante la variacion de los parametros o y /3.

Teéricamente, por un lado, se propusieron pares ordenados (o, #) que forman la curva que hace
a Ry = 1 enel plano o3, seguido de proponer pares ordenados que estuvieran por encima y debajo
de esta curva; por otro lado, se analizaron los signos de las partes reales de los valores propios del
polinomio caracteristico obtenido de las matriz jacobiana del modelo (4.1), aplicados a los puntos
de equilibrio libre de infeccién e infectado.

{(0,8) e R:}
l

Ry <1

'

Calcula los valores
propios de la matriz ja-
cobiana (4.19) usando
funcion eig

Calcula R,

Ry=1

A\ 4

(0, B) se pinta de negro

» Fin

Si todos los valores propios
tienen parte real negativa
(0, B) se pinta de azul

Ry >1

\4

Calcula los valores
propios de la matriz ja-
cobiana (4.19) usando
la funcion eig

Si al menos un valor propio
tiene parte real positiva
(o, B) se pinta de rojo

A

Figura 5.1: Diagrama de flujo del script para (o, ) asociados a el punto de equilibrio libre de

infeccion E?.

Para el punto de equilibrio infectado, se calcul6 el valor de V', haciendo uso del método de bisec-
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cién en (4.13) y (4.16), los pardmetros en la Tabla 5.4 y los valores o y 5. Dado V, se determinaron
el valor de las variables restantes Bg, By, Fg, E; Cs 'y C7. Finalmente, se identificaron los signos
de las partes reales de los valores propios de cada polinomio caracteristico asociado a cada (o, 3).

{(07 5) S Ri}
|

Calcula Ry

Ry=1

’ !

Ry >1

(0, B) se pinta de negro

(o, B) se pinta de verde

Aplica el método de
biseccion a (4.13) y

calcula V'

) 4

Fin

A 4

Calcula los valores
propios de la matriz ja-

cobiana (4.33) usando
la funcion eig

Si todos los valores propios
tienen parte real negativa

(0, 3) se pinta de azul

Si al menos un valor propio
tiene parte real positiva
(0, 8) se pinta de rojo

Figura 5.2: Diagrama de flujo del script para (o, 3) asociados a el punto de equilibrio infectado E3.

Numéricamente, se elaboraron dos scripts, uno para el punto de equilibrio libre de infeccién y
otro para el infectado. Se construy6 un mallado de puntos (o, ) de mas de 20000 pares ordenados,
donde (o0, 3) € R2 . Los esquemas de las Figuras 5.1 y 5.2, sintetizan el funcionamiento de los
scripts para cada (o, 3) asociados a los puntos de equilibrio libre de infeccion e infectado. Se
calcularon los pardmetros (o, ) por medio de la expresion (4.14) cuando Ry = 1y se obtuvo la

ecuacion:

B

* * * * SptiEs _ dptus
K15 [1 e (1 . ES)} ' L (5.1)
sonks L o \' T K, el :

B
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donde [ estd en funcién de o, y este ultimo estd dentro de los valores de referencia expuestos
en la Tabla 5.4. Encontrada la curva Ry = 1, los pares ordenados se dividieron en dos regiones:
{(0,8) e RZ : Ry <1}y {(0,8) € R% : Ry > 1}.

En la Figura 5.3, se muestran todos los pares ordenados clasificados segtin el valor R, del punto
de equilibrio libre de infeccion. Se comprobd que todos los valores propios del polinomio ca-
racteristico de la matriz jacobiana asociada a este punto de equilibrio, para cada par (o, 5) que
pertenece a laregion Ry < 1, tienen parte real con signo negativo; lo que evidencia que el Teorema
4.3 se satisface y que el punto de equilibrio libre de infeccion al que se le asocia cada par ordenado
dentro de esta region es local asintéticamente estable.

«107° Regiones de estabilidad del punto de equilibrio libre de infeccion

1.4

1.2

0.8

(tasa de contagio)

B
I
o

0.4

0.2

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
o (produccién de particulas virales)

Figura 5.3: Regiones de estabilidad del punto de equilibrio libre de infeccion asociados a los
parametros o y (3.

67



Mientras que, para cada (o, ) que pertenece a la regién Ry > 1, se comprobd que al menos un
valor propio del polinomio caracteristico de la matriz jacobiana asociada a este punto de equilibrio,
tienen parte real con signo positivo, lo que muestra que el punto de equilibrio libre de infeccién al
que se le asocia cada par ordenado dentro de esta region es inestable.

En la Figura 5.4, se muestran todos los pares ordenados clasificados por region segtin el valor
de Ry para el punto de equilibrio infectado. Se comprob6 que en la region Ry, > 1 hubo pares
ordenados a los que se les asocia este punto de equilibrio, los cuales tienen todos sus valores
propios con signo negativo ((o, 3) de color azul), lo que implica que el punto de equilibrio es local
asintOticamente estable.

Regiones de estabilidad del punto de equilibrio infectado

1.4 4

1.2

I
©

(tasa de contagio)

B
<
o

0.4

0.2

300 400 500 600 700 900
o (produccién de particulas virales)

Figura 5.4: Regiones de estabilidad del punto de equilibrio infectado asociados a los parametros o

y 8.
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Los pares ordenados restantes asociados al punto de equilibrio, tienen al menos un valor propio
con signo positivo ((o, 3) de color rojo), indicando que el punto de equilibrio infectado asociados
a estos pares ordenados tienen cambio de estabilidad.

5.3. Simulacion numérica de tipos de infeccion por VPH

En esta seccion se muestran escenarios numéricos de la dinamica del modelo (4.1), cuando se
presenta infeccion por VPH. Para clasificar estos escenarios, se tienen en cuenta los tipos de infec-
cién documentadas por Alizon et al. [21] y Depuydt et al. [22].

Respecto al solucionador que calcula numéricamente las soluciones del sistema (4.1), se emple6
inicialmente ode45 de MATLAB, pero se observé una leve inestabilidad en las soluciones, por lo
tanto, se asumi6 que el sistema es tipo stiff. Por tal motivo, se reconsidero el solucionador escogido,
y se hizo la busqueda de otro algoritmo que resolviera problemas tipo stiff. Como afirma Shampine
y Reichelt [47], odel5s de MATLAB es una implementacién de tamafo de paso cuasi constante
en términos de diferenciacion hacia atrds, BDF, de la familia NDF de Klopfenstein-Shampine, de
orden variable, que resuelve problemas de este tipo (Ver Seccion 2.6). Cabe resaltar que de los
solucionadores tipo stiff que propone MATLAB para sistemas EDOs, odel5s manifiesta exactitud
baja a media en comparacion con otros que manifiestan exactitud baja. Por lo tanto, el solucionador
escogido es odel 5s.

La condicién inicial del modelo es dada por la interaccion entre una célula infectada y otra
susceptible, como ya se hizo mencion, y para tal fin se hace uso de la expresion (4.5). También se
consideran escenarios de diferentes cargas virales durante la infeccion, con la finalidad de ver la
importancia del aumento de las particulas virales en la progresion de la infeccion.

Las soluciones son simuladas en el plano, cuyo eje de abcisas es el tiempo medido en dias y eje
de ordenadas es el nimero de células sanas, infectadas o particulas virales. Stoler [52] afirma que
el tiempo promedio para que una NIC I o NIC II se convierta en una NIC III o carcinoma in situ, es
de al menos 6 a 20 afios; mientras que Steenbergen et al. [53] afirman que la mayoria de pacientes
después de contraer la infeccién por un genotipo de alto riesgo, pueden desarrollar una NIC II y
NIC III dentro de los 3 a 5 y carcinoma invasivo entre 20 a 30 afos.

El objetivo principal es observar la dindmica del modelo (4.1) en relacion a Iy cuando es menor
o mayor a la unidad, haciendo uso de la informacidn arrojada en las Figuras 5.3 y 5.4.

5.3.1. Simulaciones numéricas de infecciones transitorias

Se consideran tres escenarios: infeccion por 100, 1000 y 10000 particulas virales. Debido a que se
analiza este caso cuando %y < 1, entonces no se produce infeccion. En las Figuras 5.5a, 5.5by 5.5¢
se ilustran las simulaciones de la dindmica de las células epiteliales sanas, infectadas y las particulas
virales. En las tres figuras, la dindmica de células epiteliales sanas es constante por homedstasis,
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la dindmica de las infectadas crece de forma exponencial en un corto periodo de tiempo y luego
decrece hasta desaparecer a medida que transcurre el tiempo, y la carga viral decrece en un lapso
de tres a siete dias.

Los resultados numéricos, ilustrados en la Figura 5.3, muestran que (o, ) se encuentra en la
region de estabilidad local del punto de equilibrio libre de infeccién. Analizando las soluciones de
la dindmica de las células infectadas, este comportamiento puede estar asociado, al menos, a dos
situaciones: que no haya infeccién o que las células infectadas fue una cantidad casi despreciable.
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Figura 5.5a: Dindmica del modelo (4.1) por infeccién de 100 particulas virales, Ry < 1,0 =40y
S =1.152 x 107,

En las Figuras 5.5a y 5.5b, las células infectadas no logran llegar a la unidad, por tal motivo, en
una situacion real, podria inferirse que no hubo infeccidén. En la Figura 5.5¢ se percibe un creci-
miento de las células de los tres estratos por encima de la unidad, lo que podria indicar existencia
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de infeccién para una baja cantidad de células susceptible que no genera aumento de carga viral a
medida que avanza el tiempo.

Dinamica de las células sanas
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Figura 5.5b: Dindmica del modelo (4.1) por infeccion de 1000 particulas virales, Ry < 1,0 =40y
B =1.152 x 107,

Respecto a la dinamica de las células infectadas y la carga viral, ilustradas en las Figuras 5.5a,
5.5by 5.5¢, se observa que a mayor cantidad de particulas virales que ingresan a un huésped, mayor
serd la cantidad de células infectadas.

Figura 5.5c: Dinamica del modelo (4.1) por infeccion de 10000 particulas virales, 2y < 1, 0 = 40
y 3 =1.152 x 1079,

Aunque en la Figura 5.5¢ hay crecimiento de células infectadas por encima de la unidad, en
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ninguna de las figuras mencionadas hasta aqui, se observa crecimiento de la carga viral a pesar de
existir infeccion, por tal motivo se afirma que las Figuras 5.5a, 5.5b y 5.5¢, describen la cinética
viral de infecciones transitorias.

5.3.2. Simulaciones numéricas de infecciones agudas

Para este caso, se resalta que el tinico mecanismo de reduccién de la carga viral cuando se
produce una infeccion es a través de la declinacién viral, por lo tanto, no se puede simular (de
forma natural) una infeccion cuando Ry > 1y que la carga viral sea eliminada. Para simular este
tipo de casos, es necesario contemplar la dindmica del sistema inmune dentro del modelo (4.1).
Entonces, para ilustrar soluciones similares a una infeccién aguda, la condicién inicial es empleada
cuando hay presencia de una célula basal infectada. Unicamente para este escenario 73 = 0.07,

5 =0.09y pup = 0.67, ademds, la infeccién es producida por 10, 50 y 100 particulas virales.
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Dinamica de las células sanas
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Figura 5.6a: Dindmica del modelo (4.1) cuando hay infeccién generada por 10 particulas virales,

siendo Ry < 1,0 = 1000y 3 = 0.783 x 107%,.

Las evidencias numéricas, ilustradas en la Figura 5.4, muestran que (o, ) se encuentra en la

region de no existencia del punto de equilibrio infectado.
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Dinamica de las células sanas
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Figura 5.6b: Dindmica del modelo (4.1) cuando hay infeccién generada por 50 particulas virales,
siendo Ry < 1,0 = 1000y 8 = 0.783 x 107%,

En las Figuras 5.6a, 5.6b y 5.6¢ se muestra que a pesar de existir infeccion, esta no se propaga,
por lo tanto, la dindmica del epitelio sano se mantiene estable y la del infectado tiende a desaparecer.
Respecto a la dindmica de la carga viral, se aprecia que las particulas virales dadas en la condicién
inicial se reducen en un corto periodo de tiempo, seguido de un crecimiento hasta alcanzar su
maximo, para luego decrecer hasta su eliminacion. Este crecimiento es debido a la produccion de
particulas virales de la célula del estrato basal infectado propuesto en la condicidn inicial.
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Figura 5.6c: Dindmica del modelo (4.1) cuando hay infeccién generada por 100 particulas virales,
siendo Ry < 1,0 = 1000y 3 = 0.783 x 107%,

Dado que la cinética viral describe un crecimiento y decremiento de la carga viral hasta tender a
cero, se afirma que las Figuras 5.6a, 5.6b y 5.6¢ describen la cinética viral infecciones agudas.

5.3.3. Simulaciones numéricas de infecciones latentes

Entre los escenarios descritos sobre las infecciones latentes estdn: los que se terminan convir-
tiendo en agudos o los que se hacen crénicos. Como el modelo (4.1) no incluye un mecanismo
que disminuya la carga viral una vez que exista la infeccion (por ejemplo, dindmica del sistema
inmune), es dificil que se presente el caso latente-aguda, por mencionarlo de esta forma. Por tal
motivo se exponen solucionen que describan casos latentes-cronicas.

Los resultados numéricos, ilustrados en la Figura 5.4, muestran que (o, ) se encuentra en la
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region de inestabilidad del punto de equilibrio infectado. Se exponen tres escenarios de infeccion:

por 100, 1000 y 10000 particulas virales.
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Figura 5.7a: Dinamica del modelo (4.1) por infeccion de 100 particulas virales, g > 1,0 = 140y
B =4.895 x 107,

En las Figuras 5.7a, 5.7b y 5.7c se describen soluciones de tipo amortiguadas. La dindmica de
las células epiteliales sanas muestran como decrecen las células de los tres estratos a medida que
avanza el tiempo cuando ocurre la infeccidn, hasta estabilizar el decremiento hacia un valor cercano
a cero.
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Dinamica de las células sanas
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Figura 5.7b: Dindmica del modelo (4.1) por infecciéon de 1000 particulas virales, Ry > 1, 0 = 140
y 8 =4.895 x 107,

La reduccion de la poblacion de células sanas es por el aumento de las particulas virales prove-
nientes de las células del epitelio infectado. Las soluciones de las células infectadas y las particulas
virales describen una dinamica similar, estas tienden a crecer hasta estabilizarse.
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Dinamica de las células sanas
1200 T T T T

§ 1000 Células del estrato basal B
g Células del estrato espinoso
2 800 Células del estrato corneo
=
8 600 .
[
©
T 400 - -
i)
S 200 B
© AN
0 | | | I B |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Cantidad de dias post-infeccién
Dinamica de las células infectadas

@ 600 ) \ \ \ \
Eﬁ 500 | ‘ Células del estrato basal B
g Células del estrato espinoso
S Células del estrato corneo
o 400 - \
© \
>
o 300~ u
8 [\ ,
g =or ||\ / \ P ]
_:rI: 100 J“ ~_ // L S~ ~ — T
= / —~ /. —
&) 0 | | I | | | |

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Cantidad de dias post-infeccién

%104 Dinamica de la carga viral
8 2 \ \ \ \
E
>
o 15+ -
«
3
o
g 1 —
a
o)
°
S8 051 B
=]
<
<
(&) 0 | | | | | | |

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Cantidad de dias post-infeccién

Figura 5.7¢: Dindmica del modelo (4.1) por infeccion de 10000 particulas virales, Ry > 1, 0 = 140
y 8 =4.895 x 107,

Dependiendo de la carga viral que ingresa en un individuo susceptible, incide en la progresion de
la infeccion, es decir, las tres figuras muestran que si mayor es la carga viral que ingresa al cuerpo,
menor va a ser el tiempo en desarrollar una infeccion, esto segun lo observado en la cantidad de
dias post-infeccion. Las células del epitelio sano tienden a estar por debajo de las 100 células por
estrato, mientras que las del epitelio infectado tienden a estar por encima de esta cantidad, ademas,
la carga viral converge a valores cercanos a las 5000 particulas virales. Por lo anterior, se puede
considerar que es una infeccidn latente que se convertird en una cronica.

5.3.4. Simulaciones numeéricas de infecciones cronicas

Este ultimo caso, muestra las simulaciones donde la infeccion progresa de forma controlada, a
medidad que avanza el tiempo. Aqui también se muestran escenarios de infeccion por 100, 1000 y
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10000 particulas virales.
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Figura 5.8a: Dindmica del modelo (4.1) por infeccion de 100 particulas virales, Ry > 1,0 = 48y

B = 2.688 x 107%.

Las evidencias numéricas, ilustradas en la Figura 5.4, muestran que (o, ) se encuentra en la

region de estabilidad local del punto de equilibrio infectado.
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Figura 5.8b: Dindmica del modelo (4.1) por infeccién de 1000 particulas virales, Ry > 1,0 = 48y
S =2.688 x 107,

En las Figuras 5.8a, 5.8b y 5.8c, se observa que la dindmica de las células del epitelio sano
tienden a disminuir con el avance del tiempo, y con ello se evidencia el aumento de las células del
epitelio infectado en relacion a su capacidad de carga, lo que se traduce en una dindmica viral de
aumento progresivo, descrito por una funcion tipo logistica.
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Figura 5.8c: Dindmica del modelo (4.1) por infeccion de 10000 particulas virales, Ry > 1, 0 = 48
y 8= 2.688 x 107,

Existe notoria incidencia de la carga viral que ingresa al individuo susceptible y nimero de dias
post-infeccion, es decir, si mayor es la cantidad de particulas virales que ingresan al huésped, menor
es el numero dias en el que la carga viral llega a su capacidad de carga. Por el tipo de dindmica
viral que se describen en las tres figuras, se puede asegurar que es un tipo de infeccion croénica.

Las simulaciones ilustradas en la Seccion 5.3 fueron realizadas teniendo en consideracién las
condiciones dadas en la Suposicion 4.1. A continuacion se expone una tabla donde se muestran
los valores o, 3y V**. Este tltimo se calculd al resolver la ecuacion (4.13) por el método de la
biseccién cuando Ry > 1.
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Tabla 5.5: Condiciones de la Suposicién 4.1 en las simulaciones numéricas

Simulaciones Parametros Condiciones
3 e (4.22) (4.2b) (4.2¢) 4.2d)
Figuras
0.629<1  0<1000  0.629 < 1.042 0 < 2.713 x 10°
552,55by 40  1.152 x 1076 0
550 Y (CS) (CS) (CS) (CS)
Figuras
0629<1  0<1000  0.629 <0.714 0 < 1.86 x 10*
5.6a,5.6by 1000  0.783 x 10~ 0
Y (CS) (€S) (CS) (CS)
Figuras 4.420 x 10 <
57a,57by 140  4.895x 107 4.420 x 10° 0'9(??5? ! 136'158)165'9 0'938(55)1'492 1.49 x 10°
5.7¢c (CS)
Figuras r - 2.057 x 103 <
582, 58by 48 2.688x 10-6 2057 x 108 05 <1 2019 <85 0.708 < LIST 7y 7ya s
R (CS) (CS) (CS) s

CS: Cumple el supuesto.

La Tabla 5.5 muestra el cumplimiento de las condiciones de la Suposicion 4.1 referente al valor
de los pardmetros o, 8 y la variable V. El valor de V' = 0 en las simulaciones numéricas de
las infecciones transitorias y agudas se debe a que Ry < 1. Se aclara que estos resultados fueron
calculados con los valores de los parametros de la Tabla 5.4, y en el caso de las simulaciones agudas
ry =0.07,05 = 0.09y up = 0.67.

5.4. Discusion

La biomatemadtica es un drea de investigacion que estd en gran crecimiento, tanto en temds para
abordar como en investigadores que buscan describir nuevos conocimiento. Cada dia existe mayor
inclinacion por formular modelos que permitan predecir caracteristicas totales o parciales de un
fendmeno de interés. Pocas investigaciones se han centrado en la modelacion y andlisis del VPH,
a nivel celular, cuando avanza la infeccion en el epitelio estratificado y que intenten describir la
cinética viral por infecciones transitorias, agudas, latentes y crénicas.

El Capitulo 3 y 4 hacen uso de la teoria cualitativa de las EDO, para proponer sistemas que
modelen la dindmica celular y viral del VPH en células epiteliales de tres estratos. Los modelos
(3.1) y (4.1) tienen puntos de equilibrio tipo hiperbolicos que se exponen de forma analitica. Para
ambos modelos, se realiza el anélisis de estabilidad local de los puntos de equilibrio trivial y libre
de infeccion, que son los de interpretacion bioldgica, y se demuestran que son local asintéticamente
estable si Ry < 1.

A el modelo (3.1) se le realiza el estudio de la no existencia de Orbitas periddicas para el sub-
sistema (3.2). Se muestra la forma analitica del punto de equilibrio libre de infeccion, ademas de
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demostrar que este es local asintdticamente estable y globalmente estable si Ry < 1.

El modelo (4.1) permite deducir el Niumero Reproductivo Bésico Ry de interés para simular la
dindmica viral del VPH. Se muestra la forma analitica del punto de equilibrio infectado, en términos
de V. Resolviendo la expresion (4.13), se puede determinar el valor de V' y se brindan condiciones
para la existencia del punto de equilibrio infectado. Ademads, se muestran condiciones para probar
que si Ry > 1, entonces el punto de equilibrio libre de infeccién del modelo (4.1) es inestable y el
punto de equilibrio infectado puede ser local asintéticamente estable o inestable.

Este capitulo, simula numéricamente los casos documentados por Alizon et al. [21] y Depuydt
et al. [22]. A lo largo del capitulo se muestra como, realizando variaciones a los pardmetros o y
B,y conservando condiciones para el punto de equilibrio libre de infeccién cuando R, es menor y
mayor a la unidad, se pueden simular los tipos de infeccidn registrados por los autores.

Un aspecto importante encontrado, fueron las regiones de estabilidad para los puntos de equili-
brio libre de infeccidn e infectado, variando o y 3. Estas regiones fueron utiles para la seleccion de
estos parametros, con la finalidad de simular tipos de infecciones por VPH.

Las infecciones transitorias de las Figuras 5.5a, 5.5b y 5.5¢, cumplen con la definicién dada por
Alizon et al. [21] porque no hay aumento de la carga viral. Al parecer, la presencia de carga viral
en grandes cantidades, simula una infeccién a un nimero bajo de células susceptibles, no obstante,
la carga viral desaparece en un lapso de menos de 10 dias. Las simulaciones, concuerdan con la
dindmica de las infecciones transitorias de la Figura 1.7.

Depuydt et al. [22] afirman que las infecciones agudas son consideradas no “persistentes”, es
decir, no conllevan al desarrollo de cincer en zonas intraepiteliales, que son eliminadas en un lapso
de 6 a 18 meses. Lo anterior es consistente con lo que exponen las Figuras 5.6a, 5.6b y 5.6¢, debido
a que las simulaciones sobre la carga viral alcanza un maximo no mayor a 80 particulas virales y
se eliminan totalmente en aproximadamente 150 dias, equivalente aproximadamente a 5 meses. La
dindmica de las células infectadas esta por debajo de la unidad, esto debido a que 17y < 1, lo cual
no se desarrolla una propagacion de la infeccion.

Las infecciones latentes todavia estdn poco caracterizadas y comprendidas. Alizon et al. [21]
afirman que la dindmica viral del VPH puede entrar directamente en la latencia sin pasar por una
fase aguda, o pueden surgir después de una fase productiva sin una eliminacién satisfactoria. Las
Figuras 5.7a, 5.7b y 5.7¢ simulan este segundo caso, donde se observa crecimiento de carga viral en
diferentes intervalos de tiempo, sin eliminacion total de las particulas virales o células infectadas,
que podria deducirse como una infeccion latente que se convierte en una infeccion crénica en el
transcurdo de 3650 dias después de la infeccidn, equivalente a 10 afos. Las figuras mencionadas
describen una dinamica similar a la Figura 1.9D.

Y sobre las infecciones cronicas que simula el modelo (4.1) en las Figuras 5.8a, 5.8b y 5.8c,
satisfacen la definicién de infeccidn crénica, aunque no haya una reduccién que tienda a cero la
dindmica de las células del epitelio sano, las figuras muestran un aumento de carga viral hasta

alcanzar su capacidad de carga.

Las infecciones por VPH concurren con un entorno antiinflamatorio local y que, aunque la res-
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puesta inmune adaptativa es muy eficaz para eliminar la infeccidn, su activacion es variable y, a
veces, insuficiente para prevenir futuras reinfecciones [54]. Dado que el modelo (4.1) no contem-
pla respuesta inmune, no puede simular escenarios de infeccion latente que se conviertan en una
infeccidon aguda en condiciones naturales, o que haya una regresion de una infeccidon que tiende a
ser cronica. Por lo anterior, el modelo no simua escenarios de infeccion latente A, B y C ilustrados
en Figura 1.9.

5.5. Conclusiones

La comprension de la dindmica del VPH en el epitelio estratificado es fundamental para estable-
cer estrategias de prevencion y control en lesiones neoplésicas de bajo y alto grado. Para tal fin,
la evidencia reportada en la literatura sobre la biologia del virus es vital, debido a que es la base
para realizar la traduccién de esta informacién a un modelo matematico que se ajuste bien a datos
obtenidos o promover predicciones en infecciones por VPH de bajo o alto riesgo oncogénico.

El modelo (3.1) describe etapas de diferenciacion de los queratinocitos, por ejemplo, los in-
diferenciados (células basales), medianamente diferenciados (células espinosas y granulosas) y
completamente diferenciados (corneocitos); siendo esta dinamica la principal funcion del epitelio
estratificado. El modelo (4.1), ademas de incluir la dindmica anterior en células sanas, describe la
infecciéon por VPH en contacto con células basales y la dindmica de células infectadas, causantes
de fomentar el ciclo replicativo del VPH y la liberacion de nuevas particulas.

Realizar el anélisis de estabilidad a los puntos de equilibrio de interés biologico es necesario para
brindar interpretaciones sobre escenarios de infecciones por VPH de bajo o alto riesgo oncogénico.
Cuando existe infeccion, la estabilidad de los puntos de equilibrio libre de infeccién e infectado
estd determinada por el valor de R, pardmetro que da condiciones de estabilidad y es util para
entender la propagacidn de la infeccion. Si Ry < 1, el punto de equilibrio libre de infeccién es local
asintGticamente estable, es decir, la infeccion por VPH tiende a desaparecer y puede interpretarse
como lesién neoplasica de bajo grado. Si Ry > 1, el punto de equilibrio libre de infeccion es
inestable y el punto de equilibrio infectado es local asint6ticamente estable bajo ciertas condiciones,
es decir, la infeccion se propaga por todo el epitelio estratificado y puede interpretarse como lesion
neoplésica de alto grado, que produce carcinoma in situ.

Las simulaciones numéricas sobre los resultados del andlisis de estabilidad de los puntos de equi-
librio del modelo (4.1), ilustran tipos de infecciones por VPH que se evidencian en investigaciones
de la cinética viral en la literatura, a nivel celular y en el epitelio estratificado, con alto grado de
precision. Aunque el modelo requiere la inclusion de la dindmica del sistema inmune para simular
infecciones agudas (de forma natural) e infecciones latentes que se convierten en agudas, es un
gran recurso matematico que puede ser mejorado para brindar mayor precision frente a los tipos de
infeccion del VPH.
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