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RESUMEN

El estudio de la comprension de conceptos en Algebra Lineal es un tema de interés
en educacion matematica, principalmente por la abstraccion y complejidad que presentan.
Un concepto objetivo de ensefianza del algebra lineal en una licenciatura en matematicas
es el operador lineal diagonalizable, por lo que, con base en la teoria APOE, se conjetura
sobre un modelo cognitivo que considera su construccion como un objeto. Ademas, con el
mismo sustento tedrico, se propone una caracterizacion de los niveles de desarrollo del
esquema de los operadores lineales diagonalizables. Se siguié un enfoque cualitativo,
debido a que se analizaron e interpretaron atributos cognitivos de manera individual. Se
aplicd un cuestionario y se realizaron entrevistas semiestructuradas a estudiantes de
posgrado en matematicas (25-30 afios de edad). Los resultados evidencian dos vias de
construccion que siguieron los estudiantes en la construccion del concepto de estudio, en
las cuales se requieren las estructuras mentales conjeturadas en la descomposicion genética
preliminar. Ademas, se encontré que los estudiantes entrevistados, con su concepcion
proceso de matriz semejante prefieren determinar si la representacion matricial del
operador lineal es semejante a una matriz diagonal que coordinar los procesos de base
ordenada y vectores propios en el proceso base propia. Con respecto al esquema de los
operadores lineales diagonalizables, con base en los resultados se expres6é un modelo que
caracteriza los niveles de desarrollo del concepto de investigacion, ademas se encontr6 que
existe la predisposicion de considerar a los operadores lineales diagonalizables como
aquellos cuya representacion matricial asociada a una base es diagonal y que la coherencia
del esquema se fundamento en la comparacion de la multiplicidad algebraica del valor

propio con la dimension del espacio generado por ese valor propio como criterio para



decidir si un operador lineal se puede diagonalizar (si para cada valor propio de

multiplicidad m produce exactamente m vectores propios linealmente independientes).

Palabras clave: Algebra lineal, esquema, operadores lineales diagonalizables, teoria

APOE.



ABSTRACT

The study of concepts understanding in linear algebra is an interesting topic in
mathematics education, mainly due to the abstraction and complexity they present. A goal
for the teaching of linear algebra in a mathematics degree course is that of a diagonalizable
linear operator concept, therefore, based on APOS theory, a cognitive model that considers
its construction as an object is given. In addition, with the same theoretical support, a
characterization of the levels of development of the scheme of the diagonalizable linear
operators is proposed. A qualitative approach was followed since cognitive attributes were
analyzed and interpreted individually. A questionary was applied and a semi-structured
interview to postgraduate students (25- 30 years old). The results show two ways of
construction followed by the students to construct the study concept, which required
conjectured mental structures obtained from preliminary genetic decomposition. In
addition, it was found that the students prefer to determine whether the matrix
representation of the linear operator is similar to a diagonal matrix than to coordinate the
ordered basis and eigenvectors processes in the eigenbasis process, with their conception
process of the similar matrix. Concerning the scheme of diagonalizable linear operators,
based on the results, a model that characterizes the levels of development of the research
concept was expressed. It was also found that there is a predisposition consider to
diagonalizable linear operators as those whose matrix representation associated to a basis
is diagonal and that the coherence of the scheme was based on the comparison of the
algebraic multiplicity of the eigenvalue with the dimension of the space generated by that

eigenvalue as a criterion to decide whether a linear operator can be diagonalized (if for



each eigenvalue of multiplicity m it produces exactly m linearly independent

eigenvectors).

Keywords: Linear algebra, schema, diagonalizable linear operator, APOS theory.



Introduccién

INTRODUCCION

El Algebra Lineal es una asignatura o unidad de aprendizaje que conforme con los
planes y programas de estudios se propone su ensefianza en educacion superior. Esta
unidad de aprendizaje se incluye en la formacion de estudiantes de carreras de matematicas
y afines. Esta asignatura es considerada de gran interés por su importancia en el desarrollo
del pensamiento matematico y su aplicacion en diferentes asignaturas de matematicas. De
acuerdo con Siap (2008), al Algebra Lineal se le considera como el primer curso formal en
una licenciatura de matematicas o carreras afines. Por otro lado, se piensa que es dificil
alcanzar los objetivos de ensefianza y que esto es derivado de la naturaleza compleja de la

asignatura (Hillel y Sierspinska, 1994; Hillel, 2000).

Entre los conceptos que se estudian en el Algebra Lineal estan los operadores
lineales diagonalizables. Estos operadores lineales especificos, involucran diversos
conceptos y relaciones entre ellos. Usualmente en los cursos de Algebra Lineal se ensefia
la importancia de diagonalizar a los operadores lineales, cuando son diagonalizables, dado
que, simplifica significativamente los calculos al tener una representacién matricial y
sencilla, y esto produce un mejor entendimiento de como actta un operador lineal sobre el
espacio vectorial en el cual se ha definido.

Para lograr esta representacion matricial y sencilla de un operador lineal, se necesita
que el estudiante comprenda diferentes relaciones entre conceptos las cuales resultan
complejas. Por lo tanto, se realizd una investigacion acerca de la comprension de los

operadores lineales diagonalizables.

Para realizar la investigacion acerca de la comprension de los operadores lineales
diagonalizables, se considerd como marco tedrico a la teoria APOE, es decir, se especifica

1
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la comprension de un concepto matematico desde esta perspectiva tedrica. Posteriormente,
se propone un modelo que describe las estructuras y mecanismos que un estudiante podria
necesitar con la finalidad de construir como un objeto cognitivo el concepto de indagacion.
Después, se tomo una postura sobre el esquema y se caracteriz6 su desarroll6 del esquema
de los operadores lineales diagonalizables. Dichos modelos pueden ser utilizados como
directrices para el disefio de actividades para mejorar la comprensién de los estudiantes
acerca del concepto de interés, el cual es una nocion de aprendizaje fundamental del

Algebra Lineal.

El modelo cognitivo propuesto es consecuencia de un ajuste que se realizo al
paradigma de investigacion que propone la teoria APOE (ver seccion 3.3). Por otro lado,
se presenta la estructura del trabajo de investigacién la cual estd compuesta por cinco

capitulos que se describen a continuacion:

En el capitulo 1. Se expone a grandes rasgos el origen del Algebra Lineal. A
continuacion, se describe brevemente la ensefianza y aprendizaje de algunos temas de esta
asignatura. En seguida, se presentan algunas investigaciones respecto a los operadores
lineales diagonalizables o acercamientos al concepto a estudiar. Después, se presenta la

pregunta y objetivo de investigacion.

En el capitulo 2. Se presenta el marco tedrico que sustenta la investigacion. Primero,
se presenta una descripcion detallada de las estructuras y mecanismos mentales que
propone la teoria APOE. Posteriormente, se trata la estructura esquema y como se

considero en la investigacion.
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En el capitulo 3. Se presenta el disefio metodoldgico. Para comenzar, se describe el
tipo de investigacion y participantes. Después, se expone el paradigma de investigacion de
la teoria APOE. Posteriormente, se especifica el disefio metodoldgico de investigacion y
las variantes que se hicieron al paradigma de investigacion que propone la teoria APOE.
En seguida, se exhibe el analisis tedrico de los operadores lineales diagonalizables del cual
proviene lo siguiente: 1) Una descomposicion genética preliminar de los operadores
lineales diagonalizables; 2) Una descripcion de los niveles de desarrollo del esquema de
los operadores lineales diagonalizables preliminar. A continuacion, con base en la
descomposicion genética preliminar y el desarrollo del esquema de los operadores lineales
diagonalizables preliminar se presenta el disefio y andlisis a priori del instrumento de
investigacion. Consecutivamente, se explica a detalle la aplicacion del instrumento de
investigacion dejando su anélisis para el proximo capitulo. Inmediatamente, se presenta
como fue recolectada la informacion.

En el capitulo 4. Se presenta el analisis de los datos. Para comenzar, se presenta
como se hizo el andlisis de la informacién. Después, se expone el analisis a posteriori del
instrumento de investigacion que corresponde al cuestionario. Posteriormente, se exhibe el
andlisis a posteriori del instrumento de investigacidn que corresponde a la entrevista.

En el capitulo 5. Se presentan las conclusiones con base en el objetivo de
investigacion. Se propone una descomposicion genética que considera la construccion en
un individuo de los operadores lineales diagonalizables como un objeto cognitivo.
Posteriormente, se presenta la caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de
los operadores lineales diagonalizables: intra-operadores lineales diagonalizables, inter-

operadores lineales diagonalizables y trans-operadores lineales diagonalizables sobre la
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base de las relaciones obtenidas como evidencia recolectada por parte de los individuos en
la situacion de construir una base, cuyos elementos son vectores propios (si existen) o
encontrar una matriz diagonal similar (si existe) a la representacion matricial del operador
lineal dado. Después, se dan sugerencias pedagogicas para el tratamiento de los operadores
lineales diagonalizables en cursos regulares de Algebra Lineal y algunas reflexiones finales

que se desprenden del estudio.



El Algebra Lineal

CAPITULO 1. ALGEBRA LINEAL

Este capitulo se encuentra estructurado en cuatro secciones. En la primera seccion,
se explica de manera general el origen del Algebra Lineal. En la segunda seccion, se expone
de manera breve la ensefianza y aprendizaje del Algebra Lineal. En la tercera seccion, se
presentan investigaciones acerca de los operadores lineales diagonalizables. En la cuarta
seccion, se describe la pregunta y objetivo de investigacion.

1.1 Origen del Algebra Lineal

De acuerdo con Bourbaki (1969) en los origenes de las matematicas se encuentran
diversos problemas que se pueden resolver por medio de una Unica operacion
(multiplicacion o division), esto es, calculando un valor de una funcion de la forma g(x) =
ax, 0 encontrando la solucién de una ecuacién de la forma cx = d y estos ya son problemas
que conciernen al Algebra Lineal. Asi mismo, Bourbaki (1969) menciona que estos
problemas no se pueden tratar “sin pensar linealmente”.

Por otro lado, el contexto relacionado con las ecuaciones de primer grado se
apartaba para la ensefianza elemental. Tuvo que pasar mucho tiempo para que el desarrollo
de las nociones de campo, anillo, espacio vectorial, espacio topoldgico, etc., manifestaran
la importancia y valoraran las nociones del Algebra Lineal; es entonces cuando se percibid
el caracter esencialmente lineal de casi toda el algebra moderna (Bourbaki , 1969). Asi, la
linealidad es una caracteristica esencial de esta asignatura, entendiendo por ella como la
preservacion de estructura bajo una transformacion.

Podriamos preguntarnos ¢Cuél fue el motivo de las primeras ideas del Algebra
Lineal? Y para respondernos esto consideremos las ideas expuestas en Bourbaki (1969),

mencionan que el Algebra Lineal surge como una necesidad de los calculadores practicos,
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con la regla de tres y la regla de la falsa posicion, y que ademas son enunciadas
confusamente pero desempefian un papel crucial en todos los escritos de la aritmética
practica, desde el Papiro Rhind de los Egipcios, el cual como expresa Struik (1998) fue
descubierto en 1858 y escrito alrededor de 1650 a.C. hasta trabajos de Aryabhata, los
Arabes, Leonardo de Pisa e incontables “libros de calculo” de la edad media y el
renacimiento.

Por otro lado, la relacion entre un sistema de ecuaciones y una matriz de acuerdo
con Rosales (2009) aparece en escritos de los Babilonicos, sobre el 300 a.C. con enunciados
del siguiente tipo:

Tenemos dos campos con un area de 1800 yardas cuadradas. Uno produce grano

. 2 . - P
en razon de 3 de celemin por yarda cuadrada, mientras que el otro lo hace en razén

de % de celemin por yarda cuadrada. Si el total de la cosecha es de 1100 celemines

¢qué dimensiones tienen los campos? (Rosales, 2009, p. 2)

De acuerdo con Rosales (2009) en China entre los afios 200 y 100 a.C. aparece el
libro “Nueve Capitulos sobre el Arte Matematico” durante la dinastia Han, el libro contiene
el ejemplo del método matricial aplicado al siguiente problema:

Hay tres tipos de trigo, de los que tres sacos del primero, dos del segundo y uno del

tercero hacen 39 medidas, dos del primero, tres del segundo y una del tercero son

34 medidas; una del primero, dos del segundo y tres del tercero son 26 medidas

¢ Cuantas medidas de cada tipo de trigo contiene un saco? (Rosales, 2009, p. 3).

Por su parte Webb y Abels (2011) mencionan que en el periodo 300 a.C. a 200 d.C.
en libro de “Nueve Capitulos sobre el Arte Matematico” se encuentra un método para

resolver sistemas de ecuaciones lineales y afirman que Chiu Chang Suan Shu uso “notacion
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matricial”. Béasicamente la representacion consiste en disponer los coeficientes de las
incdgnitas en columnas, representados por unas barras que son utilizadas para contar y cada
columna representa una ecuacion, las barras rojas representan coeficientes positivos,
mientras que las barras negras representan coeficientes negativos. Consideremos el
ejemplo de Josep (2000) citado en Webb y Abels (2011), ver Figura 1.

Figura 1

“Notacion matricial” Empleada por los Chinos

This diagram represents the
I following system of equations
in three unknowns. Each col-
| umn represents one equation
and should be read from right

II to left:
—x-y—2z =0

== x=3y+3z =-2
I | x+y+z=28

Nota: Adaptado de Secondary Algebra Education. Revisiting Topics and Themes and

Exploring the Unknown (p. 113), Webb & Abels, 2011, Sense Publishers.

No se explicara cdmo los chinos o babil6nicos eran capaces de resolver sistemas de
ecuaciones lineales, nos conformaremos con aceptar, que se tenia conciencia de disponer
una manera ordenada de arreglar las ecuaciones y que al menos los chinos utilizaban
implicitamente las operaciones elementales (se usaron operaciones de columna para
resolver el sistema, matematicamente esas operaciones son consistentes con las
operaciones elementales sobre renglones que se usan para resolver matrices aumentadas)
para poder dar solucion a sus problemas.

Respecto a los matematicos, propiamente dichos, los trabajos referentes al Algebra
Lineal se desprenden de su area de interés. Por ejemplo, lo que se expone en los Elementos

de Euclides, desarroll6 dos teorias abstractas que tienen que ver con el Algebra Lineal: por
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un lado, las magnitudes! (Libro V; cf, p. 191) y por otro lado la de los enteros? Bourbaki
(1969).

Respecto a las ecuaciones de primer grado, los babilonicos ya podian resolver de
manera sofisticada un sistema de ecuaciones de primer grado, es méas, la manera de dar
solucion se asemejan al algebra elemental de nuestros tiempos, por ejemplo, para resolver
un sistema lineal bx = ¢, donde solo se tenga una incognita, basta con conocer las reglas
expuestas por Diofanto que consisten en pasar los términos de un lado a otro, combinar los
términos semejantes (Bourbaki, 1969). Ademas, algebristas babildnicos ya conocian la
forma de resolver ecuaciones lineales simultaneas con dos incognitas como xy = 600 y
ecuaciones simultaneas de segundo grado como (ax + by)? + cx + dy = e, para 55
grupos de valores numéricos especiales de a, b, ¢, d, e, conduciendo cada grupo de valores
a una ecuacion de segundo grado en x, esto por medio de sus tablas numéricas extensas
(Bell, 2002).

Podriamos concluir que el origen del Algebra Lineal subyace como necesidad
primordial a la solucion de problemas matematicos que se pueden representar con
ecuaciones o sistema de ecuaciones lineales. La historia da evidencia que los trabajos
siguientes: Nueve Capitulos sobre el Arte Matematico, trabajos de los babildnicos, Papiro
Rhind se encuentran los primeros indicios de la aparicion del Algebra Lineal, siendo el

Papiro Rhind uno de los trabajos mas antiguos, encontrados al momento.

! Euclidis Elementa, 5 vol., ed. J. L Heiberg, Lipsiae (teubner), 1883-88)
2 Euclidis Elementa, 5 vol., ed. Libro VII, J. L Heiberg, Lipsiae (teubner), 1883-88)
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1.2 Ensefianzay aprendizaje del Algebra Lineal

De acuerdo con Siap (2008), el Algebra Lineal se puede considerar como el primer
curso con un alto nivel de abstraccion en carreras como: matematicas, ingenieria y otras
ciencias. Los conceptos que se estudian en este curso son abstractos (Salgado & Trigueros,
2014), no obstante, el Algebra Lineal es potencialmente Gtil para los estudiantes
universitarios en las carreras mencionadas debido a sus aplicaciones (Carlson et al., 1993).
Como sefala Dorier et al. (2000), al presentar por primera vez los conceptos de Algebra
Lineal a los estudiantes, ellos tienen la sensacion que aterrizan en un nuevo planeta en el
cual no logran ubicarse “Es bastante claro que muchos estudiantes tienen la sensacion de
haber descendido en un nuevo planeta y no son capaces de encontrar su camino en este
nuevo mundo” (Dorier et al., 2000, p. 86).

Por otro lado, se habia analizado cuestiones referentes a la naturaleza
epistemoldgica del Algebra Lineal donde Dorier et al. (2000) mencionan que disefios
didacticos y uso de tipos de lenguajes son fuentes de obstaculos en el aprendizaje. Por su
parte, Dorier et al. (2000) revelan en el Algebra Lineal un obstaculo que podria aparecer
en los estudiantes el cual llama el obstaculo del formalismo, dicho obstaculo se manifiesta
como dificultad asociada con el lenguaje del Algebra Lineal. Una de las causas de dicho
obstaculo se asocia con malas manipulaciones de la teoria de conjuntos (Dorier et al.,
2000), por ejemplo en la pregunta: “1. Verdadero o falso (justifica tu respuesta): v y u son
dos transformaciones lineales de un espacio vectorial sobre si mismo: ve u = 0 &
Im(u) = Ker(v)”y larespuesta “Falso, porque ve u = 0 = Im(u) € Ker (v) yno
Im(u) = Ker(v)” tomadas de Dorier et al. (2000), en la respuesta anterior se trata al

conjunto Im(u) como un elemento.
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De acuerdo con Hillel (2000) en un curso tipico de Algebra Lineal, la presentacion
de los objetos y operaciones basicas se realiza mediante modos de descripcion:

El modo de descripcion abstracto: Uso del lenguaje de la teoria formal de los

espacios vectoriales, esto incluye: espacios vectoriales, subespacios, dimension,

kernel, etc.

El modo de descripcién aritmético: Usando el lenguaje y los conceptos de manera

mas especifica sobre R™, es decir: n-tuplas, matrices, rango, soluciones de sistemas

de ecuaciones, etc.

El modo de descripcion geométrico: uso del lenguaje y conceptos sobre los espacios

de dos y tres dimensiones, esto incluye: segmentos dirigidos, puntos, lineas, planos

y transformaciones geomeétricas. (p. 192)

Ademas, Hillel (2000) menciona que esos tres modos de descripcion son
intercambiables pero que esto no implica su equivalencia (no son iguales). Respecto a estos
modos de descripcidn encontro en sus investigaciones que los maestros no hacen pausas ni
advierten del cambio entre uno y otro a los estudiantes. Se dio cuenta de esto mientras
grababa cursos de Algebra Lineal, adicionalmente al utilizar el modo de descripcion
geométrico no queda claro el objetivo de su uso, es decir, si se utiliza como un caso
particular o si lo utilizan como algo heuristico para el caso en general.

Respecto a la ensefianza y aprendizaje del Algebra Lineal se considera
universalmente como una experiencia frustrante para maestros y alumnos (Hillel &
Sierspinska, 1994; Hillel, 2000). Ademas, existe la creencia de que es la “naturaleza de la
bestia”, expresion usada por Hillel, y que no hay mucho que hacer para que esto sea

diferente. Afirma Stewart y Thomas (2009) que a pesar de todos los esfuerzos que se han
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hecho para mejorar esta situacion, el aprendizaje por parte de los estudiantes sigue siendo
un gran reto.

Algunas investigaciones reportan que en la mayoria de las universidades en los
cursos de Algebra Lineal no se alcanza el nivel de aprendizaje esperado Harel (1989a),
Harel (1989b), Sierpinska et al. (1999), y Sierpinska (2000) citados en Trigueros et al.
(2015). Otras reportan que los profesores y estudiantes consideran los temas de Algebra
Lineal dificiles: Sierpinska (2000); Possani et al. (2010); Salgado y Trigueros (2015); Harel
(2017). Asimismo, existe aceptacion en que es dificil alcanzar los objetivos de ensefianza
y aprendizaje para los cursos de Algebra Lineal (Robinet 1986, Harel 1989a, Dorier 1990,
Moore 1995, Sierpinska 2000, Weller et al. 2002 y Maracci 2008 citados en Parraguez et
al., 2016).

Otro factor que influye en que no se alcancen los aprendizajes esperados, es el
tiempo que tarda un curso de Algebra Lineal y las maltiples definiciones. Ambos factores
hacen que los temas anteriores se olviden por los estudiantes. Por ejemplo, en una
entrevista a profesores en formacién del CITEC (México) para ser ingenieros realizada por
Siero y Romo (2015), mencionan que el profesor que imparte la materia de materiales
compuestos y disefio de estructuras de aeronaves, sefialé que los estudiantes no recuerdan
cdmo hacer operaciones basicas con matrices. Ademas, pone en manifiesto lo siguiente:

Uno de los contratiempos en las materias es que se tiene que volver a explicar como

multiplicar dos matrices. Esto significa tiempo de clase, recordando algebra

matricial en lugar de trabajar en los temas propios de la materia, como es el caso de

los alumnos de tronco comun de ingenieria del CITEC. (Discurso del profesor A).

(Siero & Romo, 2015, p.13)
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Es decir, el profesor que imparte aplicaciones del Algebra Lineal exhibe que los
estudiantes olvidan cosas basicas del Algebra Lineal y que el recordatorio del algebra
matricial es un contra tiempo para los cursos en el caso del CITEC.

Ademas, de acuerdo con Dogan (2018) las investigaciones que han sido publicadas
con respecto del Algebra Lineal, se analizan las dificultades respecto a conceptos basicos
y los resultados sugieren lo siguiente: 1) las dificultades son asociadas con el nivel de
abstraccion de los conceptos del Algebra Lineal; 2) el formalismo en el Algebra Lineal
parece hacer que los estudiantes sientan una falta de relacion entre lo que ya saben de
matematicas; 3) el enfoque axiomatico del Algebra Lineal parece dar a muchos estudiantes
la sensacién de aprender temas que no son necesarios para sus especialidades.

Se identifica una problematica la cual radica en el aprendizaje débil de los
estudiantes respecto a la asignatura del Algebra Lineal. Al respecto de esta problematica
en el afio 2012 se cre6 un grupo de discusion organizado por el comité de educacion de la
Sociedad Internacional de Algebra Lineal (ILAS) en el evento ICME, con el fin de discutir
temas relevantes acerca de: la ensefianza y el aprendizaje del Algebra Lineal incluyendo:
la motivacion; problemas desafiantes; la visualizacion; la tecnologia (Berman & Okubo,
2012). Entre las intervenciones se hablo de la importancia de motivar el aprendizaje del
Algebra Lineal por cuestiones de la vida real, entre los ejemplos mencionados son: Page
Rank de Google; métodos de deteccion de bordes; redes neuronales; los problemas en
teoria de grafos; propiedades de la sucesion de Fibonacci (Berman & Okubo, 2012).
Expertos en Algebra Lineal sugieren enfrentar una parte del problema de aprendizaje a
través de la motivacion por medio de las aplicaciones del Algebra Lineal en la vida

cotidiana de los estudiantes. Entre los conceptos claves y con diversas aplicaciones dentro
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y fuera de la matematica es el de los operadores lineales diagonalizables. En la siguiente
seccion se expondra la importancia de ellos.
1.3 Investigacion acerca de los operadores lineales diagonalizables

Particularmente, con respecto a los operadores lineales diagonalizables (OLD) los
cuales estan definidos sobre un espacio vectorial de dimension finita, de acuerdo con la
experiencia de algunos profesores que han impartido cursos de Algebra Lineal, se
considera como un concepto objetivo de ensefianza en el sentido de consolidar
conocimientos en el estudiante al operar con una representacion sencilla de la
transformacion lineal, es mas, mencionan que, se prepara al estudiante para que trabaje con
conjuntos, se dota de estructura a esos conjuntos, se establecen funciones especiales que
preservan estructura (transformaciones lineales) entre esos conjuntos, posteriormente se
ensefia que las transformaciones lineales entre espacios de dimension finita tienen una
representacion matricial y finalmente, se muestra que algunos operadores lineales
(transformaciones lineales particulares) tienen una representacion “sencilla” y que algunas
veces esto se logra con la eleccion de una “buena base”.

Uno se podria preguntar ¢Qué significa que un operador lineal tenga una
representacion sencilla? ¢ Qué significa la expresion de una buena base? Para responder la
primera pregunta se consideran las diferentes representaciones matriciales que tiene el
operador lineal respecto a alguna base, lo ideal seria escoger aquella que contenga la mayor
cantidad de ceros en las entradas de la matriz de representacion, dado que, esto facilitaria
los calculos y podria hacer mas factible el entendimiento de como actda el operador lineal
sobre el espacio vectorial en el cual se ha definido. Para responder la segunda pregunta, se

considera que la representacion matricial del operador lineal respecto a alguna base en
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ocasiones tiene muchos ceros como entradas, y precisamente la base que logre esto nos
referimos a ella como buena base.

La importancia de diagonalizar a los operadores lineales, cuando es posible, es
porque simplifica significativamente los calculos al tener una representacion matricial y
sencilla, y esto produce un mejor entendimiento de como actta un operador lineal sobre el
espacio vectorial en el cual se ha definido. Entendiendo por diagonalizar al operador lineal
en el sentido de Lang (1987), es decir, sea IV un espacio vectorial de dimension finita sobre
un campo F y sea O:V — V un operador lineal. Se dice que una base B de V diagonaliza a
O si la matriz asociada con O relativa B es una matriz diagonal.

Respecto a la representacion matricial de los operadores lineales y trasladarse entre
las representaciones Hillel y Sierpinska (1994) mencionan que esto es dificil para los
estudiantes. Entre las representaciones se puede encontrar una representacion del operador
lineal sencilla, pero para lograrlo el estudiante tiene que comprender diferentes relaciones
entre conceptos que resultan complejas. Por ejemplo, mencionan Stewart y Thomas (2009)
que los estudiantes tienen dificultad para comprender el proceso de lado izquierdo
(producto, a la izquierda, de una matriz por vector) y el proceso lado derecho (producto de
escalar por vector) de la igualdad Ax = Ax dado que son procesos distintos y tienen que
ser equivalentes los objetos resultantes. Ademas, mencionan que en el caso de la ecuacion
(A — A)x = 0 los estudiantes no comprenden de donde sale I y a qué identidad se refiere.

En la busqueda de esa representacion sencilla de los operadores lineales se
involucra una situacién matematica y especifica en la que intervienen diferentes conceptos
y el dominio de cada concepto. Esta situacion matematica y particular de manera natural

envuelve o integra diferentes conceptos, por ejemplo, el problema puede plantearse de dos
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maneras: 1) encontrar (si existe) una base cuyos vectores sean todos vectores propios del
operador lineal; 2) determinar si la representacion matricial del operador lineal dado es
semejante a una matriz diagonal. En la primera situacion, se debe saber lo que es una base
y entender la igualdad O(x) = Ax con x # 0. En la segunda situacion, se debe tener claro
la ecuacion ([0]g —AI)x =0 con x # 0 en donde [O]g simboliza la representacion
matricial del operador lineal relativa a una base.

Estas dos perspectivas de plantear el problema de buscar una representacion
sencilla de un operador lineal, convergen con la ensefianza tradicional de un procedimiento
memorizado por los estudiantes donde en algunos casos se tiene éxito. En otros casos este
procedimiento es olvidado por los estudiantes al paso del tiempo por la forma artificial en
el cual fue aprendido.

Ademas, la manera de decidir si un operador lineal 0, se puede diagonalizar no
solo involucra la relacion O(x) = Ax con x # 0, sino también involucra diferentes
conceptos y relaciones practicas o tedricas. Por ejemplo, en lo préctico, calcular un
determinante o determinar el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales, y en
lo tedrico, el andlisis de los espacios generados por los valores propios. Asi mismo, este
procedimiento que involucra diversos conceptos y sus relaciones, resulta complicado para
los estudiantes por la misma complejidad que presentan los conceptos inherentes, entre
los cuales estan: base, transformacion lineal, matriz asociada a una transformacion lineal,
polinomio caracteristico, valor y vector propio y espacio propio. Por ejemplo, sobre el
tema de valores y vectores propios, de acuerdo con Salgado y Trigueros (2014), es

considerado por alumnos como un tema dificil. Mientras que hay otros conceptos
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involucrados en el cual es escasa la investigacion, por ejemplo el caso de los espacios
propios (Wawro et al., 2019).

Por otro lado, hay avances significativos respecto a los conceptos que estan
involucrados en los operadores lineales diagonalizables, por ejemplo, en la busqueda de
los vectores propios Salgado y Trigueros (2015) investigaron una experiencia de
ensefianza en el aula sobre ese concepto a partir del problema de la modelacion usando el
modelo y los modelados propuesto por Lesh y Doerr (2003). En sus resultados validan las
construcciones previas propuestas en su descomposicién genética preliminar para el
aprendizaje de los valores propios, vectores propios y espacios propios. Otro de sus
resultados fue que a partir del experimento de ensefianza al menos 3 de 30 estudiantes
desarrollaron una comprension del valor y vector propio en un nivel de objeto, mientras
que la mayoria del resto de los participantes dio evidencia de un mejor nivel que los grupos
anteriores con un entendimiento a nivel proceso.

Otro avance de investigacion de conceptos relacionados con los operadores
lineales diagonalizables es la aportacion de Wawro et al. (2019) quién estudio los espacios
propios, centrandose en cdmo razonan los estudiantes sobre combinaciones lineales de
vectores propios. En sus recomendaciones advierten no hacer énfasis excesivo en
encontrar bases para los espacios propios antes de que los estudiantes hayan desarrollado
una comprension sélida de los vectores y valores propios porque podria llevarlos a pensar
dos ideas erroneas: 1) que los vectores propios siempre forman un conjunto linealmente
independientes; 2) que so6lo hay un vector propio para cada valor propio.

Por su parte, Altieri y Schirmer (2019) exponen un estudio donde observaron

mediante un estudio comparativo entre la Teoria APOE y los mundos matematicos de Tall
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si hay diferencias significativas en la construccién de conceptos de la Eigen Theory. En su
estudio investigaron las construcciones de conceptos correlacionados con las trayectorias
educativas de 36 estudiantes que cubrieron el programa completo de un curso de
matematicas del primer semestre de estudiantes de ingenieria de primer afio. Muestran en
sus resultados que a pesar de observar diferencias significativas en el procedimiento los
resultados indican que el tipo de escuela anterior al curso no afecta la construccion de los
conceptos entre los estudiantes que lograron completar el programa del curso.

En particular, con respecto a diagonalizar una matriz, Yildiz (2013) reporta que al
seguir una serie de pasos se comenten errores de calculo, aumentando la probabilidad de
error si el tamafio de la matriz aumenta, asimismo, menciona que la parte crucial es decidir
si la matriz es diagonalizable o no, lo cual requiere de conocimientos de la teoria de la
diagonalizacion.

Por otro lado, los operadores lineales diagonalizables, en un principio, son
transformaciones lineales, por ello reportamos a continuacion algunos estudios desde el
enfoque de la teoria APOE concernientes a estos. Por ejemplo, Roa-Fuentes y Oktag
(2010), proponen dos caminos cognitivos para la construccion de las transformaciones
lineales, el primero por medio del mecanismo coordinacién de procesos y el segundo por
el de interiorizacién de acciones. Para la coordinacion de procesos, consideran la
desencapsulacion del objeto transformacién como un elemento del esquema de funcién, de
tal forma que se externe el proceso que lo genero, es decir, una funcion definida entre
espacios vectoriales, que al coordinarse con el proceso de operacion binaria genera un
nuevo proceso que indica al estudiante la preservacion de una operacion. En el camino de

interiorizacion de acciones, el individuo las realiza sobre vectores particulares de un
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espacio vectorial y los transforma bajo una funcion dada. Ambos caminos resaltan la
importancia de los espacios vectoriales y del concepto funcién en la construccion de una
transformacion lineal.

Posteriormente, Trigueros et al. (2015) investigaron las construcciones y
mecanismos mentales necesarios para construir la matriz asociada a una transformacion
lineal, concretamente estos autores mostraron las dificultades que tuvieron tres estudiantes
para hacer dicha construccion como objeto, sin embargo, reconocen el papel determinante
que juega considerar a la transformacion lineal como una funcién en la comprension
profunda del Teorema de la Matriz Asociada a una Transformacion Lineal. En sus
conclusiones, destacan la construccion del concepto vector de coordenadas como objeto.
Ademas, la coordinacion entre un vector respecto a una base del espacio dominio de la
transformacion lineal como proceso con la idea de matriz asociada a la transformacion
lineal como proceso, para obtener como resultado las imégenes mediante la transformacion
lineal.

Ademas, con respecto al estudio de las transformaciones lineales desde una
perspectiva matricial, Andrews-Larson et al. (2017) reportan una trayectoria de aprendizaje
hipotética con el objetivo de desarrollar un razonamiento flexible respecto a las matrices
como transformaciones lineales por medio de tareas donde los estudiantes trabajan para
generar, componer e invertir matrices que corresponden a trasformaciones geomeétricas.
Estas investigaciones contribuyen al estudio de las transformaciones lineales desde una
perspectiva matricial.

Acerca de los niveles intra-, inter- y trans- del esquema del concepto transformacion

lineal, Gonzalez y Roa-Fuentes (2017) hicieron un andlisis tedrico considerando las
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relaciones con respecto a la base, se enfocaron en la importancia de la representacion
funcional, matricial, geométrica (cuando eso sea posible), y buscaron a partir de acciones
concretas mejorar la comprension sobre el concepto transformacién lineal usando como
conector el concepto de base ordenada. Ademas, analizaron como se relaciona la definicion
funcional con la representacion matricial y geométrica por medio de la base ordenada. En
consecuencia, proponen una caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de
transformacion lineal.

En resumen, con respecto a lo que reporta la literatura especializada se encuentra
la investigacion de Yildiz (2013) donde propone estrategias pedagdgicas con el uso de
tecnologia para mejorar la comprension de la diagonalizacién de una matriz. Las
investigaciones de Roa-Fuentes y Oktac (2010), Gonzalez y Roa-Fuentes (2017) vy
Trigueros et al. (2015) se enfocan en las transformaciones lineales, no atienden la
integraciéon ni las relaciones de los conceptos que estdn involucrados en las
transformaciones lineales que se pueden diagonalizar.

Ademas, existen acercamientos de investigaciones como las de Wawro et al., 2019,
Altieri y Schirmer (2019) quienes centran su atencion en los valores y vectores propios y
estos son conceptos intimamente ligados a los operadores lineales diagonalizables. Luego,
al momento de la revisidn no se encontrd con un estudio acerca de la comprension de los
operadores lineales diagonalizables como foco principal desde la perspectiva de APOE y
desde otras perspectivas. En consecuencia, se realizé un estudio acerca de los operadores
lineales diagonalizables desde el enfoque de la teoria APOE.

Por otro lado, en el apartado siguiente se presenta la pregunta y objetivo de

investigacion.
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1.4  Preguntay objetivo de investigacion

A continuacion, enunciaremos la pregunta y el objetivo de la investigacion.

Pregunta de investigacion

¢Cémo comprenden los estudiantes de nivel superior el concepto de operadores
lineales diagonalizables desde la perspectiva APOE?

Para responder esta pregunta, analizaremos la comprension del concepto
matematico de estudio mediante un modelo cognitivo que describa la construccion del
concepto como un objeto cognitivo. Ademas, analizaremos qué actividad matematica se
involucra en decidir si un operador lineal es diagonalizable, es decir, mediante el desarrollo
del esquema de los operadores lineales diagonalizables. Por lo tanto, se plantean las
preguntas auxiliares siguientes:

e ;Qué estructuras y mecanismos mentales estan asociados a los operadores
lineales diagonalizables en estudiantes de nivel superior?

e ;Qué relaciones establecen los estudiantes de nivel superior en matematicas
entre elementos matematicos involucrados a los operadores lineales en la
decision de si son diagonalizables?

Objetivo general

Identificar y caracterizar la comprension de estudiantes de matematicas de nivel
superior respecto a los operadores lineales diagonalizables con base en la teoria APOE.

Para lograr dicho objetivo general realizaremos los objetivos especificos siguientes:

e Realizar una descomposicion genética de los operadores lineales

diagonalizables.
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e Describir y caracterizar las relaciones que establecen los estudiantes
respecto al concepto operador lineal diagonalizable con otros conceptos del
Algebra Lineal por medio de los niveles de comprension intra-, inter-, trans-
, del esquema operadores lineales diagonalizables.

e Proponer sugerencias didacticas relacionadas con el aprendizaje de los

operadores lineales diagonalizables.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Este capitulo se encuentra estructurado en una seccidén dividida en tres
subsecciones. En la seccidn se expone el marco tedrico que se utiliza en la investigacion y
se especifican los fundamentos de la teoria APOE. En la primera subseccion, se explican
las clases de abstraccion reflexiva que se utilizan en la teoria APOE. En la segunda
subseccion, se detallan las estructuras mentales que se utilizan en la teoria APOE. Ademas,
se describe la estructura esquema y se declaré como fue considerada en la investigacion.
En la tercera subseccion, se muestra la comprension de conceptos matematicos desde el
punto de vista de APOE.
2.1  Teoria APOE

La teoria APOE es una teoria cognitiva la cual tiene fundamentos en la abstraccion
reflexiva de Piaget, la cual es considerada como el mecanismo principal en la construccion
del conocimiento matemético. Dicho mecanismo consta de dos partes: 1) conocimiento
sobre un objeto matematico y las operaciones que acttian sobre dicho objeto, desde un nivel
de cognicion inferior a uno superior de operaciones (de acciones a procesos y de procesos
a objetos) y, 2) reorganizacion y reconstruccion del objeto y de las operaciones que acttan
en él, en una etapa superior que da como resultado contenido al cual se le pueden aplicar
nuevas operaciones (Arnon et al., 2014; Badillo et al., 2015).

En otras palabras, la teoria cognitiva APOE se basa en el supuesto del conocimiento
matematico y su desarrollo en un individuo por medio de la abstraccion reflexiva:

El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder a las

situaciones matematicas problematicas reflexionando sobre ellas en un contexto

social y construyendo o reconstruyendo acciones, procesos Yy objetos matematicos
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y organizando esquemas con el fin de manejar las situaciones y resolver los

problemas. (Dubinsky, 1996, pp. 32-33).

Entonces dicha postura teorica sobre el conocimiento matematico enfatiza en la
habilidad para reorganizar conocimiento y construir o reconstruir estructuras mentales,
mediante la abstraccion reflexiva. Las estructuras mentales también llamadas
construcciones mentales: acciones, procesos, objetos y esquemas, se reestructuran y se
adaptan para dar solucion a problemas matematicos. El contexto social se refiere al trabajo
en grupo, dado que, de acuerdo con Arnon et al. (2014) hay mas probabilidades de dar
lugar a preguntas explicitas, dudas y explicaciones por estudiantes que en un contexto
individual.

Respecto a una estructura mental y un mecanismo mental diremos que:

Una estructura mental es cualquier estructura (es decir, alguna cosa construida en

la mente) relativamente estable (aunque capaz de desarrollarse) que un individuo

usa para dar sentido a una situacion matematica. La fuente de una estructura mental
es la descripcion de la cual ella se origina. Un mecanismo mental es el medio por
el cual una estructura puede desarrollarse en la mente de un individuo o un grupo

de individuos. (Stenger et al., 2008, p. 98)

2.1.1 Clases de abstraccion reflexiva

La teoria APOE considera diferentes tipos de abstraccion reflexiva que usualmente
se les llama mecanismos mentales. Los tipos de abstraccion reflexiva que propone la teoria
APOE son los siguientes: interiorizacion, coordinacion, reversion, encapsulacion,

desencapsulacion, tematizacion y generalizacion (Arnon et al., 2014). Con fundamento en

24



Marco teérico

Arnon et al. (2014), Dubinsky (2001) y Dubinsky et al. (2005a) se da una descripcion

detallada de los mecanismos mentales:
Interiorizacion: cuando acciones se repiten y se reflexiona sobre ellas, el individuo
pasa de depender de sefiales externas a tener el control interno sobre estés. Este se
caracteriza por una capacidad de imaginar la realizacién de los pasos sin tener
necesariamente llevar a cabo cada una de forma explicita y puede ser capaz de saltar
los pasos, asi como invertirlos. (p. 20)
Coordinacién: el mecanismo de coordinacion es indispensable en la construccién
de algunos Objetos. Dos Objetos pueden ser des-encapsulados, sus Procesos
coordinados, y el Proceso coordinado encapsulado para formar un nuevo Objeto.
(p. 23).
Reversion: Una vez que un proceso existe internamente, es posible que el sujeto lo
piense a la inversa, no necesariamente en el sentido de deshacerlo, sino como medio
de construir un nuevo proceso que consiste en invertir el proceso original. Piaget
no habl6 de esto en el contexto de la abstraccion reflexiva, sino en términos del
grupo INRC. Lo incluimos como una forma adicional de construccion. (Dubinsky,
1991, p. 101)
Encapsulacion: si uno se da cuenta del proceso en su totalidad, se da cuenta de que
las transformaciones pueden actuar en esa totalidad, y realmente puede construir
tales transformaciones (explicita o en la imaginacion de uno), entonces se dice que
el individuo ha encapsulado el proceso en un objeto cognitivo. Para el concepto de

funcion, encapsulacion permite aplicar transformaciones de funciones tales como
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la formacién de un conjunto de funciones, definir las operaciones aritméticas sobre

dicho conjunto, dotandola de una topologia, etc. (p. 339)

Desencapsulacion: una vez que el proceso se ha encapsulado en un objeto mental,

puede ser des-encapsulado, cuando surja la necesidad, de nuevo a su proceso

subyacente. En otras palabras, mediante la aplicacion del mecanismo des-

encapsulacién un individuo puede volver al proceso que dio origen al objeto. (p.

22)

Tematizacion: la construccion de un esquema como un objeto mental se logra a

través del mecanismo de tematizacion. Este mecanismo permite a un individuo

aplicar transformaciones a la estructura del esquema. (p. 25)

Advertimos aqui, que en lo sucesivo cuando se escriba la palabra mecanismo se
refiere a un mecanismo mental.

Por otro lado, estos tipos de abstraccion reflexiva tienen la funcion de relacionar en
un momento preciso las estructuras mentales. Transitar de una estructura mental a otra o
revertir la estructura si el individuo lo considera conveniente. La importancia de estos
mecanismos mentales es fundamental, proporciona las pautas para que un individuo
construya su propio conocimiento. Menciona Mendoza-Sandoval et al. (2015); Mendoza-
Sandoval (2015), cada individuo es responsable de que estos mecanismos mentales tengan
éxito 0 no, puesto que una forma de describir y establecer conexiones con las estructuras
mentales depende de su conocimiento matematico.
2.1.2 Estructuras mentales

Las estructuras mentales o construcciones mentales que se proponen en la teoria

APOE son entendidas como todas las transformaciones que realizan los individuos para
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resolver determinadas tareas y que pueden adquirir significado de ellas. Dichas
construcciones mentales pueden manifestarse como reconstrucciones exactas
(correspondiente a la memoria y a la repeticion de métodos, algoritmos previamente
conocidos) o adaptaciones de un conocimiento previo, esta tltima es de importancia puesto
que intervienen directamente con el desarrollo del conocimiento matematico (Aldana,
2011). Advertimos aqui, que en lo sucesivo cuando se escriba la palabra estructura o
construccion se refiere a una estructura mental.

Las estructuras mentales que proponen en la teoria APOE son: accion, proceso,
objeto y esquema (Arnon et al., 2014). Se describen las estructuras accion, proceso y objeto
con fundamento en Arnon et al. (2014). La estructura mental esquema la discutimos en la
seccion siguiente.

Accion. Segun Piaget y adoptado por la teoria APOE, un concepto es concebido

primero como una accion, es decir, como una transformacion dirigida externamente

de un objeto, u objetos previamente concebida. Una accidn es externa en el sentido
de que cada paso de la transformacion debe realizarse de forma explicita y guiada
por instrucciones externas; adicionalmente, cada paso debe introducir al siguiente,
es decir, los pasos de la accion no pueden todavia ser imaginados y ninguno se

puede saltar. (Arnon et al., 2014, p.19).

En Algebra Lineal, ejemplo de una estructura accion de una n-tupla, es considerar
a la n-tupla como cantidad determinada de nimeros y colocarlos con un orden particular
(Arnon et al., 2014); Mendoza-Sandoval (2015) para la matriz de cambio de base (MCB),
un individuo con una concepcidn accién, es capaz de calcular una MCB para espacios

euclidianos.
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A partir de la repeticion de las acciones, se reflexiona sobre ellas, un individuo
puede tener control sobre estas y dejar de necesitar de sugerencias (sefiales) externas, es
decir que se pueden ejecutar dichas acciones ya sea externamente o internamente, es mas,
se puede omitir pasos o revertir si se considera necesario. La interiorizacion hace posible
esto. Cuando esto sucede se dice que un individuo tiene una concepcion proceso Arnon et
al. (2014). De acuerdo con Dubinsky et al. (2005a) hacen un esfuerzo para dar la
descripcion de lo que es un proceso e interpreta el caso para las funciones de la manera
siguiente:

Proceso. Cuando una accion se repite y el individuo reflexiona sobre ella, puede

ser interiorizada en un proceso mental. Un proceso es una estructura mental que

lleva a cabo la misma operacion accion que se interioriza, pero totalmente en la
mente del individuo, lo que le permite imaginar que realiza la transformacion sin
tener que ejecutar cada paso explicitamente. Asi, por ejemplo, un individuo con una
comprension proceso de la funcion construira un proceso mental para una funcién

determinada y pensara en términos de entradas, posiblemente no especificadas, y

las transformaciones de esas entradas para producir salidas (p. 339).

La diferencia entre una construccion accion y un proceso radica en el siguiente
sentido: una accion se debe hacer la transformacion (ya sea fisica o mental); para un
proceso se puede llevar a cabo dicha trasformacion sin la necesidad de ir paso a paso
(Arnon et al. 2014). Por ejemplo, para el caso del Algebra Lineal, la construccion de una
n-tupla si las acciones estan interiorizadas en un proceso, el sujeto puede construir
mentalmente una n-tupla aun cuando no se le especifique n; puede ser capaz de construir

n-tuplas, sin importar el espacio vectorial y su dimension (Arnon et al., 2014); Mendoza-
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Sandoval (2015) para la MCB considera que un individuo en esta estructura es capaz de
trabajar sobre cualquier espacio vectorial V de dimension finita y no sélo en R", para
determinar una matriz de cambio de base.

La siguiente estructura ocurre cuando un individuo tiene la necesidad de aplicar una
accion a un proceso, es decir, se ve en la necesidad de pensar en algo estatico y no en algo
dinamico. Esto se logra a través del mecanismo encapsulacion, al respecto del objeto
Dubinsky menciona lo siguiente:

Objeto. Si uno se da cuenta del proceso en su totalidad, se da cuenta de que las

transformaciones pueden actuar en esa totalidad, y realmente puede construir tales

transformaciones (explicita o en la imaginacién de uno), entonces se dice que el
individuo ha encapsulado el proceso en un objeto cognitivo. Para el concepto de
funcidn, la encapsulacion permite aplicar transformaciones de funciones tales como
la formacion de un conjunto de funciones, definir las operaciones aritméticas sobre

dicho conjunto, dotandola de una topologia, etc. (Dubinsky et al., 2005, p. 339).

Por ejemplo, si se comparan n-tuplas o se realizan operaciones binarias, seran
acciones sobre n-tuplas, dichas acciones deben de aplicarse con éxito y el proceso de
formacion de una n-tupla sera encapsulado en un objeto Arnon et al. (2014). Para la MCB
cuando el individuo enfrenta situaciones en donde necesite aplicar acciones sobre la MCB,
por ejemplo, utilizar a la MCB para obtener el vector de coordenadas respecto a otra base
Mendoza-Sandoval (2015).

De acuerdo con Trigueros (2005) la construccion del conocimiento pasa por tres
etapas principales: accion, proceso y objeto. Y que el paso por estas etapas no

necesariamente es secuencial. Ademas, sefiala que un individuo puede permanecer en
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etapas intermedias e incluso tener una etapa de construccion diferente para distintos
conceptos.
2.1.2.1 La estructura esquema

En relacién con la estructura esquema, la teoria APOE la define como la coleccion
de acciones, procesos, objetos y otros esquemas que se relacionan consciente 0
inconscientemente en la mente de un individuo en una estructura coherente y que podria
utilizar para resolver una situacion problemética y especifica que involucra esa area
determinada de las matematicas. Ademas, la coherencia estd determinada cuando un
individuo reconoce las relaciones que estan incluidas en el esquema y se tiene una forma
para decidir cuando se puede utilizar con éxito esta estructura para resolver un problema
(Trigueros 2005; Oktag et al., 2019).

Los esquemas se caracterizan por el dinamismo y la continua reconstruccion,
ademas son determinados por la actividad matematica en una situacion especifica, es decir,
en un problema matematico y especifico, un individuo evoca un esquema para tratar de
darle solucion estableciendo relaciones entre los conceptos que dispone en ese momento,
y los individuos en la misma situacion, utilizan los mismos conceptos involucrados pero
pueden llegar a establecer diferentes relaciones y esto es derivado por su conocimiento
matematico (Arnon et al., 2014). Ademas, en sintonia con Arnon et al. (2014) un esquema
puede incluir un concepto en diferentes situaciones o puede incluir diferentes conceptos
interrelacionados.

Para el estudio de la estructura esquema se utilizan los niveles de desarrollo intra-,
inter- y trans-, los cuales se distinguen por la complejidad de conocimiento matematico

construido en cada nivel (Piaget & Garcia, 2004). Para transitar de un nivel a otro, se deben
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desarrollar relaciones entre los constructos dentro del esquema (Arnon et al., 2014). De
acuerdo con Dubinsky y McDonald (2001) los niveles se caracterizan respectivamente por:
un enfoque en acciones, procesos Yy objetos individuales aislados de otros elementos
cognitivos de naturaleza similar; la construccion de relaciones y transformaciones entre las
estructuras cognitivas que componen el esquema donde un individuo, puede comenzar a
agrupar elementos e incluso llamarlos con el mismo nombre; la construccion de una
estructura subyacente implicita o explicita a través de la cual se comprenden las relaciones
desarrolladas en la etapa inter- y mediante las cuales el esquema logra coherencia que se
indica por la capacidad del individuo de determinar lo que esta en el alcance del esquema
y lo que no.

Asi, desde la perspectiva de la teoria APOE vy en sintonia con Piaget y Garcia
(2004), consideran el desarrollo del esquema mediante la triada: intra-, inter-, trans-, y la
progresion de estos niveles estd implicada en la transicion de un nivel al siguiente a través
del desarrollo de relaciones y transformaciones que un individuo hace entre los constructos
particulares dentro el esquema:

Nivel-intra: se caracteriza por un enfogue en acciones, procesos Yy objetos

individuales aislados de otros elementos cognitivos de naturaleza similar.

(Dubinsky y McDonald 2001, p. 7)

Nivel-inter: se caracteriza por la construccion de relaciones y transformaciones

entre las estructuras cognitivas que componen el esquema donde un individuo

puede comenzar a agrupar elementos e incluso Ilamarlos con el mismo nombre.

(Dubinsky y McDonald 2001, p. 8)
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Nivel-trans: el individuo construye una estructura subyacente implicita o explicita

a traves de la cual se entienden las relaciones desarrolladas en el nivel-inter y

mediante las cuales el esquema logra coherencia que se indica por la capacidad del

individuo de determinar lo que esté en el alcance del esquema y qué no. (Dubinsky

y McDonald 2001, p. 8).

Para esta investigacion consideramos al esquema como aquel que incluye diferentes
conceptos interrelacionados en una situacion matematica particular. Por otro lado, como
los esquemas quedan determinados por la situacion matematica y especifica, y su desarrollo
caracterizado por los niveles intra-, inter- y trans- por medio de las relaciones entre las
estructuras mentales, entonces consideraremos que dos 0 més estructuras mentales estan
en una relacion si se logra una construccion mental en la situacion matematica y especifica
a partir de un tipo de abstraccion reflexiva.

2.1.3 Lacomprension de conceptos matematicos desde APOE

Dubinsky en la elaboracién de la teoria general, identifica pequefias porciones de
conocimiento. Cuando se intenta dar descripciones y hacer explicitas las relaciones en esas
pequefias porciones de conocimiento para un concepto en particular, Dubinsky lo
denomina descomposicion genética del concepto y se define de la manera siguiente: “Una
descomposicion genética es un modelo hipotético que describe las estructuras y
mecanismos mentales que un estudiante podria necesitar construir con el fin de aprender
un concepto matematico especifico”. (Arnon et al., 2014, p. 27).

Los expertos en teoria APOE advierten que la descomposicion genética de un
concepto no es unica pero este modelo cognitivo establece las relaciones entre los

mecanismos mentales (clases de abstraccion reflexiva: interiorizacion, coordinacion,
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encapsulacién, generalizacién y reversion) y las construcciones o estructuras mentales
(accion, proceso, objeto y esquemas).

En la Figura 2, tomada de Arnon et al. (2014, p.18) se muestran las relaciones entre
las construcciones mentales que estan dadas por los mecanismos mentales y de acuerdo
con los autores ejemplifica cdmo un individuo construye estructuras matematicas, y que el
diagrama sugiere que la construccion de conocimiento matematico es lineal, advierten que
no necesariamente.

Figura 2

Construccién de Conocimiento Matematico

Esquema

interiorizacién

Acciones

l Procesos
Objetos

coordinacién

reversion
encapsulacion

des-encapsulacién

Nota: Adaptado de APOS Theory. A framework for research and curriculum development in

mathematics education (p. 10), Arnon et al., 2014, Springer.

Estas construcciones a partir de los tipos de abstraccion reflexiva caracterizan la
comprension de un concepto matematico desde la perspectiva APOE de la manera
siguiente:

Consideramos que la comprension de un concepto matematico comienza con la

manipulacion de objetos fisicos 0 mentales previamente construidos para formar

acciones; a continuacion, las acciones se interiorizan para formar procesos que

luego se encapsulan para formar objetos. Los objetos pueden ser des-encapsulados
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y volver a los procesos de los que se formaron. Por ultimo, las acciones, los

procesos Yy los objetos pueden ser organizados en esquemas. (Asiala et al., 1996, p.

9)

La profundidad y la complejidad de la comprension de un individuo de un concepto
dependen de él y de su capacidad para establecer conexiones y/o relaciones entre las
estructuras mentales que lo constituyen. Asi, la formacion de conceptos matematicos desde
esta perspectiva tedrica comienza a formarse cuando se aplique una transformacion a
objetos para obtener otros objetos como afirma Dubinsky et al. (2005).

Asi, la construccion de un concepto matematico desde el enfoque teérico APOE
consiste en que el individuo a partir de su concepcion del concepto o las estructuras
adecuadas (previas), a partir de ahi, conciba al concepto como una estructura mas apropiada
por medio de los tipos de abstraccion reflexiva. Dicha construccion se enfoca al concepto
de interés y la relacién que guarda con otros conceptos, de tal modo que esos conceptos
ayudan a construir una estructura del concepto mas conveniente para resolver problemas.
Posteriormente, se puede estudiar el desarrollo de un concepto en la mente del individuo
mediante dos formas: 1) el concepto involucrado en diferentes situaciones en matematicas;
2) el concepto interrelacionado con otros conceptos en una misma situacion en
matematicas. Para estudiar estas dos formas del desarrollo de un concepto se recurre a la
estructura del esquema.

Por otro lado, cuando un individuo muestre evidencia de una estructura mental de
un concepto se dice que el individuo tiene una concepcidn accion, concepcion proceso,

etc., segun sea el caso.
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CAPITULO 3. METODOLOGIA

Este capitulo se encuentra estructurado en tres secciones. En la primera seccion, se
expone el tipo de investigacion y participantes en la investigacion. En la segunda seccion,
se describe el ciclo de investigacion de la teoria APOE. En la tercera seccion, se muestra
el disefio metodologico de investigacion.

3.1 Tipo de investigacion y participantes

La investigacion que se propone es de corte cualitativa, debido a que, se
interpretaron atributos cognitivos para establecer los mecanismos y estructuras mentales
que surgen en la construccion de los operadores lineales diagonalizables. Ademaés, se
interpretaron propiedades cognitivas para establecer los niveles de desarrollo del esquema
de los operadores lineales diagonalizables a partir de la identificacion de las construcciones
que emergen al resolver tareas relacionadas con los OLD por medio de los mecanismos
mentales.

Los participantes fueron 10 estudiantes de posgrado (25-30 afios de edad) inscritos
en la Universidad Auténoma de Guerrero, inscritos 2 en el programa educativo Maestria
en Mateméticas Aplicadas y 8 en el de Maestria en Ciencias Matematicas, ambos
programas se ofertan en dicha Universidad. Los dos estudios de caso se justifican en que,
en ambos, los estudiantes permiten externar las construcciones mentales que se ponen en
juego al trabajar problemas que involucran los OLD. La seleccion de los casos se baso en
los siguientes factores: i) que fueran estudiantes de posgrado y hubieran cursado al menos
dos semestres Algebra Lineal para tener mayor probabilidad de que sus construcciones
mentales no se limiten a acciones y/o procesos; ii) accesibilidad a los investigadores y buen

desempefio academico; iii) participacion de forma voluntaria.

35



Estudio de los operadores lineales diagonalizables con base en la teoria APOE

3.2  Elciclo de investigacion de la Teoria APOE

El ciclo de investigacion que propone la teoria APOE considera tres componentes:
andlisis tedrico, disefio e implementacion de ensefianza, y coleccion y andlisis de datos
(Arnon et al., 2014).

El ciclo de investigacion propone la teoria APOE, inicia con un anélisis tedrico del
concepto a estudiar, esto arroja una descomposicion genética preliminar, en el sentido que
aun no se prueba experimentalmente con el trabajo de los estudiantes. Para el segundo
componente, la implementacion se lleva a cabo normalmente usando el Ciclo de Ensefianza
ACE, podriamos decir que esta es la parte social a la que refiere Dubinsky con respecto al
conocimiento matematico reflexionando en un contexto social, dado que, en dicho ciclo,
se considera la importancia del aprendizaje colaborativo, basicamente consiste en
instrucciones las cuales deben apoyar las construcciones mentales propuestas en la
descomposicion genética preliminar formando grupos pequefios de discusion. El tercer
componente coleccion y analisis de los datos es importante, dado que, sin evidencia
empirica una descomposicion genética sigue siendo una hip6tesis (Arnon et al., 2014).

La Figura 3, ilustra la dependencia entre los componentes de investigacion que
propone la teoria APOE.

Figura 3

Ciclo de Investigacion de la Teoria APOE

| Analisis teorico ‘

Coleccion y analisis de datos Diserio e implementacion de

ensenanza
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Nota: Adaptado de APOS Theory. A framework for research and curriculum development in

mathematics education (p. 94), Arnon et al., 2014, Springer.

3.3  Disefio metodoldgico de investigacion

Sobre la base de una parte del ciclo de investigacion que propone la teoria APOE
(ver Figura 3), se realizo el disefio metodoldgico. Principalmente, se considerd el primer y
tercer componente del ciclo de investigacion que propone la teoria APOE. No se utiliza el
segundo componente, se hizo el ajuste de solo disefiar un instrumento de investigacion.

A continuacion se muestra el disefio metodolégico:

En un primer momento, se realiz6 el analisis tedrico y se fundamento en tres
aspectos: 1) revision de textos: se revisaron algunos libros de texto de Algebra Lineal, en
la seleccion se considerd la bibliografia basica de los cursos de Algebra Lineal para la
licenciatura en Matematicas de la Universidad Autonoma de Guerrero. 2) Revision de
articulos: se hizo el analisis de las descomposiciones genéticas de los conceptos
involucrados en la definicion de los operadores lineales diagonalizables y se considerd la
estructura de cada concepto que podria estar involucrada en los operadores lineales
diagonalizables. 3) Sugerencias de un profesor en servicio de Algebra Lineal, las
sugerencias fueron con respecto al aprendizaje y ensefianza de los operadores lineales
diagonalizables.

El resultado del andlisis tedrico fue la una descomposicion genética preliminar
de los operadores lineales diagonalizables (DGPOLD), la cual considera la construccion
de los operadores lineales diagonalizables como objeto cognitivo.

Ademas, con base en la DGPOLD Yy las relaciones que se expresan en la definicion
del concepto y los conceptos involucrados en la situacion matematica: dado un operador

lineal O sobre un espacio vectorial V de dimension finita sobre un campo K decidir si es
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diagonalizable, se propuso el desarrollo preliminar de los niveles del esquema de los
operadores lineales diagonalizables por medio de los niveles: intra-operadores lineales
diagonalizables (intra-OLD); inter-operadores lineales diagonalizables (inter-OLD); trans-
operadores lineales diagonalizables (trans-OLD).

En un segundo momento, se disefi un instrumento de investigacion compuesto por
un cuestionario y una entrevista semiestructurada con base en la DGPOLD vy los niveles
preliminares del esquema-OLD. El instrumento tiene el objetivo de estudiar el desarrollo
cognitivo de los operadores lineales diagonalizables a partir de las respuestas que
proporcionen los participantes de la investigacion. El cuestionario tuvo el objetivo de
identificar y seleccionar para una entrevista a los individuos que mostraron los conceptos
involucrados con los OLD. La entrevista semiestructurada tuvo dos objetivos: 1) validar o
retroalimentar las estructuras y mecanismos propuestos en la DGPOLD, para obtener la
descomposicion genética de los OLD; 2) validar la caracterizacion propuesta en el analisis
tedrico de los niveles de desarrollo del esquema-OLD y/o retroalimentar dichos niveles
con sustento en el trabajo de los individuos seleccionados.

En un tercer momento, para la recoleccion y andlisis de datos. Se utilizé el estudio
de caso, el cual, de acuerdo con Trigueros et al. (2015) se inserta dentro del ciclo de
investigacion de la teoria APOE para llevar a cabo un analisis coherente del trabajo de los
participantes de la investigacion. Los detalles aparecen en la seccion analisis de datos.

En lo sucesivo, se muestra a detalle andlisis teorico y su resultado. Después, se
expone el disefio y analisis del instrumento de recogida de informacion. A continuacion,

se presenta el andlisis a priori del instrumento de investigacion. Posteriormente, se exhibe
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la recoleccidn; se dan detalles de como se aplico el instrumento de investigacion y se deja
el analisis de datos para la seccion siguiente.
3.3.1 Andlisis teorico

Este analisis se fundamentd bajo dos aspectos: 1) Revision sobre el concepto OLD
en libros texto de Algebra Lineal; 2) Revision de articulos: descomposiciones genéticas de
los conceptos involucrados en la definicion de los operadores lineales diagonalizables y se
consider0 la estructura de cada concepto que podria estar involucrada en los operadores
lineales.

Sobre el primer aspecto, los libros de texto de Algebra Lineal que se revisaron
fueron los siguientes: Algebra Lineal (Friedberg et al., 1982, p. 233); Algebra (Godement,
1974, p. 529); Algebra Lineal (Hoffman & Kunze, 1973, p. 183); Linear Algebra with
Applications (Nicholson, 2018, p. 186); Algebra lineal. Una introduccion moderna (Poole,
2011, p. 527); Linear Algebra (Lang, 1987, p. 93); Linear Algebra Done Right (Axler,
1997, p. 88); Introduccion al Algebra Lineal (Anton, 1994, p. 263), la seleccion se hizo con
base en la bibliografia basica de los cursos de Algebra Lineal para la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Auténoma de Guerrero. Las categorias de analisis de los
libros anteriores fueron las siguientes: definicion del operador lineal diagonalizable;
conceptos que involucran las definiciones de los operadores lineales diagonalizables. El
papel de las definiciones del concepto de interés, asi como las relacionadas con él, es
formar parte de las estructuras del individuo o deben tener ideas cercanas, por eso el interés
de analizar estas categorias. Ademas, se tuvieron didlogos recurrentes con un experto de

Algebra Lineal (profesor en servicio) sobre la ensefianza y el aprendizaje de los operadores

39



Estudio de los operadores lineales diagonalizables con base en la teoria APOE

lineales diagonalizables con el objetivo de elegir a los conceptos basicos implicados a los
operadores lineales que se pueden diagonalizar.

Primero, se observé de las definiciones sobre los operadores lineales
diagonalizables (Anexo 1) lo siguiente: 1) para que un operador lineal sea diagonalizable
es necesario que exista una base en la cual la representacién matricial del operador sea
diagonal (ver definicion de Lang (1987) en el Anexo 1); 2) un operador lineal es
diagonalizable si existe una base donde cada vector suyo sea un vector propio (ver
definicion de Hoffman y Kunze (1973) en el Anexo 1); 3) una matriz A cuadrada es
diagonalizable, si es similar (semejante) a una matriz diagonal, es decir, si existe una matriz
P invertible tal que P~1AP sea diagonal (ver definicion de Friedberg et al. (1982) en el
Anexo 1); 4) las definiciones dadas por Hoffman y Kunze (1973), y Friedberg et al. (1982)
respecto con los operadores lineales diagonalizables se observd que son equivalentes, es
decir, se puede analizar a los operadores lineales diagonalizables desde un punto de vista
funcional o matricial, mas bien, en su representacion funcional se debe determinar la
existencia de una base donde cada vector sea un vector propio del operador lineal dado; en
su representacion matricial se debe construir una matriz diagonal similar (semejante) a la
matriz asociada al operador lineal (Anexo 2).

Segundo, como resultado de la revisidn de los textos se identificd que los conceptos
involucrados en las definiciones de los operadores lineales diagonalizables son: espacio
vectorial (EV), transformacién lineal (mapeo lineal, endomorfismo, operador lineal)
(TL/OL), base ordenada (BO), dimension finita (DF), campo conmutativo (CC), matriz

asociada a una transformacion lineal (MATL), valores propios (vP), vectores propios (VP),
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matriz diagonal (MD), matriz cuadrada (MC), matriz inversa (MI), matriz similar o matriz
semejante (MS) y matriz diagonalizable (MDZ).

Tercero, sobre las sugerencias del experto en Algebra Lineal, indica el dominio de
los conceptos que aparecen en la definicion de los operadores lineales diagonalizables
aunado los conceptos siguientes: espacio propio (EP), conjunto solucion de un sistema de
ecuaciones lineales (CSSE), conjunto generador (CG), multiplicidad algebraica (MA),
multiplicidad geométrica (MG), determinante (DT), polinomio caracteristico (PC) y raiz
de un polinomio (rP). De acuerdo con el experto, los conceptos anteriores pueden estar
explicitamente o no en la definicion de un operador lineal diagonalizable pero deben ser
conceptos que domine el estudiante para lograr su aprendizaje de los operadores lineales
diagonalizables.

Por lo tanto, los conceptos involucrados en la definicion de los operadores lineales
diagonalizables y los que sugiere el experto en Algebra lineal son: 1) espacio vectorial
(EV); 2) transformacion lineal (mapeo lineal, operador lineal (OL), endomorfismo; 3) base
ordenada (BO); 4) dimension finita (DF); 5) campo conmutativo (CC); 6) matriz asociada
a una transformacion lineal (MATL); 7) valor propio (vP); 8) vector propio (VP); 9) matriz
diagonal (MD); 10) matriz cuadrada (MC); 11) matriz inversa (MI); 12) matriz similar o
matriz semejante (MS); 13) espacio propio (EP); 14) conjunto solucién de un sistema de
ecuaciones lineales (CSSE); 15) conjunto generador (CG); 16) multiplicidad algebraica
(MA); 17) multiplicidad geométrica (MG); 18) determinante (DT); 19) polinomio
caracteristico (PC); 20) raiz de un polinomio (rP).

Entonces, se identificaron al menos 20 conceptos basicos en el aprendizaje de los

operadores lineales diagonalizables, doce en la definicion y ocho mas por parte de las
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sugerencias del experto de Algebra Lineal. Advertimos aqui que pueden ser mas conceptos
involucrados pero por lo menos los 20 conceptos identificados serian el minimo de
conceptos requeridos.

Para el segundo aspecto, se revisaron articulos de las descomposiciones genéticas
de los conceptos: espacio vectorial (Parraguez & Oktag, 2010), transformacion lineal (Roa-
Fuentes & Oktac, 2010), base ordenada (KU et al., 2008; Mendoza-Sandoval et al., 2015),
matriz asociada a una transformacion lineal (Montelongo, 2016), valor y vector propio
(Salgado & Trigueros, 2014), conjunto solucion de un sistema de ecuaciones (Trigueros
et al.,, 2007), conjunto generador (K{, 2012). Ademads, respecto a los conceptos
involucrados y de los cuales no se encontro literatura relativa a su descomposicidn genética
al momento de la revision son: dimension finita, matriz diagonal, matriz cuadrada, matriz
inversa, matriz semejante, campo conmutativo, espacio propio, polinomio caracteristico,
multiplicidad algebraica, multiplicidad geométrica y determinante. También, sobre la base
de mi experiencia en teoria APOE, se preciso el tipo de estructura que debe tener un
individuo acerca de los conceptos que no se encontrd su modelo cognitivo (Anexo 3).
3.3.2 Modelo cognitivo preliminar de los operadores lineales diagonalizables

En la construccion de los OLD se considerd que un individuo debe construir
previamente los conceptos: espacio vectorial transformacion lineal; base ordenada; matriz
asociada a una transformacion lineal; valores y vectores propios; conjunto solucion de un
sistema de ecuaciones; matriz semejante. Los conceptos anteriores deben estar presentes
en un individuo para lograr la construccién de los OLD y cada uno de esos conceptos se

describe su estructura en el Anexo 3.
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La construccion de los operadores lineales diagonalizables como un objeto
cognitivo podria darse en un individuo de la manera siguiente: dado un espacio vectorial V
de dimensidn finita n sobre un campo F y un operador lineal O, un individuo debe poder
operar con cualquier espacio vectorial dado y con una concepcidén proceso de base
ordenada, el individuo, encuentra una base B ordenada de V. Después, con su concepcion
proceso de vector propio, determina si cada vector v; € B es un vector propio de O, con lo
que concluye que O es un operador diagonalizable (se coordinan los procesos de base
ordenada y vector propio en el proceso base especifica) el cual se encapsula en el objeto
operador lineal diagonzalible al que pueden aplicarle acciones especificas, es decir,
considera que un operador lineal es diagonalizable si puede construir una base donde cada
vector de la base es un vector propio del operador lineal. Por otro lado, si los v; € B no
todos son vectores propios de O entonces el individuo con su concepcion proceso de matriz
asociada a una transformacion lineal (MATL) encuentra la representacion matricial de O
respecto a la base B, es decir [0]g. Con su concepcién proceso de matriz semejante,
encuentra una matriz diagonal D, si existe, tal que D = P~1[0]zP con lo que concluye que
O es un operador diagonalizable (coordina el proceso MATL con el proceso de matriz
semejante en el proceso matriz diagonal) el cual se encapsula en el objeto operador lineal
diagonalizable al que pueden aplicarle acciones especificas (ver Figura 4).

Figura 4

Descomposicion Genética Preliminar: Operadores Lineales Diagonalizables
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3.3.3 Esquema de los operadores lineales diagonalizables: niveles de desarrollo

preliminar

Como resultado del analisis tedrico, se propone de manera preliminar los niveles

de desarrollo del esquema-OLD a partir de las relaciones que pueden manifestarse en la

situacién matematica: dado un operador lineal en su representacién funcional o matricial

decidir si es diagonalizable. En la Tabla 1, se describen las relaciones posibles por medio

de la triada intra-OLD, inter-OLD, trans-OLD.

Tabla 1l

Esquema de los Operadores Lineales Diagonalizables Preliminar

Nivel intra-OLD

Nivel inter-OLD

Nivel trans-OLD

En este nivel los conceptos Se

espacio vectorial (EV), base construccion de

caracteriza

por la Se construye una

relaciones estructura implicita o
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Nivel intra-OLD

Nivel inter-OLD

Nivel trans-OLD

ordenada  (BO), matriz
asociada a una
transformacion lineal

(MATL), matriz semejante
(MS), matriz diagonal (MD),
determinante (DT), conjunto
solucion de un sistema de
(CSSE),
propio vP, vector propio (VP)

ecuaciones valor

se encuentran al menos como

estructuras proceso. Se puede

definir los conceptos
operador lineal
diagonalizable (OLD) vy

matriz diagonalizable (MDZ)
0 tener una idea cercana, por
ejemplo, en el caso de la
representacion funcional se
puede pensar que un operador
lineal diagonalizable tiene
vectores propios asociados a
valores propios. En este nivel
los conceptos estan aislados y
se pueden establecer algunas
relaciones

independientemente de la

situacion matematica
especifica, por ejemplo:
coordinar  los  procesos

espacio vectorial, operador

entre las estructuras
cognitivas. En esta etapa un
individuo tiene presente las
construcciones de la MATL y
PC en proceso (coordinacion
1 y coordinacion 2), pero

ahora concretamente en la

situacion ~ matematica y
especifica.  Ademés,  se
establecen las  siguientes

relaciones: se coordinan los
procesos PC y rP en el
proceso VP, es decir, se
manifiestan transformaciones
para considerar las raices del
polinomio caracteristico
como los valores propios
asociados al operador lineal
(Coordinacién 3: PC-rP —
vP); se coordinan los
procesos de vP, VP, CSSE,
CG en el proceso EP
(Coordinacién  4:  vP-VP-
CSSE-CG — EP), es decir, se
manifiestan transformaciones
entre las estructuras
cognitivas como determinar
los VP asociados al vP, en
algunos casos determinar el

EP; se coordinan los procesos

explicita a través de la
cual se comprenden las
relaciones desarrolladas
en la etapa inter-OLD.
El  esquema logra
coherencia cuando el
individuo  tiene la
capacidad de
determinar el alcance de
su esquema-OLD por
medio de utilizar la

multiplicidad algebraica

y geométrica como
criterio para
diagonalizar un

operador lineal; utilizar
la multiplicidad
algebraica y geométrica
criterio

como para

decidir si una matriz
cuadrada se puede
diagonalizar.

En esta etapa se
considera que algunos
operadores lineales
tienen una
representacion matricial
sencilla y esto depende
de la eleccion de la

base; su coherencia le
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Nivel intra-OLD

Nivel inter-OLD

Nivel trans-OLD

lineal, base ordenada en el
proceso matriz asociada a una
transformacion lineal
(Coordinacién 1: EV-OL-BO
MATL), es

determinar la representacion

— decir,

matricial de un operador
lineal respecto a una base
ordenada;  coordinar  los
procesos matriz asociada a
una transformacion lineal,
determinante en el proceso
polinomio caracteristico
(Coordinacién 2: MATL-DT
— PC), es decir, dado un
operador lineal O determinar

su polinomio caracteristico

fo(D).

MG y MA por medio del
proceso OLD, es decir, se
consideran trasformaciones
como comparar la
multiplicidad geométrica con
la multiplicidad algebraica
como criterio de
diagonalizacion

(Coordinacién 5: MA-MG —
OLD);
coordinacion
procesos MATL, MS, MD,

MI, por medio del proceso

establecer la

entre los

matriz
(Coordinacién 6: MATL-MS-
MD-MI — MDZ), es decir, se

diagonalizable

consideran las
transformaciones necesarias
para determinar que una
matriz dada es semejante a

una matriz diagonal.

permite determinar si es
posible diagonalizar
operadores lineales en
espacios vectoriales
distintos a R™; usar los
operadores lineales
diagonalizables  para
resolver otro tipo de
cuestiones, es decir,
usar su representacion
sencilla para resolver

los problemas.

A continuacion, se explica el significado de la notacion y simbologia descrita en

los niveles detallados anteriormente de las relaciones. Ademas, se expone cémo se podrian

evidenciar dichas coordinaciones.

Sean V un espacio vectorial de dimension finita n, O un operador lineal definido

sobre V' y B una base ordenada de V/, entonces se tiene lo siguiente:
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Coordinacion 1: EV-OL-BO — MATL, significa que los procesos espacio
vectorial, operador lineal, base ordenada se coordinan en el proceso matriz asociada a una
transformacion lineal. Para lograr esta coordinacion, los estudiantes van a necesitar operar
en los espacios vectoriales de dimension finita propuestos, esto debe ser posible por su
estructura trans-EV. Ademas, con su estructura proceso de operador lineal van a lograr
evaluar los vectores de la base de salida en el operador lineal dado. Posteriormente, con su
estructura proceso de base ordenada van a escribir las imagenes resultantes como
combinacion lineal de los vectores de la base de llegada. Después, se van a quedar con la
informacion de los escalares de la combinacion lineal y los van a establecer como columnas
de la matriz asociada al operador lineal, es decir [0].

Coordinacién 2: MATL-DT — PC, significa que los procesos matriz asociada a
una transformacion lineal y determinante se coordinan en el proceso polinomio
caracteristico. Para lograr esta coordinacion, los estudiantes van a necesitar operar en los
espacios vectoriales de dimension finita propuestos, esto sera posible por su estructura
trans-EV. Ademas, como son capaces establecer la coordinacion 1 va a poder construir la
representacion matricial del operador lineal dado en la situacion matematica y especifica,
es decir [0]g. Posteriormente, con su estructura proceso de determinante van a lograr
calcular el det([0]z — AI') con el objetivo de construir el polinomio caracteristico f, (1)
asociado a 0. Ademas, esta coordinacion puede darse entre una matriz y el determinante
de la manera siguiente: el individuo necesita trabajar en el espacio vectorial de matrices de
tamafo n X n, luego si tiene una matriz A € M,,»,,(R) con su estructura proceso de
determinante van a lograr calcular el det(A — AI') con el objetivo de construir el polinomio

caracteristico f4(4) asociado a A.
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Coordinacién 3: PC-rP — vP, se coordinan los procesos polinomio caracteristico
y raiz de un polinomio en el proceso valor propio. Para lograr esta coordinacion, los
estudiantes van a necesitar analizar el polinomio caracteristico f,(1) y determinar sus
raices (L) las cuales de existir se deben considerar como valores propios que cumplen la
igualdad O(x) = Ax con x # 0.

Coordinacién 4: vP-VP- CSSE-CG — EP, significa que los procesos de valor
propio, vector propio, conjunto solucion de un sistema de ecuaciones y conjunto generador
se coordinan en el proceso espacio propio. Para lograr esta coordinacion, se debe tener
control sobre cada raiz A (si existen) del polinomio caracteristico f, (1) Yy establecer con
cada una de las raices del f,(A) el sistema ([0]g — AI)x = 0. Posteriormente, con su
estructura proceso del CSSE podréan encontrar su conjunto solucion y después determinar
cada espacio propio asociado a cada valor propio A, es decir Ej;.

Coordinaciéon 5: MA-MG — OLD, significa que los procesos de multiplicidad
algebraica y geométrica se coordinan en el proceso operador lineal diagonalizable. Para
lograr esta coordinacion, los estudiantes van a necesitar operar en los espacios vectoriales
de dimensién finita propuestos y trabajar con operadores lineales O definidos sobre ellos,
esto sera posible por su estructura trans-EV y su estructura proceso de los operadores
lineales. Ademas, con su estructura proceso del polinomio caracteristico podran determinar
fo (1) para posteriormente estar en condiciones de comparar el nimero que se repite la raiz
A del polinomio caracteristico con el numero de vectores propios linealmente

independientes que se pueden generar con ese valor propio A.
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Coordinaciéon 6: MATL-MS-MD-MI — MDZ, significa que los procesos matriz
asociada a una transformacion lineal, matriz similar, matriz diagonal y matriz invertible se
coordinan en el proceso matriz diagonalizable. Para lograr esta coordinacion, los
estudiantes deberan poder trabajar sobre el espacio vectorial de matrices de tamafio n X n,
esto va a ser posible por su estructura trans-EV. Ademas, se debe tener clara la relacion
D = P~1AP en donde la existencia de la matriz P esta sujeta a condiciones especificas y
deben identificar a la matriz A como una matriz semejante a una matriz diagonal D, cuya
matriz diagonal esta compuesta por los valores propios asociados a la matriz A.

La notacion y significado se utilizara en algunos casos para el analisis a priori y a
posteriori del instrumento de investigacion, ademas en el analisis de datos para resumir las
relaciones entre los conceptos involucrados en la situacion matematica y especifica.

3.3.4 Instrumento de recogida de informacién: disefio

Se disefid un instrumento de investigacion con sustento en dos aspectos: 1) la
descomposicion genética preliminar de los OLD; 2) la caracterizacion de los niveles de
desarrollo preliminar del esquema-OLD. El instrumento de investigacion se compone por
un cuestionario (Anexo 4) y una entrevista semiestructurada (Anexo 5). En total se
plantearon 26 preguntas, 15 en el cuestionario y 11 en la entrevista.

En el cuestionario se considerd: 1) la definicion de algunos conceptos
involucrados en los operadores lineales diagonalizables: espacio vectorial, base ordenada,
dimension finita, vectores propios, matriz similar o matriz semejante, espacio propio,
multiplicidad algebraica, multiplicidad geomeétrica, operador lineal diagonalizable, matriz
diagonalizable. La seleccion de los conceptos se hizo porque son de mayor jerarquia de

los que no se pregunta, en el sentido de que involucran a los otros conceptos o estan con
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mayor frecuencia en la definicion de los operadores lineales diagonalizables; 2) la
estructuras necesarias para lograr la construccion cognitiva de los operadores lineales
diagonalizables, se cuestiona sobre los conceptos siguientes: espacio vectorial, base
ordenada, matriz asociada a una transformacion lineal, vector propio, conjunto solucién
de un sistema de ecuaciones, determinante. La seleccion de estos conceptos es validar la
conjetura de que dichos conceptos deben ser conocimientos basicos en el individuo para
poder construir a los operadores lineales diagonalizables.

La entrevista, se centra concretamente en los operadores lineales considerando su
representacion funcional y matricial. Se plantearon preguntas no triviales, las cuales no se
resuelven con procedimientos mecénicos, sino que plantean que los estudiantes reflexionen
sobre su proceso de resolucion y estan dirigidas en profundizar sobre las respuestas de los
estudiantes con dos objetivos: 1) validar o retroalimentar las estructuras y mecanismos
propuestos en la DGPOLD para obtener la descomposicion genética de los OLD como un
objeto cognitivo; 2) validar o retroalimentar las relaciones a la hora de decidir si un
operador lineal se puede diagonalizar.

De acuerdo con la metodologia APOE, se realiz6 un andlisis a priori y otro a
posteriori para cada pregunta del instrumento de investigacion. En la subseccion siguiente
se presenta el analisis a priori y en la seccion analisis de datos se presenta el anélisis a
posteriori del instrumento de recogida de informacién.

3.3.5 Andlisis a priori del instrumento de investigacion

Se presenta el andlisis a priori del instrumento de investigacion, es decir, en cada

problema del instrumento de investigacion se da una explicacion de lo que se cuestiona y

lo que se espera encontrar. Para presentar el analisis a priori del instrumento de
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investigacion, primero se muestra lo referente al cuestionario y después se expone lo
relativo a la entrevista estructurada.

En primer lugar, se presenta la descripcion de los problemas que corresponden al
cuestionario (Anexo 4). Son quince problemas y se expone el analisis a priori del primer
problema, el segundo problema y asi sucesivamente.

Problema 1

¢ Qué es un espacio vectorial?

El primer problema se refiere a la definicion de un espacio vectorial y se espera que
el individuo pueda dar dicha definicion.

Problema 2

Determinar si los siguientes conjuntos con las operaciones dadas son espacios
vectoriales.

a) EIl conjunto de matrices de tamafio m X n con coeficientes en R, es decir,
M, xn(R) con las siguientes operaciones:
A+ B = (a; + b))
c'A = (ca;)),
donde, 4 = (a;;), B = (b;jj)yc € R.
b) H={(x,y) € R®:y <0} con la suma de vectores y multiplicacion
escalar por vector usuales.

El segundo problema lo forman dos incisos, ambos, consideran un conjunto junto
con dos operaciones, una operacion binaria en ambos casos bien definida y una operacion
externa (escalar por vector). Se le pide al estudiante que determine si los conjuntos con las

operaciones definidas son espacios vectoriales. Esto con el fin de verificar que tipo de
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estructura evidencian sobre los espacios vectoriales, suponemos que un estudiante con un
esquema de espacio vectorial en un nivel trans-EV, podria darle solucion a ambos
problemas a partir de los axiomas que cumple un espacio vectorial.

Problema 3

¢ Qué es una base ordenada para un espacio vectorial de dimension finita?

El tercer problema se cuestiona acerca de lo que es una base ordenada de un espacio
vectorial de dimension finita. El objetivo es determinar qué idea tiene un individuo acerca
de este concepto o si es capaz de dar la definicion de base ordenada.

Problema 4

Sea M,.,(R) el espacio vectorial de matrices de tamafio 2 x 2 sobre R,

determinar una base ordenada del espacio vectorial dado distinta de B =

{[g 8][8 g][(c) 8][8 2}cona,b,c,d € R.

El cuarto problema considera el espacio vectorial de matrices de tamafio 2 x 2
sobre R, es decir, M,,(R) y una base ordenada del espacio vectorial dado, se espera que
un individuo con una concepcion proceso de base ordenada sea capaz de determinar otra
base ordenada distinta a la dada para responder adecuadamente. Evidencia de esto seria
proporcionar un orden diferente en la base dada. Ademas, podria hacer explicito que el

conjunto B para que sea una base, se debe cumplir que a, b, c y d deben ser distintos del

cero.
Problema 5
1 2 3
Calcula el determinante de lamatrizA = |2 3 4| € M3 (R).
310
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El quinto problema considera calcular el determinante de una matriz de tamario 3 X
3. Se busca que un individuo con una estructura proceso sea capaz de calcular
determinantes de matrices cuadradas.

Problema 6

Dados los siguientes sistemas de ecuaciones con coeficientes reales encontrar su

conjunto de soluciones.

2) 5 +6y = -1
2x+4y = 3
x;+3x, = -1
b) 2x; +4x, = 2
3x1 + 6x2 = 4
x1 + 3x2 + 5x3 - -1
C) le + 4‘x2 + 2x3 = 2
le + 6x2 + 1OX3 - —2

El sexto problema considera tres sistemas de ecuaciones lineales. El primer sistema
de ecuaciones lineales tiene una Unica solucion, el segundo no tiene solucién y el tercero
tiene infinitas soluciones. Se considera que los estudiantes con una concepcidn proceso del
conjunto solucién de un sistema de ecuaciones (CSSE) podran calcular las soluciones
requeridas independientemente de cual sea el caso.

Problema 7

Sean A y B dos matrices ¢Qué significa que A y B sean matrices semejantes?

El séptimo problema se refiere a la definicion del concepto matriz semejante se les
pide a los estudiantes la definicion y se anticipa que el individuo pueda dar dicha definicién.

Problema 8

¢ Qué es la dimensién de un espacio vectorial?
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El problema ocho indaga sobre la definicion de la dimension de espacio vectorial,
se espera que los estudiantes sean capaces de dar la definicion en términos de su
experiencia.

Pregunta 9

a) ¢Que significa que un vector sea propio para un operador lineal 0?
b) ¢Qué significa que un vector sea propio para una matriz cuadrada A?

En la cuestion nueve se hacen dos preguntas. La primera pregunta es sobre la
definicion de vector propio para un operador lineal. La segunda pregunta es sobre la
definicion de vector propio para una matriz cuadrada. En este problema, se espera que el
estudiante de evidencia de lo que entiende o lo que considera que es un vector propio para
un operador lineal o para una matriz. Esta cuestion indaga sobre lo que entiende el
individuo respecto a dos representaciones del mismo objeto en un contexto diferente.

Pregunta 10

Considera el operador lineal 0: R? —» R? dado por (x,y) ~ (x,0). Decide cuales
de los vectores del siguiente conjunto C son vectores propios de O en caso de serlo, a qué
valor propio estan asociados:

C ={(2,0),(1,-1),(5,0),(4,1),(0,1),(0,-3),(0,0)}.

El problema 10 propone un operador lineal definido de R? sobre R? y se les da un
conjunto de vectores de R? y se le pide al estudiante que determine cuél de los elementos
del conjunto son vectores propios, se espera que con una concepcion accion de vector
propio el estudiante logre identificar a los vectores mediante la evaluacion de cada vector
del conjunto C en el operador lineal O.

Problema 11
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¢ Qué es un espacio propio?

El problema 11 indaga sobre un espacio propio, se espera que los estudiantes sean
capaces de dar la definicion en términos de su experiencia.

Problema 12

¢ Qué entiendes por un operador lineal diagonalizable?

El problema 12 es una pregunta abierta. Esta pregunta busca indagar sobre la idea
de los estudiantes acerca del operador lineal diagonalizable.

Problema 13

Define formalmente qué es un operador lineal diagonalizable.

En el problema 13 se solicitd al estudiante la definicién del concepto operador lineal
diagonalizable.

Problema 14

Define formalmente qué significa que una matriz A € M,,,(R) sea
diagonalizable.

En el problema 14 se pide al estudiante que defina lo que significa que una matriz
cuadrada A € M, (R) sea diagonalizable.

Problema 15

a) ¢Qué es la multiplicidad algebraica de una raiz de un polinomio?
b) ¢Qué es la multiplicidad geométrica de un valor propio?

En el problema 15 se establecen dos incisos. El inciso (a) se cuestiona acerca de la

multiplicidad algebraica de una raiz de un polinomio. El inciso (b) se indaga sobre la

multiplicidad geométrica de un valor propio. Se espera que los estudiantes proporcionen
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ideas respecto a estos conceptos o sobre la base de ellos su esquema de los operadores
lineales diagonalizables logre coherencia.

En segundo lugar, se presenta la descripcion de los problemas que corresponden a
la entrevista semiestructurada (Anexo 5). Son once problemas y se expone el analisis a
priori del primer problema, el segundo problema y asi sucesivamente.

Problema 16

Sea 0: C% — C? el operador lineal dado por O(x,y) = (x + y,x —y) ysean B, =
B, = {(1,0), (0,1)} bases ordenadas de C2. Encuentra la matriz de O, correspondiente a las
bases B; y B,.

El problema 16 considera un operador lineal 0 : €% — €2 definido en los nimeros
complejos, se da una base ordenada para C? y se le pide al estudiante determinar la matriz
[0]s,-p, cOrrespondiente a las bases B, y B,. En este caso se considera que las bases B; y
B, son iguales. Se considera que un estudiante con una concepcion proceso de la MATL
sea capaz de determinar dicha representacién del operador lineal dado. Ademas, se
evidenciara que la estructura proceso de la MATL es independientemente de la situacién
matematica y especifica.

Problema 17

Sean R[x]; = {ap + a;x + ayx*> +azx3: a; € Rparai =0,1,2,3}yR[x], =
{ap+ a;x + a,x?: a; € Rparai =0, 1,2} los espacios de polinomios de grado menor
igual a tres y dos, respectivamente. Considera D: R[x]; = R[x],, definido por, f(x)
f'(x) (cada polinomio lo transforma en su derivada). Determina la representacion matricial

de D, correspondiente a las bases ordenadas B, = {1,x,x2,x3}y B, = {1, x, x?}.
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En el problema 17, se consideran dos espacios vectoriales distintos y un operador
lineal bien definido entre ellos, se proporcionan bases ordenadas de cada espacio vectorial
y se les pide a los estudiantes que determinen la representacién matricial del operador lineal
dado. Este problema considera la transformacion lineal que transforma a un polinomio en
su derivada, se considera que un estudiante con una concepcion proceso de MATL es capaz
de determinar dicha transformacion. Ademas, mostraré evidencia que la coordinacion 1
forma parte de su esquema-OLD y se podria establecer en situaciones matematicas y
especificas.

Problema 18

Considera la aplicacion lineal f: R® — R3 tal que f(x,y,z) = (6x + 4z, x +
2y + z,—3x — z). Encuentra la representacion matricial [f]z respecto a la base candnica
ordenada B y la representacion matricial [f]g, respecto a la base ordenada B; =
{(1,0,—1),(0,1,0),(4,1,—3)} y responde las siguientes preguntas:

a) ¢Qué representacion matricial de f fue més complicada de calcular y por
quée?

b) ¢Que representacion matricial para f te parece mas conveniente y por qué?

c) ¢Existe otra base B, # B; tal que la representaciébn matricial para f
también sea diagonal? Justifica tu respuesta.

d) ¢Existe otra base B; tal que la representacion matricial de f en esa base, sea
diagonal y tenga valores distintos en la diagonal de la matriz [f ], ? Justifica
tu respuesta.

El problema 18 considera un operador lineal definido sobre f : R3 - R3 y se le

pide al estudiante determinar la representacion matricial con respecto a la base candnica B
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y la base B; la cual sus elementos son vectores propios. Posteriormente, se le pide que
respondan cuatro incisos de manera ordenada, es decir, primero el inciso (a),
posteriormente el inciso (b) y asi sucesivamente.

El inciso (a) del problema 18, tiene por objetivo indagar sobre cuél de la
representacion encontrada fue mas complicada de determinar y por qué, se espera que el
estudiante considere que es mas complicado calcular la representacion matricial del
operador lineal dado respecto a la base canonica B, dado que B; la conforman vectores
propios y al aplicarles f los envia a un maltiplo de él mismo.

El inciso (b) del problema 18 cuestiona sobre cudl de las dos representaciones
encontradas resulta ser mas conveniente, entendiendo por conveniente, de que para algun
objetivo sea apropiada utilizar dicha representacion matricial del operador lineal dado, y
se pide que el estudiante explique por qué. En este inciso (b), se busca que el estudiante
reflexione acerca de la representacion que tienen los operadores lineales respecto a una
base especifica y que no necesariamente la base canonica resulta ser la mas conveniente,
segun los argumentos que proporcionen se podria ayudar a establecer la coherencia de su
esquema-OLD.

El inciso (c) del problema 18, se cuestiona sobre la existencia de otra base B,
distinta a la base B; tal que la representacion matricial del operador lineal sea diagonal, es
decir, este inciso busca que el estudiante reflexione sobre la unicidad de la base construida
con vectores propios, se busca que el estudiante sea capaz de dar otra base. Con una
concepcidn proceso de base ordenada y coordinando con la concepcion proceso de vector

propio seré capaz de proporcionar una base distinta. En el caso de evocar al esquema-OLD,
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se espera que surjan los conceptos de espacio propio y que manifieste la coordinacién 3
para encontrar una base ordenada conformada por vectores propios.

El inciso (d) del problema 18, se cuestiona acerca de la existencia de una base Bs
tal que la representacion matricial del operador lineal f dado en esa base, sea diagonal y
tenga valores distintos en la diagonal principal del matriz [f]p,, este inciso busca que el
estudiante reflexione sobre la unicidad de los valores propios asociados a un vector propio,
es decir, que coordine los procesos de polinomio caracteristico y cero de un polinomio
como el proceso de valor propio, con este nuevo proceso el estudiante puede tener una
manera decidir sobre las soluciones del polinomio y saber que son Unicas salvo la
multiplicidad. En el caso de evocar al esquema-OLD se espera que surja la coordinacion
2, es decir, que se relacionen los conceptos: espacio vectorial, operador lineal, base
ordenada, matriz asociada a una transformacion lineal por medio del polinomio
caracteristico.

Problema 19

Encuentra una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que D = P~1AP,
a2 1
para la matriz A = [1 2] € M,,(R).

El problema 19 considera encontrar una matriz diagonal D y una matriz invertible
P tal que se satisfaga la relacion D = P~1AP para una matriz A cuadrada de dos por dos
cuyos valores propios son diferentes, el problema busca evidenciar la coordinacién 5 y
como el esquema-OLD logra coherencia, es decir, el estudiante es capaz de establecer
relaciones y lograria determinar dichas matrices.

Problema 20

1 2] ¢A es diagonalizable?

Dada la matriz A = [0 1
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El problema 20, se da una matriz cuadrada de dos por dos y se cuestiona sobre si
es diagonalizable, se espera que un estudiante con un desarrollo de nivel trans-OLD sea
capaz de determinar las relaciones de polinomio caracteristico asociado a la matriz y el
andlisis de sus raices para determinar si es diagonalizable o no, es decir, busca evidenciar
la coordinacion 5y como el esquema-OLD logra coherencia por medio de la comparacion

de la multiplicidad algebraica y geométrica.

Problema 21
(1 0 O
DadalamatrizB=|[0 1 0 | € Msy3(R), calcular B,
1 1 -1
a_[2 1 100
Dada la matriz A = 1 2] € M,y,(R), calcular A*°°.

El problema 21 considera una matriz B de tres por tres con coeficientes en los
ndmeros reales y pide calcular B1°°. Ademas, considera una matriz A de dos por dos con
coeficientes en los nimeros reales y pide calcular A1°°,

El objetivo es que los estudiantes evoquen al esquema-OLD y ver si muestran
evidencia de la tematizacion del esquema-OLD, es decir, usen la coherencia de su
esquema-OLD e infieran que la matriz dada es diagonalizable y le apliquen la accion de
diagonalizar la matriz para poder usar esta representacion matricial mas sencilla y asi dar
solucion al problema planteado.

Problema 22.

Decide si el operador T:R? — R? definido por T(x;, x;) = 24x; + 20x,,
—30x; — 26x;). Es diagonalizable el operador lineal dado. Justifica tu respuesta.

Problema 23.
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Sea T:R3 - R3 definido porT(xy, x x3) = (2% — X, — X3,%; — X3,
—x; + x, + 2x3). Es diagonalizable el operador lineal dado. Justifica tu respuesta.

Los problemas 22 y 23 consideraron operadores lineales definidos en espacios
euclidianos. En ambos problemas, se le pide al estudiante que determine si el operador
lineal dado es diagonalizable. Se busca evidenciar a los estudiantes que evoquen al
esquema-OLD. Se consideran espacios euclidianos para determinar si esta en un nivel
inter-OLD o trans-OLD dependiendo de las relaciones que establezca con los conceptos
involucrados: espacio propio-conjunto generador; espacio propio-multiplicidad algebraica
o por medio de la dimension: operador lineal-base ordenada por medio de la MATL., etc.

Problema 24

cosf —sendb

Considera la siguiente matriz R(8) = [sene cos @

] € M,,,(R) ¢Para qué

valores de 8, R(0) es diagonalizable?

En el problema 24, se pide determinar para qué valores una matriz de rotacion es
diagonalizable en el espacio vectorial R?. La expectativa es que los estudiantes evoquen
a su esquema-OLD y manifiesten las relaciones: coordinacién 2, Coordinacion 3.

Problema 25

Da una matriz no diagonal de 2 x 2 cuyos valores propios sean 2 'y —3 Yy Cuyos
. . -11.,11
vectores propios asociados sean [ 5 ] y [2]

El problema 25, solicita al estudiante una matriz no diagonal con valores y vectores
propios especificos, una posibilidad es que €l pueda construir una matriz diagonalizable y

establecer relaciones al evocar su esquema-OLD. Por ejemplo, establecer la relacion entre

la matriz buscada y la matriz diagonal D = [2

0 _03] es decir, se busca que aparezca la
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relacion D = P7'AP y el estudiante con un desarrollo trans-OLD serd capaz de
determinar las matrices D y P a partir de las relaciones entre esos conceptos.

Problema 26

Sea A no singular y A diagonalizable ¢A~1, es diagonalizable?

Problema 26 considera una matriz A invertible y diagonalizable. Se cuestiona al
estudiante si A~ es diagonalizable. Se espera que el estudiante evoque al esquema-OLD
en un nivel de desarrollo trans-OLD, evidencia es que el estudiante utiliza la propiedad
siguiente: una matriz invertible no tienen al 0 como valor propio.

En estos problemas (16 al 26) se busca que los participantes nos den informacion
acerca de las relaciones que establecen entre los conceptos involucrados en los operadores
lineales diagonalizables cuando proporcionan una solucion a los problemas planeados.
3.3.6 Recoleccion de datos

En la recoleccion de los datos, en primer lugar se aplicé un cuestionario en dos
sesiones de una hora cada una. En la sesion 1, se respondid (del problema 1 al 7) en un
tiempo de hora y media. En la sesion 2, se respondi6 (del problema 7 al 15) en un tiempo
de hora. La aplicacion de la prueba se realizé en dias diferentes.

Posteriormente, se aplico la entrevista a cinco estudiantes quienes mostraron tener
los conocimientos bésicos de Algebra Lineal los cuales son requeridos para decidir si un
operador lineal es diagonalizable, dos de ellos eran del caso 1 y tres del caso 2. La entrevista
se hizo de manera individual en dos sesiones, las citaremos sesion 3 y sesion 4
respectivamente. La entrevista se respondio en un tiempo de 3 horas por cada estudiante.
La sesion 3, tuvo una duracion de una hora y veinte minutos (se respondi6 del problema

16 al 18). La sesion 4, dur6 un tiempo de hora y cuarenta minutos (se respondié del
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problema 19 al 26). La aplicacion de la entrevista se realiz6 en dias diferentes. Cada sesion
fue grabada en video y transcrita. El instrumento de investigacion lo respondieron de

manera individual en un ambiente de papel y l&piz.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE DATOS

Este capitulo se encuentra estructurado en tres secciones. En la primera seccion, se
exponen las consideraciones para el analisis de datos. En la segunda seccion, se presenta
el andlisis a posteriori del instrumento de investigacion que corresponde al cuestionario.
En la tercera seccion, se muestra el analisis a posteriori del instrumento de investigacion
que corresponde a la entrevista.

4.1  Consideraciones para el anélisis de datos

El analisis de los datos se hizo en dos momentos. EI primer momento, consistio en
analizar las respuestas del cuestionario sobre los conocimientos basicos asociados a los
operadores lineales diagonalizables. Posteriormente, se hacen inferencias a partir de las
respuestas de los participantes. Para hacer las inferencias, se revisaron las respuestas de
los estudiantes centrando la atencion en la definicion del concepto y cémo lo utilizaban
para responder los problemas, en concreto, su respuesta se interpreta a través de la lente de
la teoria APOE.

En un segundo momento, se realizd la transcripcion textual de la entrevista.
Posteriormente, en la transcripcion seleccionamos fragmentos de entrevista bajo 3
aspectos: 1) contienen las construcciones que fueron consideradas en el analisis a priori del
instrumento de investigacion; 2) incluyen las construcciones logradas por los mecanismos
mentales que establecian y no fueron consideradas en el analisis a priori pero emergieron
en las respuestas de los estudiantes al instrumento de investigacion; 3) implicaran las
relaciones entre los conceptos matematicos que establecieron los estudiantes en la situacion
de decidir si el operador lineal era diagonalizable. Dichas relaciones se identificaron a

partir de la construccion lograda por medio de algun tipo de abstraccion reflexiva.
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Posteriormente, cada uno de los fragmentos elegidos se interpreté desde la perspectiva de
la teoria APOE.

En ambos momentos del andlisis, las respuestas por parte de los estudiantes se
interpretaron desde la perspectiva de la teoria APOE con la ayuda de la caracterizacion de
los conceptos expuesta en el Anexo 3.

4.2 Analisis a posteriori del instrumento de investigacion: cuestionario

La simbologia utilizada en algunos casos para ayudar con el anélisis fue la
siguiente: se denota a los estudiantes del caso 1 por E1, E2 y a los estudiantes del caso 2
por E3, E4 y E5. Al entrevistador se denota por E. Se utiliza la simbologia definida con
antelacion, por ejemplo: EV-espacio vectorial;, MATL-matriz asociada a una
transformacion lineal, etc.

Para la presentacion del analisis a posteriori del cuestionario. Para comenzar, se
presenta el analisis respecto a la definicion de los conceptos seleccionados (ver seccion
3.3.4). Posteriormente, se presenta la estructura encontrada de los conceptos seleccionados.
4.2.1 Analisis de las definiciones

El objetivo principal es exponer la definicion de los conceptos: espacio vectorial,
base ordenada de un espacio vectorial de dimension finita, matriz semejante y dimension
finita, vector propio, espacio propio, multiplicidad algebraica y geométrica, operador
lineal diagonalizable y matriz diagonalizable, que tienen los participantes de la
investigacion y sustentar porqué los E1, E2, E3, E4 y E5 fueron seleccionados para la
entrevista.

En relacion al concepto espacio vectorial los E1, E2, E3, E4 y E5 son capaces de

dar algunos axiomas que se deben satisfacer para que un conjunto no vacio junto con una

66



Analisis de datos

operacion que se llama suma (+) y una aplicacion (operacion externa) sea un espacio

vectorial. Se muestra como ejemplo de evidencia la respuesta de E1 y E4, Figura 5 y Figura

6 respectivamente.
Figura 5
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El estudiante E2 define lo que es un espacio vectorial, Figura 6.

Figura 6

Respuesta al Problema 1. E2
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Por otro lado, con respecto a la base ordenada los estudiantes E1, E2, E3, E4 y E5
fueron capaces de dar la definicion de base de un espacio vectorial pero en algunos casos
omiten el orden en la base al dar su definicion de este concepto. Se muestra como ejemplo

de evidencia la respuesta de E2 y E4, Figura 7 y Figura 8 respectivamente.
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Figura 7
Respuesta al Problema 3. E2
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Figura 8

Respuesta al Problema 3. E4
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Ademas, en lo que se refiere a la matriz semejante, E1 fue capaz de definir el
concepto. Los estudiantes E2, E4 y E5 respondieron de manera analoga a E1 (ver Figura
9). Por otro lado, E3 record6 y expuso la definicion de matrices equivalentes por filas (ver
Figura 10).

Figura 9

Respuesta de Semejanza de Matrices. E1
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Figura 10

Respuesta de Semejanza de Matrices. E3
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Los E1, E2, E3, E4 y E5 fueron capaces de responder en términos de sus
conocimientos en relacion del concepto dimension finita de un espacio vectorial, los cuales
convergen al cardinal (nimero de elementos) de una base del espacio vectorial dado. Se
muestra como ejemplo la respuesta de E2 y E5 en la Figura 11 y Figura 12 respectivamente.
Figura 11

Respuesta de Dimension Finita. E2

Figura 12

Respuesta de Dimension Finita. E5
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En referencia al vector propio de un operador lineal y vector propio de una matriz,
en las ecuaciones O(x) = Ax y Ax = Ax, E1 no escribié que se buscan los vectores
distintos del vector cero para ambos casos. E2 solo es capaz de definir los vectores propios
para el caso de matrices. E3 manifiesta que los valores que deben ser distintos de cero son
los escalares, pero reconoce a los vectores propios como aquellos que al evaluar en el
operador lineal van a un multiplo del vector. E4 responde adecuadamente para ambos

casos. E5 no escribio que se buscan los vectores distintos del vector cero para ambos casos.
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Se muestra como ejemplo de evidencia la respuesta de E1 (Figura 13 y 14) y E3 (Figura
15y 16).
Figura 13

Respuesta de Vector Propio de un Operador Lineal. E1
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Figura 14

Respuesta de Vector Propio de una Matriz. E1
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Respuesta de Vector Propio de un Operador Lineal. E3
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Figura 16
Respuesta de Vector Propio de una Matriz. E3
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En relacion al espacio propio, E1 definio al espacio propio como el espacio
generado por un vector propio de un operador lineal que esta asociado a algtn valor propio
(Figura 17). E2 considerd al espacio propio como aquel que es generado por los vectores
propios (Figura 18). E3 considerdé como un espacio propio al generado por los vectores

asociados a cierto valor propio de la transformacion (Figura 19). E4 mencioné no recordar
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lo que es un espacio propio (Figura 20). E5 considero al espacio propio como un espacio
vectorial que es generado por los vectores propios asociados a un mismo valor propio
(Figura 21). Asi al espacio propio E1, E2, E3 y E5 fueron capaces de definirlo en términos
de su experiencia. E4 escribié que no recuerda el concepto.

Figura 17

Respuesta de Espacio Propio. E1
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Figura 18

Respuesta de Espacio Propio. E2
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Figura 19

Respuesta de Espacio Propio. E3
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Figura 20

Respuesta de Espacio Propio. E4
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Figura 21

Respuesta de Espacio Propio. E5
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En referencia a la multiplicidad algebraica de una raiz de un polinomio, E1 la
definié como el exponente de la raiz que divide un polinomio dado. E2 responde de manera
formal dando evidencia de conocer dicha definicion. E5 la definié como la cantidad de
veces que aparece la raiz en la descomposicion del polinomio (quiza se refirié al polinomio
caracteristico asociado al operador lineal) en factores irreducibles. Los E1, E2 y E5
respondieron a lo que es la multiplicidad algebraica. E3 y E4 no respondieron esta cuestion.
Se muestran las respuestas de E1, E2 y E5 en la Figura 22, Figura 23 y Figura 24
respectivamente.

Figura 22

Respuesta de la Multiplicidad Algebraica. E1
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Figura 23

Respuesta de la Multiplicidad Algebraica. E2
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Figura 24

Respuesta de la Multiplicidad Algebraica. E5
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En el caso de la multiplicidad geométrica, E1 escribié que es aquella donde un valor
propio ¢ de algun operador lineal T, estd asociado a alguna matriz A respecto a una base
de V, “se dice que la dimension algebraica de ¢ es la cardinalidad de alguna base B de
ker(A — cI), es decir, | B| = dimension algebraica de ¢” (ver Figura 25). E5 menciono que
es la dimension del subespacio propio asociado al valor propio (ver Figura 26). Los E2, E3
y E4 no respondieron, ademas mencionaron no haber tratado el concepto, se muestra como
evidencia la respuesta de E4 (Figura 27).

Figura 25

Respuesta de la Multiplicidad Geométrica. E1
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Figura 26

Respuesta de la Multiplicidad Geométrica. E5
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Figura 27

Respuesta de la Multiplicidad Geométrica. E4

618 SNy b recverely

En relacion con definir un operador lineal diagonalizable E2 no responde. Por otro
lado, los E1, E3, E4 y E5 intentaron dar la definicion por medio de la representacion
matricial del operador lineal respecto a una base que proporcionar la definicion de un
operador lineal diagonalizable en su representacion funcional, es decir, tuvieron la
tendencia a responder la definicion de Friedberg et al. (1982); Poole (2011) que dar la
definicion de Hoffman y Kunze (1973), se sugiere ver las definiciones en el Anexo 1. Se
muestra como evidencia la respuesta de E1 y E4 en la Figura 28 y Figura 29
respectivamente.

Figura 28

Respuesta del Operador Lineal Diagonalizable. E1
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Figura 29

Respuesta del Operador Lineal Diagonalizable. E4
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En lo concerniente a la matriz diagonalizable E1, E4 y E5 son capaces de
proporcionar la definicion de Nicholson (2018) de matriz diagonalizable, se muestra como
ejemplo de evidencia las respuestas de E4 y E5 en la Figura 30 y Figura 31
respectivamente. E2 no responde la pregunta. E3 consider6 que las matrices
diagonalizables a partir de operaciones elementales se pueden llevar a una matriz diagonal.

Figura 30

Respuesta de Matriz Diagonzalible. E4
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Figura 31

Respuesta de Matriz Diagonzalible. E5

s i dgplanhs T i
5 Uhe mal"
4iz ifawa-
En consecuencia, con la evidencia recolectada se concluye que los E1, E2, E3, E4

y E5 son capaces de dar las definiciones o tener una idea cercana a los conceptos: espacio

vectorial, base ordenada de un espacio vectorial de dimensién finita, matriz semejante,
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dimension finita, vector propio, espacio propio, multiplicidad algebraica y geométrica,
operador lineal diagonalizable y matriz diagonalizable.

Por otro lado, resaltan tres aspectos: 1) sobre la definicion de multiplicidad
algebraica de una raiz de un polinomio, los estudiantes respondieron con ideas cercanas al
concepto; 2) sobre la multiplicidad geométrica de un valor propio, los estudiantes
respondieron no recordar la definicion del concepto (E2, E3, E4). S6lo E1 y E5 fueron
capaces responder a esta pregunta; 3) los participantes, mostraron la tendencia a considerar
un operador lineal diagonalizable como aquel que su representacion matricial es semejante
a una matriz diagonal.

4.2.2 Estructuras encontradas en el cuestionario

Se presenta la estructura que muestran los estudiantes de los conceptos: espacio
vectorial, base ordenada, determinante y conjunto solucion de un sistema de ecuaciones
lineales con base en la descripcién de las descomposiciones genéticas expuestas en el
Anexo 3.

Los estudiantes E1, E2, E3, E4 y E5 muestran evidencia de evocar a su esquema-
EV en un nivel trans-EV al trabajar con los diferentes espacios vectoriales propuestos,
basando su coherencia en los axiomas que debe satisfacer un espacio vectorial. Se muestra
como ejemplo la respuesta de E2 y E3 al inciso (b), del problema 2, Figura 32 y Figura
33 respectivamente.

Figura 32

Evidencia del Esquema del Espacio Vectorial. E2
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Figura 33

Evidencia del Esquema del Espacio Vectorial. E3
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En cuanto al concepto de base ordenada, los E1, E3,

estructura proceso, dado que, son capaces de dar un orden diferente en la base y siguen

considerando como base al conjunto dado. Por otro lado, E2

dando evidencia de una concepcién proceso de base. Se muestra como ejemplo lo que

expusieron E2 y E4, Figura 34 y Figura 35 respectivamente.

Figura 34

Estructura Proceso de Base Ordenada. E2
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Figura 35

Estructura Proceso de Base Ordenada. E4
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En relacién al conjunto de solucion de un sistema de ecuaciones lineales (CSSE),
derivado de las respuestas de los participantes E1, E2, E3, E3 y E5 podemos concluir que
tienen una concepcién proceso, es decir, cuando sea necesario podrian determinar el
conjunto solucién para algin sistema de ecuaciones lineales ya sea que tenga solucion
Unica, infinitas soluciones o no tenga solucion, segun sea el caso. Se muestra como
ejemplo de evidencia la respuesta de E4 en la Figura 36, 37 y 38.

Figura 36

Respuesta al Problema 6, Inciso a. E4
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Figura 37

Respuesta al Problema 6, Inciso b. E4
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Respuesta al Problema 6, Inciso c. E4
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En relacion con la matriz asociada a una transformacion lineal los E1, E2, E3, E4
y E5 evidenciaron al menos una estructura proceso y no tuvieron dificultad en calcular la
representacion matricial de las transformaciones lineales en los problemas 16, 17 y 18. Se
expone como ejemplo la respuesta al problema 18 de E2 y E5 en la Figura 39 y Figura 40
respectivamente.

Figura 39

Estructura Proceso de la MATL. E2
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Figura 40

Estructura Proceso de la MATL. E5
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En referencia al vector propio E4 y E5 evidenciaron una estructura accion de
vector propio al resolver el problema 10, se muestra como ejemplo lo que expusieron E4
y E5, Figura 41 y Figura 42 respectivamente. Ademas, los estudiantes E4 y E5 durante la
entrevista mostraron una estructura mas que accién de los conceptos valor y vector
propio, en la seccion siguiente se muestran ejemplos. Por otro lado, los estudiantes E1,
E2 y E3 mostraron las coordinaciones 1, 2 y 3 en su respuesta al problema 10, se muestra

un ejemplo de evidencia en la seccion posterior.

Figura 41

Respuesta al Problema 10. E4
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Figura 42

Respuesta al Problema 10. E5
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En lo que concierne a las estructuras de los conceptos: espacio vectorial, base
ordenada, determinante y conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales con base
en la evidencia recolectada se infiere que los participantes E1, E2, E3, E4 y E5 mostraron
una estructura proceso o accién como minima de estos conceptos.

4.3  Analisis a posteriori del instrumento de investigacion: entrevista

En el analisis a priori se considerd que un individuo con una estructura proceso de
la MATL, en los problemas 16 y 17 podria determinar dicha representacion matricial. Los
cinco estudiantes consiguieron trabajar con los espacios vectoriales distintos. Ademas,
lograron coordinar los procesos EV, OL, BO en el proceso de MATL, es decir, la
coordinacion 1. Para lograr esta coordinacion, los estudiantes trabajaron en los espacios
vectoriales de dimension finita propuestos, esto fue posible por su estructura trans-EV.
Ademas, con su estructura proceso de operador lineal lograron evaluar cada vector de la
base de salida en el operador lineal dado. Posteriormente, con su estructura proceso de base
ordenada determinaron las imagenes resultantes como combinacién lineal de los vectores
de la base de llegada. Después, se quedaron con la informacién de los escalares de la
combinacion lineal y los establecieron como columnas de la matriz asociada al operador
lineal, es decir [0]p. Esto lo hicieron para los casos cuando se les pide construir la MATL
cuando la base del dominio y del contradominio es la misma y cuando son distintas. Se

muestra como ejemplo lo que hizo E1 en el problema 17 (ver la Figura 43).
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Figura 43
Estructura Proceso de la MATL. E1
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lo transforma en su derivada). Determina la representacion matricial de D, correspondiente
a las bases ordenadas By = {1,z,2%,2°} y B = {1,2,2%}.
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En lo que respecta al problema 18 los E1, E2, E3, E4 y E5 lograron calcular la

matriz asociada a la transformacion lineal para cada base especifica. Los cinco estudiantes

tienen al menos una estructura proceso del concepto MATL de acuerdo con la

caracterizacion realizada por Montelongo (2016), Anexo 3. Se expone como evidencia la

respuesta de E3 y E4 en la Figura 44 y Figura 45 respectivamente.

Figura 44

Estructura Proceso de la MATL. E3
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Figura 45

Estructura Proceso de la MATL. E4
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En el inciso (a) del problema 18 los participantes E1, E2, E3, E4 y E5 coinciden en
que la matriz mas complicada de calcular fue [f]p,, a pesar de que la base B, es una base
donde todos sus elementos son vectores propios de f. La justificacion y preferencia que le
dan a la base candnica en el caso de montar una MATL converge en hacer menos calculos
puesto que no deben encontrar las coordenadas de las imagenes de los vectores de la base
de salida. Se resalta el hecho que los estudiantes no interiorizan al momento de calcular las
iméagenes de los vectores de la base B; que son vectores propios, es decir, que son diferentes
de cero y satisfacen la igualdad f(v;) = Av; con v; € B;. Se muestra como ejemplo de
evidencia el fragmento de la entrevista realizada a E2 y E3 en la Tabla 2 y Tabla 3
respectivamente.

Tabla 2

Fragmento de Entrevista. Problema 18, Inciso a. E2

Dialogo Representacion
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Estudio de los operadores lineales diagonalizables con base en la teoria APOE

E2: jAh!, bueno, aca... la representacion
matricial de f mas complicada fue la
correspondiente a B; ¢Por que? Porque
no era la base canonica y al no ser la
base candnica, tuvimos que realizar
este procedimiento [sefiald, Figura 46]
de escribir los vectores de la imagen
que tuve como combinacion lineal de

los elementos de esa base.

(13

Figura 46

Respuesta al Problema 18, Inciso a. E2
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a) La representacion matricial de f que
fue méas complicada de calcular fue la de
[f1g,. pues al no ser B la base canonica
de R3, fue necesario saber las incognitas
de f en dicha base, como combinacion

lineal de los elementos de la base B,”

Tabla 3

Fragmento de Entrevista. Problema 18, inciso a. E3

Dialogo

Representacion

E3: Escribid, Figura 47.

E3: Entonces, la que fue mas complicada de
calcular fue esta [sefalo, [f]p,].

E: ¢Por qué?

E3: Porque aqui si tuve que encontrar, los
valores de los escalares para encontrar la
combinacion lineal de los vectores y aqui
no, no como tal, porque, porque por

ejemplo este [sefialo (6, 1, 3)], este vector,

Figura 47

Respuesta al Problema 18, Inciso a. E3

\
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Analisis de datos

como se ve como combinacion lineal de la
base canonica [sefiald, B = {(1, 0,
0),(0,1,0),(0,0,1)].

E3: Como nada més tengo una entrada, para
el primer vector, cumple que la primera
entrada es distinta de cero y para los que
siguen son ceros, entonces nada mas
depende del primer vector.

E: Yay la segunda entrada...

E3: Es una vez este vector [sefiald (0,1, 0)].

E: Ok.

E3: Asi con los demas.

E: ¢Por qué fue mas complicada?

E3: Esta [sefialo, [f]g,].

E3: Porque, no lo puedo poner directamente
como combinacion lineal de un solo
vector, tengo que ver como es la
combinacién lineal.

E: A ver si le entendi, me estés diciendo que
esta es mas complicada de calcular porque
aqui, tuviste que encontrar...

E3: El valor de los escalares.

E: Y en aquella no los tuviste que encontrar,
bueno si pero, como es la base canonica.

E3: Es la base trivial.

E: Ok.

E3: Las coordenadas de cualquier vector en
la base canonica es el mismo vector.

E: ¢Supongo que te refieres a las entradas,

no?

E3 reconoce a las columnas de [f]p
como coordenadas de un vector

respecto a una base.
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E3: A los valores a, 5,y porque, esto no es
poner el vector imagen, es poner las
coordenadas del vector imagen en la base
B;.

E: jAh!

E3: Este no es la imagen del vector, es las
coordenadas de este vector [sefialo la
primera columna de la matriz [f]z] en la
base.

E: Listo.

E3: Es que T de cualquier base se construye
con las coordenadas del vector de los

vectores B en la base B prima.

En el inciso (b) del problema 18, los estudiantes E1, E2 y E4 coinciden en que fue
mas conveniente la representacion matricial de [f]p, porque seria mas facil saber como
actua el operador lineal dado. En la Tabla 4 se exhibe como ejemplo de evidencia el
fragmento de entrevista realizada a E2.

Tabla 4

Fragmento de Entrevista. Problema 18, Inciso b. E2

Diélogo Representaciones

E2: Bueno, ya viendo en el mundo de las
matrices al efectuar el producto de esta
matriz con cualquier vector de R3, el
producto con esta matriz va a ser mas
facil, porque, pues tiene mas entradas

cero [sefiald, Figura 48].

(..)
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Analisis de datos

E2: .Y qué? ;Y qué? ;Cuando aqui
preguntan qué es mas conveniente?

E: Eso depende de ti, por qué para ti es
mas conveniente. Que te sea Util para
algo.

E2: Porque viéndolo con la variante de
que para llegar a esta matriz fue méas
sencillo [sefald, Figura 48].

E2: Porque, puesto que estaba en la base
canonica, tanto como en el dominio
como el conjunto de llegada, por esa
parte, fue méas conveniente. Pero
viéndolo [silencio].

E: Voy a tratar de recapitular tus ideas
¢Por la forma de calcular y llegar a la
representacion matricial de ese
operador lineal, dices que seria la
primera representacion y ya cuando se
utiliza para los célculos seria la
segunda representacion? ;Algo asi?

E2: Silencio. Seguro que al encontrarla
esta es la mas conveniente porque fue
la que menos célculos implicé [sefalo,
Figura 49].

E: Ok.

E2: Sin embargo, si ya te la dieron, esta
resulto, mas conveniente, la de esta

base [sefialo, Figura 48].

Figura 48

Respuesta al Problema 18, Inciso b, Parte

1. E3
2:{:\ 2 O ©
B - o 2 O
O o0 9
Figura 49

Respuesta al Problema 18, Inciso b, Parte

2.E3
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E3 menciond que la representacion [f]z; es mas conveniente porque las
representaciones del operador lineal [f]p, y [f]p trabajan con coordenadas de vectores y
al usar la representacion [f ]z no tendria que calcular las coordenadas del vector dado en la
base B. En la Tabla 5 se muestra lo que expuso E3.

Tabla 5

Fragmento de Entrevista. Problema 18, Inciso b. E3

Dialogo Representacion

E: Ya te estoy entendiendo, dices que la  Figura 50
mas conveniente es [ ] porque te Respuesta al Problema 18, Inciso b, Parte
ahorras cuentas, por ejemplo este

calculo. 3. B3
E3: Este y el otro [hace referencia a
calcular [a]g ] como considero la
misma base, aqui porque ya tenia el ,
valor de las coordenadas de la imagen,
pero si no las hubiera tenido, tendria
que hacer calculos cuentas.
E: Ok, esas representaciones que
encuentras, tienen inversa, si Nos
pidieran encontrar ahora la inversa de
esa transformacion lineal, si es que
existe, es decir, encontrar una
transformacion lineal que al
componerlas me de la identidad, cual
de las dos representaciones utilizarias o
cual crees qué seria mas conveniente.
E3: Ya ve, depende para qué la vayas

aplicar.
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En relacién al inciso (b) del problema 18, E5 considerd que es mas conveniente
[f15,, dado que, es la representacion con mas ceros y posteriormente escribié que la
representacion [f]p, es una matriz diagonal e inmediatamente se identifica el rango, Tabla
6.
Tabla 6

Fragmento de Entrevista. Problema 18, Inciso b. E5

Dialogo Representacion

E5: ¢ Qué representacion matricial de f te
parece mas conveniente y por qué? Figura 51

E: Conveniente en el sentido que te es ]
Respuesta al Problema 18, Inciso b. E5

atil para algo.
E5: Bueno la segunda es mas facil porque ‘ : ,
tiene més ceros &) p Bgpaly Sy 128 SHT Jy g WU iy,
. Vi ! ‘ J { f
E: Lo anotamos. X polyih K iy (e 0id @pi% €.

E5: Por ejemplo, se observa el rango

inmediatamente [escribid, Figura 51].

En cuanto al inciso (c) del problema 18, los E1, E2, E3, E4 y E5 coinciden en que
pueden determinar una base B, # B; tal que la representacion matricial del operador lineal
f es decir [f]p,, sea diagonal. Por ejemplo, E1 y E5 coordinan los procesos de base
ordenada y vector propio en el proceso base especifica. Posteriormente, coordinan los
procesos espacio vectorial, base especifica y operador lineal en el proceso MATL y logran
responder al inciso. En la Tabla 7 se muestra como ejemplo de evidencia lo que expuso E5.
Tabla 7

Fragmento de Entrevista. Problema 18, Inciso c. E5
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Dialogo

Representacion

E: ¢Qué pide el inciso c?

E5: Que si existe otra base distinta de B,, una B,
tal que la representacion para f sea diagonal.
Justifica tu respuesta. Si, por ejemplo si
intercambio el tercero con el dos [se refirié a los
vectores de la base B;]. Los numeritos de en
medio siempre van a ser los mismos [se refirié a
los valores de la diagonal de [f],].

E: ¢Si? ¢Por ejemplo esa base que estas dando es
distinta a la base B,?

E5: jAjal

E: ¢Por qué?

ES5: Porque el orden influye, esta es diferente de
aquella. Al representar esa matriz en esa, no me
va a dar la misma [E5 consider6 el orden en la
base].

E: ¢Entonces las bases son distintas? ;Por qué?

E5: Porque el orden importa. Si cambio el orden
cambia.

[...]

E: Me podrias escribir como queda la
representacion matricial del operador lineal en
esa base.

E5: Supongo que va a quedar asi [escribid, Figura
52].

Figura 52

Respuesta al Problema 18, Inciso c.

1
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Por otro lado, para el inciso (c) del problema 18, los E2, E3, E4 lograron construir

una base B, # B; considerando multiplos de los vectores de la base propia dada. En la

Tabla 8 se muestra como ejemplo de evidencia lo que expuso E2.
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Tabla 8

Fragmento de Entrevista. Problema 18, Inciso c. E2

Dialogo

Representacion

E2: Si, pero siguen siendo proporcionales a

aquellos. Estos son distintos pero tienen
los mismos autovalores.

E: ;Como?

E2: Es que por ejemplo, aqui el autovalor
seriael 2 y el 3 (sefialo, Figura 53).

[...]
E: /Si?

E2: Cualquier otra base, que uno construya

proporcional a esta que nos dieron
originalmente, va a tener la misma

representacion matricial diagonal.

Figura 53

Respuesta al Problema 18, Inciso c. E2

En relacién con el inciso (d) del problema 18, los participantes E1, E2, E3 y E5

lograron por medio de la coordinacion 2 establecer que no se puede construir dicha base

con las caracteristicas requeridas, es decir, coordinan los procesos de operador lineal,

matriz asociada a una transformacion lineal, determinante en el proceso polinomio

caracteristico. En la Tabla 9 se exhibe como ejemplo de evidencia lo que realizé E3.

Tabla 9

Fragmento de Entrevista a E3: Evidencia de la Coordinacion 2
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Dialogo

Representaciones

E: Ok.

E: Si yo te dijera como encontraria esa
c en esa igualdad ¢ Se pueden
encontrar esas c? [Sefialo, Figura
54]

E3: Si, se saca el determinante
det(xI — A). Asi se sacan los ¢
[escribio (x — 2)?(x — 3), Figura
54. E3 explicd como se obtienen los
valores propios]

[...]

E3: jAja!, se sacan las raices. ..

E: Entonces si se puede...

E: En la “d” qué nos pide... Ah
encontrar una base distinta a la que
nos dan de tal forma que se
encuentre una representacion
matricial con valores distintos a la
que nos dio ¢Eso es posible?

E3: No.

E: ¢Por qué ahora no?

E3: Porque las raices del polinomio
deben de coincidir.

E: ¢Las raices del polinomio deben de
coincidir?

E3: Los ¢ son las raices de este
polinomio [sefiald (x — 2)2(x —
31

[...]

Figura 54
Respuesta al Problema 18, Inciso d, Parte

1. E3
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Dialogo Representaciones

E: ¢Los ¢ son qué? No es cualquier Figura 55

. AN cnnd .
numero. ¢Que son Respuesta al Problema 18, Inciso d, Parte

E3: Las raices del polinomio que

obtuve con este. Tendriamos mas 2. B3

raices ahi... es que si tenemos &) v vy= m LR

escalares distintos también ey, j}iil — f\

tendriamos subespacios a esos Vdor wots e OO 1 ™ “,‘,V‘

escalares distintos y la dimension TEadzeTey  Tlewsewae ;

serfa mas grande que la de R3. B i ,)( Tho=wy [\
g ©d UAJZ -2 :t

E: Ok, entonces por eso no se podria.
E3: Me quedo con eso [sefiald, Figura
55].

Por su parte, E4 en el inciso (d) del problema 18 mencion6 que no puede dar otra
base B, # B; tal que la representacion matricial del operador lineal dado en esa base, sea
diagonal y los valores sean distintos en la diagonal a la matriz [f]p, . E4 con su estructura
proceso de base ordenada considerd que la Unica posibilidad de que la representacion
matricial del operador dado sea diagonal es considerar otro orden en la base B,, dado que,
E4 afirma que solo se podria obtener la representacion matricial [f]p, con miltiplos de la
base B; o dando otro orden en la base, se muestra evidencia en la Tabla 10.

Tabla 10

Fragmento de Entrevista. Problema 18, Inciso d. E4
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Dialogo

Representaciones

E4: Es que para cada base va a existir una
matriz asociada diferente.

E: Ok. Pero segun lo que escribiste
anteriormente es que, si se toman
multiplos de esa base, la representacion
matricial asociada a esa base va a ser...

E4: Igual, si cogemos la mismay le
cambiamos la posicion a los vectores,
el orden a los vectores de la base y ya
seria otra matriz ordenada [se refirié a
otra base ordenada] y me daria lo
mismo.

E: ¢ Te da esa? [Sefiald, Figura 56]

E4: Me debe dar esa... {No?

E4: Escribid, Figura 56.

Figura 56
Respuesta al Problema 18, Inciso d, Parte

1.E4

[Fl1y7 [g b 2,]

Figura 57
Respuesta al Problema 18, Inciso d, Parte

2.E4

d) M.

En cuanto al problema 19, el E2 evocd a su esquema-OLD y no tiene problema para

determinar los valores propios mediante la coordinacion 2. Para lograr esta coordinacion

el estudiante necesito trabajar con la matriz de tamafio 2 x 2, es decir, A € M,,,(R), luego

con su estructura proceso de determinante logré calcular el det(A — AI') con el objetivo de

construir el polinomio caracteristico f,(4) asociado a A. Después, E2 menciond que en la

diagonal de la matriz D se ponen los valores propios que encontr. A continuacion, E2

considerd construir la matriz P como la matriz de cambio de base, a pesar que el problema

no expone quienes son las bases ni el espacio vectorial dado, Tabla 11.

Tabla 11

Fragmento de Entrevista a E2: Evidencia de la Coordinacion 2
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Dialogo

Representacion

E: ¢Se entiende lo que pide el primer
problema?

E2: Se debe diagonalizar esta matriz
[sefial6 la matriz A].

E: ¢Eso qué significa?

E2: Encontrar los valores propios, los
autovalores y formar mmm... son
los que van en la diagonal principal
y cero en los demas elementos.

E: Ok.

E2: Entonces [suspira].

E: ¢Qué haces? ;Qué vas a hacer?

E2: Voy a encontrar los autovalores
como las raices del polinomio
caracteristico.

E2: ;Esta seria la definicion no?
Digamos de autovalor [sefialo, Ax =

Ax].

E: ;De autovalor?

E2: Un escalar tal que la matriz A por

el vector propio es igual al autovalor

por el vector, para x distinto de cero.

Porque en si esta P [sefialo el
problema 19] es la que se forma con
esos vectores del cambio de base o
lo que es lo mismo con los
autovectores.

E: Ok ¢Entonces el primer problema
nos pide? ¢Qué nos pide? Encontrar

una matriz D diagonal y una matriz

Figura 58
Respuesta al Problema 19, Parte 1. E2
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Dialogo Representacion

invertible P que satisface eso
[sefialdé D = P~1AP] y nos dan la
matriz A. Y me dices que como
piensas encontrar esa D y esa P.

E2: D la encontré a partir de las
soluciones de las raices del
polinomio caracteristico asociado a
A [sefiald, Figura 58].

E: ¢Ya la encontraste?

E2: Si.
E2 mencion6 que P es una matriz de

E: Listo, ok. Yatienes a D ;Ahora cambio de base, a pesar de que el
quién es P? problema no expone quiénes son las

E2: P es la matriz de cambio de base bases ni el espacio vectorial, quiza en
asociada, digamos, para cambiar de sus estructuras tiene una que relaciona
esta base A [sefialo, A] a D [sefialo la matriz de cambio de base y la matriz
la matriz D]. dada con la relacion D = P~1AP.

Posteriormente, E2 tuvo dificultad para determinar la matriz P, el investigador
decidi6 continuar con el problema 22, esto porque los problemas 19, 20, 21 tienen que ver
con la situacion matematica de dada la matriz encontrar si es semejante a una matriz
diagonal. Con la orientacion del investigador E2 logro resolver el problema 22 y regreso
al problema 19 a contestar lo que se pide, dando evidencia de la coordinacion 5, Tabla 12.
Tabla 12

Fragmento de Entrevista a E2: Evidencia de la Coordinacion 5
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Dialogo

Representacion

E: ¢Quiénes P~1?

E2:

N|IRr N]|R

E: Listo ¢Si encontraste Py D?
E2: Ahora si [escribid, Figura 59].

Figura 59

Respuesta al Problema 19, Parte 2. E2

En el problema 19, E3 tuvo claro lo que se pedia. E3 evoco al esquema-OLD y

logré determinar el polinomio caracteristico asociado a la matriz dada mediante la

coordinacion 2. Posteriormente, muestra evidencia de manera implicita de la coordinacién
3. Para lograr esta coordinacion, el estudiante analiz6 el polinomio caracteristico de la
matriz f,(1) = x? — 4x + 3 y logrd determinar sus raices (A = 3 A A1 = 1) las cuales se

deben considerar como valores propios que cumplen la igualdad O(x) = Ax con x # 0.

Después, por medio de la coordinacion 6 logré responder el problema, Tabla 13.

Tabla 13

Fragmento de Entrevista a E3: Coordinaciones 2, 3y 6

Dialogo

Representacion

E: ¢ Qué estas haciendo?

E3: Segun yo, encontrar esto [sefialo D,
en el problema 19] esta matriz diagonal

es con respecto a los valores propios de

A.
E: Ok.

Figura 60

Respuesta al Problema 19. E3
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Dialogo

Representacion

E3: Entonces...segun yo...

E: Encontraste los valores propios.

E3: jAja!

E: ;Como los encontraste?

E3: Segln yo es el det(xI — A).
Encontrar los ceros de ese polinomio.

E: ¢ Ya los tienes?

E3: Ya, es x; y x,. Ahora lo que voy a
hacer es, encontrar los vectores propios
asociados a x; Y x5.

E: Ok ¢Entonces, la matriz D ya me la

puedes dar?

E3: En teoria tendria que ser [g (1)] y

ahora tengo que encontrar los vectores
propios.

E: ¢En qué parte vas?

E3: Estoy encontrando la P [escribid,
Figura 60].

[...]

E3: jAjal

E: ¢Cdémo encontraste esa P y esa D?

E3: En las columnas coloco los vectores
propios asociados a los valores
propios. Luego encuentro la inversa.

E: Por ejemplo, para el valor propio 3,
dame un vector propio que esté
asociado a ese valor.

E3: Cualquier vector que cumple esto

x =y en particular, puse el [ﬂ
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Dialogo Representacion

E: ¢Para el otro?
E3: Esque x = —y, y puse [_11] El

primero es asociado al tres y el
segundo al uno.

E: Encontraste la matriz Py D.

En el problema 19, E4 tuvo claro qué pide el problema, no asi, lo que tiene que
hacer para determinar la matriz P y la matriz D, es decir, no logro establecer alguna
relacion entre sus estructuras, se muestra evidencia en la Tabla 14.

Tabla 14

Fragmento de Entrevista. Problema 19. E4

Diélogo Representacion

E4: Y esta la hallo, hallando la inversa de
esta [sefial6 la matriz P, en el problema
19] y ya de ahi nada mas hago esta

E4 acepta que no recuerda el tema de
operacion y ya encuentro D.

diagonalizacion de una matriz.

E: Me puedes repetir cudl es la idea.

E4: Hay que encontrar las dos, segin esto.

E: Alguna idea para encontrar esa D y esa
P.

E4: No.

E: El punto dos ¢En el punto dos qué
pide?

E4: Decidir si es diagonalizable o no.

E: ¢Recuerdas qué significa eso? ¢ Dada
una matriz A esta sea diagonalizable?

E4: No recuerdo eso.
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Por otro lado, para el problema 19. E5 al evocar su esquema-OLD, primero

exteriorizd las coordinaciones 1, 2 y 6. Posteriormente, establecio la coordinacion de los

procesos valor propio, vector propio, conjunto solucién de un sistema de ecuaciones y

conjunto generador en el proceso espacio propio, es decir, establecid los espacios propios

asociados a los valores propios, coordinacion 3. Después, mencion6 que las columnas de

la matriz P se forman con los vectores de las bases de los subespacios propios (ver Tabla

15). En este caso que los valores propios asociados a la matriz son distintos E5 logrd

diagonalizar la matriz, se muestra evidencia en la Tabla 15.

Tabla 15

Fragmento de Entrevista. Problema 19. E5

Dialogo

Representacion

E: ¢Qué es lo que estas haciendo?

ES5: Hallando las bases de los subespacios
propios. Que van a ser las columnas.

E: ¢Las bases de los subespacios
propios?

E5: Si, las bases de los subespacios
propios.

E: ¢Cémo se encuentra esa P?

E5: Son las columnas de los vectores de
las bases de los subespacios propios. O

sea, son las columnas [sefialo,

11711

N - ] de los vectores, de las bases
de cada espacio propio... o sea, esto es

una base [sefialo, [ﬂ] del subespacio

Figura 61

Respuesta al Problema 19. E5

19. Encoentra 1na matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que D = P7'AP. para la

matriz A = o € M:.o(R).
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Analisis de datos

propio, asociado al valor propio 3, este
esl, 1lyeste1y-1yson las columnas
de P en el mismo orden que los voy a

poner aqui en la D [escribio, D =

3 0 .

[O 1]] y se podria comprobar que
efectivamente D = P~1AP donde A es

este [escribio A = [i ;]]

Por otra parte, E3 y E5 en el problema 20 donde se da una matriz 2 x 2 con un
valor propio que tiene multiplicidad algebraica igual a dos y se pregunta si es
diagonalizable, lograron coordinar los procesos de multiplicidad algebraica y geométrica
en el proceso OLD (ver Figura 62). Por ejemplo, E3 al evocar su esquema-OLD mencioné que
la matriz no se puede diagonalizar porque al tener un solo valor propio, él debe poder encontrar dos

vectores propios, esto es, la multiplicidad algebraica del valor propio debe coincidir con la
multiplicidad geométrica del espacio propio asociado a ese valor propio (ver Tabla 16).
Tabla 16

Fragmento de Entrevista. Problema 20. E3

Diélogo Figura

E: Nos pide algo similar (No?

E3: Si, si es 0 no diagonalizable.

E: ¢Y qué tengo que hacer?

E3: Encontrar los valores propios y
encontrar si tiene la misma cantidad de
vectores propios. Si s6lo hay un valor
propio deberia haber dos vectores

propios asociados.
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Dialogo Figura
E: A ver... Figura 62
E3: El valor propio es x = 1. Se supone . . o,
Prop P Evidencia de la Coordinacion 4. E3
que no.
A H 20, Dada la matnz A = 12 ;A es diagonalizable? Justifica tu respuesta
E: (.'Por que esa mat“z no es 20. Dada la matriz A o 1] A es diagonalizable? Justifica puests
diagonalizable? . Lot
_ _ ol
E3: Porque solo tiene un valor propio y ese - A LT R (50 o) et
valor propio solo tiene asociado un =L L\
° L ~ ’
vector propio. Segun yo recuerdo deberia Kee (M- eT)s ke 0% ‘) (o
tener dos o descomponerse en dos para s ol ey on ke e
2% s (4 o)
. . . 5 g Yo o C G & . +_ 1o
que fuera diagonalizable (ver Figura 62). Sahe, (e no e ol

% e Ny P mated

Ademas, se le pregunté a E5 por qué no se puede diagonalizar la matriz del
problema 20 (ver Figura 63) si la multiplicidad algebraica y geométrica no coinciden,
entonces E5 mostrd evidencia de coordinar los procesos multiplicidad geométrica y
algebraica en el proceso operador lineal diagonalizable (coordinacion 5). Posteriormente,
trat6 de justificar que al no coincidir la multiplicidad algebraica del valor propio con la
multiplicidad geométrica asociada al valor propio no se puede construir una base en la cual
la representacion del operador fuera una matriz diagonal, pero al reflexionar que tenia una
matriz justificé porqué la matriz dada no es similar a una matriz diagonal (ver Tabla 17).
Tabla 17

Fragmento de Entrevista. Problema 20. E5

E5: Como son diferentes ya no es diagonalizable [se refirié a la multiplicidad

algebraica y geométrica, ver Figura 63].
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Analisis de datos

E: ¢Por qué son diferentes? ;Como justificas que si la multiplicidad algebraica y
la multiplicidad geométrica son diferentes el operador lineal ya no es
diagonalizable?

E5: Bueno, porque sélo va a existir un vector propio linealmente independiente
asociado al valor propio ese (sefiald, A = 1), como es el Unico me haria falta
otro.

E: ¢Para qué quieres otro vector?

ES5: Para construir una base para que ese operador lineal tenga una forma
diagonal.

E: Ok. Fijate, aqui es una matriz.

E5: Ok.

E: ¢Por qué me dices que esa matriz A no es diagonalizable? Lo que me acabas de
decir te lo creo si tuvieras el operador lineal en su forma funcional, no podria
construir una base tal que...

E5: Bueno, en este caso no existe una matriz P como dice arriba [sefialé, D =
P~1AP]. No puedo construirla con un vector propio.

E: Entonces es porque no puedes construir una matriz P que cumpla con eso.

E5: Aja, un vector sélo seria una columna de la matriz y necesito al menos dos,
pero linealmente independientes.

Figura 63
Evidencia de la Coordinacién 5. E5

1 2

20. Dada la matriz A = [O 1

] LA es diagonalizable? Justifica tu respuesta

at S +4=2

2., A= Zl

=pye & “[;m/,u) o

;,l: j( Vo lov PropPe /"/u/ff/’//ﬁw aé/
G i = /rtarf’ Ras.’p /]

s/ L= X 0 ’Eﬁff it [0
By Z o jM “,J zu [ 72] o
'{//C,a: 4 £Z= dimanscar <y tor=/ca

MS)&];’ eor 7€ L
Qm ¥ Mo oo ‘,_J.fagy/m i2ab
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En el problema 21, los estudiantes E1, E2, E3, E4 no respondieron ni usaron el que

la matriz dada es diagonalizable. Por ejemplo, E2 busco encontrar una regularidad al hacer

varias veces el producto de la matriz A con ella misma, es decir, no se logro la tematizacion

de su esquema-OLD, Tabla 18.

Tabla 18

Fragmento de Entrevista. Problema 21. E2

Representacion

Dialogo

E: Para completar la idea, te doy esta
matriz y pedimos lo mismo calcular

Figura 64
Respuesta al Problema 21. E2

BlOO

E2: Comienza a escribir

E2: Yaaqui no hay.
E: ¢ Qué paso?

[Silencio]

¢ Qué esta haciendo?

E2: Estoy tratando de encontrar la

regularidad (Figura 64).
jAja! Bueno esa seria una manera

¢No? Bueno el punto que interesa es la

del ejercicio uno y se supone que es
diagonalizable ¢Eso te ayuda en algo?

E2: ;COmo?
E: Estd matriz B es la del ejercicio uno y

es diagonalizable y te pregunto que si
eso te ayuda en algo.

E: (Si, no?
E2: No recuerdo.

: Y-
X
C ‘)b " >; Qw i > o

N S 2
N s 2n

V‘! a‘f 3'6

— —
° #0 2
4 4o atrl

gt » i
[EREETS
4f =4
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Analisis de datos

Por otra parte, en el problema 21. E5 evoco a su esquema-OLD vy utilizé que la
matriz A es diagonalizable para establecer A1°°, es decir por medio del mecanismo
tematizacion logrd concebir como un objeto a los operadores lineales diagonalizables,
Tabla 19.

Tabla 19

Fragmento de Entrevista. Problema 21. E5

Dialogo Representacion

E: Te doy una pista, la matriz A es la Figura 65

matriz del primer ejercicio. Respuesta al Problema 21. E5

E5: Si, y es diagonalizable.

E: ¢En qué me podria ayudar que esa )7 42)
matriz es diagonalizable? ) D=7 /'/ P /;"-' i )
E5: Bueno que se cumple eso (sefialo, 2 4P yp =P A
D = P7'AP) por ejemplo. ... Digamos o 4P )q” PAL
si hiciera esto al cuadrado... (Sefalo, PP EA"
E: ¢Cuanto te queda? _;_j';: i &) [ Al

E5: hace cuentas.

E5: Es esto (sefialo, DD = P~1A?P)

E: Eso es ;Ahora D al cubo cuanto te
queda?

E5: Eso da el producto de eso y en
general. Por lo tanto paran = 100

(escribio, Figura 65).

En cuanto al céalculo de la matriz A1°° con A diagonalizable, solo E5 logrd utilizar
su esquema-OLD y darle solucion al problema. Esta forma de proceder de E5 muestra que

se aplico una accion sobre el esquema-OLD, es decir, el tematizo su esquema-OLD.
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En el problema 22, E2, E3 y E4 respondieron de manera similar. Se muestra como
ejemplo lo que ha realizado E2. Primero, él con su concepcién proceso de base ordenada
proporciond una para el espacio vectorial R2. Segundo, E2 menciond que el problema se
reduce al andlisis de diagonalizacion de la representacion matricial, Tabla 20. Ademas, E2
mostré evidencia que las coordinaciones 1 y 2 son parte de su esquema-OLD. E2 mostro
evidencia de establecer su coherencia del esquema-OLD de la siguiente manera: un
operador lineal dado es diagonalizable si la representacion matricial del operador lineal
respecto a una base es diagonalizable, Tabla 20.

Tabla 20

Fragmento de Entrevista. Problema 22, Parte 1. E2

Dialogo Representacion

E: Te da un operador. ;Y ese operador donde  Figura 66

47
esta: Respuesta al Problema 22, Parte 1.

E2: De R? en R?, el espacio vectorial.

E: Ok, y ya te pregunta si ese operador es E2

diagonalizable. ;Qué significa? Tu ,
4 ':iu,Aw.w Kk bt il o

- \ .-_“ 1
mencionaste un poco. - HEIMDY Bale e

E2: Dada una base, 0 sea, encuentra una

matriz asociada a ese operador y si esa Tk ‘

matriz es diagonalizable, entonces ese

operador es diagonalizable.

E: Bueno al menos aqui ya tienes méas Fra)aes I
W oo X y 20\ [ 4 {3
. . . [ TR £V (24 “ENLNY
elementos, tienes espacios vectoriales, y G L SR W S
A=V Xad '
tienes un operador, ya en este caso como . ) 24xiea0ka) oo,

tienes espacios vectoriales puedes ocupar il
toda la teoria de espacios vectoriales que te

sepas.
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Analisis de datos

E2: jAja!

E: ;Cémo hacerle para...?

E2: No sé, cojamos la base canonica [escribio,
B = {ey, e3}].

E: ¢ Ok, y ahora qué tienes?

E2: Se reduce al analisis de la diagonalizacion

de esta matriz [sefialo A, en la Figura 66].

Posteriormente, E2 ya considerd que busca los vectores distintos de cero (x # 0)
en la relacion Ax = Ax, y logr6é determinar los vectores propios. Ademas, él mostrd
evidencia de una estructura proceso de vector propio, dado que, menciond que para

determinar mas vectores propios asociados al valor A = —6, tienen que ser proporcionales
2
a [_3], Tabla 21.

Tabla 21

Fragmento de Entrevista. Problema 22, Parte 2. E2

Dialogo

E: A ver, ya tenemos calculados los valores propios —6 y 4, ahora nos faltan los
vectores propios. ¢Recuerda como se calculan? Recordemos qué es un vector propio.

E2: Un vector distinto de cero que satisface esta relacion (Ax = Ax).

E: Ok, mas aln, ya tenemos ese A, bueno ya encontraste ese A ahora podrias dar un
vector propio asociado, al valor propio —6.

E: ¢Eso seria uno? ;Si, verifico? ;/Si sale?

E2: Verificamos... (Escribi6, Figura 67).

E: Ahorasi.

E2: Ya.

[...]

E: ;/Si satisface?
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E2: Si.
E: Bueno ya tienes uno. ¢Pero de esos hay varios?

E2: Cualesquiera que esté en esta proporcion (sefiald, x = (_23) en la Figura 67).

E: Ya tienes uno ;Como encuentras otro?
E2: { Asociado a este mismo autovalor?
E: Bueno para el otro autovalor, porque para este ya me dijiste que si tiene la misma

proporcion.

Representacion

Figura 67

Respuesta al Problema 22, Parte 2. E2

(2‘! to}(z\? 4g-~(ﬂj % == Ka2=-3
N
Gie )
) - G

Consecutivamente, el investigador considerd necesario proporcionar la definicion
de operador lineal diagonalizable en el sentido de Hoffman y Kunze (1973, p. 183), esto
porque el estudiante mostré evidencia de tener dominio acerca de las estructuras previas
con la finalidad de que E2 logre construir una base propia pero E2 prefirid utilizar la
definicion de Friedberg et al. (1982, p 233), Tabla 22.

Tabla 22

Fragmento de Entrevista. Problema 22, Parte 3. E2

Dialogo Representaciones

E: Te pregunto esto porque, no perdamos el foco. ¢Qué
estas buscando?

E2: La matriz invertible.
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Analisis de datos

E: Esa es una, la otra es, si existe una base, en este caso, Figura 68

: 9 o e )
quienes T, va de R~ a R#, si existe una base de R*, Respuesta al Problema 22,

donde cada vector suyo formen una base para decir

. . . Parte 3. E2
que ese operador es diagonalizable, ¢Puedes construir
una base, cuéntos vectores necesitas para formar una < B, o R ) ” f/ e )
— 20 r — = =z 2 Sia
base en R2? il
=e ¥ +2o®=2—0o
E2: Dos. B it St vt
—f N g = 12 R e o -
E: ¢Con el otro autovalor podrés encontrar otro vector *,=s6 ¥z ==
propio? ( 4 b

E2: Que sea linealmente independiente... jAjal... ypor  Figura 69

tanto T seria diagonalizable. Respuesta al Problema 22,

E: Exacto, si se logra hacer eso.

E2: Ya [escribi6, Figura 68]. Parte 4. E2

[...]

E: Encontraste otro, ok. ¢Ya comprobaste que es vector P o & I® 3
propio? 5 oy

E2: No.

E: Supongamos que si (No?

E2: Es la matriz P formada por los vectores columnas
que son los autovectores... [Escribid, Figura 69].

E: ¢Y ya? TUtienesa P ;Y esa P para qué?

E2: Para buscar su matriz invertible.

E: Ok.
E2: Y yasi..., Yate quedaria similar a esa (sefialo, D en
la Figura 66).

En relacion con el problema 22, E5 evoco al esquema-OLD vy establecid las
coordinaciones 1y 2, es decir, logré coordinar los procesos de espacio vectorial, operador

lineal, base ordenada por medio del proceso matriz asociada al operador lineal y coordind
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los procesos de espacio vectorial, operador lineal, base ordenada, matriz asociada a una

transformacion lineal y determinante en el proceso de polinomio caracteristico asociado al

operador lineal. Posteriormente, empezé a dar evidencia de la coherencia de su esquema-

OLD, para esta cuestion mencion6 que el operador lineal dado es diagonalizable y su

argumento fue porque el operador lineal tiene asociados dos valores propios y distintos por

tanto el espacio propio tiene dimension igual a la multiplicidad algebraica o mayor, aunque

esta afirmacion es falsa porque la multiplicidad geométrica es menor o igual que la

multiplicidad algebraica, Tabla 23.

Tabla 23

Fragmento de Entrevista. Problema 22. E5

Dialogo

Representacion

E: ¢Qué estas haciendo?

E5: Hallar el polinomio caracteristico.

E: ¢Pero qué hizo?

ES5: Hice la traza por el determinante.

E: /Y esa matriz A?

E5: Es la asociada a la transformacion
lineal.

E: ¢Qué es lo que hizo para encontrar la
A?

ES5: Evalué en la base canodnica y lo puse
como columna. Ya.

E: ¢Es o0 no diagonalizable?

ES5: Si [escribio, Figura 70].

E: ¢Qué hizo? ;Por qué?

ES5: Porque los valores propios son

diferentes y son dos.

Figura 70

Respuesta al Problema 22. E5

1

'/‘.,"TYA,L% ?J'//:-)

/
f

N ( - %
Y /\jﬂ‘@,t akaas o | fo \2 loals moarta |,

7L
I
i)
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E: ¢Y eso que?

ES5: O sea, obligada la multiplicidad
geométrica de este es uno y de este uno
[sefialo, A = 4,4 =—6]. La
multiplicidad geomeétrica siempre es
igual o mayor a la algebraica.

E: ¢Entonces es diagonalizable?

E5: O sea, la aplicacion.

E: Ok ¢Pero por qué?

ES5: Porque tiene todos los valores
propios diferentes.

E: En este caso son 4 y -6.

E5: jAja!

E: ¢Pero qué me garantiza que el
operador lineal lo pueda diagonalizar?

ES5: Porque el espacio propio asociado a
este [sefiald, A = 4] te va dar uno. Y el
de este [sefald, 1 = —6].

E: Ok.

E5: Igual eso lo escriben como teorema,
si son diferentes es diagonalizable [se

refirié a los valores propios].

En el problema 23 (Figura 71), el cual considera un operador lineal en R3 con dos
valores propios, un valor propio con multiplicidad algebraica igual a dos y se cuestiond si
es diagonalizable. E3 primero establecid las coordinaciones 1, 2, 3 y 4. Posteriormente,
considerd que el operador lineal es diagonalizable al comparar el nimero de valores
propios con los vectores propios y la posibilidad de construir las matrices P y D de la

igualdad D = P~1AP. En el esquema-OLD de E3 un operador lineal es diagonalizable si
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la representacion matricial del operador lineal respecto a una base es diagonalizable.
Finalmente, E3 mostr6 una manera de utilizar con éxito su estructura esquema-OLD vy
decidir cudndo un operador lineal es diagonalizable, es decir, la coherencia de su esquema-
OLD se basé en el hecho de que la multiplicidad algebraica del valor propio debe coincidir
con la multiplicidad geométrica del espacio propio asociado a dicho valor propio (Tabla
24).

Tabla 24

Fragmento de Entrevista. Problema 23. E3

Dialogo Figura

E: ¢Qué vas a hacer para responder? Figura 71
E3: Lo mismo que hice en el cuatro.
E: ¢Es decir?

E3: Poner el operador lineal como

Evidencia de la Coordinacién 1, 2, 3y 6. E3

23. Sea T : R* — R® definido por T(zy, 25, 23) = (22) — 25 — 23,2y — 23,—2; + 25 + 23). Es
diagonalizable el operador lineal dado. Justifica tu respuesta.

matriz, la matriz asociada al

- hx:u&‘-*l\

]

T —N

» ; W:\‘_,, - (U= te =¥n , K= X3,
Koy Ba s

operador lineal T usando la base

wape Conemce

s tT}P* we &

candnica de R3. Encontrar sus a=( 5 Iy i})
valores y vectores propios. T o )

- R
. oo Dxee-ans) £Glamsdr

E: ¢ Cuantos valores propios tiene? ok SOE
s U-\\Ll‘-"\*"\ =
E3: Dos. oy Catseies v Vweeb. o}
.y : R
E: ¢ Cuantos vectores propios i, PRI
encontraste? dw e ssid) )
E3: Tres, entonces si es pee (A= GT)s Ko L& s "*\’ ( S
. . ] Y f _;
diagonalizable. (o % ;) =225
sk x> B
E: ¢Por qué? geawe =3
L"\- -?11)‘ P » L L
E3: Porque puedo construir Py D. v(5 28 &52) s 52
- ". ..u

d-(s-s.o\\u,.,ﬂ

E: Ya para terminar, si me preguntan

¢ Este operador lineal es
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Analisis de datos

diagonalizable? ¢ Que tengo que
hacer para decidir si lo es?

E3: Primero representar el operador
como matriz, utilizando las bases.
Encontrar los valores propios y los
vectores propios, se supone que se
debe cumplir que la dimension de la
imagen R3 debe coincidir con la
suma de los espacios propios, por
eso tienen que ser tres vectores para
que sea de dimension tres, si
encuentras solo dos, entonces la
suma de las dimensiones seria dos.
Mejor dicho, cuando coincida la
dimension algebraica [se refiere a la
multiplicidad algebraica] con la
dimensién del espacio generado por
los vectores propios. El espacio
propio asociado seria el generado
por ¢, y como son dos la dimensién
seria dos que es la multiplicidad de

c, [ver Figura 71].

En relacion al problema 23, E4 mencion6 que es muy similar al problema 22 y se
debe determinar si es posible construir una base cuyos vectores sean propios. Primero, E4
mostré evidencia de las coordinaciones 1, 2 y 3. Segundo, E4 menciond que no es posible
construir dicha base, dado que, los vectores asociados a los valores propios no formarian
una base, es decir, la coherencia de su esquema-OLD fue sobre la base de que los vectores

propios asociados a los valores propios no generan todo el espacio dado. EI mencioné en
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la entrevista implicitamente que uno de los valores propios tendria que tener mas de un

vector propio linealmente independiente y de esta forma poder construir la base, es decir,

que la multiplicidad algebraica y geométrica coincidan, Tabla 25.

Tabla 25

Fragmento de Entrevista. Problema 23. E4

Dialogo

Representaciones

E4: El cinco es el mismo pero ahora con
R3.

E: En el ejercicio cinco ¢Qué esta
haciendo para resolverlo?

E4: Lo mismo, hallo la matriz A.

E: ¢Quién es la matriz?

E4: La matriz asociada a esa
transformacion.

E:¢Y?

E4: Hallé los valores propios.

E4: VVoy a tener que volver a hallar los
vectores propios y voy a ver si puedo
hallar una base, que esa base sean
vectores propios [escribid, Figura 72].

E: Segun la definicion que te mencioné,
es decidir si existe una base cuyos
vectores propios, obviamente, la base
del espacio dado, sean todos propios.

E4: Los vectores propios no generan todo
el espacio dado.

E: ¢Entonces no se puede construir esa

base?

Figura 72

Respuesta al Problema 23, Parte 1. E4

Figura 73

Respuesta al Problema 23, Parte 2. E4

2 X=Y.

ACIR D %/fm
—

P4

N
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Dialogo Representaciones

E4: ;Con elementos de...? Tengo tres
vectores linealmente independientes.

E: ¢Entonces eso ya es una base? .
Figura 74

E4: Si, pero me generan los vectores de

este tipo [sefiald, Figura 73]. Respuesta al Problema 23, Parte 3. E4

E4: Los demés vectores quedan en el 5

fowe. $322
aire, entonces no me genera todo. 1)',_‘{_}3'1/ y -
E: ¢Entonces no es base? I 2y =0 Bt 555
E4: No [escribid, Figura 74]. M2y xe =
E: Listo. Lo eoves propion Wb &y by 90 govermn o |

En el mismo problema 23, E5 al evocar a su esquema-OLD establecio las
coordinaciones 1, 2, 3 (ver Figura 75). Después, coordind los procesos valor propio, vector
propio, conjunto solucién de un sistema de ecuaciones y conjunto generador en el proceso
espacio propio (coordinacion 4, ver Figura 76 y 78). Para lograr esta coordinacion, el
estudiante tuvo que tener control sobre cada raiz A, =1 A 1, =2 del polinomio
caracteristico f,(A) y establecié con cada una de las raices del f,(4) el sistema ([0]z —
Alx = 0. Posteriormente, con su estructura proceso del CSSE logré encontrar su conjunto
solucion y después determinar cada espacio propio asociado a cada valor propio 4, es decir,
los espacios propios E,, y Ej,. Posteriormente, coordino los procesos de multiplicidad
algebraica y geométrica en el proceso OLD, coordinacion 5. Para lograr esta coordinacion,
el estudiante trabajé con el espacio vectorial de dimension finita (R3) y el operador lineal
T(xq1, X3, x3) = (2%, — X, — X3,X;, — X3, —X; + X, + 2x3) definido sobre R3,

ademés con su estructura proceso de polinomio caracteristico logré calcular fr(1) =
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(1 — 2)?%(2 — 1), posteriormente analizé el nimero que se repite una raiz del polinomio

caracteristico para comparar con el nimero de vectores propios linealmente independientes

se pueden generar con ese valor propio. Después, E5 mostré evidencia de la coherencia de

su esquema-OLD la cual se fundament6 en que la multiplicidad algebraica de cada valor

propio debe coincidir con la dimension del espacio propio asociado a cada valor propio

(Tabla 26).

Tabla 26

Fragmento de Entrevista. Problema 23. E5

Dialogo

Figuras

E5: Si es diagonalizable.

E: ¢Por qué?

E5: Porque ya halle la
multiplicidad geométrica doble y
da dos. Ya el otro simple no hay
que calcularlo.

E: ¢Cudl tiene multiplicidad dos?

E5: El 1.

E: ¢Cuales son los valores propios?

E5:1y2.

E: ¢Por qué es diagonalizable?

ES5: Porque para el doble [sefialo,

A=1yserefiridala

Figura 75

Evidencia de la Coordinaciéon 1, 2y 3. E5

2. Sea T2 B® — B definido por Ty, ) = (22, - 2~ 23,2y - 23, =2y + 25 + 223). Bs
diagonalizable el operador lineal dado. Justifica tu respuesta.
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Dialogo

Figuras

multiplicidad algebraica del
valor propio] es de dimension 2
el espacio propio. El otro como
es simple la dimension va a ser 1
[Figura, 75].

E: ¢Y eso qué?

E5: Ya es diagonalizable.

E: ¢Pero por qué? ;Cual es la
definicién de que un operador
lineal sea diagonalizable?

ES5: Bueno que la multiplicidad
algebraica de sus valores propios
coincida con la multiplicidad
geomeétrica.

E: Eso significa que un
operador....

E5: O puedes verlo como que
existe una base que ese operador
lineal en esa base tiene forma
diagonal [se refirié a la
existencia de una base cuya
representacion matricial del
operador lineal en esa base sea
una matriz diagonal].

E: Ok.

Figura 76

Evidencia de la Coordinacién 4. E5

(]

E5: Con la definicion, habria que
evaluar el vector en el operador y
Ver que existe un A por eso...

Perfecto no me equivoqué, si son
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Dialogo

Figuras

valores propios como se
esperaba [escribio, Figura 77].
[:]

E: Bueno, a ver... si me preguntan
¢Ese operador lineal es
diagonalizable?

E5: No es necesario calcular todos
cuando es simple, nada mas hay
que calcular los que no sean de
multiplicidad 1.

E: ¢Qué significa eso? ;Qué yo
debo responder a partir de la
multiplicidad geométrica y
algebraica?

E5: Si.

E: Yo podria responder a partir de
ahi.

ES5: Claro, es diferente al uno [se
refirié al problema 19] que me
piden la matriz.

E: ¢La definicion que conoces de
operador lineal diagonalizable
es?

ES5: Que un operador lineal es
diagonalizable tenga forma
diagonal, es decir, que la
representacion matricial del
operador lineal en esa base sea

diagonal.

Figura 77
Evidencia de la Estructura Proceso de Vector
Propio. E5
7(), ’;0):(~{JJ10) l U ﬂ(?)
%0 Mf,, o
T(10d)=(4ot)=4 P

Vi &y’ VQ+‘” I e
Ll
Figura 78

Evidencia de la Coordinacion 4. E5

T P )
190 O.VEJ Zdj T/{?

0 7 L b’;m‘ 4, él’-‘,:ﬂﬂ}
o e i
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Dialogo Figuras

E: ¢Esa es una forma de
caracterizar a un operador lineal
diagonalizable?

E5: jAjé!

E: Hablas de una base...

E5: Si, pero yo no tengo que dar la
base porque ahi me dice es
diagonalizable y yo digo si, y
puedo decir que si existe la base.

E: ¢Por qué existe esa base?

E5: Porque cumple las condiciones
necesarias y suficientes.

E: Ok.

ES5: Bueno te voy a dar la base.
Pero esta visto y probado que
con aquello era suficiente. Aqui
la base [escribid, Figura 78].

E: ¢Si es base?

ES5: Si, tiene un cero aqui y un cero
aqui [sefald los vectores de la
base dicha en la Figura 78]. Son
linealmente independientes dos a
dos y son tres vectores pues

generan a R3.

En el problema veinticuatro E5 evocd a su esquema-OLD vy establecid las
coordinaciones 1, 2 y 3. Posteriormente, analizo el discriminante y considerd solo las raices

reales del polinomio caracteristico, Tabla 27.
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Tabla 27

Fragmento de Entrevista. Problema 24. E5

Dialogo Representacion

E5: Son 84 casos Figura 79

. A b)
E: ¢Cuantos Respuesta al Problema 24. E5
E5: Un decir... si coseno vale 1...Ya.

E: ¢Como queda?

E5:Paraf =0y 6 = m. B
E (,Si te da’) | | N B | o b Giassm!
ES5: Es diagonal [escribid, Figura 79]. >A :, : o

El, E2, E3 y E4 no responden el problema 24. E5 determind los valores de 6 para
que R(6) sea diagonalizable.

En el problema veinticinco E4 da una solucion alterna. El no evoca al esquema-
OLD, utiliza la igualdad Av = Av con v # 0 y su concepcion proceso del conjunto
solucion de un sistema de ecuaciones para establecer su respuesta. Se muestra evidencia
en la Tabla 28.
Tabla 28

Fragmento de Entrevista. Problema 25. E4

Dialogo Representacion

E: ¢Qué es lo que hizo?
E4: Aplique la misma propiedad.
E: ¢Qué propiedad?
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Dialogo Representacion

E4: De que Av = Av. Figura 80
E: Ok

E4: Tomé A como la incognita que es lo

Respuesta al Problema 25, Parte 1. E4

gue voy a buscar, porque ya teniamos
el valor propio y vector propio. Eran led [(-(6] Ceaz-g b edez 224
cuatro elementos, necesitaba cuatro (

ecuaciones pero como estos me dan,

&2l
1|

me daban dos valores propios y dos

vectores propios, armo la ecuacion, ] s e
Figura 80.
E: Ok, solo para garantizar que el valor
propio de esta matriz es... Ya
encontraste una matriz que no es
diagonal solo falta verificar que
precisamente cumpla las condiciones.
E4: Si ya. Por ejemplo, para dos era
(—1,2).
E: Ok, te entiendo.
E: El punto que este sea un valor propio.
E4: Si me dicen que es un valor propio.
E: Pero de la matriz dada, te dicen da una
matriz A no diagonal cuyos valores
propios sean 2, -3 y cuyos vectores

propios sean (—=1,2) y ...

Posteriormente, E4 mencion6 que la matriz que construye es correcta y determina
el polinomio caracteristico asociado a la matriz que construyé y verifica que los valores
propios encontrados son los que da el problema, es decir, establecidé la coordinacion

2, Tabla 29.
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Tabla 29

Fragmento de Entrevista. Problema 25. E4

Dialogo Representacion

E4: ;No era encontrar una matriz?
E: Si. Ahora te pregunto ;Realmente el 2 E4 verific que 2 y -3 son valores propios
es un valor propio de la matriz? Ya me

mostraste que si tu pones la matriz aca

y pones el vector aca... el (—1,2) Figura 81

satisface esto con esa matriz dada ... Respuesta al Problema 25, Parte 2. E4
E4: jAh! Necesitamos hacer las

operaciones que hicimos en los éfz;% ;f; = (2 [};,»;\ 2 :;z”

gjercicios anteriores para verificar que

precisamente. ... "

S -
“d1a-6 = () 2-2)
2=t 3=-3//

===

7

/

E: Necesito saber si realmente ese dos
ahora es un valor propio de la matriz
que diste.

E4: Pero es que tiene que serlo.

E: ¢Por qué?

E4: Porque si no, no cumpliera la
operacion que vamos hacer, por
ejemplo, lo que se hace para encontrar
los valores propios de esa matriz es esa
misma expresion (sefiald, Av = Av).
Lo que se hace es el proceso inverso,
alla tenemos la matriz y no tenemos ni
los vectores ni los valores propios,
ahora aqui nos dan... ejemplo, tengo la
matriz y lo que queremos hallar es el
valor propio con sus vectores propios.

E: jAjal
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Dialogo

Representacion

E4: Utilizamos esta expresion y hallamos
un sistema de ecuaciones igual, ahora
lo que tenemos es valor propio y vector
propio es encontrar la matriz, ahora
hice una simple sustitucion en la
misma expresion.

E: Ok, solo es para comprobar.

E4: Ahi.

E: El procedimiento parece razonable.

E4: Por definicién, dice que A es un valor
propio de esta, de esa matriz cualquiera
si y solo si cumple esta propiedad ¢No
es lo que dice la definicion?

E: A ver, pensemos en... ;Cémo
garantizas que esos si son valores
propios de esa matriz?

E4: Escribid, Figura 81.

En relacion al problema veinticinco E5 a partir de la igualdad Av = Av construye

un sistema de ecuaciones y logro determinar la matriz requerida, Tabla 30.

Tabla 30

Fragmento de Entrevista. Problema 25. E5

Dialogo

Representacion

E5: Eso esta muy largo.

E: Ya casi los tienes

ES5: Esto es respectivamente, este es de
este y este de este.

E: ¢ Qué es lo que estas haciendo?

Figura 82

Respuesta al Problema 25, Parte 1. E5
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Representaci()n

Dialogo
ES5: Encontrando las dichosas matrices 7 S A= (2 5)
que cumplen eso. (2 - (~f (5“53(3{—"9
E5: ¢Nada més hay una matriz que (“j)(/ ()9
e Seiiilriliv. i
E: ¢Qué es lo que estas haciendo? _:,;:,2' 3,9'__;;,3' ; a_i::},l PR

E5: No sé si sea la via més rapida pero es

la que se me ocurrio.
E: /Lo encontraste con un sistema de

ecuaciones?
E5: jAjal
E5: Con sus errores de calculos
respectivos la matriz me quedo esta
[escribio, Figura 82].
: ¢Como le hiciste para encontrarla?
ES5: Aplique la definicion de vector
propio.
E: ;COmo?
E5: Si este es un vector propio [sefiald,
[_1]] asociado al valor propio 2. A por

el vector propio tiene que ser igual a A

por el vector.

E: Ok.
E5: Y hice eso para una matriz general de

dos por dos. Resolvi el sistema y me

dio eso.
E: Ok ¢(Esa matriz tiene como vector

propio al otro vector?

ES: ¢Este?
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Dialogo Representacion

E: Al [ﬂ Te dan los valores propios 2 y
-3.

E5: Hice eso a, b, ¢, d deben cumplir eso

y esto [sefiald, (—ac_+22bd) _ (—42) y

(Gia)=Gh
E: Ok, puedes comprobar para el [ﬂ

E5: Ya te digo si no tengo error de
calculo.
E: Esta es la matriz A que encontraste

cuyos valores propios son 2y -3y
Cuyos vectores propios son [ﬂ y [_21]

ES5: Seria [escribio, Figura 83].
ES5: Hay un error de célculo.
E: Entonces.

E5: Ahi si da.

Posteriormente, el investigador cuestiona a E5 sobre otra forma de resolver el
problema veinticinco. Después, E5 evocd a su esquema-OLD, mostro evidencia de la
coherencia del esquema-OLD vy establecid la coordinacion 6. Para lograr esta coordinacion,
el estudiante trabajé con una matriz de tamafio 2 x 2, ademas tuvo control sobre la relacién

D = P71AP porque logrd determinar las condiciones especificas y construir las matrices

P = [_21 ﬂ AD [(2) _03] con la informacion dada, posteriormente identifico a la matriz

buscada A como una matriz semejante a D. Después, se encapsula el proceso D = P"1AP

en objeto OLD al que pueden aplicarle acciones especificas (despejar la matriz A).
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Tabla 31.
Tabla 31

Fragmento de Entrevista. Problema 25. Respuesta Alternativa. E5

Dialogo Representacion

E: ¢Habra otra forma de determinar esa
matriz A?

E5: Si, haciendo.... te lo escribo. Si D .
Figura 83

vale esto y P esto [escribié D =
Respuesta al Problema 25, Parte 2. E5
[2 _3] P = [ 1 1] Figura 83]

como se cumple que P"1AP =D lo Lm MJ /‘;IJ Z ]

hallo al revés multiplicando por Py 2 ol [ PAP=D

por A. O sea, A = PDP~1. b= I""‘3J 7= ld i 7oA )
E5: Y ahi me va a dar. ?'_i.—;-i;:‘ ;J']rzgf[;&‘ :_?J; Ji

E: Puedes seguir con esa idea para ver si - - ; /s %
da lo mismo. Yatienesa D y P ;Qué 5[ - ][ _3[ =1 [
te falta?

E5: P71,

E5: Hace cuentas

E5: Esa seria P~1 (escribio, Figura 83).

E: ;Como le hizo?

ES5: Aplique la definicion cuando existe
una matriz diagonal y eso. O sea como
me dan los vectores propios asociados,

Yo ya sé que la matriz P me da que es

-2 1
1

diagonal formada por los valores

] y se que P"1AP me vadar la

propios que son 2y -3. Y ahi despejé la
A qué era lo que me pedian.
E: Ok.
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E4 y E5 responden el problema veinticinco de una manera alternativa al analisis a
priori, es decir, no tienen necesidad de evocar al esquema-OLD. Posteriormente, E5 al ser
cuestionado sobre otra manera de resolver el problema, logré evocar al esquema-OLD. Los
E1y E3 no responden los problemas 25 y 26.

En el problema veintiséis, E5 evoco a su esquema-OLD y por medio de la

coordinacion 6, utilizd que la matriz A es diagonalizable y no singular para responder

adecuadamente la pregunta, Tabla 32.

Tabla 32

Fragmento de Entrevista. Problema 26. E5

Dialogo

Representacion

E5: No singular significa diferente de
cero [E5 se refiri6 al determinante de la
matriz A].

E: Asi es.

E5: Lo que hice fue esto, como A es
diagonalizable, existe una matriz
invertible tal que se cumple eso
[sefiald, P~1AP = D].

E: OK.

ES: Aplique inversa a ambos miembros.

E: Ok.
E5: Es como al revés.

E: Te queda...

Figura 84

Respuesta al Problema 26. E5

veth d .
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E5: Esto [sefialo, P~*A"1P = D'] yla
inversa de una matriz diagonal es
diagonal.

E: Ok.

ES5: Y ya [escribid, Figura 84].

E5 fue el Unico estudiante que logro responder el problema veintiséis. EI E5 aplicd
transformaciones a la estructura esquema de los operadores lineales, es decir, por medio
del mecanismo tematizacion del esquema de los operadores lineales diagonalizables logrd

la construccién como objeto de los operadores lineales diagonalizables.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES

Este capitulo se encuentra estructurado en cuatro secciones. En la primera seccion,
se expone el modelo cognitivo de los operadores lineales diagonalizables. En la segunda
seccion, se describe la caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema-OLD. En
la tercera seccidn, se muestran sugerencias didacticas acerca de los operadores lineales
diagonalizables. En la cuarta seccion, se exponen las reflexiones finales derivadas del
trabajo de investigacion.
5.1 Modelo cognitivo de los operadores lineales diagonalizables

Con base en el analisis de los datos se logré obtener la descomposicidn genética de
los OLD, sus estructuras se validaron en funcion de las propuestas en la DGPOLD. De
acuerdo con Trigueros (2019), si a partir de los resultados se comprueban las
construcciones previstas por el modelo preliminar, entonces la descomposicién genética es
validada. Ademas, se adhieren como estructuras previas las siguientes: polinomio
caracteristico como un proceso, en esta, un individuo es capaz de calcular el polinomio
caracteristico de cualquier matriz cuadrada; multiplicidad algebraica como objeto, en la
cual el individuo la considera como el nimero que se repite una raiz de un polinomio
caracteristico asociado a un operador lineal; multiplicidad geométrica como objeto, en esta
estructura los individuos la consideran como el nimero de elementos de la base de un
espacio propio. Al menos estas estructuras deben estar en un individuo al momento de
construir los OLD, dado que la evidencia recolectada, garantiza que los individuos que
poseen las estructuras previas son capaces de diagonalizar o decidir si un operador lineal

se puede diagonalizar.
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Entonces las estructuras previas para la construccion de los operadores lineales
diagonalizables como un objeto cognitivo son: espacio vectorial transformacion lineal;
base ordenada; matriz asociada a una transformacion lineal; valores y vectores propios;
conjunto solucion de un sistema de ecuaciones; matriz semejante; polinomio caracteristico;
multiplicidad algebraica; multiplicidad geométrica. Los conceptos anteriores deben estar
presentes en un individuo para lograr la construccion de los OLD y cada uno de esos
conceptos se describe su estructura en el Anexo 3.

A continuacién se describe el modelo cognitivo, describe dos trayectorias en la
construccion de los OLD, es decir, se identificaron dos caminos de aprendizaje a partir de
las respuestas de los estudiantes las cuales pueden surgir cuando un individuo quiera
construir el concepto de interés. La primera trayectoria de construccién de los OLD se
describe como sigue: dado un espacio vectorial V de dimensién finita n sobre un campo F
y un operador lineal O sobre él, con una concepcion proceso de base ordenada, el individuo
encuentra una base ordenada B de V. Luego, con su concepcion proceso de la matriz
asociada a una transformacion lineal (MATL) encuentra la representacion matricial de O
respecto a la base B ([0]g). Posteriormente, con una concepcion objeto de multiplicidad
geomeétrica y algebraica, compara estos valores para determinar si el operador lineal es
diagonalizable. La segunda trayectoria de construccion de los OLD se describe a
continuacion: dado un espacio vectorial V de dimension finita n sobre un campo F y un
operador lineal O sobre él, con una concepcidn proceso de base ordenada, el individuo,
encuentra una base ordenada B de V. Posteriormente, con su concepcién proceso de la
matriz asociada a una transformacion lineal encuentra la representacion matricial (MATL)

de O respecto a la base B, es decir [0] . Luego, coordina el proceso MATL con el proceso
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matriz semejante en el proceso matriz diagonal, es decir, encuentra una matriz diagonal D
y una matriz P (invertible), si existen, tales que D = P~1[0]zP, con lo que concluye que
0 es un OLD. Después, se encapsula el proceso anterior en objeto OLD al que pueden
aplicarle acciones especificas. (Ver Figura 85).

Figura 85

Modelo Cognitivo de los Operadores Lineales Diagonalizables

Cazupo Dimensi_('m deV
(Objero)  ~* (Objeto)
: D
R H I
. q |
Operador lineal 0 Espacio vectorial V/ Base ordenada B = {vy,...,v,}
(Objeto) (Esquema) (Proceso)
11Ok EV BO|
| J 1
e A ..i ................ |
v ¢
Matriz asociada a una !\Ial.nz
& ks AB%. 2 semejante
Pollu?mxo caracteristico transformacion lineal A=P1[0];P
Piojs(?) = dex([0)5 = 12) 4= == == = = = = == - (0)5, (0]5,, (0], (Proceso)
(Proceso) (Proceso) MS
| MATL
: Coordinacién de los
\ | Procesos
|
|
Multiplicidad algebraica Multiplicidad geométrica
max{k e (1,...,n}: (x - D)* divide a Pg), (D)} = = = = = dimE;
(Objeto) (Objeto) Matriz
1 | diagonal D
. D =P Y[0]zP
| Accién especifica (Proceso) i
| Encapsulacion
| v
1 [0]5,[0]z,,10]s, _es
| semejante auna
: matriz diagonal
| Operador lineal diagonalizable
--------------- > OLD

(Objeto)

Nota: El modelo muestra dos trayectorias de construccion de los OLD. Los segmentos de lineas
punteadas muestran la primera trayectoria y los segmentos de lineas continuas muestran la segunda

trayectoria.

Cabe mencionar que la segunda trayectoria se presenté con mayor frecuencia, pues
los  estudiantes  entrevistados  respondieron  considerando  un  operador

lineal diagonalizable en el sentido de Friedberg et al. (1982, p. 233), esto es, un operador
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lineal T sobre un espacio vectorial dimensionalmente finito V es diagonalizable si existe
una base B para V tal que [T] sea una matriz diagonal.

La principal diferencia entre estos dos caminos de aprendizaje en la construccion
del concepto de estudio, radico en que por un lado se busca comparar la multiplicidad
geométrica con la multiplicidad algebraica y por el otro lado se busca una matriz diagonal
que sea similar a la representacion matricial del operador lineal dado, es decir, un individuo
con una concepcién proceso de matriz semejante prefiere determinar si la representacion
matricial del operador lineal es semejante a una matriz diagonal que, coordinar los procesos
base ordenada y vectores propios, en el proceso base propia.

5.2  Caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema-OLD

A partir de las evidencias dadas por ambos casos de estudio fue posible hacer la
siguiente caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de los OLD. Las
relaciones establecidas que se utilizan para caracterizar el modelo que describe los niveles
de desarrollo del esquema del concepto de investigacidn se explican a continuacion:

Para empezar, sean V un espacio vectorial de dimensién finita n, O un operador
lineal definido sobre V' y B una base ordenada de V, entonces se tiene lo siguiente:

EV-OL-BO — MATL.: para lograr esta coordinacion, el individuo va a necesitar
operar en los espacios vectoriales de dimension finita, esto debe ser posible por su
estructura trans-EV. Ademas, con su estructura proceso de operador lineal va a lograr
evaluar los vectores de la base de salida en el operador lineal dado. Posteriormente, con su
estructura proceso de base ordenada va a escribir las imagenes resultantes como

combinacion lineal de los vectores de la base de llegada. Después, se va a quedar con la
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informacidn de los escalares de la combinacién lineal y los va a establecer como columnas

de la matriz asociada al operador lineal, es decir [0].

EV-OL-BO-MATL-DT—PC: para lograr esta coordinacion, el individuo va a
necesitar operar en los espacios vectoriales de dimension finita, esto serd posible por su
estructura trans-EV. Ademas, debe ser capaz de establecer la coordinacién 1 entonces va a
poder construir la representacion matricial del operador lineal dado en la situacion
matematica y especifica, es decir [0]g. Posteriormente, con su estructura proceso de
determinante va a calcular el det([0]gz — AI') con el objetivo de construir el polinomio
caracteristico f, (1) asociado a O.

PC-rP—»VvP o EC-SEC—VP: para lograr esta coordinacion, el individuo va a
necesitar analizar el polinomio caracteristico f, (1) Yy con una estructura proceso de raiz
de polinomio determinar sus raices (L) las cuales de existir se deben considerar como
valores propios que cumplen la igualdad O(x) = Ax con x # 0. También, se podria
considerar el analisis de la ecuacion caracteristica f,(1) = 0 y determinar con una
estructura proceso de solucion de una ecuacion (SEC) las soluciones de la ecuacion anterior
y considerarlos como valores propios. Esto se podra hacer para el caso de un polinomio
caracteristico asociado a un operador lineal o una matriz cuadrada.

VP-VP-CSSE-CG—EP: para lograr esta coordinacion, el individuo debe tener
control sobre cada raiz A (si existe) del polinomio caracteristico f,(4) Yy establecer con
cada una de las raices del f,(A) el sistema ([0]z — AI)x = 0. Posteriormente, con su

estructura proceso del CSSE podran encontrar su conjunto solucion y después con su
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estructura proceso de conjunto generador determinar cada espacio propio asociado a cada

valor propio A, es decir Ej;.

MA-MG—OLD: para lograr esta coordinacion, el individuo va a necesitar operar
en los espacios vectoriales de dimension finita propuestos y trabajar con operadores
lineales O definidos sobre ellos, esto seré posible por su estructura trans-EV y su estructura
proceso de los operadores lineales. Ademas, con su estructura proceso del polinomio
caracteristico podran determinar f,(1) para posteriormente estar en condiciones de
comparar el numero que se repite A como raiz del polinomio caracteristico con el nimero
de vectores propios linealmente independientes que se pueden generar con ese valor propio
A

MS-MD—-MDZ: para lograr esta coordinacion, el individuo puede trabajar sobre el
espacio vectorial de matrices de tamafio n X n, esto va a ser posible por su estructura trans-
EV. Ademas, con su estructura proceso de matriz semejante puede encontrar una matriz P
talque dada la matriz A se satisface D = P~1AP en donde la existencia de la matriz P esta
sujeta a condiciones especificas y con su estructura proceso de matriz diagonal considera
a D como aquella matriz que tiene valores distintos de cero en las entradas a;; coni = j y
cero entro caso.

Una vez explicadas las relaciones se presenta el modelo que describe los niveles de
desarrollo del esquema de los operadores lineales diagonalizables:

Nivel intra-OLD: se caracteriza porque los conceptos espacio vectorial, base

ordenada, operador lineal, matriz asociada a una transformacién lineal, determinante,
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matrices semejantes, matriz diagonal, conjunto solucién de sistema de ecuaciones, valores
y vectores propios, operador lineal diagonalizable, matriz diagonalizable estan aislados
(como definiciones 0 como una estructura proceso) o se pueden establecer las relaciones:
dado cualquier espacio vectorial puede el individuo determinar la representacion matricial
de un operador lineal respecto a una base ordenada, es decir, se coordinan los procesos
espacio vectorial, operador lineal, base ordenada en el proceso matriz asociada a una
transformacion lineal (EV-OL-BO — MATL); dado cualquier espacio vectorial de
dimension finita, un operador lineal O determinar su polinomio caracteristico f,(4), es
decir, se coordinan los procesos matriz asociada a una transformacion lineal y determinante
en el proceso polinomio caracteristico f, (1), (MATL-DT—PC). Estés relaciones pueden
ser independientemente de la situacion de decidir si un operador lineal es diagonalizable.
Nivel inter-OLD: se caracteriza por la construccion de relaciones vy
transformaciones entre las estructuras cognitivas, en esta etapa un individuo tiene presente
las relaciones anteriores de la etapa intra-OLD en la situacién matematica y especifica.
Ademas, se establecen las siguientes relaciones: se coordinan los procesos polinomio
caracteristico y raiz de un polinomio en el proceso valor propio como una raiz de un
polinomio caracteristico o se coordinan los procesos de ecuacion caracteristica (EC) y
solucion de una ecuacion caracteristica (SEC) en el proceso valor propio como solucion de
la ecuacion caracteristica (PC-rP—vP o EC-SEC—VP); determinar para cada valor propio
(si existen) el espacio propio E; asociado ha dicho valor, es decir, se coordinan los procesos
de valor propio, vector propio, conjunto solucién de un sistema de ecuaciones y conjunto
generador en el proceso de espacio propio (VP-VP-CSSE-CG— EP); coordinar los procesos

de multiplicidad algebraica y geométrica por medio del operador lineal diagonalizable
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(MA-MG—-OLD); coordinar los procesos de matriz asociada a una transformacion lineal,
matriz semejante y matriz diagonal en el proceso matriz diagonalizable (MATL-MS-
MD-MD2).

Nivel trans-OLD: se construye una estructura implicita o explicita a traves de la
cual se comprenden las relaciones desarrolladas en la etapa inter-OLD. El esquema logra
coherencia cuando el individuo tiene la capacidad de determinar el alcance de su esquema-
OLD, es decir, puede utilizar la comparacion de la multiplicidad algebraica del valor propio
con la dimensidn del espacio generado por ese valor propio como criterio para decidir si
un operador lineal se puede diagonalizar (si para cada valor propio de multiplicidad m
produce exactamente m vectores propios linealmente independientes) y por consecuencia
se puede construir una base cuya representacion matricial del operador lineal en esa base
es una matriz diagonal; utilizar la comparacion de la multiplicidad algebraica del valor
propio con la multiplicidad geométrica (si para cada valor propio de multiplicidad m
produce exactamente m vectores propios linealmente independientes) como criterio para
decidir si una representacién matricial de un operador lineal es semejante a una matriz
diagonal y por consecuencia construir y justificar la existencia de las matrices P y D que
satisfacen D = P~1[0]zP; su coherencia le permite decidir cuando los operadores lineales
en espacios vectoriales distintos a R™ se podrian diagonalizar; usar los operadores lineales
diagonalizables para resolver otro tipo de problemas, es decir, usar su representacion
sencilla o propiedades para resolver los problemas.

En la Figura 86 se muestra el desarrollo del esquema-OLD con base en las

relaciones expresadas y evidenciadas por los estudiantes.
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Figura 86
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En este trabajo se han caracterizado los niveles de desarrollo del esquema de los
operadores lineales diagonalizables. Al ser un estudio de caso instrumental se puede
generalizar sobre los niveles de desarrollo a partir de los casos estudiados, no siendo los
casos el objetivo sino el desarrollo del esquema en la situacion matematica de diagonalizar
un operador lineal. La profundizacion del analisis para el refinamiento de los niveles de

desarrollo estuvo centrada en las entrevistas a los casos teoricos (Merriam, 1998; Stake,
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1994), pues con ello se esclarecié las relaciones entre los conceptos involucrados en los
operadores lineales diagonalizables.

Asimismo, los resultados indicaron dos aspectos fundamentales para la coherencia
del esquema-OLD: 1) considerar a un operador lineal diagonalizable como aquel que tiene
una representacion matricial diagonal respecto a una base, puesto que para construir una
tal base se debe satisfacer que un valor propio de multiplicidad m produce exactamente m
vectores propios linealmente independientes; 2) en el caso de tener una matriz
diagonalizable se debe verificar que esta sea semejante a una matriz diagonal, lo cual invita
a reflexionar sobre la construccién de una matriz invertible cuyas columnas sean vectores
propios para la matriz y cada valor propio de multiplicidad m produzca exactamente m
vectores propios linealmente independientes. Ambos aspectos quedan modelados por las
relaciones: EV-OL-BO —» MATL; MATL-DT—-PC; PC-rP-VvP o EC-SEC—-VP; vP-VP-
CSSE-CG- EP; MA-MG—-OLD y MATL-MS-MD-MDZ.

Finalmente, se reconoce que el analisis a partir de la teoria APOE indica
trascendencia en la observacion e interpretacion de los datos, no obstante, se requieren de
nuevas investigaciones en las cuales se pueda responder como se aplican transformaciones
a la estructura esquema-OLD de los operadores lineales, es decir, el estudio de la
construccion de los operadores lineales diagonalizables como un objeto por medio del
mecanismo tematizacion.

5.3  Sugerencias didacticas respecto a los OLD
Se sugiere trabajar con problemas que involucren la inteorizacion de acciones

especificas para reconocer a los vectores propios de los operadores lineales en su
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representacion funcional y hacer énfasis de que se buscan los vectores diferentes de cero
para la representacion matricial y funcional.

Se sugiere trabajar precisamente con los operadores lineales diagonalizables y
mostrar la ventaja de utilizar las bases conformadas por vectores propios puesto que se
identifico la preferencia de las bases candnicas para representar a los operadores lineales
para el caso de montar MATL. Esta preferencia por parte de los participantes en la
investigacion se sustenta en hacer menos célculos para encontrar las coordenadas de las
imagenes de los vectores de la base de salida con respecto a la base de llegada.

Se sugiere hacer evidente la equivalencia entre las definiciones Hoffman y Kunze
(1973) y Friedberg et al., (1982). Es decir, si los estudiantes logran interiorizar la
equivalencia anterior, tendrian claro que al encontrar una base donde sus elementos sean
vectores propios del operador lineal dado entonces su representacion matricial en esa base
sera una matriz diagonal. La anterior sugerencia se propone porque se identificé que los
participantes tienen la tendencia de construir una matriz invertible (P) y una matriz
diagonal (D) tal que D = P~1[0]zP con [0]z como la representacion matricial del
operador lineal O respecto a la base B, que construir una base conformada por vectores
propios.

5.4  Reflexiones finales

Dada la complejidad de estructuracion del conocimiento matematico relacionado
con los operadores lineales diagonalizables proponemos este modelo cognitivo (ver
Figura 86) el cual se puede refinar mediante la aplicacion de problemas que involucren al
esquema-OLD, esto con el fin de buscar mas evidencia empirica para develar y hacer

explicitas nuevas relaciones en un nivel de desarrollo trans-OLD, aunque, la evidencia
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encontrada garantiza que las relaciones que proponemos deben estar y son un buen punto
de partida para futuras investigaciones.

Otra investigacion que podria realizarse es como el modelo esquema-OLD
propuesto puede ser tematizado como un objeto, es decir, cdmo los estudiantes aplican
transformaciones al esquema. Encontramos evidencia que el esquema-OLD es tematizado
por medio de la relacion D = P1AP cuando se tiene necesidad de calcular potencias
enésimas de una matriz diagonalizable. Habria que buscar mas informacion si esta relacion
es la que permite tematizar al esquema-OLD propuesto.

Finalmente, este trabajo pretende ser material de reflexion para profesores en
gjercicio acerca de la construccion de conceptos y las relaciones entre ellos desde un
enfoque cognitivo. Es decir, cdmo los procesos cognitivos se desarrollan al construir
conceptos abstractos y cdmo estos se relacionan en situaciones matematicas y especificas,
por ejemplo, con este estudio se aporta a la matematica educativa con un modelo que
describe las estructuras y mecanismos mentales que un estudiante podria necesitar para
aprender el concepto de operador lineal diagonalizable como un objeto cognitivo. Ademas,
se contribuye con la caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de los
operadores lineales diagonalizables, para lograr esta caracterizacion se considerd dos
aspectos: 1) se considero al esquema como una estructura que incluye diferentes conceptos
interrelacionados; 2) se considerd la situacién matematica y especifica que involucra

decidir si un operador lineal se puede diagonalizar.
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Anexo 1. Revision de textos

ANEXOS

Tesk Definiciones Conceptos involucrados en las
o o lncal definiciones
revisado - Operador linea
Operador lincal diagonalizable
Como el problema de la Se dice que un operador  Espacio vectorial, dimension finita,
iagonalizacién implica e i sobre un mapeo lineal, e, matriz asoci:
diagonal 6 licael lineal T sob: lineal, bas tri ada
estudio de una espacio vectorial a una transformacién lineal, matriz
transformacién que mapee  dimensional te finito  diagonal, matriz cuadrada y matriz
a un espacio vectorial en si  V es diagonalizable si similar.
Friedberg mismo, es Gtil dar un existe una base f para V
g
Insel y Spence nombre atal tal que [T]g sea una
(1982) transformacion. En matriz diagonal.
consecuencia, llamaremos
a la transformacién T: V —  Una matriz cuadrada A
V sobre un espacio es diagonalizable si A es
vectorial V., un operador similar a una matriz
lineal sobre V. (pag. 231)  diagonal. (pag. 233)
2 2z
Seca w un endomorfismo E: £i o. io vectorial,
de un espacio vectorial dimensién finita, cuerpo
E de dimension finita n conmutativo, base. vectores
sobre un cucrpo propios, matriz diagonal.
conmutativo K. Se dice
ode: que 1 es diagonizable i
St existe una baze de £
formada por vectores
propios de w; dicho de
otra forma, respecto a la
cual la matriz de 1 sea
diagonal. (pag. 529)
Si V e un espacio Sea 7 un operador lincal Operador lineal, espacio vectorial,
vectorial sobre el campo sobre un espacio dimensién finita, base, vector
£, un operador lineal V es vectorial de dimension propio.
+5 una transformacién lineal finita V. Se dice que T
offman

pd
Kunze (1973)

de V sobre V. (pag. 76)

cs diagonalizable si
existe una base de V tal
que cada vector suyo sca
vector propio de 7. (pag.
183)

Nicholson
(2018)

...Una transformacion

lineal 7: V — V es llamada

un operador lincal en V.

(pag. 389)

Una matriz Aden X n
es llamada
diagonalizable si
P~1AP cs diagonal para
alguna matriz invertible
P de n < n.

Aqui, la matriz
invertible P sc dice que
diagonaliza a la matriz
A. (pag.186)

Matriz cuadrada, matriz invertible,
matriz diagonal.

Poole (2011)

Sea V un espacio

Espacio vectorial. dimension finita,

vectorial de d
finita y sea T:V — V
una transformacién
lineal. Entonces 7" se
Hama diagonalizable si
existe una base C para V'
tal que la matriz [7]
sca una matriz diagonal.
(pag. 527)

linecal, base, matriz

A una
lineal, matriz diagonal.

Lang (1987)

Sea F:V — V un mapco
lincal de un espacio
vectorial sobre si mismo.
A veces a F sc le llama

operador. (pag. 68)

Sca V un espacio
vectorial de dimension
finita sobre K. y sea
F:V — V un mapco
lineal. Se dice que una
base # de V diagonaliza
F si la matriz asociada
con F relativa a £ es una
matriz diagonal. Si
existe una baaec tal que

adi. 15

decimos que F es
diagonalizable...

Si A es una matriz de

7 x nen K, decimos
que A puede ser
diagonalizada (en K) =i
el mapeo lincal en K™

Espaci ial. di ion finita,
mapco lincal, base, matriz asociada
a una transformacion lineal, matriz
diagonal, matriz cuadrada.

Axler, S.
(1997)

... Recuerde que un

SiT € £(V) tiene
525

perador es un P
lincal de un espacio
vectorial a si mi

ion de V de
distintos valores
pi entonces T'

Recuerde también que
denotamos al conjunto de
operadores en V por £(V):
en otras palabras L(V) =
L(V.V). (pag. 79)

P
tiene una matriz
diagonal respecto a
alguna base de V. (pag.
88)

Operador lineal, dimension, valores
propios, matriz diagonal, base.
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Anexo 2. Equivalencia en las definiciones de los operadores lineales diagonalizables
Se va a demostrar la equivalencia de las siguientes definiciones:
Definicion 1. Se dice que un operador lineal T sobre un espacio vectorial
dimensionalmente finito V es diagonalizable si existe una base B para V tal que
[T]p sea una matriz diagonal. Una matriz cuadrada A es diagonalizable si A es
similar a una matriz diagonal. (Friedberg et al., 1982, p. 223).
Definicion 2. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial de dimension
finita V. Se dice que T es diagonalizable si existe una base de V tal que cada vector
suyo sea vector propio de T. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 183).
Demostracion
[=] Sea VV un espacio vectorial de dimensidn finita y T un operador lineal definido
en sobre V. Supongamos que T es un operador lineal diagonalizable de acuerdo con
Friedberg et al., (1982). Entonces existe una base B = {a4, a,, -, a,} paraV tal que [T]p,

es una matriz diagonal, es decir:

dll 0]
0 dnn

Entonces las matrices de coordenadas de T(a;) respecto a la base B, con n =

[T]lg =D =

1,2, ...,nson las siguientes:

dll

[T(ap)]s = l ; ‘ > T(@) = duay
0
0

[T ()]s = Id?‘ = T(ay) = dyot,
0
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0
[T(an)]B = I 0 ‘ = T(ay) = dppay
dnn

Por lo tanto, para cada vector a,, € B se satisface T(a,) = dp @y, €S decir, T es
diagonalizable de acuerdo con Hoffman y Kunze (1973).

[<] Reciprocamente, supdngase que existe una base B = {a;, a,, -, an} Y
escalares 14, 1,, ..., 4, tales que T(aj) = Aja;. Entonces, al aplicar T a los vectores de la

base B se obtiene:

0

A4
T(a,) = Loy = [T(al)]B = [O" o T(@n) = Anay = [T(an)]B = 0 '
0 An

Asi, la matriz asociada a T respecto a la base B es:

dy - 0
[T]g = [ oo ]
0 - dy,

Es decir, T es diagonalizable de acuerdo con Friedberg et al., (1982) por lo tanto

las definiciones son equivalentes.
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Anexo 3. Revision de articulos y caracterizacion propia

Concepto Estructura Caracterizacion

1. Puede estar conformado por vectores, operaciones defimdas entre

ellos, conjuntos, bases y dimensiones cada uno considerado como un

Espacio vectoral (EV) Proceso proceso o un objeto. En un nivel Trans-EV, el individuo opera con
ejemplos no estandar de espacios vectoriales y evoca su esquema
cuando este sea necesario. (Parraguez y Oktag, 2010)

2. sz s El estudiante puede reconocer s1 es 0 no una transformacion lineal al
Transformacion lineal 3 5 ;

z verificar mentalmente la preservacion de la suma vectorial y el
(TL)/Operador Lineal Proceso i = g :
(OL) producto por un escalar, o la preservacion de combinaciones lineales.
(Roa-Fuentes y Oktag, 2010)

3. Un individuo puede reflexionar sobre el posible orden de los
elementos de la base B, decidir cual sera dicho orden y establecer st
un vector dado o un conjunto de vectores podrian escribirse como

Base ordenada (BO Proceso SbEEn .
8a) combinacion lineal de los elementos B con el orden establecido o dar
una base para el espacio vectorial dado. (Ku, Trigueros, Oktag, 2008;
Mendoza, Rodriguez v Roa, 2015)

4. ; soc g 5 Los estudiantes constderan la dimension con un numero que depende
Dimens16n finita (DF) Obyeto pelep

de la base.

5. . En un nivel frans-CC, el mndividuo tiene domunio sobre las
Campo conmutativo z : ; ;

() Esquema operaciones definidas en el conjunto y basa su coherencia en los
axiomas que cumple un campo.

6.  Matriz asociada a una Un mdividuo puede determinar la representacion matricial de un
transformacion lineal Proceso operador lneal para un par de bases especificas. (Montelongo, 2016)
(MATL)

7. Un individuo reconoce el paralelismo de los vectores Avy v para

; ; = 5 :
Valores propios (vP); cualquier espacio de R". Reconocen que un valor propio es un escalar

3 ) S Proceso que cambia la magnitud y posiblemente la direccion del vector v.

- vectores propios (VP). ;
(Salgado y Trigueros, 2014)

9. - Los estudiantes consideran a la matriz como aquella que tiene valores
Matnz diagonal (MD) Proceso distintos de cero en las entradas a;; con i = j y cero entro caso.

10. s Los estudiantes consideran a la matniz como un arreglo ordenado

atriz cuadrada Proce: ; : :
» ) e donde el nimero de columnas es 1gual al nimero de filas.

11. Matriz invertible (MI) Objeto Les cstud:antes_ consxdcr'an‘a la matnz invertible como aquella matniz
cuadrada que tiene matriz inversa.

12. e Los estudiantes pueden encontrar una matriz P tal que, dada una

e it matriz A se satisfaga D = P"*AP con D una matriz diagonal.
13. El individuo es capaz de coordmar el proceso solucién del sistema
. homogéneo asociado a la busqueda de los valores y vectores propios
Espacio gropm (EF) Prorenc con el proceso de encontrar el espacio nulo de la matnz
correspondiente al sistema. (Salgado y Trigueros. 2014)

14.  Conjunto solucion de Se realizan operaciones de fila en una matnz aumentada para poder
un sistema de E encontrar el conjunto de soluciones, ademas. dado cualquier sistema
ecuaciones lineales = de ecuaciones lineales se puede encontrar el conjunto solucion.
(CSSE) (Trigueros. Oktag y Manzanero. 2007)

15. Conjunto ge fii ) En esta estructurada un individuo considera al' conjunto que puec!e
(CG) Objeto tener Flemeqtos repetidos y generar aun asi el mismo espacio

vectorial. (Ku, 2012)

16. Multiplicidad o El individuo la considera como el numero que se repite una raiz de
algebraica (MA) Jeto un polinomio caracteristico asociado a un operador lineal.

17.  Multplicidad . El individuo la considera como el nimero de elementos de la base de

B Objeto . X
geométrica (MG) un espacio propio.
18. Determinante (DT) Proceso En esta estructura el individuo podra calcular el determinate de
g cualquier matriz cuadrada

19. Polinomio El individuo es capaz de establecer el polinomuo caracteristico
caracteristico (PC) Proceso asociado a cualquier operador lineal dado en su representacion

funcional o matricial.

20. Raiz de fiiisens En esta estructura el individuo es capaz de determunar todos los
(rpl)z WL PYAIORO Proceso valores que anulan a cualquier polinomio dado sobre cualquier

campo.
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Anexo 4. Instrumento de investigacion: cuestionario

1. ;Qué es un espacio vectorial?

2. Determinar s bos siguientes conjuntos con las operaciones dadas son espacios vectoriales.

a) El conjunto de matrioes de tamanio m x n con cocficientes en R, es decir, My .n(R) con las
A+ B=(ag +by)

doude, A = (ay), B=(by) yc € R

b) H= ((x,y) € R? : y < 0} con ka1 suma de vectores y multiplicacidn escalar por vector usaales.

Qué es una base ordenada para un espacio vectorial de dimensson finita?

Suszz(R)dmvedmhldemUmdehmanOQxQ

dell cagincios wectorial dadb dinkietn 3o B = [0 0] [ ] [° 0] [ ] oona,bcdel.

-

12 8
5. Calcula el determinante de la matrz A = 12 3 4} € Ma.a(R).
$10

6. Dados los signientes sistemas de ecuaciones con cocficientes reales encontrar su conjunto de solucones.

a) b) c)
5r+6y=—1 1 +3r2=-1 1 +3m +5n3=—1
2r +4y=3 2ry +4r2=2 2z +42 + 213 =2

3:11‘6:3:4 2.!11‘633'?101‘3:—2

-l
'

Sean A y B dos matrices jQue significa que A y B sean matrioes semejantes?
. ;Qué es la dimension de un espacio vectorial?

a) ;Qué significa que un vector sea propeo para un operador ineal 07

b) ;Que mignifica que un vector sea propeo para una matnz cuadrada A?

10. Considera ¢l operador lineal O : R? - R? dado por (z,y) +» (x,0). Decide cuilles de kos vectores del
sigwente conjunto € son vectores propios de O en caso de serlo, a que valor propio estin asociados:

C= “2’0),(1v '—1)1 (510)9 (" l)v (0. 1)1 (01 "'3)9 (0,0"-

[

11. ;Qué es un espacio propic?

12. ;Qué entiendes por un operador lineal diagonalizable?

13. Define formalmente qué s un operador lineal diagonalizable.

14. Define formalmente qué significa que una matriz A € Muxa(R) sea diagonalizble.

15. &) ;Qué es la multiplicadad algebeaica de una raiz de un polinomio?
b) ;Que es la multipliadad gromeétrica de un valor propio?

154



Anexo 5. Instrumento de investigacion: entrevista

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Sea O : C* — C? el operador lineal dado por O(z,y) = (x +y,z — y) y sean By = By = {(1,0),(0,1)}
bases ordenadas de C2. Encuentra la matriz de O, correspondiente a las bases By y Bs.

Sean Rlz]3 = {ag + a1 + ag2® + az2® : a; € Rparai = 0,1,2,3} v R[z]y = {ag + @17 + aga? :
a; € Rparai = 0,1,2} los espacios de polinomios de grado menor igual a 3 y 2, respectivamente.
Considera D : R[z]3 — R]z], definido por, f(z) = f'(z) (cada polinomio lo transforma en su derivada).
Determina la representacién matricial de D, correspondiente a las bases ordenadas By = {1,z,2?% 23}
y By = {1,z,2%}.

Considera la aplicacién lineal f : R3 — R3 tal que f(z,y,2) = (6x+42, 14+2y+2, —3v—2). Encuentra la
representacién matricial [f]g respecto a la base candnica ordenada B y la representacién matrical [f]g,
respecto a la base ordenada By = {(1,0,-1),(0,1,0), (4,1,—3)} y responde las siguientes preguntas:

a) {Qué representacion matricial de f fue mds complicada de calcular y por qué?
b) {Qué representacién matricial para f te parece mas conveniente y por qué?

¢) (Existe otra base By # By tal que la representacion matricial para f también sea diagonal?
Justifica tu respuesta.

d) (Existe otra base Bj tal que la representacién matricial de f en esa base, sea diagonal y tenga
valores distintos en la diagonal de la matriz [f], 7 Justifica tu respuesta.
Encuentra una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que D = P~'AP, para la matriz

A- [2 1} € Maya(R).

12
. 1 2 : . .
Dada la matriz A = 0 J JA es diagonalizable? Justifica tu respuesta
10 0
Dada lamatriz B= 10 1 0 | € Mzy3(R), calcular B!%.
11 -1
. 21 100
Dada la matriz A = 1 o € Msx2(R), calcular A

Decide si el operador T : R? — R? definido por T(zy,22) = (2421 + 2029, —30x1 — 2619) es diagonali-
zable. Justifica tu respuesta.

Sea T : R* — R definido por T'(x1, 79, 23) = (201 — 29 — 13,71 — T3, —21 + 19 +223). Es diagonalizable
el operador lineal dado. Justifica tu respuesta.

cosfl —send

snf  cosf } € Mayo(R) (Para qué valores de 6, R(f) es

Considera la siguiente matriz R(0) = [

diagonalizable?

Da una matriz no diagonal de 2 x 2 cuyos valores propios sean 2 y -3 y cuyos vectores propios asociados
-1 1
sean { 5 } y H .

Sea A no singular y A diagonalizable ;A =", es diagonalizable?
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