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Introduccién

En esta investigacion se examind el razonamiento inductivo que siguen estudiantes de
primer grado de secundaria, al resolver tareas que demandan la generalizacion de
patrones figurales, asociados a sucesiones lineales. La generalizacién, es un aspecto
fundamental que contribuye en promover este tipo de razonamiento, y en el &mbito del
quehacer matematico, se concibe como una forma de llegar al &lgebra (Cafadas &
Castro, 2004).

Los fundamentos tedricos que sustentan el estudio, son el modelo de siete pasos
para el razonamiento inductivo de Cafiadas y Castro (2007), los sistemas de
representacion correspondientes al objeto mateméatico sucesiones lineales (Cafadas,
2007), los conceptos de patron matematico y generalizacion; y los tipos de generalizacion
(Dorfler, 1991; Rivera, 2010).

Para el logro sel objetivo de investigacién, se disefiaron tareas de patrones
figurales asociados a una sucesion lineal, que demandaron el establecimiento de una
generalizacion. Participaron en la investigacion, estudiantes matriculados en séptimo
grado (primer grado) en una escuela secundaria, del municipio de Eduardo Neri del
estado de Guerrero. Una caracteristica de esta poblacion es que recién habian concluido
su formacion en educacion primaria. De manera que al momento de su participacion, su
experiencia académica con las sucesiones lineales de acuerdo con el curriculum de ese
nivel educativo, se Ilimit6 al reconocimiento del patron de recurrencia y de
correspondencia. Los sistemas de representacion a los que recurrieron al resolver la

tareas, fueron el verbal, numérico, algebraico y gréfico.

El estudio del razonamiento inductivo, tomé como base las producciones escritas
de los estudiantes, y su exploracién se sustentd en los pasos del modelo de razonamiento
inductivo de Cafadas y Castro (2007) que siguieron, asi como los sistemas de
representacion a los que recurrieron al resolver las tareas. Los resultados evidencian que
los pasos del razonamiento inductivo en los que se involucran con mas frecuencia los
estudiantes son: el trabajo con casos particulares, identificacion de patrén, formulacion de
conjeturas y generalizacion. Se reconoce que el paso en que realizan con menor
frecuencia, es la organizacién de los casos particulares; y que no se involucran en la

justificacion de conjeturas y en la demostracion.
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El estudio se reporta en cinco capitulos. El primero, presenta los antecedentes y el
problema de investigacion. Se sefiala que se ha estudiado con respecto al razonamiento
inductivo en mateméticas. Asimismo, se plantea la pregunta de investigacion y los

objetivos, generales y especificos.

En el segundo capitulo se describen los referentes tedricos en los que se apoya la
investigacion. En el tercer capitulo, se presenta el andlisis de contenido del objeto
matematico sucesiones lineales, que sirve como apoyo para el disefio de las tareas de
generalizacion de patrones. El cuarto capitulo presenta la metodologia, se describen las
tareas disefiadas y su aplicacion. En el quinto se analizan los datos y se discuten los
resultados de la investigacion. En el sexto, se tratan conclusiones y se responde la
problematica planteada.
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Capitulo 1

Problema de investigacion

1.1. Antecedentes del estudio

Es ampliamente aceptado que el razonamiento es importante, tanto en el aprendizaje de
las matematicas como en hacer mateméatica (Conner, Singletary, Smith, Wagner &
Francisco, 2014). En el contexto escolar, el desarrollo del razonamiento matematico de
los estudiantes es una meta de varios curriculos (Jeannotte & Kieran, 2017; NCTM, 2000;
OCDE, 2009) y en la agenda de investigacion en Educacién Matematica, es un elemento
esencial. La habilidad de razonar esta vinculada al pensamiento, es propia de los seres
humanos (Cafiadas & Castro, 2004) y debe ser desarrollada. En general, el razonamiento
resulta sumamente practico para desarrollar la capacidad de los estudiantes de analizar
las nuevas situaciones a las que se enfrentan en todos los aspectos, tales como concebir
suposiciones logicas, expresar sus pensamientos, obtener conclusiones y justificar las

mismas (Arslan, Gécmencelebi & Tapan, 2009).
1.1.1. Investigaciones sobre el razonamiento

Las investigaciones que han tomado como objeto de estudio al razonamiento, han
aplicado multiples enfoques, con la finalidad de indagar acerca de la manera en la que se
desarrollan y manifiestan los distintos tipos de razonamiento. Conner y colaboradores
(Conner et al., 2014) por ejemplo, combinan las ideas de Toulmin (1958) y Pierce (1956)
en un solo diagrama para examinar los tipos de razonamiento presentes en la
argumentacion colectiva en un aula de noveno grado, mientras se resuelven problemas
en un curso de geometria, en el que los estudiantes investigaron, probaron y aplicaron
resultados matematicos relacionados con triangulos, cuadrilateros y otros poligonos. Con
base en los procesos de prueba reconstruidos desde la argumentacién colectiva,
caracterizan cuatro tipos de razonamientos: el inductivo, deductivo, abductivo y el de
analogia. Reconocen que este Ultimo, aparece porque es el profesor quien lo promueve.
La combinacién de ambas perspectivas teéricas por estos investigadores, se constituye

ademas, en un aporte metodolégico. Con el cual, puede estudiarse como los maestros
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apoyan a sus estudiantes en la produccion de argumentos a medida que pasan de la

conjetura a la prueba.

De manera similar, Soler-Alvarez y Manrique (2014) adaptan el modelo de Toulmin
y la teoria propuesta por Peirce relativa al desarrollo del método cientifico, a fin de
caracterizar las formas de razonamiento de profesores en formacion, cuando se
involucran individualmente en tareas relacionadas con numeros racionales e irracionales.
Derivado de su estudio, afirman que el proceso de descubrimiento matematico en las
clases de matematicas, particularmente aquellas que son para profesores de
matematicas, se caracteriza por el desarrollo de tres tipos de razonamiento: abductivo,
deductivo e inductivo, y que la estructura propuesta por Pierce, es til en la descripcion de
este proceso. Jeannotte y Kieran (2017) proponen un modelo conceptual de razonamiento
matematico para las matematicas escolares, en el que interrelacionan los procesos de
comunicacion y cognitivos. Lo conciben como un modelo general que puede ser aplicado
a varias areas de contenido matemaético, en el que unifican un dominio previamente no
estructurado segun dos aspectos centrales: el estructural y el de proceso. Arslan,
Gocmencelebi y Tapan (2009) por su parte, analizan como se relacionan los estilos de
razonamiento y aprendizaje de docentes en formacion, a través de preguntas abiertas.
Reconocen que existe una relacién significativa entre el razonamiento y estilo de

aprendizaje de los estudiantes; y que el razonamiento mas utilizado es el inductivo.
1.1.2. Investigaciones sobre el razonamiento inductivo

El razonamiento inductivo es en el que se enfoca esta investigacion. La literatura
especializada reconoce que la investigacion empirica sobre este tipo de razonamiento no
es nueva. Klauer y Phye (2008) destacan que su comienzo data de unos cien afios, en el
contexto de la investigacion sobre inteligencia cuando Spearman descubrié que su factor
g de inteligencia general estaba principalmente determinado por procesos inductivos de
"educcion de las relaciones" (Spearman, 1923, en Klauer y Phye, 2008). Se reconoce
ademas, que gran parte de las investigaciones sobre razonamiento inductivo se realizaron
en el campo de la psicologia, y en muchos casos, desligadas del aprendizaje escolar
(Cafadas, 2007).

En Educacién Matematica, el razonamiento inductivo es tema de interés en la
agenda de investigacion desde hace ya varios afos (e.g. Ortiz, 1997; Haverty, Koedinger,
Klahr & Alibali, 2000; Cafiadas, 2002; Castro, 2002). En ese contexto, se han reportado
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estudios que atienden a cuestiones como: marcos y/o modelos teéricos y metodoldgicos
(e.g. Canadas & Castro, 2007; Klauer & Phye, 1994; Klauer, 1996; Phye, 1997; Reid,
2002), ademés de estudios de tipo cognitivo, en estudiantes principalmente (e.g. Barkl,
Porter & Ginns, 2012; Reid, 2002; Haverty, et al, 2000; Barrera, Castro & Cafadas, 2008),
pocos con profesores de matematicas (e.g. Sosa-Moguel & Cabafias-Sanchez, 2017).

Entre las investigaciones que refieren al razonamiento inductivo, algunas se han
enfocado a la construccion de métodos, teorias o a instruir a los estudiantes en el uso del
mismo. Destaca el método de Pdlya (1965, 1966), para el estudio del razonamiento
inductivo, al que considera junto con la generalizacion, la especializacién y la analogia,
como las bases del razonamiento informal al que también llama razonamiento plausible.
El método, consiste de cuatro etapas: a) observacion de casos particulares, b) basqueda
de patrones basados en la regularidad observada en los casos particulares, c) formulacién
de una conjetura de acuerdo con el patrén, y; d) verificacion posterior de dicha conjetura.
Ademas, describe el papel que juegan la generalizacion, la especializacion y la analogia
en el razonamiento inductivo. Considera a este tipo de razonamiento como un caso
particular de razonamiento plausible y afirma que las matematicas son el contexto mas
apropiado para estudiarlo. EI modelo de Pdlya ha sido sustento de otros (e.g. Reid, 2002;
Cafadas & Castro, 2007).

Reid (2002) estructura un modelo para el estudio del razonamiento inductivo,
sustentado en el método de Podlya, consiste de cinco etapas: a) trabajo con casos
particulares, b) observacion del patrén, c) formulacion de una conjetura que no ha sido
comprobada, d) generalizacion de la conjetura, y; e) utilizacion de la generalizacién como
base para realizar comprobaciones. Se vale de esta propuesta para explorar el
razonamiento que expresan nifios de quinto grado de primaria al resolver un problema y
puntualiza en tres casos que siguen distintas etapas del modelo. Afirma que el
razonamiento al que recurren los estudiantes es parcialmente matematico, puesto que no
involucran explicaciones deductivas, que se consideran fundamentales en la mateméatica

de acuerdo al curriculo.

Entre los estudios con objetivos orientados en la instruccion, destaca el de Klauer,
Willmes y Phye (2002) en el &rea de psicologia, quienes desarrollaron un programa de
capacitacion para el razonamiento inductivo, con nifios pertenecientes a doce grupos de
primer grado (7 afios de edad). De los doce grupos, se entrend a los nifios de seis de

ellos, para que se valieran de una estrategia para razonar inductivamente, mientras que el
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resto continuaron sus actividades académicas regulares. El estudio evidencia que los
nifios sometidos al entrenamiento, superaron al resto en las pruebas cognitivas. Un
estudio de corte longitudinal desarrollado en Holanda por Koning, Hamers, Sijtsma y
Vermeer (2002) con nifios de tercero y cuarto grado de primaria, evidencia que si se les
instruye en el uso del razonamiento inductivo, se desarrolla una mejor capacidad para
utilizarlo, asi también el que logren un mejor rendimiento académico. En el mismo marco,
se distingue la investigacion de Barkl, Porter y Ginns (2012), en la que se evaltan los
efectos que produce un programa de instruccion del razonamiento inductivo en
estudiantes de primaria, denominado Entrenamiento Cognitivo para Nifios (Cognitive
Training for Children en inglés). Sostienen que instruir a los estudiantes en el uso del
razonamiento inductivo aumenta sus capacidades para utilizarlo y que la ensefianza
individual ayuda a desarrollar las habilidades de los estudiantes en mayor medida, que la

instruccién en grupos.

En ese mismo ambito, Klauer y Phye (2008) presentan una teoria prescriptiva
desarrollada varios afios atras por su grupo de investigacion en estudios previos (Klauer,
1989; 1991; 1993 en Klauer & Phye, 2008), orientada a entrenar a estudiantes de primaria
en este tipo de razonamiento. Con base en esta teoria, se reconoce lo que llaman el
procesamiento cognitivo, consistente en una estrategia de procedimiento para hacer
comparaciones, es decir, buscar similitudes y diferencias. Desde esta teoria, plantean la
hipétesis de que el entrenamiento en el uso de la estrategia de razonamiento inductivo
mejora el funcionamiento cognitivo en términos de (a) un mayor rendimiento de la
inteligencia fluida y (b) un mejor aprendizaje académico de la materia del aula. Ambas
hipotesis fueron confirmadas, con base en setenta y cuatro experimentos de

entrenamiento con casi 3,600 nifios.

En el campo de la investigacibn en Educacién Matematica, Christou y
Papageorgiou (2007) formulan y validan un marco que enfatiza tanto en el entrenamiento
como en la evaluacién del razonamiento inductivo de estudiantes de primaria. Se
fundamentan en el enfoque de Klauer (1988, 1992, 1999) sobre la capacitacién en el
razonamiento inductivo. Proponen una manera de describir y predecir el razonamiento
inductivo de los estudiantes a través de factores relacionados con la deteccion de
similitudes y diferencias en las propiedades y relaciones de conceptos matematicos.
Sostienen, que este marco puede ser utilizado por profesores para ayudar a mejorar el

razonamiento inductivo de sus alumnos, asi también, que proporciona una base tedrica
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auxiliar para los disefiadores de curriculos y programas de evaluacién de este tipo de

razonamiento en matematicas.

En Cafadas (2007) se describe y caracteriza el razonamiento inductivo utilizado
por estudiantes de tercero y cuarto grado de Educacién Secundaria Obligatoria en Espafia
(equivalentes a tercero de secundaria y primero de educacion media superior en México),
cuando resuelven problemas que refieren a sucesiones lineales y cuadraticas. Con base
en esta investigacion, Cafiadas y Castro (2007) proponen un modelo tedrico para analizar
el razonamiento inductivo de estudiantes en el contexto del algebra. Se sustentan
ademas, en las etapas propuestas en Pélya (1965), Reid (2002) y el trabajo empirico de
Cafadas (2002). Es asi que delimitan siete pasos para describir el razonamiento
inductivo: a) Trabajo con casos particulares, b) organizacién de casos particulares, c)
identificacion de patrones, d) formulacién de conjeturas, e) justificaciébn de conjeturas, f)
generalizacién, y; g) demostracion. EI modelo ha sido utilizado en diversos estudios para
describir este tipo de razonamiento en tareas de generalizacion de patrones, tanto en
estudiantes (e. g. Cafadas, Castro & Castro, 2008; Cafiadas, 2009; Cafiadas, Castro &
Castro, 2009) como en profesores en formacion (Barrera, Castro & Cafadas, 2008) y en

servicio (Sosa-Moguel & Cabafias-Sanchez, 2017).

Con el razonamiento inductivo como objeto de estudio, Haverty y colaboradores
(2000) analizan los procesos cognitivos de estudiantes universitarios en tareas que
involucran a la funcion cuadratica. Identifican lo que llaman tres areas fundamentales de
la actividad inductiva: recopilacién de datos, busqueda de patrones y generacion de
hipdtesis. Sugieren que el conocimiento numérico es esencial en la deteccién de

patrones, consecuentemente en la resolucién de problemas.
1.1.3. Importancia del razonamiento inductivo

El razonamiento inductivo es reconocido como un elemento importante en el campo de la
Educacién Matematica. Castro, Cafiadas y Molina (2010) le confieren dos funciones, con
implicaciones en el campo de nuestra disciplina. La primera, afirman, que permite el
descubrimiento de conocimiento nuevo mediante la formulacion de conjeturas basadas en
casos particulares, llegando a la generalizacion. La otra, refiere a la verificacion o

comprobacién de conjeturas mediante la consideracion de casos particulares.

En el marco curricular, en los estandares del National Council of Teachers of

Mathematics (NCTM, 2000) se enfatiza en la importancia porque los estudiantes sean
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competentes en el uso del razonamiento inductivo. En México, un referente curricular, son
los planes y programas de estudios de educacion secundaria (SEP, 2011a, SEP, 2011b),
en los que se reconoce de manera implicita, la importancia del razonamiento inductivo en
el estudio de las Matematicas en la Educacion Basica, ya que como parte de los fines del
estudio de las mismas, se demanda que los nifios y adolescentes desarrollen formas de
pensar que les permitan formular conjeturas. Como bien se sabe, la formulacién de
conjeturas es intrinseca al razonamiento inductivo, y éste debe ser desarrollado en los
estudiantes. El razonamiento inductivo es fundamental en el desarrollo del pensamiento
algebraico. Su importancia radica en la generalizacion, considerada una forma de

introducir a los estudiantes en el algebra (Cafiadas y Castro, 2004; Radford, 2010).

Desde la investigacion y los planteamientos curriculares, se reconoce que el
razonamiento inductivo es fundamental en el desarrollo del pensamiento de los individuos,
pues numerosas conclusiones inferidas en la vida cotidiana se derivan de este tipo de
razonamiento. El razonamiento inductivo apoya tanto el planteamiento como la validacién
de conjeturas (Soler-Alvarez & Manrique, 2014). Usualmente su finalidad es la obtencién
de generalizaciones, sin embargo también es uatii como un refuerzo cuando los
estudiantes buscan justificar las mismas. El razonamiento inductivo se presume un
importante camino de acceso al conocimiento matematico, principalmente en los primeros
niveles educativos (e.g. Cafiadas & Castro, 2002). Ademas, es el tipo de razonamiento al
que los estudiantes suelen recurrir con mayor frecuencia para inferir sus conclusiones, en
situaciones en las que existe una regla o regularidad a ser descubierta (e. g. Arslan,
GoOcmencelebi & Tapan, 2009; Klauer & Phye, 2008).

Es claro que un elemento fundamental para hacer matematica es la formulacién de
conjeturas. Cuando una conjetura es formulada, debe someterse a un proceso de
comprobacioén, y una vez que ha sido comprobada y puede ser utilizada sobre todos los
casos de una misma clase, es denominada generalizacién. La generalizacion a su vez, se
considera una parte fundamental en el razonamiento inductivo (Cafiadas y Castro, 2007),
esta se articula a la observacién y reconocimiento de patrones y regularidades.
Investigaciones como la de Cafiadas, Castro y Castro (2008) afirman que una
generalizacion valida en el proceso de razonamiento inductivo depende en gran medida

de la identificacion de un patrén adecuado.

Una caracteristica notable en las investigaciones cuyo objeto de estudio es el

razonamiento inductivo, es que son efectuadas en contextos en los cuales es posible la
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identificacion de patrones, como la resolucién de problemas o tareas que se articulen a
una sucesion de patrones ya sea figurales o numéricos. De acuerdo con Neubert y Binko
(1992) el razonamiento inductivo en mateméticas en nivel secundaria esta vinculado con
el hallazgo de patrones y relaciones entre nimeros y figuras; ademas, sugieren que el
profesor, contribuya a que los estudiantes arriben a una generalizacion mediante patrones

que lo favorezcan.

En la investigacion se reconoce que el estudio de patrones contribuye al desarrollo
del razonamiento matematico, asimismo, que posibilita la formulacion y justificacién de
generalizaciones (e.g. Barbosa & Vale, 2015; Rivera, 2013). Rivera (2013) sostiene que
en el caso de los patrones figurales, implican a las formas como los objetos principales de
una generalizacion. Y que al igual que con todas las formas en matematicas, se analizan
en términos de sub configuraciones o partes o componentes que operan o tienen sentido
dentro de algunas estructuras interpretadas. Un aspecto fundamental de este tipo de
patrones (ya sea crecientes o decrecientes), es que promueven diferentes maneras de
visualizar y generalizar. Basados en las maneras de visualizar, Rivera y Becker (2011)
distinguen dos tipos de generalizacion en sucesiones con patrones figurales, que se
caracterizan segun la estructura en la que se organizan los componentes de la figura, en
constructivas y deconstructivas. Otros tipos de generalizacién pueden distinguirse, de
considerar distintas formas en que se sigue el proceso de generalizacién. Dorfler (1991)
por ejemplo, distingue dos tipos con base en las maneras de abstraer de lo particular a lo

general, que clasifica como generalizaciobn empirica y generalizacion tedrica.

Las actividades que implican a la generalizacion, pueden considerarse como una
forma para introducir a los estudiantes al algebra (e.g., Mason 1996; Cafiadas & Castro,
2007). Cuando los estudiantes formulan las generalizaciones a partir de un proceso de
razonamiento inductivo, pueden expresarlas por medio del lenguaje natural y simbdélico
para representar variables. En ese sentido, Radford (2010) considera que inducir una
generalizacién via patrones, resulta Gtil para introducir a los estudiantes en el algebra y

gue los patrones resultan ser un apoyo en la formulacién de generalizaciones.

Un aspecto fundamental en la generalizacion de patrones, es la visualizacion,
particularmente en los patrones de tipo figural. Con base en la visualizacion, puede
promoverse el que los estudiantes infieran conjeturas a partir de la observacion de la
manera en que se organizan los componentes de cada figura que forma parte del patron.

De otra parte, los tipos de generalizacion a las que el estudiante puede arribar dependen
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del andlisis de diferentes formas de organizar las partes que conforman la figura, es decir,

el andlisis de su estructura.

La visualizacién también es un aspecto ligado al razonamiento inductivo, ya que al
ser un proceso de pensamiento, resulta necesario que existan formas de manifestar las
acciones y etapas relacionadas al mismo, apoyandose del lenguaje, ya sea el natural, el
simbdlico y/o el figural, para representar los objetos y relaciones matematicas que se
establecen entre ellos. En ese sentido, las representaciones son fundamentales, como
una manera de evidenciar el razonamiento. Ademds, el uso de una variedad de
representaciones contribuye en la construccion de conocimiento matematico (Brizuela &
Earnest, 2008).

1.2. Problema de investigacién

Tanto en el marco curricular (e.g., NCTM, 2000; SEP, 2011a, 2011b) como en la
investigacion en Educacién Matematica, se reconoce la importancia del razonamiento
inductivo en la construccién de conocimiento matematico y el desarrollo del pensamiento
algebraico (e.g., Neubert & Binko 1992; Cafadas, 2007; Ayalon & Even, 2015).

A pesar de la importancia que se le confiere al razonamiento inductivo desde el
curriculo y de la investigacién en el reconocimiento de patrones, en la formulaciéon de
conjeturas y de generalizaciones, poco se sabe del desarrollo de este tipo de
razonamiento, por parte de estudiantes mexicanos, asi como en profesores de
matematicas en formacion y en servicio. Las aportaciones que la investigacion ha dado,
refieren principalmente a estudios en Estados Unidos (e.g. Haverty et al., 2000), Australia
(e.g. Barkl, Porter & Ginns, 2012) y Europa (e.g. Christou & Papageorgiou, 2007; Cafadas
& Castro, 2007).

Como se documenté en parrafos previos, la investigacion que refiere al
razonamiento inductivo, ha atendido cuestiones como el desarrollo de métodos y modelos
tedricos, la instruccién de estudiantes en el mismo y estudios de tipo cognitivo. Los de tipo
cognitivo, se han enfocado en su mayoria, en estudiar el razonamiento inductivo en el
contexto de la resolucion de problemas y se han realizado atendiendo a los procesos
cognitivos de estudiantes de nivel superior (e.g. Haverty et al., 2000), de niveles

avanzados de secundaria (e.g. Cafiadas, 2007; Cafiadas, Castro & Castro, 2008;
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Cafnadas, 2009; Canadas, Castro & Castro, 2009) y profesores de primaria en formacion

(e.g. Barrera, Castro & Cafnadas, 2008).

Con base en la literatura especializada, se reconoce que las investigaciones que
estudian el razonamiento inductivo se han llevado a cabo con estudiantes que han sido
instruidos desde la curricula o la investigacion, en el tema de las sucesiones lineales y
cuadraticas. Pocos estudios que analizan el razonamiento inductivo se han enfocado en
estudiantes que no han sido formados en este ambito, donde la generalizacién de
patrones, se plantee como una de las demandas cognitivas. Es necesario reconocer el
razonamiento inductivo que ponen en juego al construir una regla que explique el

comportamiento de una sucesion lineal.

El interés de este estudio es analizar el razonamiento inductivo en estudiantes que
no han sido instruidos de manera formal en este tema y a quienes no se les ha exigido
construir y justificar una estructura plausible y algebraicamente Util que exprese y conecte
propiedades generales de situaciones particulares. Estudiantes cuya experiencia previa,
se articula al reconocimiento de propiedades como la recursividad y la correspondencia

en sucesiones lineales, en el contexto de patrones figurales y numéricos.

1.3. Preguntay objetivos de investigacion

La presente investigacion estd enfocada en analizar el razonamiento inductivo de
estudiantes de secundaria en México. En particular interesa responder la pregunta de

investigacién siguiente:

¢, Cudl es el razonamiento inductivo que evidencian estudiantes de secundaria, al
resolver tareas que demandan la generalizacion de patrones figurales, asociados a

sucesiones lineales?

Para dar respuesta a esta pregunta, se plantearon los objetivos generales

siguientes:

1. Describir el razonamiento inductivo que siguen estudiantes de secundaria, al resolver
tareas que demandan la generalizacién de patrones figurales, asociados a sucesiones
lineales.

2. Examinar los sistemas de representacion que emplean estudiantes de secundaria al
resolver tareas que demandan la generalizacion de patrones figurales, asociados a

sucesiones lineales.
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Con los siguientes objetivos particulares:

1. Identificar y describir los pasos del razonamiento inductivo que evidencian estudiantes
de secundaria al resolver tareas que demandan la generalizacion de patrones
figurales, asociados a sucesiones lineales.

2. ldentificar y describir qué sistemas de representacion emplean los estudiantes al
resolver tareas que demandan la generalizaciébn de patrones figurales, asociados a

sucesiones lineales.

1.4. Pertinencia de la Investigacion

La investigacion en Educacibn Matemética y diversos -curriculos escolares, han
reconocido al razonamiento matematico en general, y al inductivo en particular, como un
aspecto fundamental en el desarrollo del pensamiento matematico en los estudiantes.
Especificamente, como una via para descubrir conocimiento nuevo, establecer conjeturas
y verificarlas. Los estudios en este contexto, recurren a tareas que involucran patrones
tanto numéricos como figurales. Se reconoce que los patrones resultan un apoyo
importante en la formulacién de generalizaciones y son Utiles para introducir a los
estudiantes al algebra. Otros estudios, han formulado marcos teéricos y metodoldgicos,
para explorar y/o desarrollar razonamiento inductivo. Asimismo, que se han enfocado
fundamentalmente en explicar o que hacen o dejan de hacer los estudiantes en tareas
que promueven este razonamiento. No obstante, se requiere mayor informacion acerca de
los procesos de razonamiento inductivo que siguen estudiantes de secundaria,
particularmente quienes no han sido instruidos en el tema de sucesiones, en tareas de

generalizacion de sucesiones de patrones figurales lineales, interés de esta investigacion.
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Capitulo 2

Fundamentos Tedricos

La investigacién explora el razonamiento inductivo de estudiantes de secundaria, al
resolver tareas que refieren a patrones figurales, asociados a sucesiones lineales. Se
presta atencion tanto al proceso de razonamiento inductivo que siguen y a las
generalizaciones que establecen, como a las maneras en que los exteriorizan. Los
fundamentos tedricos en que se sustenta el estudio, toman como base el modelo de
pasos del razonamiento inductivo propuesto en Cafiadas y Castro (2007), los sistemas de
representacion, los tipos de generalizacion, asi como los conceptos de patron vy
generalizacion. Aspectos que son utilizados en la descripcion del razonamiento inductivo

de los estudiantes en las tareas de generalizacion de patrones figurales.

2.1. Razonamiento y tipos de razonamiento

El razonamiento, en general se entiende como el acto de usar la razén para derivar una
conclusion de ciertas premisas (Arslan, Gocmencelebi & Tapan, 2009). Es un proceso de
pensamiento en el cual se consideran hipétesis especificas a partir de las cuales se
obtiene una conclusién. En esta investigacion se considera al razonamiento en el sentido
de Castro, Cafiadas y Molina (2010), como el proceso de pensamiento a partir del cual se
pueden obtener conclusiones partiendo de premisas previamente establecidas (p. 55). Se
estudia en el ambito de la matematica escolar, de ahi que el razonamiento matematico, se
asume como la inferencia significativa sobre entidades o relaciones matematicas (Conner,
Singletary, Smith, Wagner & Francisco, 2014). Esta naturaleza inferencial es una de las
caracteristicas mas importantes del razonamiento matematico, puesto que el desarrollo de
conocimiento matematico estéa ligado al establecimiento de conjeturas. En la investigacion
la distincion mas frecuente y aceptada que habitualmente se evidencia entre tipos de

razonamiento es la que se establece entre razonamiento deductivo, inductivo y abductivo.

La deduccién presume una ley general y un caso (0 casos) observado que
l6gicamente infiere un resultado vélido necesario que no tiene que depender del

conocimiento real o empirico para la verificacion (Goswami, 2011). Este razonamiento es
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el realizado desde un caso general a lo particular. Al involucrarse en el razonamiento
deductivo, se construyen conclusiones como la consecuencia l6gica de supuestos o
condiciones mencionados previamente (Conner, Singletary, Smith, Wagner & Francisco,
2014). El razonamiento inductivo o induccion es un modo de razonar que conduce al
descubrimiento de leyes generales a partir de la observacién de ejemplos particulares y
sus combinaciones (Pélya, 1965). Este razonamiento es el que se realiza partiendo desde
casos particulares para llegar a una conjetura o generalizacion. Mientras que la
abduccidn consiste en examinar un conjunto de hechos y permitir que estos apunten a
una teoria (Peirce, Hartshorne, Weiss & Burks, 1994). La abduccién se puede observar
dentro del aula de mateméticas cuando los estudiantes primero encuentran un resultado y
después tienen que hipotetizar qué regla y caso particular produce (o podria permitir) tal

resultado (Conner, Singletary, Smith, Wagner & Francisco, 2014).

2.2. Modelo para el Razonamiento Inductivo

El tipo de razonamiento que esta investigacion se enfoca en analizar es el inductivo.
Como se ha sefalado antes, inicia de casos particulares con el fin de establecer una
generalizacion. Para caracterizar el razonamiento inductivo que emplean los estudiantes
de secundaria, se han de describir los pasos del razonamiento inductivo a los que
recurren. Para tal propdsito se utiliza el modelo de Cafadas y Castro (2007, p. 69), que

consta de los siguientes siete pasos:

1. Trabajo con casos particulares. El punto de partida son las experiencias con casos
particulares del problema planteado. Suelen ser casos sencillos y facilmente
observables.

2. Organizacion de casos particulares. Los estudiantes usan diferentes estrategias para
sistematizar y facilitar el trabajo con casos particulares. Disponer los datos obtenidos
de forma que ayude a la percepcion de patrones, ya sea en una tabla, en filas y
columnas o con algun orden.

3. ldentificacion de patrones. Observando casos particulares (organizados o0 no), es
posible pensar en el proximo caso desconocido. En este sentido, los estudiantes estan
pensando en un posible patron solo para los casos que estan observando, no en
aplicar el patron a todos los casos.

4. Formulacion de conjeturas. Una conjetura es una afirmacién basada en hechos

empiricos, que no ha sido validada.
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5. Justificacién de las conjeturas. Hace referencia a toda razén dada para convencer de
la verdad de una afirmacion.

6. Generalizacion. La conjetura se expresa de tal manera que se refiere a todos los
casos de una clase determinada. Implica la extension del razonamiento mas alla de
los casos patrticulares considerados.

7. Demostracion. En este punto, una prueba formal puede proporcionar la justificacion
final que garantiza la veracidad de la conjetura.

2.3. Patron Matematico

Un concepto fundamental en el desarrollo del razonamiento inductivo en matematicas, es
el de patrén, que favorece el que los estudiantes identifiquen regularidades en una

sucesion a partir de su observacion y con base en ello establecer conjeturas.

Un patrén es lo repetido con regularidad en diferentes hechos o situaciones y que
se prevé que puede volver a repetirse (Castro, Cafiadas & Molina, 2010), este
proporciona la base necesaria para generar una conjetura. Las actividades con patrones
implican construir y estar dispuesto a establecer regularidades y estructuras matematicas

tanto en datos ordenados como en los no ordenados (Rivera, 2013).

Considerando el contexto de la investigacion, se tiene en cuenta a la nocion de
patron matematico, la cual se comprende como cualquier regularidad predecible, que
involucra relaciones numéricas, espaciales o légicas (Mulligan & Mitchelmore, 2009). Esta
regularidad, se explica y justifica a través de una estructura plausible y algebraicamente

atil (Rivera, 2010) que conlleva a la regla general o generalizacion.

Por la forma en que suelen expresarse, los patrones pueden ser numéricos o
figurales. En esta investigacion, se considera patron numérico en el sentido de Bishop
(2000), como una secuencia de nameros en la que existe una regla bien definida para
calcular cada numero a partir de los nimeros anteriores o desde su posicion en la
secuencia. Bishop (2000) define ademas, lo que denomina patrén numérico geométrico,
es cuando los numeros se relacionan con una secuencia de figuras geométricas en las
gue cada figura se deriva de la figura anterior mediante algun procedimiento bien definido.
Reconociendo que las figuras que forman la secuencia no necesariamente son de tipo
geomeétrico, nos referimos a este tipo de patron como patrén figural, resaltando que las

etapas de la secuencia estan relacionadas con una secuencia numérica. Este tipo de
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patrones, implican a las figuras como los objetos principales de una generalizacién, tal
como sostiene Rivera (2013), quien reconoce ademas, que al igual que con todas las
formas en mateméticas, se analizan en términos de sub configuraciones o partes

componentes que operan o tienen sentido dentro de algunas estructuras interpretadas.

El estudio del razonamiento inductivo en esta investigacion, se realiza a través de
tareas que involucran patrones figurales asociadas a alguna sucesién numérica de tipo

lineal.

2.4. Generalizacion

Un paso esencial en el modelo del razonamiento inductivo es la generalizacion. No sélo
es un aspecto fundamental en promover este tipo de razonamiento, también en el
quehacer matematico, ya que es valorada como una forma de llegar al algebra (Cafadas
& Castro, 2004). Esta se reconoce, cuando conjetura se expresa de tal manera que se
refiere a todos los casos de una clase determinada (Cafadas, 2007).

2.4.1. Generalizacién de patrones

Rivera (2010) afirma que cuando los estudiantes se involucran en una generalizacién de
patrones, enlazan la coordinacion de sus capacidades inferenciales perceptivas y
simbdlicas para poder construir y justificar una estructura valida y algebraicamente util que
podria transmitirse en forma de una formula directa. Documenta también, que la
construccién de una generalizacion significativa de patrones, conlleva a la coordinacién de
dos acciones interdependientes:

(1) accion abductiva-inductiva sobre objetos, que implica emplear diferentes formas de contar y

estructurar objetos o partes discretas en un patron de una manera algebraicamente til; y (2) accion
simbdlica, que implica traducir (1) en la forma de una generalizacion algebraica.(Rivera, 2010, p. 300)

Radford (2008, 2013) por su parte, reconoce que la generalizacion algebraica de
patrones implica varias ideas: a) identificar una caracteristica comuan, notada sobre
algunos elementos de una secuencia; b) la aplicacion de esta caracteristica a todos los
términos de la secuencia en consideracion; y c¢) la capacidad de usar esa propiedad
comun a fin de deducir una expresion directa que permita calcular el valor de cualquier

término de la secuencia.
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El razonamiento inductivo en estudiantes se analiza en el contexto de tareas que

les demandan el establecimiento de una generalizacion algebraica de patrones.
2.4.2. Tipos de generalizacion

La investigacién ha documentado que existen distintos tipos de generalizacién, que se
identifican de acuerdo a su naturaleza o caracteristicas. En este estudio, se atiende a
cuatro tipos de generalizacion, en las que se toman en cuenta: a) la forma de abstraccion
de lo particular a lo general (Dorfler, 1991); y b) la manera en que se organiza se
estructuran los objetos o partes discretas en un patron y se traduce a una expresion
simbdlica (Rivera, 2010).

Considerando la forma de abstraer de lo particular a lo general, se atiende a dos
tipos, la empirica y la tedrica. Dorfler (1991) sostiene que cuando un estudiante establece
una generalizacibn empirica extrae y aisla mentalmente caracteristicas estables y
comunes o sistemas de caracteristicas de sus contextos originales a través de procesos
de comparacion y observacion. Asi también, que cuando un estudiante realiza
generalizacién teérica se enfocan ya sea en las acciones relevantes o en los sistemas de
acciones que acompafan al proceso general, los resultados de tales acciones o sistemas,

o las condiciones (relaciones y propiedades) que hacen factibles las acciones o sistemas.

De acuerdo a la forma de estructurar las partes que conforman el patron y la
manera de traducir esta expresion al lenguaje simbdlico, se contemplan otros dos tipo de
generalizacién: constructivas y deconstructivas (Rivera, 2010). La constructiva refiere al
hecho de que, se considera que una estructura interpretada en relaciéon con algun patron,
consiste en partes no superpuestas que, cuando se suman, constituyen una forma
percibida que se aplica a través de las etapas del patrén. Mientras que una generalizacion
deconstructiva, es cuando se ven las etapas figurales conocidas en un patrén, como
consistentes en partes superpuestas que se pueden descomponer de manera
conveniente. Ambos tipos de generalizaciones reflejan el uso de un esquema que puede
ser aditivo o multiplicativo; y pueden expresarse de forma estdndar o no estandar, lo que
refiere a los términos algebraicos en una expresion directa, es decir, estdndar significa
que los términos ya estdn en forma simplificada, mientras que no estandar contiene

términos que se pueden simplificar ain mas.
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En el analisis del razonamiento inductivo que siguen los estudiantes, se examinan

los tipos de generalizacion que construyen.

2.5. Representaciones y sistemas de representacion

Todo proceso cognitivo se encuentra asociado a las representaciones como formas de
expresion del mismo. El razonamiento inductivo al ser un proceso de este tipo, precisa de
la utilizacion de representaciones. Este proceso en el que se involucra el individuo puede
ser expresado de distintas formas, ello implica la utilizacion de diferentes

representaciones.
2.5.1. Representaciones

En esta investigacion, las representaciones constituyen aquellas notaciones simbdlicas o
gréaficas, o bien expresiones verbales, mediante las que se hacen presentes y nombran
los conceptos y procedimientos de esta disciplina, asi como sus caracteristicas,

propiedades y relaciones mas relevantes (Lupiafez, 2016).
2.5.2. Sistemas de representacion

Las representaciones pueden organizarse, segun sus caracteristicas y propiedades, en
diferentes sistemas de representacién. Cada sistema de representacion compone un
conjunto estructurado de notaciones, simbolos y graficos, dotado de una serie de reglas y
convenios, que permiten expresar determinados aspectos y propiedades de un concepto

matematico y posibilitan su uso para determinadas funciones (Lupiafiez, 2016).

Los diferentes sistemas de representacion no sélo permiten identificar diferentes
facetas o relaciones de las nociones matematicas, también, evidencian diferentes
significados de los mismos (Lupidfiez, 2016). Entre los diferentes sistemas de
representacion se pueden realizar conversiones, que son traducciones de una
determinada expresion hecha en un sistema a la expresion de esa misma nocion en otro
sistema distinto (Lupiafiez, 2016). Estas conversiones permiten a los estudiantes expresar
la misma idea de maneras diferentes. Brizuela y Earnest (2008) afirman que las
conexiones entre representaciones ayudan a aclarar parte de la ambigiedad que
presentan las representaciones individuales y afirman que para un completo desarrollo de

los conceptos, los nifios deben representarlos de diversas maneras. Asimismo, sugieren
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que la flexibilidad de los estudiantes para trabajar con multiples representaciones

evidencia conocimientos matematicos mas profundos.

En esta investigacion se analizan los sistemas de representacion a los que
recurren los estudiantes en el proceso de razonamiento inductivo. Los sistemas de
representacion considerados de acuerdo al contenido matematico son el numérico, el

gréafico, algebraico y verbal, reportados previamente en Cafiadas (2007) (Figura 2.1).

Sistemas de representacion de

las Progresiones Aritméticas

Numérico Gréfico Algebraico Verbal
—  Numeérico simple —  Recta numérica — Forma polinémica
— Desarrollo numérico - Plano cartesiano L Ley de recurrencia
L1 Tabla L Configuraciones discretas

Figura 2.1. Sistemas de representacion de las progresiones aritméticas (Tomado de Cafiadas, 2007,
p.122).iError! Marcador no definido.

El sistema numeérico, incluye la representacibn numérica simple, el desarrollo
numeérico (descomposicion aritmética) y la tabla de valores (tabular). El sistema gréfico,
abarca la representacion mediante la recta numérica, el plano cartesiano y la
representacion por configuraciones discretas (pictorica). El sistema algebraico, incluye la
representacion por medio de una expresion algebraica mediante la ley de recurrencia y la
expresion algebraica en su forma polindmica funcional (término general), la recurrencia
refiere al caso en el que un término se escribe en funcién del anterior. El sistema verbal
es el que esta determinado por el lenguaje cotidiano. La Figura 2.2 muestra ejemplos de

las distintas representaciones para la sucesion lineal cuyo término general es a,, = 2n + 1.

En el contexto de la presente investigacion se analizan los sistemas de
representacion que los estudiantes emplean en el proceso de razonamiento inductivo y

para manifestar generalizaciones.
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1,3,57, ..

Numérica simple

12+12+2+12+2+2+1,..

Desarrollo numérico

3

1

Recta numérica

n

1 3 5
Plano cartesiano

an

n 1 2 3 4
a, 1 3 5 7
Tabular
O O
O O O

o
CO 00 Ehoo

Configuraciones discretas (pictorica)

a,=2n+1

Forma polinémica funcional

Apyp =ap+2,c0Nn0a)=1

Ley de recurrencia

“Sucesion de los
numeros impares”

Verbal

Figura 2.2. Progresion aritmética a,, = 2n + 1 en distintas representaciones.
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Capitulo 3

Contenido Matematico

El contenido matematico en este estudio refiere a la sucesion lineal, progresién aritmética
de orden uno. Son sucesiones de numeros naturales cuyos términos y generalizacion

pueden expresarse a través de polinomios lineales.

3.1. Andlisis de contenido matemaético

El analisis de contenido matemético toma como base la propuesta de organizadores
curriculares planteada en Rico (2016), que se centra principalmente en la estructura y
andlisis formal, los sistemas de representacién y la fenomenologia, entendida como
sentidos y modos de uso en los que el contenido de las sucesiones lineales tiene su
campo de problemas. Este analisis examina los diferentes modos de expresion y uso del
elemento matematico, las relaciones con distintas estructuras matematicas, la utilizacion
de diferentes procedimientos y los problemas que pueden interpretarse, abordarse y

resolverse, como plantean Cifuentes y colaboradores (2014).

Los tres organizadores curriculares que conforman el andlisis de contenido
matematico sobre progresiones aritméticas de orden uno son: estructura conceptual,
sistemas de representacion y fenomenologia. La estructura conceptual alude a la
estructura de las progresiones en el curriculo y se divide en dos campos para su
caracterizacion: el conceptual y procedimental. Los sistemas de representacion refieren a
las distintas maneras en las que el concepto puede ser expresado. La fenomenologia
implica aquellos fenébmenos (contextos, situaciones o problemas) que pueden dar sentido
al concepto. El andlisis se centra en los planes y programas de estudio de educacion
bésica (SEP, 2011a, 2011b); en los libros de texto gratuitos del estudiante y el profesor de
los seis grado de educacion primaria (SEP, 2014a, 2014b, 2014c, 2014d, 2014e, 2014f,
2014q, 2014h, 2014i, 2014j, 2014k, 2014l) y en libros de texto utilizados en primer y
segundo grado de secundaria (Arriaga & Benitez, 2016a, 2016b).
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Progresiones aritméticas de orden uno

Con el propésito de analizar como se manifiesta la estructura conceptual de las
progresiones aritméticas en el curriculo, se puntualiza en su estructura dentro de la
matematica en general. Esta incluye las relaciones del concepto con otros, atendiendo

tanto a la estructura matematica de la que forma parte, como a la que configura.

En primer lugar, es preciso definir qué se entiende por progresion aritmética en el
contexto de esta investigacion: “Se denomina progresiones aritméticas de orden p a la
sucesion de nuameros resultantes de calcular los valores numéricos de un polinomio de
grado p para valores enteros consecutivos de su variable” (Garcia, 2005, p.258). Este
estudio se enfoca en progresiones de un orden particular: las progresiones aritméticas de
orden uno. Son las que resultan a partir de la determinacion de los valores numéricos de

un polinomio de grado uno para valores enteros consecutivos de su variable.

Para el estudio de la estructura del contenido de interés, se retoma el analisis
reportado en Cafadas y Castro (2013), quien divide la estructura conceptual de las
progresiones aritméticas (de orden 1y 2) en dos partes: a) la relacion entre progresiones
aritméticas y otros objetos matematicos y; b) las progresiones aritméticas como estructura

matematica.

La primera parte que se enfoca en la relacién de inclusion de las progresiones
aritméticas con los objetos matematicos sucesion, funcién, aplicacion y correspondencia
(Figura 3.1). Esta relacién permite reconocer que las progresiones aritméticas son un tipo
de sucesiones que cumplen con caracteristicas especificas, en particular las progresiones
aritméticas de orden uno, que también son denominadas sucesiones lineales. En adelante

se utiliza sucesion lineal para referir a las progresiones aritméticas de orden uno.

Correspondencia

Aplicacion

Funcién

Sucesion

Progresion aritmética

Figura 3.1. Progresiones aritméticas en otras estructuras matematicas (Tomado de Cafiadas y Castro, 2013).

La segunda parte, se enfoca en analizar las sucesiones lineales como una

estructura matematica y se centra en los elementos de una sucesion lineal, en las
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relaciones que existen entre dichos elementos y en las propiedades caracteristicas de una
sucesion lineal. Retomando el analisis realizado por Cafiadas y Castro (2013), en la
presente investigacion se distinguen dos elementos fundamentales del tipo de sucesion
que se tratan: el término general y los términos particulares. El término general de una
sucesion es el polinomio a partir del cual surge la misma, y es denotado regularmente por
an = con? + cynP 1+ ¢;nP 2 4+ -+ ¢, yn+ ¢, siendo ¢; un valor conocido; el término
general de una sucesion lineal es el polinomio a,, = cyn + ¢; con n un nimero natural. Los
términos particulares (también llamados términos k-ésimos), son denotados por a,, donde
k es el nimero natural que corresponde al lugar que ocupa el término como parte de la

sucesion (aq, a,, as, ...).

Entre los elementos de las sucesiones mencionados, se pueden establecer ciertas
relaciones. En este estudio, las relaciones que se implican son las que pueden
establecerse entre términos particulares y generales de la sucesion lineal. La relacion que
se establece entre los términos particulares consecutivos de la sucesion (términos
cercanos); la relacion que se establece entre los términos particulares no consecutivos
(términos lejanos) de la sucesion y la relacion que se establece entre los términos
particulares y el término general (generalizacion). En cuanto a las propiedades, las
sucesiones lineales, al ser un tipo especifico de sucesiones, cuentan con propiedades
particulares: estrictamente crecientes, infinitas, no acotadas, divergentes y recurrentes

lineales.
3.1.1. Estructura conceptual

La estructura conceptual, refiere a los aspectos formales y a los de tipo cognitivo con que
se caracterizan y describen los contenidos matematicos objeto de estudio, tal como se
reconoce en Rico (2016), quien los describe como sigue:

Los aspectos formales se establecen en términos de nociones, conceptos, propiedades, razonamientos

y demostraciones matematicas. Los aspectos cognitivos se especifican en términos de la dicotomia

conceptual/procedimental, procedente del marco del procesamiento de la informacion y los niveles
establecidos por la psicologia cognitiva (Rico, 2016, p. 161).

Atendiendo a los aspectos formales, se identifican los conceptos caracteristicos de
la estructura matematica del tema particular, aspectos que refieren al campo conceptual.
Mientras que como parte de los aspectos cognitivos se reconocen los procedimientos que

son aplicados sobre la estructura, dichos aspectos aluden al campo procedimental.
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El contenido matematico de esta investigacién, son las sucesiones lineales. En
este contexto, en el campo conceptual se identifica la estructura matemética que
configura este tipo de sucesion en el curriculo. En el campo procedimental se identifican
las destrezas, los razonamientos y las estrategias que son necesarias para el trabajo con

las mismas.
Campo conceptual

En los libros de texto de matematicas oficiales, para el profesor de educacion basica
primaria, se distinguen varias definiciones relacionadas a las sucesiones lineales. En
primer grado se implica la definicion de sucesién numérica, patrén y secuencia de figuras.
En segundo grado, se define sucesion con progresiéon aritmética y sucesion; mientras que
en cuarto grado, término de una sucesion (Véase tabla 3.1.).

Tabla 3.1.
Definiciones asociadas al contenido de sucesiones lineales en los libros de texto.

Concepto Definicién Grado
Secuencia de Se construye siguiendo un patrén, que es el que permite continuar la 1
figuras secuencia o averiguar que pieza falta.
Sucesion Es una secuencia ordenada de nimeros que presenta alguna regularidad, 1
numérica ya sea de forma ascendente o descendente.
Una regularidad de signos (orales, gestuales, graficos, geométricos, 12
Patron numericos, etcétera) que se construyen siguiendo una regla. La idea que 4’ y
se asocia a patron es algo que se repite con regularidad.
. n i6n en un conjunto orden j nameros, letr
Sucesion Una sucesion en un conjunto ordenado de objetos, (nimeros, letras, 2y4

figuras o etcétera) que responden a una ley de formacién o regla.

Sucesién con . . o .
Son aquellas en las que la diferencia entre dos términos consecutivos es 2,3y

progresion
OIS constante 4
aritmética
Término de una L o
A los elementos de la sucesion se les llama términos. 4

sucesion

Ademas de las definiciones, el campo conceptual abarca los elementos, relaciones
y propiedades que han sido descritos anteriormente, y como se encuentran presentes en

el curriculo de educacion basica, tanto en primaria como en secundaria.

En el curriculo de educacién primaria, se distingue que los elementos de las
sucesiones lineales incluidos son los términos particulares. Las relaciones entre
elementos, que estan presentes son entre términos particulares consecutivos y términos
particulares no consecutivos, mientras que no se establece la relacion entre términos

particulares y el término general. De las propiedades particulares, Unicamente la
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recurrencia lineal se encuentra de manera implicita, el resto de las propiedades no se

presentan de ninguna forma.

Por cuanto a educacion secundaria, a partir de primer grado se continla el estudio
de las sucesiones lineales, en el que se trabaja con los términos particulares y se
incorpora el término general. Las relaciones que se implican son entre términos
particulares (tanto consecutivos, como no consecutivos). A partir de primer grado, también
se introduce la relacién entre el término particular y el general, asi como a la propiedad de

recurrencia lineal.
Campo procedimental

En el campo procedimental, se distinguen las destrezas, razonamientos y estrategias que
se precisan al involucrarse en el trabajo con tareas de sucesiones lineales. Las destrezas
son procedimientos bien definidos que incluyen expresiones simbdlicas, los
razonamientos hacen referencia a las relaciones de inferencia en el concepto y las
estrategias consisten en la ejecucion de los procedimientos dentro de la estructura

conceptual (tomando en cuenta a los elementos, relaciones y propiedades) (Rico, 2016).

Las destrezas elementales para el trabajo con este contenido matematico, son la
jerarquia de operaciones; conocimiento de las propiedades de los nUmeros naturales; los
algoritmos de la suma, la resta y el producto; y el uso de diversas representaciones de

una sucesion lineal.

Se implica el uso del razonamiento inductivo al involucrarse con tareas de
sucesiones lineales, utilizado durante el reconocimiento del patrén y la formulacion de
términos generales; se utiliza el razonamiento deductivo al utilizar el término general

sobre términos particulares.

Las estrategias que se han identificado son: calculo mental, estimacién de
resultados, analisis de la estructura del patrén figural y reconocimiento de las distintas

formas de representacion de los elementos de una sucesion lineal.

Las tareas planteadas en educacién bésica encierran diversas demandas
cognitivas que se formulan a los estudiantes con el fin que progresen en su aprendizaje.
De primer a tercer grado de primaria la demanda cognitiva correspondiente a los

contenidos de sucesiones lineales, es la identificacion de la regularidad en patrones
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figurales y numéricos para continuar la sucesion y encontrar términos faltantes en

sucesiones con progresion lineales, utilizando nimeros enteros (Figura 3.2).

Consigne 2.
s

S

Dibuja las figuras que faltan.
En las sucesiones, escriban los cinco términos siguientes.

1| 2 E 4 s
o0 90000000
1464, 1472, 1480, 1488, 1496, .
*0 00000000 —
o0
e
9460, 9467, 9474, 9481, 9488,
Explica brevemente cémo supiste cudl figura dibujar en el
cuadro 4.
2098, 2008, 3018, 3028 3038,

N

6973, 6978, 6983, 6938, 6993,

A\

) éCudntos cuadrados utilizaste para dibujar la figura

| @ ®

122, N9, 1e, N3 N0,

5000, 4900, 4800, 4700, 4600,

faltante?

b) dCémeo supiste qué figura faltaba? 700, 680, 660, 640, 620,

Figura 3.2. Ejemplos de actividades sobre sucesiones planteadas de primero a tercero de primaria.

En cuarto, quinto y sexto de primaria la demanda cognitiva es la identificacion de la
regularidad en patrones figurales y numéricos para continuar y encontrar términos
faltantes en sucesiones compuestas con progresion lineal y cuadratica, afiadiendo los
nameros fraccionarios en quinto grado y los decimales en sexto (Figura 3.3).

‘

i
En equipos de tres compafieros, analicen, discutan y resuelvan 1. Anallcen esta sucesion. ~ )l Reunidos en parejas, resuelvan Ios siguientes problemas

los siguientes ejercicios.

1. Cual de Ias sigulentes descripclones corresponde 2 I3 regu-
Ipclork
laridad de la sucesion % L5 25.5.2

Encuentren los elementos faltantes en las siguientes sucesiones
y contesten las preguntas.

La regularidad es que aumenta cada término de 2 en 2.

1.3 5 8 8 1% 7, 18 17, 20, La regulanidad es que al término anterior se le aumenta
33, 38 26 43, . . 32, 53, 2 al numerador.
CB, 38, L 41,68, 44 La regularidad es que al termino anterior se le sums%

para obtener el siguiente término.

Figural  Figura 2 Figura 3 Figura 4 La regularidad es gue cada término se determina

a) éQué nimeros deben ir en los lugares 40 y 417 3
=y aumentando = al término anterior.

)
by

b

b} éQuée regla se establece en la sucesién anterior? Escribanla

con sus propias palabras.

a) ¢Cual es la sucesion numérlca que representa las cantida-
des de cuadros verdes? 2. &Cual es la regulandad de 1a sigulente sucesion? Describania
13

-

A5 9
1616 16”
=)

Explica cual es |a regularidad de esta sucesion =

3. £Cual es el término que falta en 1a sigulente sucesion?

113 5
by ¢Cudl es 1a suceslon numérica gue representa las cantida- T T

E’ das de cuadros amarilios?

i

L 4. £Cual es el térming que continua la sigulente sucesion?

2Cual es la regularidad de esta sucesion? — 13 1.1
e Ll e —
B

Figura 3.3. Ejemplos de actividades sobre sucesiones planteadas de cuarto a sexto de primaria.

En primero y segundo de secundaria se demanda el establecimiento del término
general de la sucesion lineal numérico asociada a un patron figural , y el uso del término
para generar los términos particulares faltantes de sucesiones lineales y cuadraticas,

utilizando ndameros enteros y afiadiendo los enteros negativos en segundo (Figura 3.4).
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En tercero de secundaria se trabaja Unicamente con contenidos sobre sucesiones

draticas
"y PRACTICALO ~N¢ Actividad 4.4
Vot * 1% ¥ idad 4.4
1. Observa bs secuenclas de puntos, foama bas tres fguras ¥ anota éntre pardniesis o Himero de pun ;
103.de cacka - PRACTICALO, N~ Actividad 1.2
a l{v LA |
-
. P 1. En las siguientes sucesiones establezcan una regla que las defina a partir de la diferencia entre el primero y
. .o ece segundo términos, sin afectar el orden de cada sucesion.
b) — Sucesién ler término | Diferencia
e ese 8, 29, 11,13 3, 2 Sumar 2 al términoanterior excepto al primer
L L] LR termine.
-9, -6,-3,0,3...
Bl
oo ces 3,7,11,15,19...
. e see
. .o eee LA PR S I L Pk [

5,12,19, 26, 33...

)
; @ « Expliquen cémo dedujeron la regla para cada caso.
@ * Si se tuviera la sucesion —2, 2, 6, 10, ;seria posible aplicar alguna regla de las sucesiones anteriores?

(cuan

2. Chneans G v GopaedD i oA  ;El primer término de una sucesion, puede ser un nmero entero cualquiera?

o (OUé expregion matematica ks permitind obtener las sucesiones de Uy manera mds facil? + [Porque?

Pesficuen s mspuststs + ;Qué significa que una sucesion continta hasta el término “n"?

o Qué vertajas thene reconocer ks regls cormespondiente a una sscusncia?
* De acuerdo con lo anterior, ;las sucesiones tienen un principio y un fin?

Figura 3.4. Ejemplo de actividades sobre sucesiones planteadas en primer y segundo grado de secundaria.

Se ha reconocido que la mayor demanda cognitiva en las tareas del libro de texto
de primaria es el reconocimiento del patron, sin el establecimiento de una generalizacion.
Si bien se exige a los estudiantes encontrar la regularidad y aplicarla, esto hace referencia
a la obtencién un término particular a partir del término anterior, es decir, a encontrar la
relacién de recurrencia entre los términos. La obtenciéon de una generalizacion para el
término que genere a todos los elementos de la sucesion, se exige en nivel secundaria,
sin embargo los estudiantes que conforman la poblacién de este estudio aun no se

enfrentaban a esos contenidos al momento de aplicar las tareas.
3.1.2. Sistemas de representacion

Como se ha presentado en el capitulo anterior, los sistemas de representacion hacen
referencia a las diferentes maneras en las que se pueden expresar los conceptos, en este
caso los elementos de las sucesiones y las relaciones entre ellos. Para las progresiones
aritméticas se utilizan los sistemas de representacion numérico, grafico, algebraico y
verbal (Cafadas, 2007). El sistema numérico, incluye la representacion numérica simple,
la descomposicion aritmética y la tabla de valores. El sistema grafico, abarca la recta
numeérica, el plano cartesiano y la representacion por configuraciones discretas (pictorica).
El sistema algebraico, incluye la expresion de recurrencia en su forma algebraica,

obteniendo cada término a partir del anterior (a,,; = a,, + ¢y); Y la expresion general en su
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forma polindmica (a,, = cyn + ¢;). El sistema verbal refiere al que esta determinado por el

lenguaje cotidiano.

Los contenidos de sucesiones lineales son desarrollados utilizando la
representacion verbal, numérica simple y configuraciones discretas de primer hasta el
sexto grado de primaria, incorporando la representacion tabular en quinto grado (Figura
3.5). Mientras que en educacion secundaria comienza a utilizarse la representacion

algebraica en su forma polinémica funcional (Figura 3.6).

En grupo, canten “La gallina papanatas”. Individualmente, escriban los nimeros que faltan.

La gallina papanatas a) 37,137, 237, , 437,537, 837
puso un huevo en la canasta
k) 100, 200, 200,
puso dos
RUSOIEES o 1,101, 201, 501.
puso cuatro 1
. o |
bt bt 4 o, , 210, 210, 410, 510, -
" & \
puso seis ?’ #
puso siete " ) 999,800, 799, 499,
puso ocho
puso nueve fy 730, 5320, 4320, 230,130,
puso diez
cquieres que te cuente otra vez? a) 850, 750, 550, 350,
Algunos de los folios de los aspirantes que presentaron exa-
Reunanse en parejas para resolver los siguientes men en el arupoe 6son los S‘glﬂenteg
problemas.
2
a) Dibujen sobre la linea el siguiente elemento de esta
5
IR AATESRIAA)
NRNAVENANNY e
0
Expliquen cémo supieron cual era |a figura siguiente.
a) {Coémo determinaron los aplicadores los folios para los
examenes de este grupo?
b) Dibujen &l elemento faltante en la siguiente sucesion.

b) éQué folio le correspende al asiento 107, &y al 177 Argu-

. . . menten su respuesta.
Expliquen cémo decidieron qué figura debian dibuiar.

Figura 3.5. Ejemplos de representaciones utilizadas para el trabajo con sucesiones en primaria.

Los resultados del andlisis de contenido sobre progresiones aritméticas de orden
uno, muestran que en educacién primaria solo se trabaja con tres sistemas de
representacion: a) verbal, b) grafico, del que se considera la representacion pictorica; y c)
numeérico, del que se implican la representacion numérica simple y tabular. En nivel
secundaria se incorpora el trabajo con el sistema de representacion algebraico,
empleando la forma polinébmica funcional. Puesto que no se han involucrado con el
contenido sobre sucesiones de nivel secundaria al momento del estudio, los estudiantes
gue conforman la poblacion solamente estan familiarizados con las representaciones

utilizadas en primaria.
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1. Encuentren la expresion algebraica que determine el modelo para obtener el Gltimo témino (1) de cada sucesion.

a) ; 355,07, 9,00,

by —13, =10, =7, —4, —1, ...

©)4,9,14,19,25, ...

d) =17, -10, -3, 4,11, ...

®) 2,10, 18, 26, 34, ...

2. Expliquen el procedimiento que siguieron para obtener las expresiones algebraicas de estas sucesiones.

3. ;Cual es el decimoprimero de los términos en cada sucesion?
a) (9] €)
b) )

4. ;Qué lugar ocupa el nimero 39 en la sucesion del inciso d)?

Figura 3.6. Ejemplo de representacion algebraica utilizada para las sucesiones en secundaria.

3.1.3. Sentidos y modos de uso

La fenomenologia refiere a todos aquellos fenbmenos (contextos, situaciones o
problemas) que pueden dar sentido al concepto matematico. También, posibilita
determinar los contextos en los cuales se utiliza el concepto, con el fin de formular las

tareas que se esperan que los alumnos desarrollen.

En educacién bésica el trabajo con sucesiones se realiza en contextos que
atienden a cuestiones como estrategias de conteo y variacion entre dos cantidades.
Mientras que las situaciones o problemas en que se realiza el trabajo con progresiones

aritméticas de orden uno, son en sucesiones con patrén figural o numérico (Figura 3.7).

A fin de tener un conocimiento mas amplio de la trayectoria que sigue el estudio de
las sucesiones lineales, de las competencias a desarrollar en los estudiantes en
secundaria asi como la demanda cognitiva, se analiz6 el contenido matematico del
curriculo tanto de primaria como secundaria. Derivado de este analisis, se reconocio que
desde primaria, los estudiantes han experimentado con el estudio de sucesiones lineales
en el marco de patrones numéricos y figurales. En ese ambito, trabajaron con los
sistemas de representaciones grafico, numérico y verbal, en primaria; incorporando la
representacion algebraica en secundaria. Es en el libro de texto de matematicas del
profesor, donde se presentan las definiciones de secuencia de figuras, patrén, sucesion,
sucesion numeérica y término de una sucesion. Las actividades planteadas a los
estudiantes en primaria, se habian enfocado en las relaciones de recursividad y

correspondencia de la sucesion, sin establecer la relacion entre los términos particulares y
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el término general (generalizacion), ahi se distingue que la mayor demanda cognitiva es el

reconocimiento del patron. Es en educacion secundaria, cuando se le demanda

determinar el término general de una sucesion y su utilizaciébn para obtener términos

particulares. En un primer momento, el término general de la sucesion lineal (primer

La gallina papanatas
puso tres huevos en la canasta

cquieres que te cuente otra vez?

Consigna
En equipos, resuelvan los sigulentes problemas.

1. Analicen esta sucesion de nguras:

o H

Figura1  Figura 2 Figura 3 Figura 4

a) éComo se obtiene el numero de cuadros de una figura a
partir de la anterior?

by éCual es 1a regulandad del numero de cuadros de cada
figura de la suceslon?

©) éCual es |3 suceslon numerica que se genera con las cantl-
dades de cuadros de |as figuras?

dySl se continuara 1a suceskon. <cuantos cuadros tendria la
figura 52

grado) y al final de esta etapa de su formacion, el que refiere a la cuadratica.

EN parejas, resualvan los problemas.
1. La sigulente sucesion numérica corresponde al numero de
cuadrados verdes y azules de la sucesion de figuras. éCudles

son los cuatro términos que continuan esta suceslon?

eosv022s

T

Figural  Figura 2 Figura 3 Figura 4

2. Escriban |a sucesikon numeérica que corresponde al namero de

e - cuadrados azules y rojos de 1a sigulente sucesion de nguras,

En grupo, canten “La gallina papanatas” a partir del
numero que diga el profesor o un compariero. Por ejemplo:

puso cuatro
puso cinco
puso seis
puso siete
puso ocho
puso nueve
puso diez

1. Observen la sucesion de los primeros 15 nGmeros pares y contesten las praguntas.

Sucesion 2, 4, 6 8 10, 12, 14, 4 18, 20, 22, 24, 26, 2

Lugar 1, % F 4 5 & 7, 8 9 10, 1

a) Cudl es el término de la secuencia que ocupa e cuarto lugar?

b) ;Cudl ocupa el décimo lugar?

[
,;L_/ ©) {Cuil ocupa el décimo quinto lugar?

d) ;Cudl es el término que ocupa el lugar namero 20 en la secuencia?

€) ;Qué lugar ocupa el témino 500 de la secuencia?

{ 1) ;Qué diferencia constante encuentras entre cada término y su consecutivo?

Figura 3.7. Ejemplos de los modos de uso de las sucesiones en educacién basica.

ol
e Figura 1 Figura 2 Figura 3 Flgura 4
=lla="  Sucesion:
H 3] ) £Los numeros 5 y 10 EDFIE‘SDOI'IUE'I‘I a la sucesion numerica?
PRACTICALO, h & 4 ividad 4.1
= W

Discutan sus respuestas con las del resto del grupo. Oblengan un enunciado sobre la regla de sucesion y
andotenla,

El andlisis de contenido matematico hace posible estudiar de qué manera se han

involucrado los estudiantes de séptimo grado en el estudio de las sucesiones, y las

propiedades, elementos y representaciones que se han utilizado. Esto resulta Gtil para

sustentar el disefio de las tareas que se les aplican.
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Capitulo 4

Metodologia

El enfoque de esta investigacién es cualitativo, sin pretender generalizar sus resultados
para poblaciones mas amplias, su propdsito mas bien, es la expansion de la informacion.
Un estudio desarrollado desde esta perspectiva emplea un conjunto de procesos
sistematicos y empiricos para aplicarlos al estudio de algin fenémeno (Baptista,
Fernandez & Hernandez, 2010). Conforme a sus objetivos, la investigacion es de caracter
descriptivo, pretende especificar las propiedades, caracteristicas y perfiles de personas,
grupos, comunidades, procesos, objetos o cualquier otro fendbmeno que se someta a un
andlisis (Baptista, Fernandez & Hernandez, 2010). El estudio se sustenta en tareas de
generalizacion de sucesiones lineales, cuyo disefio considera el andlisis del contenido
matematico progresiones aritméticas de orden uno en la educacién bésica, y el modelo de

razonamiento inductivo de Cafiadas y Castro (2007).

4.1. Participantes

En el estudio participaron 15 estudiantes (6 hombres y 9 mujeres), cuyas edades van de
los 11 a los 13 afios de edad. Al momento de su participacién, esta poblacion estaba
matriculada en séptimo grado (primer grado de secundaria) del turno vespertino de una
Escuela Secundaria General, en el municipio de Eduardo Neri en el estado de Guerrero.
Los antecedentes académicos basicos considerados para que se involucraran en la
exploracion, fue el trabajo previo con patrones que se articulan a sucesiones lineales. El
andlisis al contenido curricular, evidencié que desde primaria habian tenido experiencias
en el trabajo con patrones figurales y numéricos, asociados a sucesiones lineales.
Experiencias que se relacionan al trabajo con propiedades de las sucesiones tales como
la recursividad y la correspondencia; y el uso de distintas representaciones de las

sucesiones, como las verbales, numéricas y graficas.
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4.2. Tareas y contexto

Se disefaron tres tareas, que refieren a sucesiones de patrones figurales relacionadas a
una sucesion lineal numérica, cuyos términos particulares y generalizacion pueden
formularse a través de una expresion general de la forma a, = con + ¢; conn € N. En las
tareas, se dan distintos valores para c,: en la tarea uno ¢c; =0, enlados c; >0y enla

tres ¢; < 0.

Su disefio considero la revision al contenido curricular sobre sucesiones lineales y
el modelo de razonamiento inductivo de Cafladas y Castro (2007). De la revisidon se
reconocen elementos de las sucesiones lineales presentes en el curriculo de matematicas
en la educacién basica, que refieren a la estructura conceptual, los sistemas de
representacion, los sentidos y modos de uso, asi como la demanda cognitiva. Se recurre
al modelo de razonamiento inductivo para estructurar las tareas, de manera que se

plantearon para que los estudiantes las resuelvan trabajando de lo particular a lo general.

En las tareas, se implican elementos del contenido matematico con los que los
estudiantes estan familiarizados desde su formacidon previa, como los términos
particulares de la sucesién; las secuencias numéricas, el trabajo con patrones figurales y
los sistemas de representacién verbal, grafico y numérico. También se integran
cuestiones en las que aun no se habian involucrado, como son: los términos generales de
una sucesion, la relacién entre término general y términos particulares y el sistema de

representacion algebraico.

La demanda cognitiva planteada a los estudiantes en estas tareas, es la
generalizacién de patrones. Se plantearon de modo que implique para los estudiantes, el
uso del razonamiento inductivo en el proceso de solucién. En ellas se les demanda
determinar términos particulares cercanos, términos particulares lejanos y el término
general de la sucesion correspondiente. Esto implica de manera implicita a los pasos del
razonamiento inductivo, trabajo con casos particulares, formulacion de conjeturas y
generalizacién. Del mismo modo, que expresen sus conjeturas utlizando las
representaciones verbal y algebraica. Implicando la representaciones numeérica y pictérica
de manera implicita. Se les exige a los estudiantes la formulacion de una generalizacion
de patrones, utilizando una representacion algebraica, dos aspectos que, de acuerdo a la

revision curricular no se les ha demandado.
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El contexto de las tareas son patrones figurales construidos de una manera bien
definida. Consisten de etapas cuyas partes podrian interpretarse como configuradas de
cierta manera, donde la percepcion visual juega un rol importante. Se plantearon en un
ambiente de lapiz y papel. A continuacion, se presentan las tareas que fueron aplicadas a
los estudiantes de séptimo grado.

Tarea 1

Tabla 4.1.
Patrén, generalizacién y cuestiones que se demandan en la Tarea 1.

Patron R ‘ ‘

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a) ¢Cuantos palillos forman el contorno de la figura 6 de la secuencia?
¢ Cuantos el de la figura 15? Justifica tu respuesta para cada caso.
b) ¢Cuantos palillos forman el contorno de la figura 240? Argumenta tu
respuesta.
Escribe un mensaje a un compariero donde le expliqgues cémo puede
determinar rapidamente el nimero de palillos con los que se forman el
contorno de cualquier figura de la secuencia.
d) ¢Cuéntos palillos forman el contorno de la figura n de la secuencia?
Argumenta tu respuesta.

Cuestiones )
planteadas

Generalizacion a, = 4n,

La tarea corresponde a una sucesion de patrones figurales asociada a una
sucesion lineal de orden uno cuyo término general es a,, = 4n, el caso cuando c¢; = 0. El
patron figural de esta tarea fue tomado del libro Lessons for algebraic thinking: Grades 6-
8. Math Solutions (Lawrence & Hennessy, 2002) y las cuestiones planteadas fueron

disefiadas por el investigador.

Esta tarea consta de cuatro cuestiones que orientan al estudiante a establecer una
generalizacion a través de patrones figurales utilizando el razonamiento inductivo. La
primera cuestion ubica al estudiante a determinar dos términos particulares cercanos de la
sucesion. Proceso que puede implicar, que reconozca un patréon recursivo. La segunda
cuestion demanda al estudiante determinar un término particular lejano de la progresion
aritmética, actividad que puede provocar que los estudiantes formulen una conjetura o
generalizacion antes de que se les demande de manera explicita. La tercera orienta al
estudiante a establecer una conjetura o generalizacion y formularla de manera verbal. La

dltima exige al estudiante el establecimiento de una generalizacion algebraica. Las
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cuestiones planteadas que conforman las cuatro tareas aplicadas involucran una

estructura similar.

Se espera que los estudiantes reconozcan el patrén de distintas maneras, que
pueden involucrar al incremento constante entre los términos de la sucesion o a la forma
que se estructuran los componentes de la figura. A partir de ello, que construyan una
estructura matematica que les permita determinar todos los términos particulares de la
sucesion, para luego verificarla y establecer una estructura matematicamente plausible,
que se valida como una generalizacion. Las figuras que componen el patrén figural de
esta tarea pueden promover que el estudiante realice la generalizacion basandose en la
estructura multiplicativa asociada al perimetro de un cuadrado. La estructura algebraica
de la sucesion, a, = 4n puede incidir a que los estudiantes consideren estrategias que

impliquen relaciones de proporcionalidad para formular la generalizacién.

Tarea 2

Tabla 4.2
Patrén, generalizacion y cuestiones que se demandan en la Tarea 2.

L] L]
[ ] L]
P ° [ ] [ ]
L] L[] .
Patrén o o ¢
L] L]

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a) ¢Cuéantos puntos se necesitan para formar la figura 4 de la secuencia?
¢ Cuantos forman la figura 16? ¢Y la figura 144? Justifica tu respuesta
para cada caso.

Cuestiones b) Escribe un mensaje a tus comparfieros donde les expliques como pueden
planteadas encontrar rapidamente la cantidad de puntos que forman cualquier figura
de la secuencia.

c) ¢ Cuéntos palillos forman el contorno de la figura n de la secuencia?
Argumenta tu respuesta.

Generalizacion a,=2n+2

La tarea corresponde a una sucesion de patrones figurales asociada a una
progresion aritmética de orden uno cuyo término general es a, = 2n + 2, el caso donde
¢, > 0. El patron figural ha sido tomado de Flexibilidad en la resolucion de problemas de
identificacion de patrones lineales en estudiantes de educacién secundaria (Callejo &
Zapatera, 2014). La primera cuestion ubica al estudiante a determinar dos términos
particulares y cercanos, ademas de un término lejano de la progresion aritmética. Esto
puede implicar, que reconozca un patrén recursivo y/o que formulen un método Gtil para

determinar los términos de la sucesién. La segunda sitla al estudiante a formular una
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conjetura o generalizacion de manera verbal. La dltima demanda al estudiante el

establecimiento de una generalizacién algebraica.

Tarea 3

Tabla 4.3.
Patrén, generalizacion y cuestiones demandadas en la Tarea 3.

o

Patron
Figura 1 Figura 2 Figura 3
a) ¢Cuéantos rombos forman las figuras 4 y 5? ¢Cuéantos forman la figura 17? Justifica tu
Cuestiones respuesta en cada caso.
planteadas b) ¢Cuantos rombos forman la figura 211? Argumenta tu respuesta.
c) ¢ Cuéantos rombos forman la figura n de la secuencia? Argumenta tu respuesta.
Generalizacion a,=2n-1

La tarea corresponde a una sucesion de patrones figurales asociada a una
sucesion lineal cuyo término general es a,, = 2n —1, el caso cuando c¢; < 0. El patrén
figural correspondiente ha sido tomado de Visual templates in pattern generalization
activity (Rivera, 2010) y las cuestiones planteadas fueron disefiadas por el investigador.
Se han considerado las estrategias y estructuras que pueden presentarse basados en la
figura que compone el patrén, asi como también los obstaculos cuando los estudiantes se
enfoquen en la relacién de recurrencia. De acuerdo al orden de aplicacion de las tareas,

en este punto los estudiantes estan mas familiarizados con las mismas.

Se compone de tres incisos, el primero implica al estudiante en determinar tres
términos particulares de la sucesion. Proceso que puede implicar, que reconozca un
patrén recursivo. El segundo establece determinar un término particular lejano de la
sucesion, lo que puede provocar que los estudiantes formulen una conjetura o
generalizacién antes de que se les demande. El Ultimo exige el establecimiento de una
generalizacion algebraica. La generalizacion de manera verbal no se demanda de manera

explicita en esta tarea, sin embargo es posible que se presente.

4.3. Aplicacion de las tareas

Los estudiantes resolvieron las tareas en un ambiente de lapiz y papel. Se desarrollaron
en cuatro sesiones de 50 minutos, al inicio del primer semestre del ciclo escolar 2017-

2018. En la aplicacion, participaron tres investigadores, cumpliendo el rol de
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observadores. Los datos toman como base las producciones escritas de los estudiantes,
consistentes en las justificaciones a las respuestas de cada tarea y ademas se tomaron
en cuenta las notas de campo a partir de las observaciones realizadas por los
investigadores a cargo de la aplicacion.

4.4. Andlisis de datos

En el andlisis cualitativo de los datos el modelo de Cafiadas y Castro (2007) permitio
reconstruir el proceso de razonamiento inductivo que evidencian los estudiantes. Se

identifican y describen los pasos del modelo a los que recurren al resolver las tareas.

Se distingue que un estudiante se involucra en trabajo con casos particulares
cuando se ocupa de determinar términos particulares de la sucesién correspondiente, ya
sea de manera numérica, figural o verbal. Se implican en organizacion de casos
particulares cuando ordena los casos particulares de alguna manera, ya sea con tablas,
columnas o en filas. Se distingue que se involucran en la identificacion de patrones
cuando muestran evidencia que reconocen la forma en que varian los valores de la
sucesion (por ejemplo: “aumenta de dos en dos”). Se implica en formulacion de
conjeturas, cuando expresan una proposicién que les permite determinar todos los
términos particulares de la sucesion, y no han sometido dicha proposicion a verificacion.
Realizan una justificacién de las conjeturas, cuando expresan razones por las cuales su
conjetura es verdadera. Una generalizacion se distingue cuando la conjetura que formul6
el estudiante ha sido verificada con la exploracién mediante casos particulares. El paso de
la demostracién no se presenta en el proceso de los estudiantes ya que no ha sido

demandada por las tareas que se plantearon.

Los datos empiricos, provienen de las producciones escritas de los estudiantes en
el proceso de solucion de las tareas. Para organizar la informacion, a los estudiantes se
les codific6 como E1, E2, E3,....E15.
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Capitulo 5

Resultados

El objetivo del estudio reportado aqui, fue analizar el proceso de razonamiento inductivo
que evidencian estudiantes de séptimo grado (primer grado de secundaria), al resolver
tareas que demandan la generalizacion de patrones figurales en el marco de las
sucesiones lineales, asi también, los sistemas de representacion en los que se apoyan en
ese contexto. Como base tedrica, se considerd el modelo de Cafadas y Castro (2007), los
sistemas de representacion (Cafiadas, 2007; Lupiafiez, 2016) y los tipos de
generalizacion (Dorfler, 1991; Rivera, 2010). Los hallazgos obtenidos se presentan bajo
dos temas: (1) Pasos del razonamiento inductivo que siguieron los estudiantes al resolver
las tareas y los tipos de generalizacion que emergen en el proceso; y (2) Los sistemas de

representacion que articulan a su forma de razonar.

5.1. Razonamiento inductivo

Se analizan los pasos del razonamiento inductivo que sigue la poblacion participante en el
proceso de solucién de las tres tareas descritas en el capitulo 4. Se identifica qué pasos
del proceso de razonamiento inductivo siguen, se describe la manera en que se
involucran en estos, los tipos de generalizacién que aparecen y las representaciones a las

gue recurren. Los resultados se presentan por tarea.
5.1.1 Razonamiento inductivo en la tarea 1

La tarea 1 involucra a una sucesion de patrones figurales, asociada a una sucesion
numeérica cuyo término general es a, = 4n (véase Capitulo 4). La resolvieron todos los
estudiantes. De la evidencia empirica, se reconoce que, puesto que la tarea se los
demanda, todos trabajan con casos particulares, tres de ellos se involucran en la
organizacion de estos casos. Doce identifican el patron en la secuencia, reconociendo las
regularidades de distintas formas. Todos formulan conjeturas sin justificarlas, y las
expresan en términos de una estructura aritmética, algunos apoyados del lenguaje verbal,

y otros, del numérico. Se evidencia que diez de estos casos, examinan la conjetura a
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través de la exploracion con casos particulares (cercanos y lejanos) y con ello, verifican
que se cumple para otros términos de la sucesion. Esta es la evidencia empirica de que
generalizaron. De otra parte, se observa que ninguno se involucra en el paso de la
demostracion, lo que es entendible, en razon de que la tarea no se los demanda. La tabla
5.1., organiza los pasos del razonamiento inductivo que los participantes del estudio

evidencian en esta tarea.
a) Trabajo con casos particulares

La tarea demanda la determinacion de términos particulares (cercanos y lejanos) del
patrén, exigencia que implica a los estudiantes en el trabajo con casos particulares, de ahi
que es uno de los pasos del razonamiento inductivo en el que todos se involucran. De
ellos, diez exploran Unicamente los casos planteados, y cinco (E1, E2, E10, E12 y E15),
trabajan con casos adicionales. La forma de proceder que siguen, se sustenta del conteo.
Con base en ello, reconocen que en cada etapa, la figura aumenta cuatro palillos respecto
de la que se ubica en la previa, esta es evidencia empirica de la relacién de recurrencia
(Figura 5.1). El incremento en el numero de palillos, una mayoria lo expresa a través del
lenguaje comun, el resto, sustentados de lenguaje comun y numérico, implicando asi, a la

representacion verbal y a la numérica simple.

.Fa:f?_'}ufh 6 = & 9.'{| P\ Vo
L POV 9L o Cade Cooare ‘e Nes  cwrenando
QL«:@’H@ o \isg Y oo Gl 29 ew la
e £y ser sae ev vesul\leds
Figura 5.1. Trabajo con casos particulares de E8 utilizando representacion numérica.

Se observa ademas, que cuatro estudiantes que se apoyan de la representacion
numeérica, también usan la de tipo pictérico (E1, E6, E10 y E11), fundamental para ellos,
en el sentido de que les permite reconocer que el numero de palillos que conforma cada
lado de los cuadrados, se corresponde con el numero de la figura, evidencia empirica de
una relacion de correspondencia. Quienes usan este tipo de representacion en este paso,
se remiten a ella, al trabajar con casos particulares cercanos consecutivos (Figura 5.2).
Para casos particulares lejanos, se apoyan de la representacion numérica. Ello, por el
tiempo y trabajo que conlleva el representar los cuadrados, por ejemplo, cuando se trata
de casos donde la figura es la 240. De manera que el situarlos a trabajar con casos
lejanos, de algun modo los obliga a cambiar el lenguaje al que recurren para expresar sus

procedimientos.
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Tabla 5.1.
Pasos del razonamiento inductivo que evidencian los estudiantes en la tarea 1.

Pasos del razonamiento inductivo

Estudiante Trabajo con casos  Organizacion de Identificacion ~ Formulacién  Justificacion de Generalizacién  Demostracion
particulares casos particulares de patrones de conjeturas  las conjeturas

E1l v v v v

E2 v v v v v

3 v v v v

E4 v v v v

E5 4 4

E6 v v v v

£7 v v v v

Es v v v v

E9 4 4

E10 v v v v

E11 v v v v

E12 v v v v

E13 v v v

E14 v v

E15 v v v v v

Total 15 3 12 15 0 10 0
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Figura 5.2. Uso de una representacion pictdrica por E1 al trabajar con casos particulares.

En general, en el trabajo con casos particulares, los estudiantes se apoyan de tres
tipos de representaciones: pictorica, numérica simple y verbal. La representacion
pictérica, en la exploracidon con casos cercanos; la numérica y verbal para casos lejanos y

cercanos.
b) Organizacién de casos particulares

Si bien la organizacién de casos particulares no es parte de las demandas de la tarea,
algunos estudiantes (E2, E12 y E15) los organizan. Este es uno de los pasos del
razonamiento inductivo que se manifiesta con menor frecuencia. La hipétesis, es que se
debe a que una mayoria formula conjeturas sin recurrir a la exploracion de varios casos
particulares, entonces la necesidad de organizarlos es minima. Uno de quienes se
involucran en ese paso (E12), organiza los casos en dos filas, una correspondiente al
namero de figura y otra al nimero de palillos que la conforman (Figura 5.3). En este caso,
la organizacion de los casos favorece el reconocimiento del incremento constante entre
las etapas del patrén. La forma de estructurar los datos, implica una representacion de

tipo tabular.

o CoYo 13 18 ' S
32 16 40 UH AB S22 56 o

Figura 5.3. Organizacién de casos particulares en una tabla por E12.

E2 y E15 organizan los casos relacionando el numero de figura y su
correspondiente numero de palillos, a través del signo igual (Figura 5.4). Si bien este
signo indica relaciones de equivalencia, el uso que le dan los estudiantes refiere a la
relacion de correspondencia entre el numero de figura y el nimero de palillos en la
misma. La manera en que disponen los datos, implica el uso de una representacion
numérica simple (E15) y verbal (E2).En general, las representaciones involucradas en la
organizacion de casos particulares son la tabular y numérica simple. Se observa que la
organizacion de los casos, favorece el reconocimiento de distintos tipos de relaciones

entre cantidades, como la de recurrencia y de correspondencia.
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Figura 5.4. Organizacion de casos particulares por E15, implica una relacién de correspondencia.

c) lIdentificacion de patrones

La identificacion de patrones por los estudiantes en esta tarea, se reconoce al momento
en que visualizan el todo, esto es, la secuencia de figuras. Desde lo figural, reconocen
gue hay un comportamiento que se mantiene, el cual se remite al crecimiento del patron.
En este sentido, doce de los quince estudiantes, evidencian que se involucraron en este
paso, nueve reconocen que el patréon “aumenta cuatro” (E1, E3, E4, E6, E7, E8, E10, E12
y E15), mientras que tres que el nimero de figura se repite cuatro veces (E2, E11 y E13).
Identifican estas regularidades con formas de proceder diferenciadas, lo que permite

presentarlos por casos.
Caso 1: Analisis del numero total de partes que componen el todo

Seis estudiantes se ubican en este caso (E1, E6, E7, E8, E12 y E15). Su razonamiento
inicial se sustenta del conteo del nimero total de palillos que conforman las figuras de
cada etapa. De ahi, reconocen que es creciente y que ese crecimiento es constante, el
cual manifiestan en lenguaje comun, como sigue: E6 y E7 afirman que “es una sucesién
que va de 4 en 4” (Figura 5.5.); E1 y E8, enuncian que el numero de palillos “aumenta
cuatro”; E12 y E15 consideran que “se le va sumando cuatro palillos” en cada etapa. Esta
evidencia empirica, alude a la relacién de recurrencia de la sucesion. De otra parte, se
observa que conforme progresan en su intervencion en la tarea, abandonan esta forma de
proceder (conteo de palillos), en particular, una vez que se involucran en el trabajo con
casos particulares lejanos; ya que para ello, recurren a un método que les permite

establecer los términos particulares de manera mas eficiente.
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Figura 5.5. Identificacién de patrones en E6.
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Caso 2: Analisis del numero palillos que incrementa por lado el cuadrado

E3, E4 y E10 se ubican en este caso. Parten de la observacién de las figuras, luego
cuentan los palillos que hay en cada lado de los cuadrados que conforman el patrén
figural. A partir de este conteo, reconocen que cada lado en cada uno de cuadrados,
aumenta un palillo cuando se avanza de una etapa del patrén a otra. Expresan este
incremento apoyados del lenguaje comun, asi, enuncian que los palillos “aumentan
cuatro”, en cada etapa de la secuencia de figuras. A partir de esta evidencia, se reconoce
que los estudiantes observan un crecimiento constante entre los términos de la sucesion,

desde otro modo de razonatr.

Caso 3: Relacion de correspondencia del numero de figura de la etapa, con el
numero de palillos de cada lado del cuadrado

Se ubica a dos estudiantes (E11 y E13) en este caso. Su razonamiento se basa en el
conteo de palillos por lado. Es asi que observan, que el nimero de figura en cada etapa
se corresponde con el nimero de palillos que forman cada lado del cuadrado, evidencia
de una relacién de correspondencia. De ahi derivan, que el total de palillos que forman la
figura, se obtiene de considerar cuatro veces al niumero de la figura, algunos suman, otros
multiplican. Es decir, reconocen que el nimero de figura se repite cuatro veces en cada

etapa del patrén figural.
Caso 4: El numero de palillos es cuatro veces el numero de figura.

Este caso involucra a E2, quien parte de la relacién de correspondencia entre nimero de
figura y nimero de palillos que forman su contorno y reconoce que el nimero total de
palillos en el contorno es cuatro veces el niumero de figura. Lo que evidencia que
reconoce que el nimero de palillos es un mdaltiplo del numero de figura en todas las

etapas del patron.
d) Formulacién de conjeturas

En la tarea exige la determinacion del numero de palillos que forman las figuras de
distintas etapas de la secuencia, exigencia que implica al estudiante en la formulacion de
una conjetura. Se les pide ademas, escribir un mensaje donde expliquen su forma de
proceder para obtener el nimero de palillos en cualquier figura, cuestion que los ubica a

expresar su conjetura recurriendo al lenguaje comun. En este sentido, una conjetura se
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reconoce cuando el estudiante construye una estructura matematica que desde su
perspectiva, le permite determinar el nimero de palillos de una figura en una etapa lejana
0 cercana, sin validarla. Catorce estudiantes determinan que deben multiplicar por cuatro
0 sumar cuatro veces el numero de figura para obtener el nimero de palillos en las etapas
del patron, mientras que E14 afirma que debe multiplicar por dos. Todos los estudiantes
formulan conjeturas, recurriendo a distintas formas de proceder, lo que permite
distinguirlos en casos. Quienes las formulan, se apoyan del lenguaje comun o del

simbolico o bien, de su combinacion.
Caso 1: Conjetura basada en el incremento entre cada etapa del patrén

Por la forma de proceder de seis estudiantes (E1, E6, E7, E8, E12 y E15), se les ubica en
este caso. En un principio, se enfocan en “sumar cuatro” a cada término para obtener el
siguiente, procedimiento que llevan a cabo para determinar los casos particulares
cercanos que se demandan. Abandonan esta forma de proceder y formulan su conjetura
“multiplicar por cuatro”, el numero de figura, cuando se les demandan casos particulares
lejanos (Figura 5.6). Aqui, la exigencia de términos particulares lejanos es lo que provoca
gue los estudiantes cambien su forma de proceder y establezcan la conjetura.

Y& 2 Yiernz Qlacigqee Se \z V&
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Figura 5.6. Cambio en la forma de proceder y conjetura “multiplicar por 4” en E12.

En este caso, la identificacibn de patrones se articula a la formulacion de
conjeturas, ya que al reconocer que la sucesién “aumenta de cuatro en cuatro”, los
estudiantes conjeturan que se debe “multiplicar por cuatro” para obtener los términos de
dicha sucesion. Su formulacion, se basa en que el nimero que va aumentando (0 que se
repite), es el que debe multiplicarse por el nimero de figura. Los estudiantes expresan la
conjetura por medio de una estructura multiplicativa que corresponde a n X 4, con n que
representa el numero de figura y 4 es el incremento que reconocieron. Estructura que
expresan en algunos casos, recurriendo al lenguaje comun y de forma aritmética (E1, E7,
E12 y E15); y en otros Unicamente de manera aritmética (E6 y E8). Esto implica a las

representaciones verbal y numérica simple.
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Caso 2: Conjetura basada en la relacion de correspondencia entre numero de figura

y nimero de palillos

E2 y E5 se ubican en este caso. Analizan los casos particulares planteados de la tarea.
En ese proceso, cambian de la representacion pictérica a una numérica. Reconocen una
relaciébn entre el nimero de figura y el nimero de palillos que forman su contorno.
Identifican que el nimero de figura multiplicado por cuatro, es igual al nimero de palillos
que forman el contorno de la figura. Seguidamente, formulan la conjetura, “se multiplica
(el nmero de figura) por cuatro”, para determinar el niumero de palillos que forman su
contorno (Figura 5.7). En estos casos, se evidencia que los estudiantes reconocen de
manera implicita, una relacion de correspondencia entre nimero de figura y nimero de
palillos, lo que favorece la formulacién de la conjetura. Ambos la formulan en términos de
una estructura multiplicativa tipo n x 4, con n que representa el nimero de figuray 4 la
cantidad que deben multiplicar por el nimero de figura, para obtener el total de palillos. La
conjetura se expresa en términos aritméticos. En este caso, el tipo de representaciéon

implicada consiste de la numérica simple.
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Figura 5.7. Conjetura de E2 basada en la relacion de correspondencia.

Caso 3: Conjetura basada en la figura uno como unidad (objeto entero)

Este caso implica a E3, E4 y E10, quienes luego de analizar las etapas dadas en el patron
figural, se ubican en la uno, en la que reconocen que su contorno se forma por cuatro
palillos. En seguida, asumen esta figura como unidad, para determinar los palillos que
conforman otras, en etapas cercanas y lejanas. Por ejemplo, para determinar el nimero
de palillos de la figura cinco, multiplican el nimero de palillos de la figura uno por cinco, es
decir, 4 x5 (Figura 5.8). Los estudiantes parten del razonamiento que figural X5 =
figura5, implica que palillosen figural x5 = palillos en figura 5. Esta forma de
proceder se reconoce como objeto entero (whole object en inglés) en Jurdak & EIl
Mouhayar (2014). Los tres estudiantes expresan su conjetura, tanto en lenguaje comun

como de forma aritmética, empleando una estructura multiplicativa n x 4, con n que
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representa el nimero de figura y 4 el nimero de palillos en la figura uno. Las

representaciones a las que se recurren en este caso, son la numérica simple y la verbal.
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Figura 5.8. Conjetura de E10, que se basa en la figura uno como unidad.

Caso 4: Conjetura basada en la determinacion del perimetro de un cuadrado

En este caso se ubican los estudiantes E9, E11 y E13, cuya forma de proceder se asocia
a la determinacion del perimetro de un cuadrado, considerando cada palillo como una
unidad de medida. Reconocen que en cada cuadrado, el nimero de palillos que forma
cada uno de sus lados, se corresponde con el nimero de etapa. En el caso de E11,
afirma que, de acuerdo al numero de figura, tiene que “poner” cierto nimero de palillos en
cada lado del cuadrado. Entonces para determinar el nimero total de palillos que forma
cada figura, el numero de figura se debe multiplicar por cuatro (0 sumar cuatro veces). Por
ejemplo, la figura tres, cuenta con tres palillos en cada uno de sus cuatro lados, entonces

en total tiene 3 x 4 o bien, 3 + 3 + 3 + 3 palillos en su contorno.
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Figura 5.9. Conjetura de E11 expresada con una estructura aditiva.

Se reconocen dos maneras de expresar esa conjetura. E9 y E13 la expresan en
términos de una estructura multiplicativa de la forma n x 4 donde n representa el nimero
de figura y 4 el nimero de veces que el numero de figura se repite (nUmero de lados del
cuadrado). Para esto recurren a una representaciéon numérica. Por su parte, E11 la
expresa a través de una estructura aditiva, que corresponde a n+n +n+n, donde n

representa el nimero de figura (Figura 5.9). En su caso, recurre a la representacion verbal
y la numérica simple.
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Caso 5: Conjetura basada en el analisis de las dos primeras figuras en el patrén

En el caso de E14, se reconoce que su conjetura no se corresponde con el
comportamiento del patrén figural. Su procedimiento consiste en contar los palillos que
componen cada figura sélo para las dos primeras etapas dadas de la secuencia, y
seguidamente las expresan de manera numérica. Su conjetura consiste de lo siguiente:
“multiplicar por dos” (Figura 5.10). Su razonamiento remite a considerar que para saber el
namero de palillos en la etapa 2 del patrén, se procede multiplicando por dos el nimero
de palillos en la etapa 1. Esta estructura, multiplicativa, la expresa a través del lenguaje

comun. Sin embargo, a partir de esta conjetura no es posible formular una generalizacion.
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Figura 5.10. Conjetura de E14, empleando una estructura multiplicativa.

e) Justificaciéon de conjeturas

En la tarea, la frase “argumenta tu respuesta” esta implicita a la justificacion de las
conclusiones a las que arriban los estudiantes, entre ellas, lo que se reconoce como su
conjetura. No obstante, este paso no se demanda de manera explicita en su
planteamiento. En diez casos (E1, E2, E3, E4, E6, E7, E8, E10, E11 y E15), se observa
que verifican que su conjetura puede aplicarse a ciertos casos y consideran que era valida
sin necesidad de justificacién, por ello contindan utilizandola sin proporcionar argumentos.
La verificacién de una conjetura no se considera justificacion, ya que no implica enunciar
argumentos para convencer de su veracidad. En los otros cinco casos, se observa que no

verifican su conjetura ni proporcionan argumentos.
f) Generalizacion

La tarea sitia al estudiante a determinar el nimero de palillos que forman la figura n,
cuestion que los remite a expresar una generalizacion recurriendo al lenguaje algebraico.
En este paso, la conjetura se verifica a partir de casos particulares cercanos o lejanos; y
pasa de ser una proposicibn a una generalizacion. De los quince estudiantes que
formularon conjeturas, diez las verifican, lo que se constituye en una generalizacion (E1,
E2, E3, E4, E6, E7, E8, E10, E11 y E15). Verifican su conjetura a través de la exploracion

con casos particulares lejanos y cercanos; y formulan el término general que conlleva a
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determinar todos los términos particulares de la sucesién correspondiente. Es decir,
establecen una regla que les permite determinar cuantos palillos forman cada figura del

patron y que se aplica a todos los casos en esta tarea particular.

Se reconoce que el nimero de estudiantes que construye una generalizacion es
menor al que formula una conjetura. Se explica, porque no las verifican o bien, formulan
expresiones distintas a aquellas que generan los términos particulares de la sucesion. En
nueve casos, expresan sus generalizaciones en forma de una estructura aritmética de tipo
multiplicativa n X4 y en otro como estructura aditva n+n+n+n, en donde n
representa el nimero de figura y 4 es una constante que determinan a partir de distintos
razonamientos. Estructura que expresan en lenguaje comun (E1 y E4), aritmético (E6 y
E11), de ambas maneras (E2, E3, E7y E10), o recurriendo al lenguaje algebraico (E8 y
E15). Lo que implica el uso de la representacion verbal (Figura 5.11), numérica simple
(Figura 5.12) y algebraica en su forma polinémica funcional (Figura 5.13).

En algunos casos, si bien el estudiante emplea la letra n al formular la estructura
aritmética que ha establecido, le asigna un valor particular, de manera que la
representacion se considera de tipo numérico. Es tipo algebraico, cuando el estudiante
reconoce que n representa el numero de figura dentro de la estructura matematica, y que

ademas, este n puede tomar cualquier valor.
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Figura 5.11. Generalizacion de E15 expresada en forma verbal.

Las generalizaciones que establecen, se sustentan de la estructura aditiva y/o
multiplicativa, lo que depende de su nocion de la multiplicacion como una suma iterada,
de acuerdo a su nivel de abstraccion. Por la forma en que se manifiesta la estructura
matematica, se categorizan dos tipos de generalizacion en esta tarea: aditiva constructiva
no estandar y multiplicativa constructiva estdndar (véase tabla 5.2). Estos tipos de
generalizacion estan ligadas a la forma en que se analiza la organizacion de las figuras

del patron y en la que se expresa la estructura matematica establecida.
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Tabla5.2.
Tipos de generalizaciones seguln la estructura matematica en la tarea 1.

Tipo de

generalizacion Descripcion Inferencia simbolica Ejemplo

Estructura matemética
multiplicativa y aditiva, que se

L basa en el andlisis de las figuras a,=n X 4
Multiplicativa .
: en el patron como compuestas Donde \
constructiva . ; I\ }LL\
estandar dfe p{:lrtes no superpug§tas. Los n = numero de figura
términos en la expresion a, = numero de palillos en la figura
aritmética estan de forma
simplificada
Estructura aritmética aditiva,
basada en el andlisis de las
Aditiva figuras en el patron como an=ntntntn
; Donde 240 Je cadar \wdO
constructiva no compuestas de partes no n = nimero de figura TS|
estandar superpuestas. Los términos en la = g e Savadn oo

" s . a, = numero de palillos en la figura
expresion aritmética estan en n p fig

forma expandida, no simplificada

De otra parte, se reconoce que todas las generalizaciones que construyen quedan a
nivel empirico, ya que las formas de razonamiento que emplean para establecerlas, se
basan en la observacion de similitudes en las etapas del patron y en procesos de
verificaciébn empiricos, sin tomar en cuenta propiedades y/o conceptos matematicos. Este
tipo de generalizacion, se articula a las formas de razonamiento de las que se valen los
estudiantes para establecerlas.

"= 0
X L
Lo Pm\:Hob

Figura 5.12. Generalizacion en forma numérica de E2.

HEE

Figura 5.13. Generalizacion en forma algebraica de E15.

g) Demostracion

Ningun estudiante se involucra en procesos demostrativos en esta tarea. Esto se explica,
porque en ningdn momento se le demanda. De otra parte, dada la experiencia académica
de los estudiantes en su nivel inmediato anterior (recién egresados de sexto grado de
primaria), se remite a la construccion de generalizaciones desde el reconocimiento de
patrones recursivos y de correspondencia en el marco de las sucesiones lineales, objeto

de estudio en esta investigacion.
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Sistemas de representacién en latarea 1

En esta tarea, los estudiantes recurren a cinco diferentes representaciones para exponer
sus procedimientos: numérica simple, tabular, pictorica, algebraica y verbal. La nhumérica
simple y la tabular forman parte del sistema de representaciébn numérico. La pictorica del
sistema grafico. El sistema de representacion algebraico se utilizé en su forma polindbmica
funcional. El sistema verbal refiere al lenguaje comun. En total se emplearon los cuatro
sistemas: numérico, grafico, algebraico y verbal. Las representaciones y sistemas de

representacion a los que recurren los estudiantes se organizan en la tabla.
a) Sistema de representacién numérico

Uno de los sistemas de representacion empleados en esta tarea es el numérico, del que
se involucran la representacion numérica simple y la tabular. Los estudiantes recurren a
las dos representaciones en su proceso de razonamiento inductivo, implicAndolas en los

diferentes pasos.

La representaciéon numérica simple la emplean todos los estudiantes. Los pasos
del razonamiento inductivo implicados en su uso, son el trabajo con casos particulares,
formulacién de conjeturas y la generalizacion. En el trabajo con casos particulares, se
utiliza para representar las etapas cercanas y lejanas del patron que exploran. En la tarea
se plantean las tres primeras etapas del patron en forma figural, la mayor parte de los
estudiantes cambian a una representacion numérica para trabajar con los términos
siguientes del patrén. Ello da cuenta de una conversion entre sistemas de representacion,
del sistema numérico al grafico. La formulacién de generalizacion, como parte de las
demandas de la tarea, implica el uso del lenguaje algebraico, y al no tener experiencia
con este tipo de lenguaje la mayoria de estudiantes recurren a la representacion numeérica

simple para expresar la estructura aritmética.

Un estudiante es quien se apoya en la representacion tabular. El paso del
razonamiento inductivo en el que se implica es la organizacion de casos particulares. En
esta tarea, la sistematizacion de los datos apoyados de este tipo de representacion
favorece el reconocimiento de un incremento constante entre las etapas del patron.

Evidencia que identifica una relacién de recurrencia.
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Tabla5.3.

Sistemas de representacion a los que recurren los estudiantes en la tarea 1.

Sistemas de representacion

Numérico Gréfico Algebraico Verbal
Paso del
razonamiento
inductivo Numérica simple Tabular D(_escqr_nposmmn Rectg_ Planol Pictérico Pollno_rmc
aritmética numérica cartesiano a funcional
. E1l, E2, E3, E4, E5, E6, E7,
Trabajo con ¢asos  gg, Eg, E10, E1L, E12, E13 ELES E2, E4, E5, E8
P E14, E15 '
Organlzac[on de E2, E15 E12 E2
casos particulares
Identificacion de E1l, E5, E6, E7, E8, E9,
patrones E2, B3, B4, E10, E11, E12, E13, E14, E15
Formulacion de Eé ES EioEélfsEEZG E:Z?, E1, E3, E4, E7, E10,
conjeturas E1’5 ' ’ ’ ’ ' E11, E12, E14, E15
Justificacion de
conjeturas
Generalizacion E2, E3, E6, E7, E10, E11 E8 E15 El, E2, E3, E4, E7, E10

Demostracion
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En esta tarea, el sistema de representacién numérico es empleado en el trabajo
con etapas lejanas y cercanas del patrén, para representar el nimero de figura y el
numero de palillos en la misma, en lugar de las representaciones verbal y pictérica. Asi
como también, para formular las estructuras aritméticas que permiten a los estudiantes
determinar el numero total de palillos en las etapas. En algunos casos, este sistema de

representacion, favorece la identificacion del patron recurrente.
b) Sistema de representacién grafico

Este sistema de representacién es uno de los menos utilizados, del que incluyen sélo las

de tipo pictérica. Se implica en el trabajo con casos particulares.

Cuatro estudiantes se apoyan de la representacion pictérica al trabajar en etapas
cercanas del patron. Un cambio en el tipo de representacion que venian usando para
determinar el nimero de palillos que forman las figuras, se observa al momento en que se
sitlan a trabajar con etapas lejanas del patrén. En particular, para las etapas 15 y 240 que
demanda la tarea. La hip6tesis que se plantea, es que se debe al tiempo que debian
invertir en dibujarlas. En su lugar, se involucran en el trabajo con la representacion
numeérica. Este cambio en representaciones, evidencia una conversion entre sistemas de

representacion, del grafico al numérico.

En esta tarea, el sistema grafico se emplea para representar etapas cercanas
inmediatas del patrén. En algunos casos, la de tipo pictérico favorece que identifiguen una
regularidad entre las etapas, como en el caso de la correspondencia entre el nimero de
figura y nimero de palillos en sus lados. Lo que resulta util en la construccién de
estructuras matematicas plausibles para determinar el numero de palillos en cualquier

etapa.
c) Sistema de representacion algebraico

El sistema de representacion algebraico también se usa con menor frecuencia, sélo se
involucran las representaciones de tipo polinémica funcional, que aparecen en el paso de

la generalizacion, articulado a la demanda en la tarea.

Dos estudiantes recurren al sistema algebraico, en su forma polinémica funcional,
para expresar las estructuras aritméticas que establecen. La representacion se considera

de tipo algebraico ya que reconocen que n representa el nimero de figura dentro de la
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estructura matematica que construyen, y que es variante. Los estudiantes expresan la
estructura aritmética de forma numérica, y cambian a expresarla en lenguaje algebraico
cuando la tarea lo demanda. Este cambio de representaciones implica una conversion

entre sistemas de representacion, del numérico al algebraico.

El sistema algebraico se emplea por pocos estudiantes, para expresar las
estructuras matematicas que construyen en su generalizacién. Pocos recurren a este
sistema de representacion, se plantea la hipétesis que es debido a que aln no habian
estudiado (o bien experimentado) este tipo de lenguaje. Dada su formacién académica al
momento de la intervencion, la mayoria recurren a la representacion numeérica simple en

la construccién de las estructuras aritméticas que establecen.
d) Sistema de representacion verbal

Todos los estudiantes recurren al sistema de representacion verbal, lo involucran en los
casos siguientes: el trabajo con casos particulares, la identificacibn de patrones, la

formulacién de conjeturas y la generalizacion.

a) Trabajo con casos particulares. Se emplea en este paso para expresar etapas
lejanas y cercanas del patrén.

b) Identificaciébn de patrones. Los estudiantes reconocen las regularidades en las
etapas del patrén figural y las describen empleando el lenguaje comun, esto
implica al sistema como un medio para evidenciar la identificacion de patrones.

c) Formulacion de conjeturas y generalizaciébn. Se involucra para expresar las
estructuras aritméticas que permiten obtener el nimero de palillos de una figura en
cualquier etapa del patron. En algunos casos, se emplea tanto el sistema de
representacion verbal como el numérico para una enunciar la conjetura y/o
generalizacion establecida, lo que evidencia la conversion entre sistemas de

representacion, tanto del numérico al verbal, como del verbal al numérico.

Lo que favorecio el que recurrieran al sistema de representacion verbal, son las
demandas de la tarea, que los involucran en la expresion de sus conjeturas por medio del

lenguaje comun, asi como también en la argumentacion de sus procedimientos.
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Reflexiones sobre el trabajo con la Tarea 1

En esta tarea, el trabajo de los estudiantes se articula a los siguientes pasos de
razonamiento inductivo: trabajo con casos particulares, identificacion del patron,
formulacion de conjeturas y generalizacion; con la organizacion de casos particulares en
menor medida. Por cuanto a la justificacibn de conjeturas y demostracion no se

evidencian.

El trabajo con casos particulares, de manera pictorica y numérica, es esencial en
el reconocimiento y analisis de las regularidades entre las etapas del patron figural. La
identificacion del patrén es fundamental en la construccion y verificacion de una estructura
plausible y algebraicamente atil (como sostiene Rivera, 2010) en la determinacion del
namero de palillos en cualesquiera de las etapas de la secuencia. En un primer momento,

a modo de conjetura, que de validarla, se constituye en una generalizacion.

Los estudiantes se involucran en la formulacién de conjeturas desde diversas
formas de razonamiento, lo que permite analizarlos en cinco casos. De ellos, cuatro la
verifican explorando con casos particulares, y asi establecen una generalizacion. En el
otro caso por su parte, la conjetura que formulan no permite determinar el nimero de
palillos en las etapas del patrén correspondiente, de ahi que resulta imposible establecer

una generalizacion. Los cinco casos se organizan en la Tabla 5.4.

Por cuanto a las representaciones utilizadas para expresar las conjeturas en esta
tarea, son de tipo verbal y numérica simple. La de tipo verbal se articula a las demandas
de la tarea, que implican a los estudiantes en el uso del lenguaje comudn. La numérica
simple, se reconoce por otra de las formas en que expresan su conjetura, en términos de
una estructura aritmética. Este tipo de representacion es la que predomina. La
representacion empleada para expresar la estructuras aritméticas, luego de verificarlas
como generalizacién, son la numérica simple y la algebraica en su forma polinébmica

funcional.

En esta tarea, los estudiantes manifiestan cuatro distintas conversiones entre
sistemas de representacion: a) Del grafico al numérico, b) del numérico al verbal, c) del
verbal al numérico, d) del numérico al algebraico. Las cuatro conversiones entre sistemas

que emergieron, se articulan a las demandas de la tarea.
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Tabla 5.4.

Distintos formas de proceder al formular conjeturas en la tarea 1.

Caso Forma de proceder Conjetura
‘7‘ ‘ ‘ ‘ ‘ n X 4 = palillos en la figuran
1 - ‘7 o 7‘ Donde
Figura 1 Figura 2 Fiqura 3 n = numero de figura
4 palillos 8 palillos 12 palillos 4 = incremento entre los términos
+4 +4
‘7‘ ‘ ‘ ‘ ‘ n X 4 = palillos en la figuran
2 0 ‘7 o 7‘ Donde
Figura 1 Figura 2 Figura 3 n = namero de figura
4 palillos 8 palillos 12 palillos X 4 = relacién entre figura y palillos
4
1 X4=4 2x4=8 3 x4=12

Palillos en Figural = 4

n X 4 = palillos en la figuran
Donde

3 Fz_qur)c(l % — Palillos en Fzgur)c(zé n = niimero de figura
Figura 5 Palillos en Figura 5 4 = palillos en la figura uno
3
1 ‘—2—‘ ‘ ‘ n X 4 = palillos en la figuran 06
1‘ ‘1 2 2 3‘ ‘3 n+n+n+n = palillos en la figuran
4 T ‘7 7‘ Donde
2 ‘7 3 7‘ n = numero de figura
Figura 1 Figura 2 Figura 3 4 = nimero de lados del cuadrado
4 palillos 8 palillos 12 palillos
‘7‘ ‘ ‘ ‘ ‘ n X 2 = palillos en la figuran
. - ‘7 7‘ — Palillos en Fzgurg % Donde
- - n = numero de figura previa
Figura 1 Figura 2 Palillos en Figura 2 2 = multiplo de la figura 1 a la 2
4 palillos 8 palillos

a) Del grafico al numérico. Se manifiesta al trabajar con etapas lejanas en un patron
figural, donde cambian de la representacion pictérica a la numérica, para
representar las etapas del patrén. Aun cuando todos los estudiantes estaban en
condiciones de recurrir a este tipo de conversion como un modo de analisis menos
tedioso, ello dependia ademas, de su nivel de abstraccion.

b) Del numérico al verbal. Se presenta cuando se les demanda escribir un mensaje
donde expliguen su manera de proceder para obtener el nUmero de palillos en

cualquier figura.
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c) Del verbal al numérico. Se exterioriza cuando se les demanda el uso del lenguaje
algebraico para expresar la conjetura que han enunciado de manera verbal y para
esto, recurren a lo numérico.

d) Del numérico al algebraico. Aparece cuando emplean el lenguaje algebraico para
expresar la estructura aritmética que han verificado como generalizacion, una vez

que se les demanda.

De acuerdo a la manera de analizar la configuracion de las figuras del patrén y de
presentar la estructura matemética, surgen dos tipos de generalizacién en esta tarea:
constructiva no estandar y multiplicativa constructiva estandar. Las generalizaciones que
establecen son de tipo empiricas, basada en observaciones, con ello, identificaron
propiedades generales de la sucesién lineal (como la recurrencia y la correspondencia) y
de los numeros, que establecen como relaciones entre sus elementos, lo que de acuerdo

a Mason, Stephens y Watson (2009) constituye una estructura matematica.
5.1.2. Razonamiento inductivo en la tarea 2

La tarea dos involucra una sucesion de patrones figurales, en el marco de una sucesion
numeérica con progresién aritmética a,, = 2n + 2 (véase Capitulo 4). La resolvié el total de
participantes. Con base en sus argumentos escritos, se identificd que el 100% trabaja con
casos particulares. De ellos, cuatro organizan los casos que exploraron. Catorce
evidencian la identificacion de regularidades en el patron figural. Todos formulan
conjeturas sin justificarlas. Diez las verifican por medio de casos particulares lejanos y
cercanos, y establecen una estructura aritmética que les permite determinar el nimero de
puntos en cada etapa del patron figural, una generalizacion. Ninguno se implica en el
paso de la demostracién, dado que la tarea no lo demanda. Los pasos del razonamiento
inductivo que evidencian los estudiantes en el proceso de solucion de la tarea dos, se

organizan en la Tabla 5.5.
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Tabla 5.5.
Pasos del razonamiento inductivo que siguen los estudiantes en la tarea 2.

Pasos del razonamiento inductivo

Fdente e concasos Orgmizacinge | denifcacin | Famulscin | WS008 Generaizacion  Demostracion
El v 4 v 4 v

E2 v 4 v v/ v

E3 v v v/

E4 v v v

E5 v v v

E6 v v v v

E7 v v 4 v v

E8 v v v

E9 v v v v/ v

E10 v v

E11 v v v v

E12 v v v/ v

E13 v v v v

E14 v v v v

E15 v v v v

Total 15 4 14 15 0 10 0
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a) Trabajo con casos particulares

La tarea plantea determinar el nimero de puntos que componen las figuras en etapas
lejanas y cercanas del patron, ello ubica a los estudiantes a trabajar con casos
particulares, de ahi que todos se involucran en este paso. De los quince, diez trabajan con
los casos cercanos y lejanos demandados por la tarea, mientras que cinco (E1, E2, E7,
E9 y E10) exploran con casos particulares adicionales. En primer lugar, los estudiantes se
involucran en la observacion de las tres etapas del patron mostradas de forma figural, en
el planteamiento de la tarea. Analizan las figuras en cada etapa el patron y cuentan los
puntos que conforman cada una. De esta manera, la mayoria reconoce que, al pasar de
una etapa del patrén a la siguiente, se afiaden dos puntos en cada figura. Es decir, que el
patron crece de manera constante en dos, evidencia empirica que se involucran en una
relacion de recurrencia en la sucesion.

La tarea, muestra las tres primeras etapas del patrén de manera figural. Para
atender las demandas planteadas, en casos cercanos, siete estudiantes (E1, E6, E7, E9,
E10, E11 y E12) se mantienen en el sistema de representacion pictorico de las etapas
dadas del patron. Se apoyan de este sistema de representacion, en los primeros diez
casos. Cambian la forma de expresar su procedimiento al comenzar a trabajar con casos
particulares lejanos (Figura 5.14), entonces recurren a una representaciéon numérica. Esto
evidencia una conversion del sistema de representacion grafico al sistema numeérico.
Abandonan la representacion pictérica, por el tiempo a invertir en dibujar las figuras en
etapas lejanas de la sucesiéon que se le demandan, como la 16 y 144. De manera similar a
la tarea uno, la demanda de casos lejanos, favorece que los estudiantes cambien los

sistemas de representacion a las que recurren para expresar sus procedimientos.
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Figura 5.14. Cambio de representacion pictorica a numérica por E1.

A patrtir de la etapa cuatro, ocho estudiantes (E2, E3, E4, E5, E8, E13, E14 y E15)

expresan el numero de figura y de puntos de forma numérica simple (Figura 5.15). En
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general, en esta tarea se observa que para el trabajo con casos particulares, los
estudiantes se apoyan de tres tipos de representaciones: pictérica y numeérica simple. La
pictorica en la exploracién con casos cercanos, mientras que la numérica simple tanto en
casos lejanos como cercanos.

la figura 167 ;Y la figura 1447 Justifica tu respuesta para cada caso. | L\ \ 1o

@ 1 6.3 Vlg \y=tho pOY guz \o 20MO
@JCM@\E‘,\ L«‘(L—\‘:% 1= 1© \.?c)ﬁ) 3

Figura 5.15. Trabajo sobre casos particulares de E15 con un sistema de representacion numeérico.

b) Organizacion de casos particulares

Si bien la organizacion de casos particulares no forma parte de las demandas de la tarea,
se involucran en este paso cuatro estudiantes (E1, E2, E7 y E9). Dos los organizan en
columnas (E1 y E2), la primera correspondiente al nimero de figura y la segunda al
numero de puntos en la misma, que relacionan a través del signo igual (Figura 5.16). El
uso de este signo, en este caso, no refiere a una relaciéon de equivalencia, si no a la
relacion de correspondencia entre ndmero de figura y los puntos que la forman. La
manera de disponer de los datos implica una representacion de tipo numérica simple. E7
y E9 organizan los casos en dos filas, que corresponden al nimero de figura y el nUmero
de puntos que la conforman (Figura 5.17). Esta forma de estructurar los datos, implica una

representacion de tipo tabular.

Sz \t =2
£ = \8 (| = 24
e 16 \Z =16
§:-® 13- 2g
= 2 H oo

Figura 5.16. Organizacién de casos particulares en dos columnas por E2.

En estos casos, la organizacién de los datos favorece que reconozcan la relacién
entre el nimero de puntos de una etapa de la secuencia a la siguiente. En ese proceso,
identifican el crecimiento constante en el patron, evidencia de que reconocen de modo
implicito, una relacién de recurrencia.

1‘5 / 6 |8 0 ] ?’:". ’ : . 37 2y :'I

— 5
[

Figura 5.17. Organizacion de casos particulares en dos filas por E7.
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Este paso del razonamiento inductivo aparece con menor frecuencia en la tarea, la
hipdtesis que se plantea, es porque no forma parte de las demandas en la tarea al
estudiante. Dado que la mayor parte de los participantes se involucran en la identificacion
de patrones y formulacién de conjeturas al trabajar con pocos casos, no se ven en la

necesidad de organizarlos.

¢) Identificacion de patrones

La identificacion de patrones, se evidencia cuando el estudiante expresa las regularidades
y similitudes que reconoce entre las etapas que conforma el patrén figural y/o numérico.
Catorce estudiantes se involucran en este paso (excepto E10), con distintas formas de

proceder, lo que permite analizarlos en casos.

Caso 1: Analisis del namero total de puntos que conforman la figura

Trece estudiantes se ubican en este caso. Parten del conteo de todos los puntos que
forman cada una de las figuras en el patron. Reconocen que el nimero de puntos en cada
una, incrementan de manera constante respecto de la anterior. Asi, distinguen que en
cada etapa del patrobn se aumentan dos puntos y expresan este crecimiento constante
apoyandose del lenguaje comun. Afirman que deben “sumar dos” puntos a cada figura
(E1, E2, E3, E4, E5, E6, E9, E10, E12, E13, E14 y E15) 0 bien, que las figuras “aumentan
dos puntos” (E7 y E8) de una etapa a otra (Figura 5.18). Expresiones con las que se
reconoce que los estudiantes refieren de modo implicito a la relacion de recurrencia entre
los términos de la sucesiéon. En todos los casos, se emplea el lenguaje comin para

expresar esta relacion, lo que implica el uso de la representacion verbal.
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Figura 5.18. Identificacion de un aumento constante en el patron por E8.

Caso 2: Analisis del numero de puntos que forman cada columna
E11 se ubica en este caso. Cuenta los puntos que forman cada una de las dos columnas
en las figuras del patrén. Reconoce que en cada etapa, cada una de esas columnas, se

constituye del mismo nimero de puntos; y que este nUmero corresponde al numero de

figura mas uno. Seguidamente, distingue que en cada etapa del patron, el total de puntos
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que forma la figura se corresponde a sumar dos veces, el nimero de figura mas uno. Por
ejemplo, para obtener los puntos en la figura cuatro, enuncia que “le aumenta un punto
mas”, de esta manera suma 5+ 5 = 10. Expresa esta regularidad por medio del lenguaje

comun, lo que involucra el uso de la representacion verbal.

d) Formulacién de conjetura

La tarea demanda la determinacion del numero total de puntos que forman figuras en
etapas lejanas del patrén, cuestion que implica a los estudiantes en la formulacién de una
conjetura. Otra de las demandas planteadas, consiste en escribir un mensaje, a fin de
explicar el procedimiento usado para determinar el nimero de puntos en cualquier figura,
lo que exige expresar la conjetura en lenguaje comudn. Este paso, se reconoce cuando el
estudiante expresa la estructura matematica que ha construido y que, desde su
perspectiva, le permite determinar el nUmero de puntos que forma cualquiera de ellas en
el patrén. Todos los estudiantes se involucran en este paso, en el que subyacen distintas

formas de proceder, lo que permite analizarlos en casos.

Caso 1: Conjetura basada solo en el aumento constante entre las etapas del patron

Ocho estudiantes (E3, E4, E5, E6, E7, E8, E12 y E13) se ubican en este caso. Reconocen
el crecimiento constante entre las etapas del patrén y formulan su conjetura basandose en
este incremento. Manifiestan que, en cada una de las etapas del patron, deben “sumar
(los puntos) de 2 en 2, para obtener el numero total de puntos que forma cada figura
(Figura 5.19). Expresan su conjetura utilizando el lenguaje comudn, implicando a la
representacion verbal. Su conjetura se fundamenta Unicamente en la recurrencia de la
sucesion y solo les permite obtener términos particulares cercanos, de ahi que a partir de

esta conjetura no les es posible establecer una generalizacion.

Sumandoe - de 2 en 2 el nimero de (:»un*os de \a
Y
Fgura 1 eor cuamo Se me ndTque.
Figura 5.19. Conjetura de E4, basada en la recurrencia de la sucesion.

Seis de los ocho estudiantes (E5, E6, E7, E8, E12 y E13), se valen de esta
conjetura para determinar el nimero de puntos en casos particulares cercanos. Cambian
su forma de proceder para casos lejanos. E3 y E4 continlan con esta forma sin
involucrarse en los casos lejanos que se demandan. En este caso, la conjetura se basa

s6lo en la recurrencia de la sucesién, y no les resulta eficiente para determinar etapas
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lejanas. La hipétesis es que este hecho favorece el que no logren establecer una

generalizacion.

Caso 2: Conjetura basada en el andlisis del numero de puntos en la figura y el

incremento constante

En este caso se ubican once estudiantes (E1, E2, E5, E6, E7, E8, E9, E12, E13, E14 y
E15), cuyo razonamiento se sustenta del conteo de los puntos que constituyen cada una
de las figuras dadas del patron, del que reconocen que, al pasar de una etapa a otra,
aumenta en dos. También, que a partir de la figura dos, cada etapa del patrdn figural se
forma de la figura de la etapa anterior, mas dos puntos afiadidos en la parte superior
(Figura 5.20). Derivado de este razonamiento, formulan su conjeturan, enuncian que es
necesario “multiplicar por dos y después sumar dos” al nimero de figura, para obtener el
namero total de puntos que la forman. En todos los casos la expresan recurriendo al

lenguaje comun, lo que involucra la representacion verbal.
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Figura 5.20. Conjetura de E7 expresada en lenguaje comun.

La conjetura corresponde a una estructura aritmética, que en términos del lenguaje
algebraico se corresponde con la forma siguiente: n x 2 4+ 2 6 bien, n +n+ 2 (en el caso
de E15), donde n representa el nimero de figura, el 2 que ocupa el lugar de factor por su
parte, el incremento entre etapas del patrén; y el 2 que forma parte de los sumandos,
representa a los dos puntos que se afiaden en cada figura. De los once estudiantes, seis
se ubican tanto en el caso uno como en el caso dos (E5, E6, E7, E8, E12 y E13), esto
implica que formulan dos tipos de conjetura: “sumar dos” a cada etapa del patron (para
determinar casos particulares cercanos) y “multiplicar por dos y sumar dos” al numero de
figura (para casos lejanos). En este caso, la demanda de términos lejanos, favorece el

cambio en la forma de proceder.
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Caso 3: Conjetura basada en el andlisis del numero de puntos en las columnas de la
figura

E11 se ubica en este caso. Cuenta los puntos que forman cada una de las dos columnas
en las figuras del patrén y reconoce que, en cada etapa, una columna se forma por cierto
ndamero de puntos. Este nimero corresponde al nimero de figura mas uno. Con base en
ello, conjetura que debe “aumentar un punto y sumar dos veces” al numero de figura, para
obtener el nimero total de puntos en la misma (Figura 5.21). En términos de una
estructura matematica, esta conjetura se corresponde con una de tipo aditivo, esto es:
n+1+n+1, donde n representa el nimero de figura y 1 el incremento de puntos en
cada una de las columnas. La estructura se expresa recurriendo al lenguaje comun, lo
gue implica al sistema de representacion verbal.

NNy wgea 4 N gomen te 08T Rinio

NS 1 4 s OMaGS 6+6~ 10 v Febe
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Figura 5.21. Conjetura de E11 expresada como una estructura aditiva.

Caso 4: Conjetura basada en una figura como unidad (objeto entero)

Este tipo de conjetura la plantea E10, quien toma como base a la figura 5 y los puntos que
la conforman (12 puntos). Es asi que emplea a esta figura como unidad para determinar
el nUmero de puntos en la etapa diez del patron. En ese contexto, reconoce que 10 es
multiplo de 5 (lo percibe como la suma de dos veces 5), de ahi que toma a la figura 5 para
determinar el numero de puntos de la figura 10. Con base en esa idea matematica,
procede como sigue: suma dos veces el numero de puntos de la figura cinco, es decir
12 + 12 (Figura 5.22). Esta forma de proceder se reconoce como objeto entero en Jurdak
y El Mouhayar (2014). En este caso, el estudiante emplea la misma forma de proceder
que en la tarea uno y no verifica su conjetura con otros casos. La conjetura la expresa a
través del lenguaje comun, que conlleva el sistema de representacion verbal. No
establece una generalizacién, ya que la estrategia empleada no permite determinar el

namero de puntos, en alguna etapa del patron.
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Figura 5.22. Conjetura de E10, basada en la figura 5 como unidad.
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e) Justificacidén de conjeturas

Si bien la tarea no demanda de manera explicita el que justifiquen sus conjeturas, una
manera de que lo hicieran, se planifico desde las tareas, al pedirle en cada pregunta,
argumentar sus respuestas, por lo que podrian haberse implicado en realizarlo. Sin

embargo, ningun estudiante se involucré en este paso del razonamiento inductivo.

f) Generalizacién

La generalizacion se implica, una vez que las conjeturas se han verificado a través de la
exploracion con casos particulares cercanos y/o lejanos, de manera que se establece una
estructura aritmética que permite determinar el nUmero de puntos en cualquier etapa de
patrén. Diez estudiantes se involucran en este paso (E1, E2, E6, E7, E9, E11, E12, E13,
E14 y E15), quienes verifican su conjetura explorando con casos lejanos y expresan la
generalizacién de forma aritmética o algebraica. Establecen una regla que les permite
determinar el nimero de puntos que forma cualquier figura en el patron y que se aplica a

todos los casos en esta tarea.

Las generalizaciones que construyen, se sustentan de la estructura aditiva y/o
multiplicativa. Ocho (E1, E2, E6, E7, E9, E12, E13 y E14) recurren a una estructura
multiplicativa y aditiva n x 2 + 2 (Figura 5.23), otros dos a estructuras aditivas: n +n + 2
en el caso de E15 (Figura 5.24) y n+1+n+1 en el caso de E11 (Figura 5.25). La
expresan por medio de la representacion numérica simple (E1, E2, E6, E9 y E13) o
algebraica en su forma polindmica funcional (E7, E11, E12, E14 y E15).

moulbelcande [Mx 247 =
Figura 5.23. Generalizacion de E12, expresada como una estructura aditiva y multiplicativa.
B ] -
N ANAT
Figura 5.24. Generalizacion de E15, expresada como estructura aditiva.
NN
Figura 5.25. Generalizacion de E11, expresada como estructura aditiva.

Por la forma en que se presenta la estructura matematica, las generalizaciones
que expresan se categorizan como multiplicativa constructiva estandar y aditiva

constructiva no estandar (véase tabla 5.6).
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Tabla 5.6.
Tipos de generalizaciones segun la estructura matematica, en la tarea 2.

Tipo de_ - Descripcion Inferencia simbdlica Ejemplo
generalizacion
Hot Y Ncotea
Estructura matematica el AOMedo
multiplicativa y aditiva, que se o
Multiblicativa. basa en el andlisis de las figuras ap =n X 242 de g (Yo
consfructiva en el patr6n como compuestas de Donde N} 'DQmG“QQ
estandar pfarte_s no superpuestgg. Los n = numero de figura 9 )/ 2 - 8 ‘;
termlrjo_s en Ia' expresion a, = numero de puntos en la figura e {,
aritmética estan de forma N
simplificada ,_LO
Generalizacion de E14
Estructura aritmética aditiva, _ py LA
basada en el andlisis de las dp=ntnt2y N \ © 3
Aditiva figuras en el patrén como a,=n+1l+n+1 3 O
constructivano  compuestas de partes no Donde T« DAL
estandar superpuestas. Los términos en la n = ntimero de figura 1(’ &CL

expresién aritmética estan en

) R = na d la fi
forma expandida, no simplificada @y = nimero de puntos en la figura

Generalizacion de E11

De acuerdo a sus formas de proceder, las generalizaciones son de tipo empirica,
ya que se basan en la observacion de regularidades en las etapas del patron. La
generalizacién se construye con menor frecuencia que la formulacion de conjeturas, la
hipé6tesis que plantea, es que se debid a que algunos estudiantes no verifican o bien, las
que establecen no permiten determinar el nimero de puntos que forman las figuras en

cualquier etapa.

g) Demostracion

Ningun estudiante se involucra en procesos demostrativos en esta tarea, ya que en
ningn momento se le demanda. De otra parte, la experiencia académica de los
estudiantes en su nivel inmediato anterior (sexto grado de primaria), se remite a construir
generalizaciones, recurriendo Unicamente al reconocimiento de patrones recursivos y de
correspondencia en el marco de las sucesiones lineales, objeto de estudio en esta

investigacion.
Sistemas de representacién identificados en la tarea 2

En esta tarea, los estudiantes recurren a cinco diferentes representaciones: numérica
simple, tabular, pictérica, algebraica y verbal. La numérica simple y tabular forma parte del
sistema de representacion numérico. La representacion pictérica del sistema gréfico. La
representacion algebraica fue empleada en su forma polinémica funcional, es parte del

sistema algebraico. El sistema de representacion verbal refiere al lenguaje comun. Los
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cuatro sistemas empleados fueron el numérico, grafico, algebraico y verbal. Las
representaciones, los sistemas de representacibn en los que se organizan y los

estudiantes que recurren a cada representacion se muestran en la tabla 5.7.
a) Sistema de representacion numeérico

Todos los estudiantes recurren al sistema de representacion numérico. Del mismo,
involucran la representacion numérica simple y tabular. Los pasos del razonamiento
inductivo en los que se implica son: trabajo con casos particulares, organizacion de casos

particulares y generalizacion.

La representacion numérica simple la emplean quince estudiantes, en los pasos:
trabajo con casos particulares y generalizacién. La mayor parte, expresa el numero de
puntos que componen cada figura del patrén, recurriendo una representacion numérica
simple, en etapas lejanas y cercanas. Los que trabajan desde la representacion pictdrica,
la abandonan cuando se involucran con etapas lejanas del patrén. Esto evidencia una

conversion entre sistemas de representacién, del grafico al numérico.

De otra parte, en las demandas de la tarea se implica el uso del lenguaje
algebraico para expresar la generalizaciéon. Dado que no contaban con experiencia en el
uso de este lenguaje, algunos estudiantes recurrieron a la representacién numérica simple
para expresar las estructuras aritméticas que plantearon como generalizacién. Ademas de
formular estas estructuras de forma numérica, recurrieron al lenguaje comun, Lo que

evidencia una conversién entre sistemas de representacion, del numérico al verbal.

La representacion tabular es empleada por dos estudiantes, para organizar los
casos particulares que exploran. La organizacion de los términos favorece el
reconocimiento del incremento constante en el patron, que implica una relacién de

recurrencia entre los términos particulares.

El uso del sistema de representacion numérico se articula a la exploracién con
etapas cercanas y lejanas del patrén, a organizar las etapas que se exploraron y, para

expresar las estructuras aritméticas construidas por los estudiantes que generalizaron.
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Tabla 5.7.

Sistemas de representacion a los que recurren los estudiantes en la tarea 2.

Sistemas de representacion

Numeérico Gréfico Algebraico Verbal
Paso del
razonamiento
inductivo Numérica simple  Tabular Dgscgr_nposmlon Rectg_ PIano_ Pictérico POI|n0m|ca Ley de .

aritmética numérica cartesiano funcional recurrencia

El, E2, E3, E4,
Trabajo con ES5, E6, E7, ES, E1, E6, E7,
casos E9, E10, E11, E9, E10,
particulares E12, E13, E14, E11, E12

E15
Organizacion de
casos El, E2 E7,E9
particulares
Identificacion de E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, ES,
patrones E9, E11, E12, E13, E14, E15
Formulacion de E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, ES,
conjeturas E9, E10, E11, E12, E13, E14, E15
Justificacion de
conjeturas
Generalizacion E1, E2, E6, B9, E7, E11, E12,

E13 E14, E15

Demostracién
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b) Sistema de representacién grafico

El sistema grafico se utiliza por cuatro estudiantes. En este contexto, la Unica
representacion involucrada fue la pictorica. El paso del razonamiento inductivo en el que
se emplea es el trabajo con casos particulares. Se apoyan de esta representacién para
contar el nimero de puntos que forma cada figura, Unicamente al trabajar en etapas
cercanas del patron. Cambian el tipo de representacién al trabajar con etapas lejanas, en
su lugar, recurren a la representacion numérica simple y la tabular. Este cambio en el tipo
de representaciones, evidencia una conversion entre el sistema de representacion gréfico

y el sistema numérico.

En esta tarea, el sistema gréfico Unicamente se emplea para representar etapas
cercanas inmediatas del patron. En la mayoria de los casos, la representacion pictorica
favorece que identifiguen alguna regularidad entre las etapas, como en el caso de E11. Lo
que resulta atil en la construccién de estructuras matematicas plausibles para determinar

el nUmero de puntos en cualquier etapa
c) Sistema de representacion algebraico

Cinco estudiantes recurren al sistema algebraico, del que incluyen las representaciones
de tipo polinémica funcional, que evidencian en la generalizacién, ya que en la tarea se

demanda el uso de lenguaje algebraico para este paso.

Este sistema se manifiesta en la forma polinébmica funcional, para expresar las
estructuras aritméticas que los estudiantes verifican y establecen como generalizacion.
Quienes utilizan esta representacion, en principio formulan la estructura aritmética de
forma numérica y/o verbal, y cambian a expresarla en lenguaje algebraico cuando la tarea
lo demanda. Este cambio de representaciones implica dos tipos de conversién entre

sistemas de representacion, del numérico al algebraico y del verbal al algebraico.

Los estudiantes que recurren al sistema de representacién algebraico, lo usan
para expresar su generalizacion. Pocos recurren a este sistema de representacion, se
plantea la hipétesis que es debido a que, al momento de la intervencion, adn no habian
tenido experiencia previa con el uso de este tipo de lenguaje. La mayoria recurre a la
representacion numeérica simple en la construccion de las estructuras aritméticas que

establecen como generalizacion.
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d) Sistema de representacion verbal

El sistema de representacion verbal es utilizado por todos los estudiantes, los pasos del
razonamiento inductivo en los que se evidencia, son la identificacion de patrones y
formulacién de conjeturas. Recurren al lenguaje comun, para describir las regularidades
gue identifican en las etapas del patrén, lo que involucra este sistema de representacion
como una manera de expresar la identificacion de patrones. Este sistema también se
emplea para enunciar las conjeturas, articulandose a las demandas de la tarea. Una vez
que verifican las conjeturas, las formulan como una generalizacién, estructuras aritméticas
que permiten obtener el nimero de puntos de una figura en cualquier etapa del patron.
Para expresar esta estructura, recurren a la representacion numérica simple. Este cambio
entre representaciones, evidencia la conversion entre sistemas de representacion, del

verbal al numérico.

Las demandas de la tarea involucraron al estudiante en la expresion de sus
conjeturas por medio del lenguaje comun, de igual manera, se exige la argumentacion de

sus procedimientos, lo que favorece que todos recurran al sistema verbal.
Reflexiones sobre el trabajo con latarea 2

Los pasos del razonamiento inductivo a los que se articula el trabajo de los estudiantes en
esta tarea, son el trabajo con casos particulares, la identificacion de patrones, formulacion
de conjeturas, generalizacion y organizacion de casos particulares (este ultimo en menor
medida). Los pasos relacionados a la justificacion de conjeturas y demostracién no se

evidencian.

El trabajo con casos particulares, sobre las representaciones pictérica y numérica,
es esencial en el reconocimiento de regularidades en las etapas del patron figural. Al igual
que en la tarea uno, la identificacién del patrén resulta fundamental en la construccion y
justificacion de una estructura plausible y algebraicamente (til (como sostiene Rivera, 2010),
por medio de la cual, se obtiene el nimero de puntos en cualquier etapa y con ello, arribar
a una generalizacién. Esta estructura se expresa en un primer momento, como una

conjetura, que después de ser validada da lugar a la generalizacion.

Los estudiantes se involucran en la formulacion de conjeturas de diversas
maneras, lo que permite analizarlos por casos. En el caso uno, la conjetura so6lo puede

emplearse para determinar el total de puntos en términos cercanos del patrén, de manera
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gque a partir de esta no es posible establecer una generalizacién. En los casos dos vy tres,
las conjeturas se verifican por medio de la exploracion con casos particulares y con ello,
establecer una generalizacion. En el caso cuatro, la conjetura no permite determinar el
namero de puntos en alguna figura del patron, de ahi no es posible establecer una
generalizacion. Los casos se organizan en la Tabla 5.8.

Tabla 5.8.
Formas de proceder en la formulacion de conjeturas de la tarea 2.

Caso Forma de proceder Conjetura
e o . . . n+ 2 = puntos en la figuran
1 ot .« . .. Donde
Figura 1 Figura 2 Figura 3 n = numero de puntos en la figura previa
4 puntos 6 puntos 8 puntos 2 = incremento en el patrén
+2 +2
+2 2
N 7 N e o n X2+ 2 = puntos enla figuran 6
L » o o) n+n+ 2 = puntos enla figuran
2 vt . Donde
.. 2x2 v v 3x2 ) .
o« e .. n = numero de figura
Figura 1 Figura 2 ‘Figura3 ’ +2 = incremento de puntos
4 puntos 6 puntos 8 puntos
4+4
3+3 elfe n+1+n+1=puntosenla figuran
2+2 e ol Donde
3 141« |«2+1 . ,3+1 n + 1 = puntos en una columna
2 o . . n = ntmero de figura
Figura 1 Figura 2 Figura3 +1 = aumento al nimero de figura
4 puntos 6 puntos 8 puntos
Figura 5 Puntos en Figura 5 Puntos en Figura 5
4 +Figuras C——> + PuntosenF igura 5 + Puntos en Figura 5
Figura 10 Puntos en Figura 10 Puntos en Figura 10

En todos los casos, la representacion con la que expresan las conjeturas es la
verbal, articulada a las demandas de la tarea, implicando a los estudiantes en el uso del
lenguaje comun. La numérica simple y la algebraica, se presentan en el paso de la

generalizacion, ya que la expresan en términos de una estructura aritmética.

En esta tarea, los estudiantes manifiestan cinco distintas conversiones entre sistemas
de representacion: a) Del grafico al numérico, b) del numérico al verbal, c) del verbal al
numeérico, d) del verbal al algebraico y e) del numérico al algebraico. Las cinco

conversiones entre sistemas que emergen, se articulan a las demandas de la tarea.
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a) Del grafico al numérico. Se manifiesta cuando se les demanda el trabajo con
etapas lejanas en un patrén figural, donde cambian de la representacion pictdrica
a la numérica, para representar las etapas del patron.

b) Del numérico al verbal. Surge cuando se les demanda que expliquen su manera
de proceder para obtener el numero de puntos en la figura.

c) Del verbal al numérico. Cuando se les demanda el uso del lenguaje algebraico
para expresar la conjetura que enunciaron de manera verbal, y ellos recurren al
lenguaje numeérico para evidenciarla.

d) Del verbal al algebraico. Cuando se les demanda el uso del lenguaje algebraico
para expresar su conjetura de manera verbal.

e) Del numérico al algebraico. Cuando emplean el lenguaje algebraico para expresar

la estructura matematica que construyen, y han formulado de forma numérica.

Con base en la estructura matematica que construyen, se determina el tipo de
generalizacion establecida por los estudiantes en esta tarea. Aparecieron la multiplicativa
constructiva estandar y aditiva constructiva no estdndar. De acuerdo a las forma de
proceder, el tipo de generalizacion que se efectlia en todos los casos, es la generalizacion
empirica. Se basa en la observaciéon y analisis de las regularidades entre las etapas del
patrén, involucrando relaciones de recurrencia y correspondencia, que establecen como

una estructura matematica, en el sentido de Mason, Stephens y Watson (2009).
5.1.3. Razonamiento inductivo en la Tarea 3

La tarea tres involucra una sucesion de patrones figurales, relacionada a una sucesion
numeérica con progresion aritmética a,, = 2n—1 (véase Capitulo 4). De la evidencia
empirica, se reconoce que los quince desarrollan el trabajo con casos particulares. Dos
organizan los casos que exploraron. Catorce evidencian la identificacion de un patron en
la secuencia. Los quince se involucran en el paso de formulacion de conjeturas y ninguno
las justifica. Cuatro verifican su conjetura por medio de casos particulares y establecen
una estructura aritmética que les permite determinar el nimero total de rombos que forma
cada figura del patrén, formulando una generalizacion. Dado que en la tarea no se le
demanda, ninguno se implica en la demostracioén. Los pasos del razonamiento inductivo

gue evidencian los estudiantes en esta tarea se muestran en la Tabla 5.9.
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Tabla 5.9.
Pasos del razonamiento inductivo que siguen los estudiantes en la tarea 3.

Pasos del razonamiento inductivo

Estudiante  Trapajo con casos  Organizacion de Identificacion ~ Formulacion de  Justificacion de

. A . ) Generalizacion Demostracion
particulares casos particulares de patrones conjeturas las conjeturas

E1l
E2
E3
E4
E5
E6
E7
E8
E9
E10
E11
E12
E13
E14
E15
Total

\
< S

AN NN YA N N Y U U N
N NSNS SIS SN SN SN

NI N N N N N N N

=
(6]
N
=
IS
=
[6;]
o
S
o

81



a) Trabajo con casos particulares

La tarea demanda determinar el niumero de rombos que forman las figuras en etapas
cercanas Yy lejanas del patrén, lo que implica el trabajo con casos particulares. De manera
que este paso esta presente en los procedimientos de todos los estudiantes. Cuatro (E1,
E2, E6 y E11), exploran con casos adicionales y el resto trabaja Unicamente con los que
demanda la tarea. Los estudiantes comienzan involucrandose en el conteo del nimero de
rombos que forma cada una de las figuras del patrén. De ahi, reconocen que de una
etapa a otra del patrén, se aumentan dos rombos a cada figura. Es decir, distinguen que
el patron es creciente y aumenta de manera constante. Esto evidencia que los estudiantes

identifican la recurrencia en la sucesion.

Como parte de la tarea, se presentan las tres primeras etapas del patron de
manera figural. Trece estudiantes, contindan el patron desde la etapa cuatro, apoyandose
de una representacion numérica. Dos estudiantes (E1 y E11), contintan explorando con
las etapas el patrén de manera pictérica. Cambian a una representacion numeérica
después de trabajar con pocos casos cercanos, una vez que se vuelve mas arduo el
trabajo que requiere dibujar la figura (Figura 5.26). Este cambio evidencia una conversion
entre sistemas de representacion, del grafico al numérico. La hipétesis que se plantea, es
gque la demanda de casos lejanos, hace que los estudiantes cambien la forma de expresar
su proceder. Quienes se involucraron en el trabajo con los casos particulares recurren a
una representaciébn numérica para casos cercanos Yy lejanos; y algunos pocos, a una

representacion pictérica para casos cercanos inmediatos.

b > Y—“% PR 5) RV \r)j
0@ %DQO Q 7 % = \5 ,,\H 1%
'F\ 73 Q \r\l\b _
% ? O L1 ? ’\5 Ca.lé - 98
! 3 \ SE) 3 \O ~\'? ,:\\:‘ 17 , /l

Figura 5.26. Cambio de representacion por E1, aI trabajar con casos partlculares

b) Organizacion de casos particulares

La organizacién de casos particulares no se demanda en la tarea, de aqui que sélo dos
estudiantes (E1 y E2) se involucren en este paso. Ambos disponen los datos en dos
columnas relacionadas por el signo igual, que corresponden al nimero de figura y el
numero de rombos que la forman (Figura 5.27). El signo igual no refiere a una relacién de

equivalencia como es habitual, sino a una de correspondencia entre nimero de figura y
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namero de rombos que la conforman. La forma de organizar los casos, implica una
representacion numérica simple. En este caso, disponer de los datos de esta manera,

favorece que los estudiantes reconozcan el incremento constante en el patrén.

5 -9 12z 25
¢ zn W=d
1B 15:'(,:1
gois 1653
g5\ 17233
% \B= b6
@,1q 19234
=t 90-U2

2z o 2US

Figura 5.27. Organizacién de casos particulares de E2.

c) Identificacion de patrones

Se reconoce que los estudiantes se involucran en este paso del razonamiento inductivo,
cuando identifican similitudes entre las etapas que conforman el patron figural y
evidencian el reconocimiento de alguna regularidad. Catorce estudiantes se involucran en
este paso (con la excepcion de E4). Cuentan el nUmero de rombos que forman las figuras
en etapas del patrén que se presentan. Derivado de ello, reconocen que el patrén crece
de manera constante. Expresan este crecimiento por medio del lenguaje comun, afirman
que el numero de rombos “aumenta dos” en cada etapa consecutiva del patrén (Figura
5.28). Esta expresion, es evidencia de que identificaron una relaciéon de recurrencia de la
sucesion. Todos enuncian esta regularidad recurriendo al sistema de representacion
verbal.

185 Vber Gumenlendo de zeng

Figura 5.28. Reconocimiento del patrén recurrente de E11.

d) Formulacion de conjetura

La formulacion de conjeturas se reconoce; cuando los estudiantes establecen una
estructura aritmética que les permite determinar el nimero de rombos que conforman una
figura cualquiera del patrén, sin verificarla en otros casos. Todos los estudiantes se
involucran en este paso empleando distintas formas de proceder, que permiten

presentarlos en casos.
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Caso 1: Conjetura basada en el incremento del nUmero de rombos en las etapas del

patrén

Once estudiantes (E1, E2, E3, E4, E5, E6, E8, E9, E11, E13 y E14) se ubican en este
caso. Del trabajo con casos particulares, reconocen el incremento constante en el patron.
Con este razonamiento conjeturan que es necesario aumentar dos rombos en cada etapa
del patrén para obtener el nimero total de rombos que forma cualquier figura. Expresan
su conjetura recurriendo al lenguaje comudn, lo manifiestan como sigue: “sumar dos”
rombos a cada figura del patron, para determinar el niumero total de rombos que forma
cualquier figura (Figura 5.29). Si bien en el caso de esta tarea no se demanda, emplean

una representacion verbal para expresarla.

la Figura |7 fiene 33 rombes
Lor aque le Sume 2 o nurefo
de o Rlqura

Figura 5.29. Conjetura de E2, “sumar dos”, expresada de manera verbal.

Nueve de los once estudiantes (E1, E5, E6, E8, E9, E11, E13 y E14) cambiaron su
conjetura al demandarles la determinacion del numero de rombos para casos lejanos.
Tres (E2, E3 y E4) formulan sélo esta conjetura y no se involucran en el trabajo con casos
lejanos. De forma similar a uno de los casos que emergen en la formulacion de conjeturas
en la tarea dos, en este caso, la conjetura se basa Unicamente en la relacion de
recurrencia de la sucesiéon. De manera que es factible sélo para determinar el nUmero de
rombos en casos cercanos, entonces a partir de esta no es posible establecer una

generalizacion.
Caso 2: Conjetura basada en multiplicar por el nUmero que se incrementa

Nueve estudiantes (E1, E5, E6, E8, E9, E1l, E13 y E14) se ubican en este caso.
Reconocen el incremento constante en el patrdn figural, que “aumenta de dos en dos”. De
aqui, conjeturan que, es necesario “multiplicar por dos” el numero de la figura
correspondiente, para obtener el nimero total de rombos que forman cada figura (Figura
5.30). Su conjetura corresponde a una estructura de tipo multiplicativa n x 2, donde n
representa el numero de figura y 2 el incremento constante. La expresan recurriendo al
lenguaje comun y al numérico, lo que implica a las representaciones verbal y numérica
simple. En este caso, la estructura aritmética que establecen, genera los términos de la

sucesion de los numeros pares naturales, que es distinta a la que corresponde al patrén
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figural en la tarea. De manera que a partir de esta conjetura no es posible establecer una

generalizacion.

> 1 L : e
’3{\0111 9uraq ”—.n Puta focmal [q ﬁ.gafa 13 ll-
X L
| =7

SRR, 3

Figura 5.30. Conjetura de E9, “multiplicar por dos” expresada de forma numérica.

Quienes se ubican en este caso, formulan dos tipos de conjetura: “sumar dos”
rombos en cada etapa del patron para determinar el nimero de rombos en los casos
cercanos y “multiplicar por dos” el numero de figura, al involucrarse con casos lejanos. La

demanda de casos lejanos por la tarea, favorece el cambio en la forma de proceder.

Caso 3: Conjetura basada en el analisis del niumero de rombos que se incrementan

y se “quitan”

Cuatro estudiantes (E7, E10, E12 y E15) formulan la conjetura con una forma distinta de
proceder. Por medio del conteo, identifican que se aumentan dos rombos en cada etapa
del patrén. Ademas, a partir del andlisis de las figuras en cada etapa, reconocen que para
determinar el numero total de rombos ellas, es necesario multiplicar el nimero de figura
por dos y luego “quitar” un rombo. De aqui, conjeturan que es preciso “multiplicar el
namero de figura por dos y luego quitar uno” para obtener el numero total de rombos que
forman la figura correspondiente (Figura 5.31). La conjetura corresponde a una estructura
de tipo multiplicativa n x 2 — 1, donde n representa el nimero de figura, 2 el incremento
en el patron y 1 el nimero de rombos que se “quitan” en cada etapa. La expresan
apoyandose del lenguaje comdn y de forma numérica, lo que implica a la representacion
verbal y numérica simple. La estructura les permite determinar el nimero de rombos en
cualquier etapa de la secuencia, de modo que, en este caso se verifica con casos

particulares para establecer la generalizacion.

B 12
pw‘mero muHip).‘co c)l afmerc de la C.B,m'a xiq
X2 y despues le qo;‘*‘o I : #5;

33

Figura 5.31. Conjetura de E7, multiplicar por dos y quitar uno.
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e) Justificacion de conjeturas

Si bien se pide a los estudiantes que argumenten sus respuestas a cada cuestion y
expliqguen su forma de proceder, la tarea no demanda de forma explicita la justificacion de

conjeturas. De manera gque ningun estudiante se involucra en este paso.

f) Generalizacion

En este paso, la conjetura se verifica a partir de casos particulares cercanos o lejanos y
se establece como una generalizacion. En el caso de esta tarea, las conjeturas que la
mayoria de los estudiantes formularon no les permiten determinar el nimero de rombos
que conforman las figuras del patrén correspondiente. De manera que, sélo cuatro
estudiantes (E7, E10, E12 y E15) se involucran en este paso, estableciendo una
estructura aritmética de tipo multiplicativa que permite determinar el total de rombos en
cualquier etapa lejana y cercana del patrén: n X 2 + 1, donde n representa el numero de
figura (Figura 5.31). La expresan recurriendo al lenguaje algebraico (E7, E10, E12 y E15)
y al lenguaje comun (E7). Las representaciones que se implican en este paso son la
verbal y la algebraica de tipo polinémica funcional.

Frinevo moltplico el aymero de la Giguva ‘

X7 4 aesloues le C?UH“O 1. thz—l

Figura 5.32. Generalizacién de E7, multiplicar por dos y quitar uno.

Las generalizaciones que establecen los estudiantes, se sustentan de la estructura
multiplicativa. Por la forma en que analizan las figuras del patrén y en que manifiestan la
estructura matematica, se categorizan como multiplicativa deconstructiva estandar (véase
tabla 5.10). Considerando sus formas de proceder, las generalizaciones son de tipo
empiricas, ya se basaron en la observacion de regularidades en las etapas del patron
figural y el reconocimiento de relaciones de recurrencia y correspondencia de la sucesion

lineal.

Tabla 5.10.
Tipos de generalizaciones segun la estructura matematica, en la tarea 3.

Tipo de

generalizacion Descripcion Inferencia simbolica Ejemplo
Estructura matematica Sewndre e
multiplicativa y aditiva, que se
Multiolicativa basa en el anélisis de las figuras ap=nx2-1 N 0l ‘h?\qu Pav
d p : en el patron como compuestas Donde .
econstructiva d - . ; Q voh ?"\{}.S)
estandar e partes (gue ?_star;' _ n = nimero de figura N ~
superpuestas. Los términos en I ;
la gprr)esién aritmética estan de @n = nimero de rombos en la figura e
forma simplificada Generalizacion de E10
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g) Demostracion

Como la mayor demanda cognitiva planteada en las tareas es la generalizacién, el paso
de la demostracion no se demanda. Se entiende entonces que ningun estudiante lo

evidencie en su procedimiento.
Sistemas de representacion identificados en la tarea 3

En esta tarea, los estudiantes recurren a cuatro distintas representaciones para exponer
sus procedimientos: numérica simple, pictérica, algebraica de tipo polinémica funcional y
verbal. La representacion numérica simple forma parte del sistema de representacion
numeérico. La representacion pictdrica del sistema grafico. La representacion algebraica de
tipo polinémica funcional es parte del sistema algebraico. El sistema de representacion
verbal refiere al lenguaje comun. Los cuatro sistemas empleados son el numérico, grafico,
algebraico y verbal. Las representaciones, los sistemas de representacion en los que se
organizan y los estudiantes que recurren a cada una se presentan en la tabla 5.11.

a) Sistema de representacién numérico

El sistema de representacion numérico se emplea por todos los estudiantes, que
involucran la representacion numérica simple. Los pasos del razonamiento inductivo en
los que aparecen son: trabajo con casos particulares, organizacién de casos particulares y

formulacién de conjeturas.

Todos los estudiantes recurren a la representacion numérica simple, se implica en
los pasos: trabajo con casos particulares, organizacibn de casos particulares y
formulacién de conjeturas. La mayoria de los estudiantes expresa el nimero de rombos
que componen cada figura, con una representacién numérica simple para casos lejanos y
cercanos. Los dos que analizan casos particulares desde la figura, abandonan esta
representacion cuando se involucran en etapas lejanas del patrén, lo que evidencia una

conversion entre sistemas de representacion, del gréfico al numérico.

La representacibn numérica también se emplea por dos estudiantes, para
organizar los casos que exploran. Dispusieron de los datos en dos columnas relacionadas
por medio del signo igual, correspondientes al nimero de figura y nimero de rombos, que

implica una relaciéon de correspondencia.
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Tabla 5.11.
Sistemas de representacion a los que recurren los estudiantes en la tarea 3.

Sistemas de representacion

Numérico Gréfico Algebraico Verbal
Paso del
razonamiento
inductivo - . Descomposicion | Recta Plano g Polinémica Ley de
Numeérica simple Tabular escomp - . Pictérico . y .
aritmética numérica cartesiano funcional recurrencia

. El, E2, E3, E4, E5, E6, E7,
Trabajo con casos

ot ares ES, E9, E10, E11, E12, E1, E2
P E13, E14, E15
Organizacion de E1, E2

casos particulares

E1l, E2, E3, E4, E5, E6, E7,

Identificaciéon de ES, E9, E10, E11, E12,

patrones E13, E14, E15
Formulacion de E1, E5, E6, E7, B8, E9, El, E2, ES3, E4,
conieturas E10, E11, E12, E13, E14, E5, E6, ES, E9,

/ E15 E11, E13, E14
Justificacion de
conjeturas

. - E7, E10, E12,

Generalizacion 0 E7

Demostracion




Por otro lado, en las demandas de la tarea se implica el uso del lenguaje
algebraico para formular la conjetura y generalizacion, de manera varios estudiantes
recurren a la representacion numérica simple para expresar las estructuras aritméticas
gue plantean como su conjetura. En algunos casos, si bien no se le demanda, las
estructuras también se representan en lenguaje comun, lo que implica una conversion

entre sistemas de representacion, del numérico al verbal.

El sistema de representacion numérico se emplea para examinar etapas cercanas
y lejanas del patron, para organizar los casos que se exploraron y para expresar las

estructuras aritméticas construidas.
b) Sistema de representacién grafico

El sistema grafico se emplea por dos estudiantes, del que la Unica representacion
involucrada es la pictdrica, es el usado con menor frecuencia en esta tarea. El paso del
razonamiento inductivo en el que se implica es el trabajo con casos particulares. Emplean
la representacion pictérica Unicamente al trabajar con etapas cercanas inmediatas del
patrén, para determinar el niumero de rombos que forma cada figura. Cambian en el tipo
de representacion cuando se demanda trabajar con etapas lejanas, en su lugar involucran
la representacion numérica simple. Este cambio en el tipo de representaciones, evidencia
una conversion entre sistemas de representacion, del gréfico al numérico. De modo
similar a las otras tareas, en esta el sistema grafico s6lo se emplea para representar

etapas cercanas inmediatas del patron.
c) Sistema de representacion algebraico

El sistema algebraico se emplea por cuatro estudiantes, del que incluyen las
representaciones de tipo polinébmica funcional, para evidenciar su generalizacion,

articulado a las demandas de la tarea.

El sistema se utiliza para formular las estructuras aritméticas que los estudiantes
establecen como generalizacién. Quienes generalizan, en principio, enuncian la estructura
aritmética que construyen, de forma numérica y/o verbal, y pasan a expresarla en
lenguaje algebraico cuando la tarea lo demanda. Este cambio de representaciones implica
dos tipos de conversién entre sistemas de representacion, del numérico al algebraico y

del verbal al algebraico.
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El sistema de representacién algebraico se emplea por cuatro estudiantes para
expresar el paso de la generalizacion. Pocos recurrieron a este sistema, por la poca
experiencia con el lenguaje algebraico, la mayoria recurren a la representacion numérica

simple en la construccion de las estructuras aritméticas que establecieron.
d) Sistema de representacion verbal

Todos los estudiantes recurren al sistema de representacion verbal. Los pasos en los que

se evidencia son identificacion de patrones, formulacién de conjeturas y generalizacion.

En el caso de la identificacibn de patrones, los estudiantes reconocen un
crecimiento constante en las etapas del patron figural y lo describen recurriendo al
lenguaje comun, de manera que el sistema verbal se articula a la expresién de este paso

del razonamiento inductivo.

Aun cuando la tarea no lo demanda, algunos estudiantes emplearon el lenguaje
comun para expresar las estructuras aritméticas que construyeron en sus conjeturas y
generalizaciones. En ciertos casos, también se emplea la representacion numérica simple
y la algebraica para enunciar una conjetura y/o generalizacion, lo que evidencia dos tipos
de conversion entre sistemas de representacion, del verbal al numérico y del verbal al

algebraico.

El uso del sistema verbal se articula a la expresion de las regularidades
identificadas en el patrén y la formulacion de conjeturas y generalizaciones. Si bien, no se
demandé la expresion de las conjeturas y generalizaciones en un lenguaje comun, los
estudiantes también recurrieron a este sistema para expresarlas. Las demandas de la
tarea, favorecieron que todos se apoyaran del sistema de representacion verbal, puesto

que implican al estudiante en la argumentacion de sus procedimientos.
Reflexiones sobre el trabajo con latarea 3

En esta tarea, el trabajo de los estudiantes se articula a los pasos de razonamiento
inductivo: trabajo con casos particulares, identificacion del patrén, formulacion de
conjeturas, generalizacion y organizacion de casos particulares (estos dos ultimos con

menor frecuencia). La justificacion de conjeturas y demostracion no se evidencian.

El trabajo con casos particulares, por medio de distintas representaciones, es

esencial en el reconocimiento de las regularidades entre las etapas del patron figural, esto
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a su vez es fundamental en la construccién de la estructura que permite determinar el

namero de rombos en cualquier etapa de la secuencia.

Los estudiantes se involucran en la formulacion de conjeturas desde diversas
formas de proceder, lo que permitié organizarlos en tres casos distintos (Tabla 5.12). En
los casos uno y dos, las conjeturas que formulan, no permiten determinar el nUmero de
rombos que forman las figuras en cualquier etapa del patrén, de modo que no es posible
establecer una generalizacion. En el caso tres, verifican su conjetura explorando con

casos particulares cercanos y lejanos, estableciendo una generalizacion.

Tabla 5.12.
Formas de proceder en la formulacion de conjeturas de la tarea 3.

Caso Forma de proceder Conjetura
<> <> <> <><> <>Q n+ 2 =rombos enla figuran
1 _ _ <> <> Donde
Figura 1 Figura 2 Figura3 n = nimero de rombos en la figura previa
U 2 = incremento en el patron
+2 +2
<> <><><> <><>Q n X 2 =rombos enla figuran
2 Figura 1 Figura 2 Figura 3 Donde
X 2 X 2 X 2 n = numero de figura
2 = incremento en el patréon
+2 +2
X2 n X2 —1=rombosenla figuran

w

X 2 / AN
xz SRS Donde
‘<>_1 : K Y/ /_1 %>_1 n = ntmero de figura
N X 2 = incremento en el patrén

\\/// ”
Figura 1 Figura 2 Figura 3 :
—1 = rombos que se quitan en cada etapa

Las representaciones utilizadas para expresar las conjeturas y generalizaciones en
esta tarea, son de tipo verbal, algebraica y numérica simple. La numérica simple y la
algebraica, se articula a las demandas de la tarea, que implican al estudiante en el uso del
lenguaje algebraico. Estos tipos de representacion también emergen, ya que la
generalizacion y conjeturas se formulan en términos de una estructura aritmética. Si bien,
en este caso la de tipo verbal no se demanda de manera explicita, los estudiantes la

implican en las explicaciones a sus procedimientos.

En esta tarea se manifestaron cinco distintas conversiones entre sistemas de
representacion: a) Del grafico al numérico, b) del numérico al verbal, c) del verbal al

numeérico, d) del verbal al algebraico y e) del numérico al algebraico.
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a) Del grafico al numérico. Se manifiesta cuando se les demanda determinar los
rombos en etapas lejanas del patron figural y cambian de la representacion
pictorica a la numérica.

b) Del numérico al verbal. Cuando recuren al lenguaje comun para explicar el
procedimiento que emplean para obtener el nimero de rombos en cualquier figura.

c) Del verbal al numérico. Emerge cuando se demanda el uso del lenguaje algebraico
para formular la conjetura y generalizacion, entonces recurren al lenguaje
numérico para expresarla.

d) Del verbal al algebraico. Se presenta, ya que se demanda el uso del lenguaje
algebraico para formular la conjetura y generalizacion.

e) Del numérico al algebraico. Se exterioriza cuando manifiestan la estructura

aritmética que construyeron en su conjetura, por medio del lenguaje algebraico.

Considerando la forma de manifestar la estructura matematica que construyen en
la generalizacion, estas se categorizan como multiplicativa deconstructiva estandar. Por la
forma de proceder para establecerla, el tipo de generalizaciéon fue de tipo empirica,
basada en el reconocimiento de propiedades generales de la sucesién lineal, como la
recurrencia, que establecen como relaciones entre sus elementos, lo que constituye una

estructura matematica, de acuerdo a Mason, Stephens y Watson (2009).
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Capitulo 6

Conclusiones

El estudio analizé el razonamiento inductivo en estudiantes de séptimo grado a través de
tareas que demandaron la generalizacion de patrones figurales, asociados a sucesiones
lineales. El modelo de Cafadas y Castro (2007) fue util para el analisis, asi como los
sistemas de representacion (Cafiadas, 2007; Lupiafez, 2016).

6.1. Pasos del razonamiento inductivo en que se involucraron los estudiantes

Los resultados evidencian que los pasos del razonamiento inductivo en los que se
involucran con mas frecuencia los estudiantes son: el trabajo con casos particulares,
identificacion de patrén, formulacién de conjeturas y generalizacion. Se reconoce que el
paso en que realizan con menor frecuencia, es la organizacion de los casos particulares; y

gue no se involucran en la justificacién de conjeturas y en la demostracién (Tabla 6.1)

Tabla 6.1.
Pasos de razonamiento inductivo que se siguen en las tareas.

Pasos del razonamiento inductivo

Tarea Trabajo con Organizacion Formulaciéon  Justificacion

Identificacién

casos de casos de patrones de de las Generalizacion  Demostracion
particulares particulares P conjeturas conjeturas

T1 15 3 12 15 0 10

T2 15 4 14 15 0 10

T3 15 2 14 15 0 4

a) Trabajo con casos particulares

Todos los participantes se involucraron en el trabajo con casos particulares de dos

maneras:

1. En la exploracion del comportamiento del patron. Examinaron este comportamiento a
través del conteo de los elementos (palillos, puntos o rombos) que conforman cada
una de las etapas del patrén. Desde su analisis, la mayoria reconocié regularidades

de dos maneras:
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() que hay un incremento constante entre cada término de la sucesion. Derivan

en una relacién de recursividad; y/o,

(i) que las figuras del patron estan estructuradas en partes que se configuran de

cierta manera. Derivan en una relacién de correspondencia.

La exploracion con casos particulares es fundamental en la identificacion de cualquier
tipo de regularidad. Todos se involucraron en el conteo y reconocieron regularidades
de la primera forma, algunos también de la segunda. Quienes se enfocaron en la
primera, no establecieron una conjetura que resultara en una generalizacion. Los que
transitaron de la primera a la segunda forma, logran construir una estructura
matematicamente plausible y algebraicamente Util para explicar el comportamiento del

patrén, tal como lo afirma Rivera (2010).

2. Para verificar conjeturas. La estructura matematica que formularon como su conjetura,
se validé a través de la exploracion con casos particulares lejanos y cercanos, este

proceso es esencial en el establecimiento de su generalizacion.

El trabajo con casos particulares, es fundamental en el analisis y reconocimiento
de regularidades en el patrén figural, que llevan identificacion de propiedades y relaciones
de las sucesiones lineales y los nimeros naturales. Asi como también, en la validacion de
las estructuras matematicas que construyen. Ambos, aspectos esenciales en el

establecimiento de generalizaciones.

Para expresar el numero de figura y el nimero de partes que la conforman, la
mayoria recurrid a la representacion numérica, su uso facilita la exploracion de etapas
lejanas. Pocos se apoyan en la representacion pictérica, y sélo en etapas cercanas
consecutivas, por el trabajo que requiere dibujar figuras de etapas lejanas. No obstante, el
andlisis desde esta representacion fue basico en la formulacibn de estructuras

matematicas plausibles, que se validaron como generalizacion.
b) Organizacion de casos particulares

De los pasos de razonamiento inductivo a los que recurrieron, la organizacion de casos

particulares fue el menos frecuente. Quienes se involucraron, lo hicieron de dos formas:

(i) Dispusieron de los datos en dos filas, en una colocaron el nimero de figura y en otra

el nimero de partes que la conforma, lo que implico el uso de una tabla. Esta forma de
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organizar los datos, favorecid la identificacion de la relacibn de recurrencia en la
sucesion.

(i) Relacionaron el numero de figura y el numero total de partes que la conforman por
medio del signo igual. Su uso implica relaciones de igualdad, no obstante, aqui se
empled para sefialar que a cada figura le corresponde un cierto nimero de partes, lo

que favorece la identificacion de la relacion de correspondencia.

Si bien la organizacion de casos particulares apoya el reconocimiento de
relaciones de recurrencia y correspondencia, no resulta necesario para los estudiantes en
la identificacion de patrones, puesto que la mayoria que reconocieron regularidades, lo
hicieron sin organizar las etapas. En tareas de patrones figurales, la visualizacion de la

manera que se estructuran los elementos de las figuras, juega un papel mas importante.
c) Identificacion de patrones

La identificacion de patrones es uno de los pasos que se implican con mas
frecuencia. Se reconoce cuando los estudiantes, se ubican a analizar regularidades en las
etapas que conforman el patrén, ya sea numérico o figural. En este estudio, se reconocen
tres tipos de relaciones de recurrencia y dos tipos de relaciones de correspondencia, que
emergen en el razonamiento inductivo de los estudiantes de séptimo grado, al trabajar

con tareas de patrones figurales, que se presentan en la tabla 6.2.

El reconocimiento de las regularidades, se basé principalmente en el andlisis de
cémo se estructuran los elementos que forman las figuras en el patrén. Las relaciones de
recurrencia se asocian al incremento constante en el patrén, analizado desde distintos
razonamientos. Mientras que las de correspondencia estan ligadas al analisis de una
relacién directa entre el numero de figura y el nimero de elemento que la forman, ya sea

por partes o completa.

La identificacion del patron es fundamental en la construccidon de una estructura
plausible y algebraicamente util para determinar el nimero de partes que conforman
cualquier etapa de la secuencia. Si bien este paso no se demanda de forma explicita, la

mayoria se involucrd, al analizar términos particulares del patrén figural.

Con base en los datos, se reconoce que quienes no se involucran en la
identificacion del patron, tampoco lo hacen con el paso de la generalizaciéon. De manera
gue este paso, sin duda es esencial en la formulacidon de una generalizacién valida, que

expliqgue el comportamiento que guarda una sucesion de patrones bien definidos, como es
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el caso de las tareas planteadas. Si bien se reconoce que quienes generalizan han
identificado regularidades, no todos generalizan, puesto que en ocasiones los patrones
identificados no permiten formular una estructura matematica que sea Util para determinar

todos los términos de la sucesién. De ahi que la verificacion de conjeturas sea también un

paso esencial.

Tabla 6.2.

Tipos de relaciones identificadas por estudiantes de séptimo grado en patrones figurales.

Tipo derelacion Descripcion Tarea  Ejemplo
. . Reconocen el crecimiento constante en C< PR4 >3
Recurrencia a partir del . S
P p el nimero total de elementos que T1, <> <>
analisis del total de h ) )
- conforman las figuras, en cada etapa T2, T3 Figura 1 Figura 2 Fiqura 3
elementos en la figura p Y
del patron.
+2
— ——=
= |
- Y 1
: " Reconocen el crecimiento constante en :
Recurrencia a partir del - — U .
i p el nimero de elementos que l7 ﬁ‘/ | (‘\
andlisis de elementos que T1 1
8 conforman cada una de sus partes, en Figura 1 ) = —
forman las partes de la figura A iqura Fiaura 2 Fiqura 3
cada etapa del patron. N4
+4 +4
g P
Recurrencia a partir del Reconocen que la figura en cada etapa 7N - fe e
analisis de la figura como del patron contiene a la figura de la T2 e o« e . .
unidad etapa anterior. o« . .
Figura 1 Figura 2 Figura 3
, Reconocen la relacion de || | |
Correspondencia entre la ; . — | \

- correspondencia entre el nimero de —_—— ‘ ‘
figura y el total de elementos figura y el nimero total de elementos T —
gue la conforman guray Fiqura 1 Fiaura 2 Fiqura 3

gue la componen Iyl
4 palillos 8 palillos 12 palillos
4 puntos
. Reconocen la correspondencia entre el 3 puntos e
Correspondencia entre la namero de figura elanmero de Z puntos e o o
figura y los elementos que Y T1, T2 o o

elementos que conforman cada una de
sus partes.

conforman sus partes . .
‘* Sl o) .
Figura 3

Figura 1 Figura 2

d) Formulacién de conjeturas

Todos se involucran en la formulacion de conjeturas. Se reconoce cuando expresan una
estructura que les permite, desde su punto de vista, determinar el nimero de elementos
gue conforman cualquier figura del patron, sin verificarla. Las conjeturas se formularon
desde distintas formas de proceder y se basaron en las relaciones y propiedades de la
sucesion lineal y los numeros naturales, lo que se explica por la formacién de los

estudiantes, cuya experiencia previa se suma al reconocimiento de este tipo de relaciones
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en el contenido matemético. En total surgieron seis tipos de conjeturas, que se organizan

y describen en la tabla 6.3.

Tabla 6.3.

Tipos de conjeturas en el razonamiento inductivo de los estudiantes de séptimo grado.

Tipo de Conjetura Descripcion Tarea Ejemplo
Consiste en sumar el incremento constante o .
. . ) T1, . .
Aditiva basada en la en cada etapa del patron. Permite ™ o e . .
recurrencia determinar términos cercanos consecutivos T3’ S >
de la sucesion. Y o o
Figura 1 +2 Figura 2 Figura 3
Consiste en multiplicar el nimero de figura <> <>
Lo or el incremento constante. Permite
Multiplicativa basada P T T1, <> <><><> %Q
en la recurrencia e§taplecer una generallzaC|qp cuando el T3
término general de la sucesién es de la Figura 1 > Figura 2 o Figura 3
forma a,, = cyn. X2 X2 X2
S Consiste en multiplicar el nimero de figura N
Multiplicativa basada ; +2 =
p ; por el incremento constante y a ello, sumarle 72 N5 \
en la recurrencia y - : P N .« o
los elementos _el nimero de elem_entos gue se mantleneh T1, <) .
constantes en la invariables en las figuras del patron. Permite T2 ‘7 . ‘ 2% 1 2% 2 o«
fiqura establecer la generalizacién cuando el — e . . e
9 término general es de la forma a,, = con + ¢; Figura 1 Figura 2 Figura 3
Consiste en determinar la relacion entre el
numero de figura y el total de elementos que x 2 X2 /</> X 2 <>
Basada en la la conforma, con base en ello, multiplicar y T1, ¢ SR N N\
correspondencia total  sumar las cantidades correspondientes. T3 @ -1 XX )y 1 X v 1
Permite establecer la generalizacion en Fiqura 1 Figura 2 =
cualquier sucesion lineal. 9 g Figura 3
Consiste en determinar la relacion entre el
ndmero de figura y el nimero de elementos
Basada en la
. que conforman sus partes, con base en ello, T1,
correspondencia por S ;
partes multiplicar y/o sumar las cantidades T2 I -
corresppndl_gntes. Permite establgqer !a Fiqura 1 Fiqura 2 " Fiqura3
generalizacion en cualquier sucesion lineal. X 4 X 4 X 4
Consiste en determinar la cantidad de
elementos que conforman la figura en una
etapa del patrén, y con base en ello, Palillos en Figura 1l = 4
Una figura como determinar el nimero de elementos en otras T1 ) ] ]
unidad (Whole etapas. La forma de proceder es T Fl.qurf(l% — Palillos en Figura 1
object) denominada objeto entero, por Jurdak y El - - X >
Figura 5 Palillos en Figura 5

Mouhayar (2014). Permite establecer la
generalizacion cuando el termino general es
delaformaa, =cn

En principio, para determinar los casos que se demandaron, los participantes
recurrieron al primer tipo de conjetura, aditiva basada en la recurrencia. Como puede
observarse, esta solo es viable en casos cercanos consecutivos y no permite obtener una
generalizacion. De manera que, en casos lejanos la mayoria cambio a alguno de los otros

tipos de conjetura. La demanda de términos lejanos, favorecio este cambio de estrategias.

De los tipos de conjetura que emergieron, las multiplicativas basadas en

recurrencia y de una figura como unidad, pueden validarse para establecer
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generalizaciones, cuando el término general de la sucesion es de la forma a, = cyn. En
estos casos es posible, dado que todos los términos particulares en este tipo de sucesion,
son multiplos del otro. Cuando los términos generales son de la forma a, = con+c¢; y
a, = con — ¢, SuUs términos particulares no son proporcionales. De manera, que enfocarse
en estrategias asociadas a la recurrencia dificulta el establecimiento de una
generalizacién, lo que corresponde con resultados de otras investigaciones, como en
Blanton & Kaput (2011), quienes afirman que enfocarse en este tipo de relacion puede

impedir el desarrollo de pensamiento.

La multiplicativa basada en la recurrencia y los elementos constantes en la figura
permite la generalizacion cuando el término general es de la forma a,, = cyn + ¢;. En este
caso, la forma en que se estructura la figura, permite que sea viable una estrategia
basada en multiplicar por el incremento y sumar el nimero de elementos que permanecen
constantes en todas las figuras del patron. Cuando el término general es de la forma
a, = con — ¢1, €l nimero de elementos constantes en la figura debe restarse en lugar de

sumar.

Los tipos de conjetura que permiten construir una generalizacién en todos los
casos se basan en las relaciones de correspondencia. El analisis de la forma en que se
estructuran los componentes de la figura es fundamental en la formulacién de una
conjetura que pueda ser validada y establecer una generalizacion. Por ejemplo, en el caso
de la estrategia asociada al perimetro del cuadrado en la tarea uno y la que involucra
“‘quitar” un rombo a la figura en la tarea tres. En ese sentido, la identificacion de

regularidades resulta ser un apoyo esencial en la formulacién de generalizaciones.

e) Justificacion de conjeturas

La justificacién de las conjeturas no formé parte de los argumentos que los estudiantes
esgrimieron al resolver las tareas, aun cuando se les exigid6 que argumentaran sus
procedimientos y resultados ante cada cuestion. Algunos verifican sus conjeturas para
validarlas sin expresar argumentos destinados a justificar la estructura matematica que

construyen.

f) Generalizacion

Le generalizacion se reconoce cuando los participantes verifican la conjetura que

formulan. La validaron con casos particulares, de manera que construyen una estructura
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matematica que les permite determinar el nimero de partes que conforman las figuras en
cualquier etapa del patron. En todos los casos se implica en menor medida que la
generalizacion, puesto que en ocasiones las conjeturas no se validan, no permiten
determinar cualquier término en el patrén, ya que son factibles sélo para términos lejanos

o bien, generan una sucesion distinta a la correspondiente.

Las generalizaciones que establecieron, se sustentan de la estructura aditiva y/o
multiplicativa, lo que depende de su nivel de abstraccion, si consideran a la suma iterada
como una multiplicacion. Considerando la forma de analizar y expresar su estructura
matematica (Rivera, 2010), emergieron tres distintos tipos de generalizacion: a) aditiva
constructiva no estandar, b) multiplicativa constructiva estandar y c) multiplicativa
deconstructiva estandar (Tabla 6.4). Los tipos de generalizacibn que aparecieron, se
relacionaron a las formas de visualizar el patrén y a la estructura del término general de la
sucesion. La generalizacién constructiva se aparecié en los casos donde el término
general era de la forma a, = cyn y a,, = cyn + ¢4, mientras que la de tipo deconstructiva
cuando el término general era de la forma a, = con — ¢;. La hipétesis en este caso, es
que tanto la estructura del término general, asi como la de las figuras en el patrén,

promueven la formulacion de cierto tipo de generalizacion.

Tabla 6.4.
Tipos de generalizacion que emergen en las tareas.

Tipo de generalizacion

Tarea  aditiva constructiva Multiplicativa constructiva ~ Multiplicativa deconstructiva

no estandar estandar estandar
T1 1
T2 2
T3 0

De acuerdo con la forma en que se abstraen de lo particular a lo general, todas las
generalizaciones que se establecieron son de tipo empiricas, basada en observaciones,
con ello, identificaron propiedades generales de la sucesion lineal (como la recurrencia y
la correspondencia) que establecen como relaciones entre sus elementos, lo que

constituye una estructura matematica de acuerdo a Mason, Stephens y Watson (2009).

g) Demostracion

La demostracion no esté presente en el trabajo sobre las tres tareas, se entiende ya que

no se demanda. Ademas, tomando en cuenta que las generalizaciones que establecen los
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participantes son de tipo empirica, no involucran elementos que puedan emplearse en

una demostracion.

6.2. Razonamiento inductivo que siguen los estudiantes de secundaria

Los pasos de razonamiento inductivo que siguen los estudiantes de primer grado de
secundaria al resolver tareas que demandan la generalizacién de patrones se articulan al
trabajo con casos particulares, identificacion de patrones, formulacién de conjeturas y
generalizacion, estos resultados coinciden con el trabajo de Barrera, Castro y Cafadas
(2008).lo0 que también se corresponden a las areas fundamentales para la actividad
inductiva, de acuerdo con Haverty y colaboradores (2000): recopilaciéon de datos,
busqueda de patrones y generacion de hipotesis.

Los pasos no se presentan con un orden especifico y el hecho que los estudiantes
no se hayan involucrado con algun paso en el modelo de razonamiento inductivo no
impide que avancen al paso siguiente. Afirmacién que refiere a los pasos que estan
relacionados a la justificacién, ya que, si bien no se presentan en el proceso de los
estudiantes, esto no impide que construyan una generalizacion valida. La demostracion
debido al nivel de abstraccion de los estudiantes y a la naturaleza de las generalizaciones
que establecieron. Si bien algunos pasos del modelo estan estrechamente relacionados,
dicho modelo no es necesariamente lineal (Cafladas, 2007). Los sistemas de

representacion se articularon a todo el razonamiento como una manera de evidenciarlo.

En general, el razonamiento inductivo que siguen los estudiantes de primer grado
de secundaria al resolver las tareas de generalizacion de patrones figurales consta de los
siguientes: a) trabajo con casos particulares, analizando las etapas del patron de forma
figural en las primeras etapas consecutivas y cambiando a una representacion numérica
para el resto de etapas; b) identificacion de regularidades, basadas en las relaciones de
correspondencia y recurrencia en la sucesion lineal, a parir del analisis de las etapas del
patron figural; c¢) formulacion de conjeturas, que se basan en las regularidades
identificadas; d) verificacion de las conjeturas, a través de la exploracién con casos
particulares y; €) generalizacién, expresada de forma numérica o algebraica, recurriendo a

estructuras multiplicativas y aditivas.
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6.3. Sistemas de representacion alos que recurren los estudiantes

Los sistemas de representacion, se articularon a todo el razonamiento inductivo de los
estudiantes, como una manera de evidenciarlo, a los que recurren los estudiantes en su

razonamiento inductivo son: a) numeérico, b) gréfico, c) algebraico y d) verbal (Tabla 6.5).

Tabla 6.5.
Sistemas de representacion a los que recurren los estudiantes.

Sistemas de representacion

Tarea Numérico Gréafico Algebraico Verbal
ls\liumrgléerica Tabular tEl)r?t?ﬁgtriT(]:gOSiCién Elfétgrica E{i\arltrlzosiano Pictérico chi:icri]c?rqgfa Ir_eecyu(rjreencia

T1 15 1 0 0 0 4 2 0 15

T2 15 2 0 0 0 8 5 0 15

T3 15 0 0 0 0 2 4 0 15

a) Sistema de representacion numérico

El sistema de representacién numérico se articula al trabajo de todos los estudiantes, del
que las representaciones que se implican son la numérica simple, por todos los

estudiantes y la tabular con menor frecuencia.

La numérica simple predomina, por el tipo de estructuras a las que recurren para
expresar las generalizaciones (aditivas y multiplicativas) y; ya que la mayoria de
estudiantes emplea esta representacién para manifestar las etapas del patrén, debido al
tiempo que tomaba continuar con el patron de manera figural. Lo que puede estar
articulado a su experiencia previa con el contenido de sucesiones lineales en el libro de

texto, que les exige determinar en forma numérica las etapas de las sucesiones figurales.

La tabular se emplea Unicamente para en la organizacion de los casos
particulares, este tipo de representacion favorece el reconocimiento de relaciones de

recurrencia de la sucesion lineal.

b) Sistema de representaciéon gréafico

El gréfico es el sistema de representacion al que los estudiantes recurren con menos
frecuencia, implicando Unicamente la representacion pictérica. Emerge en el trabajo de
algunos estudiantes Unicamente cuando se involucran con casos particulares cercanos
consecutivos y se abandona una vez que se involucran con casos lejanos. Puesto que las
primeras tres etapas del patrén se plantean de forma pictérica en las tareas, todos se

implican en el analisis desde esta representacion, lo que favorece la aparicion de distintas
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formas de proceder para formular conjeturas. Lo que evidencia la importancia de la

visualizacién en la formulacion de conjeturas y generalizaciones en los patrones figurales.

c) Sistema de representacién algebraico

El sistema de representacidbn algebraico, se evidencia en la formulacion de
generalizaciones, implicandose en su forma polindbmica funcional. Pocos utilizaron este
tipo de representacion, puesto que, dada su formacién previa, contaban con poca
experiencia en el uso de este lenguaje. Si bien, la mayoria no emplean el lenguaje
algebraico y expresan generalizaciones de forma numérica, estas implican una estructura
algebraica. En ese sentido, inducir la generalizacion por medio de patrones es un medio
de introducirlos al algebra, como afirma Radford (2010)

d) Sistema de representacién verbal

Todos recurren al sistema de representacion verbal es empleado. La frecuencia con la
gue aparece se relaciona a las demandas de la tarea, que los implican en el uso de

lenguaje comun para formular sus conjeturas y argumentar sus procedimientos.

e) Conversiones entre sistemas de representacion

Se manifestaron cinco distintas conversiones entre sistemas de representacion: a) del
gréfico al numérico, b) del numérico al verbal, c) del verbal al numérico, d) del verbal al
algebraico y e) del numérico al algebraico. Los cambios entre sistemas de representacion
se articularon en su mayoria a las demandas de la tarea y dependieron del nivel de
abstraccion del estudiante. Son fundamentales en la construccion de la generalizacion, en
el sentido de que el uso de una variedad de representaciones contribuye en la

construccién de conocimiento matematico (Brizuela & Earnest, 2008).

6.4. Limitaciones del estudio

Las limitaciones del estudio estan relacionadas a la metodologia de investigacion.
En primer lugar, sélo se tomaron en cuenta las producciones escritas de los estudiantes y
las notas del investigador para realizar el andlisis de los datos, sin la aplicacién de
entrevistas individuales o discusion grupal, aspectos que pudieron haber favorecido que
los participantes argumentaran sobre la validez de sus conjeturas. La aplicacion de una

entrevista puede favorecer que se evidencie con claridad el paso de formulacién de
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conjeturas, asi como otro tipo de estrategias o procedimientos que pueden haber

aparecido en pasos como la formulacion de conjeturas o generalizacion.

En segundo lugar, la aplicacion de la tarea de generalizacion de patrones en la
gue el término general es de la forma a, = cyn influyd en las estrategias que se
emplearon en las otras dos tareas. Aplicar una tarea donde el término general implique
una relacién de proporcionalidad, promueve que los estudiantes recurran a estrategias

gue se asocian a esta nocidn para resolver otras tareas.

6.5. Aportes de la investigacion

Los aportes que se implican en la presente investigacion, estan dirigidos tanto a los
profesores como a los investigadores en el campo de la Educacién Matematica cuyo
interés se articule el pensamiento algebraico y el razonamiento inductivo, en el contexto

de la generalizacion de patrones figurales.

Las tareas de patrones figurales que consideran en su disefio al modelo de
razonamiento inductivo de Cafiadas y Castro (2007), implican a los estudiantes en el uso
de este tipo de razonamiento en su proceso de solucion. El disefio de actividades que
impliquen la generalizacién de patrones y promuevan el uso de razonamiento inductivo,
es de interés, considerando la importancia de este tipo de razonamiento en el
descubrimiento de conocimiento nuevo, ademas de las demandas que se encuentran de
manera implicita en el curriculo mexicano. Asimismo, el disefio de este tipo de actividades

también se considera como un modo de introducir a los estudiantes al algebra.

La descripcion de los pasos de razonamiento inductivo en los que se involucran los
estudiantes, permite identificar los procesos que son esenciales en la formulaciéon de una

generalizacion vélida dentro del razonamiento inductivo.

El andlisis de los sistemas de representacion evidencia la importancia del uso de
variedad de representaciones y de las conversiones entre ellas, en el proceso de

formulaciéon de una estructura matematica.
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Anexos



Nombre: Fecha:

Escuela: Grado: Edad:

La siguiente secuencia de figuras se construyo con palillos del mismo tamafio.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a) ¢Cuantos palillos forman el contorno de la figura 6 de la secuencia? ¢ Cuantos el de la

figura 15? Justifica tu respuesta para cada caso.

b) ¢Cuéntos palillos forman el contorno de la figura 240? Argumenta tu respuesta.
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c) Escribe un mensaje a un compafiero donde le expliques coémo puede determinar
rdpidamente el nimero de palillos con los que se forman el contorno de cualquier figura

de la secuencia.

d) ¢Cuéntos palillos forman el contorno de la figura n de la secuencia? Argumenta tu

respuesta.
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Fecha:
Grado: Edad:

Nombre:

Escuela:

La siguiente secuencia de figuras esta formada por puntos.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a) ¢Cuantos puntos se necesitan para formar la figura 4 de la secuencia? ;Cuantos forman

la figura 16? ¢ Y la figura 144? Justifica tu respuesta para cada caso.

b) Escribe un mensaje a tus compafieros donde les expliques como pueden encontrar

rapidamente el nimero de puntos que forman cualquier figura de la secuencia.

c) ¢Cuantos palillos forman el contorno de la figura n de la secuencia? Argumenta tu

respuesta.
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Nombre: Fecha:
Escuela: Grado: Edad:

Considera la siguiente secuencia de figuras, formada por rombos del mismo tamafio.

o QP XS

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a) ¢Cuantos rombos forman las figuras 4 y 5? ;Cuantos forman la figura 17? Justifica tu

respuesta en cada caso.

b) ¢Cuantos rombos forman la figura 211? Argumenta tu respuesta.

c) ¢Cuantos rombos forman la figura n de la secuencia? Argumenta tu respuesta.
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