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RESUMEN

En este documento se presenta un estudio acerca del conocimiento matematico asociado
al concepto matriz de cambio de base. La investigacion se sustenta en la Teoria APOE (Accion,

Proceso, Objeto, Esquema) (Arnon et al., 2014).

Presentamos un modelo cognitivo (descomposicion genética) que muestra un conjunto
de estructuras que un estudiante podria necesitar construir, con el fin de aprender el concepto

matriz de cambio de base.

Para dar evidencia de las construcciones y mecanismos que pueden estar asociados a la
comprension a los conceptos en estudio, disefiamos una prueba diagndstico y una entrevista a
partir de la descomposicion genética hipotética (resultado de un andlisis tedrico). Las entrevistas
se realizaron con estudiantes universitarios que al menos ya habian tomado un curso de algebra
lineal; se videograbaron las entrevista para hacer un andlisis mas fino a partir de las respuestas

que los estudiantes.

Los resultados obtenidos nos permitieron identificar y analizar las estructuras que
desarrollaron los estudiantes y asi realimentar las que se habian previsto en la descomposicion
genética preliminar. Con base en ello, redisefiamos la descomposicion genética preliminar para
proponer un modelo cognitivo, producto de la evidencia presentada en el trabajo de los
estudiantes el cual se apega a la experiencia de como han aprendido este concepto. Ademas se
presentan dos formas de calcular la matriz de cambio de base asociadas a su conocimiento
matematico de los estudiantes. Se presentan conclusiones didacticas y por ultimo reflexiones
para futuras investigaciones relacionadas con los procesos de ensefanza y aprendizaje de la

matriz de cambio de base.



INTRODUCCION

El Algebra Lineal es un area de las matematicas que aparece en el curriculo de programas
de ingenieria, matematicas y licenciatura en matematicas, generalmente en el primer afio. En
diferentes contextos académicos es considerado de interés gracias a su importancia en el

desarrollo del pensamiento matematico y sus aplicaciones en otros campos.

Con este trabajo de investigacion buscamos a portar sobre la base de la teoria APOE
desarrollada por Ed Dubinsky y colaboradores (Asiala, et al. 1996), un modelo cognitivo que
describe las estructuras y mecanismos que un estudiante podria necesitar con la finalidad de

aprender el concepto Matriz de Cambio de Base.

Dicho modelo cognitivo propuesto, es el resultado de la aplicacion de dos componentes
del ciclo de investigacion: analisis teorico, recopilacion y analisis de datos. Como resultado del
andlisis tedrico disefamos una descomposicion genética hipotética la cual describe la
construccion de concepciones del objeto de estudio. Con sustento en el analisis tedrico
disefiamos dos instrumentos para la recopilacion y andlisis de datos: una prueba diagnostico y
una entrevista en las cuales se buscaba identificar las estructuras de los estudiantes relacionadas
a la matriz de cambio de base y ademas analizar las estructuras que presentaban los estudiantes
a la hora de la entrevista, esto con el fin de realimentar la descomposicion genética y nos dieran

evidencia de su concepcion de la matriz de cambio de base.

El trabajo de investigacion estd compuesto por cinco capitulos los cuales se describen a

continuacion:

Capitulo 1. En este capitulo damos un panorama general sobre las investigaciones
realizadas en torno a los procesos de aprendizaje y ensefianza de conceptos fundamentales en
Algebra Lineal. Posteriormente nos centramos en las ideas expuestas por Hillel (2000) donde
menciona la familiaridad de los estudiantes de Algebra Lineal con conceptos de geometria
analitica y las coordenadas estandar, puede convertirse en un obstaculo para pensar en el

concepto de base y el de cambio de base. De ahi el interés para hacer la presente investigacion.



Capitulo 2. En este capitulo presentamos el sustento teérico de esta investigacion; la
teoria APOE. Primero explicaremos la definicion de las diferentes construcciones y mecanismos

mentales. Segundo mostraremos el problema y objetivo de investigacion.

Capitulo 3. En este capitulo presentamos el disefio metodologico que hemos considerado
para el desarrollo de la investigacion, tomando la primera y tercera componente del ciclo de
investigacion que propone la teoria APOE. Dado que el objetivo principal, es construir una
descomposicion genética de una matriz de cambio de base, la interacciéon mutua entre dichas
componentes puede detallar el andlisis tedrico inicial. Ya que el trabajo de los estudiantes

permite robustecerla y validarla.

Capitulo 4. En este capitulo se presenta el andlisis de los datos del diagnostico y la
entrevista a la luz de la descomposicion genética hipotética. Para esto se inicia con el analisis
de las estructuras previas encontradas en el trabajo de los estudiantes para dar inicio al estudio

de las estructuras y mecanismos mentales que se asocian con la matriz de cambio de base.

Capitulo 5, En este capitulo se presentan las conclusiones generales de nuestro proyecto,
resaltando los principales hallazgos después de la aplicacion de la prueba diagnostico y la
entrevista. Mostramos el aporte teérico; la descomposicion genética del concepto matriz de
cambio de base validada con base en el trabajo realizado por los estudiantes. Ademas se
presentan dos formas de calcular la matriz de cambio de base asociadas a su conocimiento
matematico de los estudiantes. Proponemos algunas sugerencias didacticas para el tratamiento
del concepto matriz de cambio de base en cursos regulares de Algebra Lineal, asi como algunas

propuestas para futuras investigaciones.

Esperamos que este trabajo represente un aporte significativo y se considere como una
alternativa en pro de contribuir a una mejora del aprendizaje respecto a los cambios de base, en
particular al concepto matematico llamado matriz de cambio de base, un concepto bésico de
Algebra Lineal. Los resultados que presentamos pueden representar una herramienta didactica
para que maestros e investigadores disefien e implementen instrumentos en su quehacer

cotidiano que promuevan una concepcion adecuada del concepto Matriz de Cambio de base.
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1 ANTECEDENTES

En este capitulo damos un panorama general sobre las investigaciones realizadas en
torno a los procesos de aprendizaje y ensefianza de conceptos fundamentales en Algebra Lineal.
Posteriormente nos centramos en un problema particular relacionado con la comprension del
concepto matriz de cambio de base. La idea principal es dar respuesta a dos preguntas
especificas relacionadas con las construcciones mentales necesarias para el aprendizaje del
concepto matriz de cambio de base y con ello proponer un modelo cognitivo para su
construccion. Para lograrlo nos hemos planteado un objetivo general: Identificar y analizar las
estructuras mentales que construyen los estudiantes y los mecanismos cognitivos asociados al
construir el concepto matriz cambio de base, mediante la construccion de una descomposicion

genética de dicho concepto.

1.1 La ensefianza y el aprendizaje en Algebra Lineal

El estudio del Algebra Lineal, es sin duda una unidad de aprendizaje dificil de
comprender para la mayoria de estudiantes de nivel superior en el area de matematicas, dada la
naturaleza abstracta de ésta. Esta unidad de aprendizaje se propone en diferentes planes de
estudio, al menos un curso en nivel superior, debido a su importancia en el desarrollo del
pensamiento matematico y sus aplicaciones en diferentes areas. Por ejemplo, en Fisica resulta
muy conveniente usar los vectores para modelar fuerzas; en Quimica se pueden utilizar sistema
de ecuaciones para resolver una ecuaciéon quimica balanceada; en Economia los mismos
sistemas de ecuaciones lineales se pueden utilizar para la solucion de Modelos econdomicos
lineales, asi como en situaciones que involucran el procesamiento de imagenes, solo por

mencionar algunas de sus aplicaciones.

Dada su naturaleza abstracta que resulta compleja para los estudiantes, en muchos casos
los temas tratados alcanzan un grado minimo de comprension. Para Dorier (2000) cuando se
presenta por primera vez los conceptos basicos de Algebra Lineal a los estudiantes, sienten como

si aterrizaran en un nuevo planeta en el cual no logran ubicarse.
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“Es bastante claro que muchos estudiantes tienen la sensacion de haber aterrizado
en un planeta nuevo y no son capaces de encontrar su camino en este nuevo
mundo”

(Dorier, Robert, Robinet, & Rogalski, 2000, p. 86)

En la formacién académica cuando un estudiante toma por primera vez un curso de
Algebra Lineal segtin el curriculo de los diferentes planes de estudio, cuenta con herramientas
asociadas con: Algebra, Geometria Analitica y Geometria Plana, que ha construido en afios
previos para converger en la introduccion del Algebra Lineal en un nivel superior, esto para el
caso de las licenciaturas en matematicas o carreras afines. Algunos autores de libros de Algebra
Lineal mencionan que el calculo no es un prerrequisito para el Algebra Lineal, sin embargo
proponen diversos problemas en los que se requiere tener algunos conocimientos de dicha
asignatura. Encontramos en Grossman (2008) que se necesitan conocimientos firmes del algebra

correspondientes a la ensefianza media superior, antes de abordar el Algebra Lineal.

Para una mejor organizacion en la lectura de los antecedentes los hemos dividido en tres
categorias: Investigaciones relativas a los obstaculos en los procesos de ensefianza y aprendizaje
del algebra lineal; investigaciones usando teoria APOE sobre conceptos del algebra lineal; e

investigaciones que plantean estrategias para la ensefianza del algebra lineal.

1.2 Antecedentes de la investigacion

A continuacion haremos una descripcion de los trabajos realizados referente a la matriz
de cambio de base desde las diferentes perspectivas tedricas, o mostraremos investigaciones las
cuales desde nuestro punto de vista son significativas y de alguna manera ayudaran a fortalecer

la presente investigacion.

1.2.1 Investigaciones relativas a los obstaculos en los procesos de enseiianza y
aprendizaje del Algebra Lineal
A continuacion mostramos trabajos realizados por diversos investigadores referentes al
Algebra Lineal, hacemos referencia a algunos obstaculos que emergen en el proceso de
aprendizaje y ensefianza. Dichos obstaculos provienen de la confusion de los objetos
matematicos y sus representaciones. Las representaciones se dan por los diferentes lenguajes

con los que se trata al Algebra Lineal.

A través de ejemplos se explicard en qué consiste el obstaculo del formalismo, y

obstaculo epistemoldgico, en particular en Algebra Lineal.
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Investigadores como Dorier, Robert, Robinet y Rogalski (2000) atiende cuestiones
referentes a la naturaleza epistemologica del Algebra Lineal: disefios didacticos y uso de
diversos tipos de lenguaje, que son fuentes de obstaculos en el aprendizaje, con fundamento en
traspasos y diagnosticos realizados por ellos mismos entre 1987 y 1995, sobre el conocimiento
y las ideas del Algebra Lineal que estudiantes franceses (con edades comprendidas entre 18 y

20 anos) habian desarrollado sobre esta area de las matematicas.

En el primer diagndstico Dorier et al., (2000) revelan un obstaculo que aparece en las
generaciones sucesivas llamado el obstaculo del formalismo, que quiza su génesis es iniciada
por malas interpretaciones o la falta de requisitos previos elementales como de teoria de

conjuntos y logica matematica.

Las matematicas se caracterizan por un alto grado de formalismo, dos particularidades:
la generalizacion y la naturaleza unificadora de la teoria de espacios vectoriales, analizadas
desde una perspectiva histérica y epistemologia (Dorier et al., 2000, p.87). Las investigaciones
que presentan, ponen de manifiesto la naturaleza de las dificultades encontradas, por tanto no
solo las ejemplifican las malas manipulaciones formales, sino también aclaran como la falta de
conocimientos elementales previos de Logica y teoria de conjuntos contribuye a los errores a la

hora de resolver problemas en Algebra Lineal.

Particularmente en Octubre y Noviembre de 1987 Dorier et al., (2000) realizaron un
estudio para determinar el conocimiento y las ideas principales de estudiantes respecto al
Algebra Lineal después de su primer afio de estudios universitarios, en el cual abordaron las
siguientes nociones: espacios y subespacios vectoriales, transformaciones lineales, sistema de
ecuaciones lineales, formas, matrices y determinantes. El cuestionario como lo llaman los
autores consta de siete preguntas que van de lo puramente formal (demostracion rigurosa para
la solucién de un problema), solucion de sistema de ecuaciones, calculo tipico de la matriz
asociada a una transformacion lineal hasta una pregunta referente a la opinion del Algebra Lineal
por parte de los estudiantes. Una de las preguntas que los autores proponen, y que permite

observar el obstaculo del formalismo, es la siguiente:

Es verdadero o falso (justifique su respuesta): v y u son dos transformaciones
lineales de un espacio vectorial sobre si mismo:
vou=0 & Im(u) = Ker(v).

(Dorier et al., 2000, p. 88)
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Los autores mencionan que esta pregunta es muy formal puesto que habla de
transformaciones lineales en general e igualdad entre conjuntos y esto resulta problematico para
los estudiantes. Mencionan ademds que esta cuestion pone en evidencia sus nociones sobre
transformacion lineal, imagen y kernel. Una de las respuestas por parte de los estudiantes esto
con el fin de hacer evidente el obstaculo del formalismo.

Si v(u(x)) =0 = v(y) =0 entonces y € ker(v) asi u(x) € ker(v) asi
u(x) =y, por lo tanto 3x € E |u(x) =y asi y € Im(w), finalmente vou =

0 = Im(u) = Ker(v).
(Dorier et al., 2000, p. 90)

Lo expuesto por parte del estudiante muestra la necesidad del uso del formalismo para
justificar su respuesta, a pesar de que comete un error, puesto que la inclusion correcta es
Im(u) < Ker(v). Con este hecho muestran los autores que el formalismo en este problema
surge como una necesidad, pero a medida que en esta necesidad no se tiene control o se hace
malos usos de los conceptos se evoca a dicho obstaculo. En la mayoria de los casos donde se
usa a la teorfa de conjuntos para resolver problemas de Algebra Lineal suele ser més evidente
este obstaculo, por ejemplo, considere lo que escribe otro estudiante sobre la misma situacion:

Falso, por que vou = 0 = im(u) € ker(v) y no im(u) = ker(v).
(Dorier et al., 2000, p. 90)

Como mencionan los autores en esta respuesta hay falta de apropiacioén por parte del
estudiante de los conceptos en cuestion y un dominio inadecuado del lenguaje de la teoria de
conjuntos, puesto que el estudiante interpreta v o u = 0 como el conjunto de todos u(x) €
ker(v) por lo tanto de duce que im(u) € ker(v), trata a un conjunto como un elemento. Asi
que la falta de apropiacion de los conceptos que estan involucrados en un problema y el poco
dominio del lenguaje de teoria de conjuntos, hace que estas deficiencias se alimentan

mutuamente Dorier et al., (2000).

En general Dorier et al., (2000) muestran en su primer estudio que menos de una cuarta
parte de 379 estudiantes sabe manipular conceptos como imagen y kernel de una transformacion
lineal, menos de la mitad saben como resolver un sistema de ecuaciones lineales 4 x 4 en el que
le calculo numérico es simple y que casi un tercio de los estudiantes no saben como calcular de
una transformacion lineal, aun cuando se consideren espacios isomorfo a R, R?, R3. A lo largo
de los afios 1987-1995 contintan sus estudios y mencionan que dicho obstaculo sigue

prevaleciendo en las siguientes generaciones de estudiantes.
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1.2.2 Modos de descripcién en el Algebra Lineal

Hillel (2000) menciona que en un curso de Algebra Lineal se incluyen varios modos de
descripcion y operaciones. Al respecto de estos modos menciona ademas de que son ciertamente

intercambiables pero esto no implica su equivalencia, distingue tres tipos:

Modo de descripcion abstracto: Uso del lenguaje de la teoria formal de los
espacios vectoriales, esto incluye: espacios vectoriales, subespacios, dimension,
kernel, etc.

Modo de descripcion aritmético: Usando el lenguaje y los conceptos de manera
mas especifica sobre R", es decir; énuplas, matrices, rango, soluciones de
sistemas de ecuaciones, etc.

Modo de descripcion geométrico: uso del lenguaje y conceptos sobre los
espacios de dos y tres dimensiones, esto incluye: segmentos dirigidos, puntos,
lineas, planos y transformaciones geométricas.

(Hillel, 2000, p. 192)

Hillel (2000) plantea que durante un tiempo los textos norteamericanos seguian el estilo
Bourbaki!, lo cual basicamente consistia en ir de lo general a lo particular, es decir se introducia
toda la teoria general de espacios vectoriales y posterior a ella se trabajaba especificamente en
R™. Desde principio de los 80’s la mayoria de instructores y autores de libros de Algebra Lineal
abandonaron este enfoque y adoptaron un enfoque en el cual comienza con el modo geométrico
y transitan entre R?, R®, R™ y V, usando los tres modos indistintamente, esto lo identifica Hillel
(2000) al grabar a cinco profesores experimentados en temas de valores y vectores propios. En
sus cintas encuentra como los profesores cambian constantemente los modos de descripcion y
de notacion. De los operadores lineales de un espacio vectorial de dimension finita a matrices,
desde valores propios de T definidos como T(v) = Av a vectores que se estiran y se encogen
mediante T, o rectas invariantes en R? y R", a la solucién de sistemas de ecuaciones lineales.
Hillel (2000) menciona que los profesores no advierten a los estudiantes de los cambios entre
dichos modos, méas aun, menciona que son realizados sin alguna pausa y sin ser explicitos en

dichos cambios. Ademas plantea que cuando usan el modo de descripcion geométrico, no resulta

! Nombre colectivo de un grupo de matematicos franceses en el afio 1930.
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claro si se hace para un caso particular, o si lo utilizan como algo heuristico para el caso en

general.

Respecto a la comprension de vectores y las transformaciones dentro de los diferentes
modos; Hillel (2000) menciona que es fundamental para encarar al Algebra Lineal el trabajo en
las diferentes representaciones. Dado que las representaciones en general no son unicas, pues
dependen de la eleccion particular de la base o sistema de coordenadas, la comprension de la
dependencia de la base y a su vez lo que implicitamente queda invariante hacen de esto un gran

desafio para los estudiantes.

Hillel (2000) concluye que en un curso tipico de Algebra Lineal se encuentran por lo
menos dos tipos de obsticulos epistemoldgicos promovidos por: “La familiaridad de los
estudiantes con la geometria analitica y las coordenadas estandar” (p.206). Pensar en vectores y
transformaciones en un contexto geométrico, esto puede convertirse en un obstaculo para pensar
en el concepto de base y el cambio de una base a otra. Otro obstaculo se produce porque “los
estudiantes aprenden nociones especificas de R™” (p.207). Estas nociones hacen a los
estudiantes resolver diversos problemas vinculados a la idea central de sistema de ecuaciones.
Por tanto el nivel de descripcion algebraico puede limitarlos y llevarlos a no aceptar como

vectores objetos tales como funciones, polinomios, matrices etc.

Nos interesa lo que Hillel (2000) menciona respecto a la familiaridad de los estudiantes
con conceptos de geometria analitica y las coordenadas estandar, y que esto a su vez se puede
convertirse en un obstaculo para pensar en el concepto de base y el de cambio de base. Respecto
a este caso Hillel (2000) dice que es confuso para los estudiantes el paso de lo abstracto a la
representacion algebraica, aun cuando se considere el espacio vectorial R™, es decir, que una n-
tupla se representa como otra n-tupla con respecto a la base y asi el objeto y su representacion

son el mismo “animal” (expresion usada por Hillel), son exactamente los mismos valores.

Respecto al cambio de coordenadas, si una n-tupla puede ser un vector o bien una
representacion de un vector en relacion a una base, y si el vector puede ser expresado por
diferentes cadenas de nimeros, para alguien quien identifica a los vectores como una cadena de
numeros en particular, puede hacer que su nocion de vector caiga en pedazos Hillel (2000).
Menciona ademas que los estudiantes no se convencen facilmente que una determinada n-tupla
por ejemplo, (5,4) ya es por defecto una representacion respecto a una base estandar, es decir,

que los escalares de la misma n-tupla coinciden con las coordenadas del vector respecto a la
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base estandar , y que sea tratado de usar un lenguaje o dispositivos de notacion para hacer
referencia a este hecho; se pretende mantener con la siguiente terminologia la distincion entre x

una n-tupla y su representacion escrita en relacion a una base B dada [x]p.

Respecto a esta terminologia se menciona que algunos textos escriben un vector en R™
como [vq, vy, ...V, | y para la representacion respecto a una base (vq, vy, ... v, ). En el primer

caso los v; se le llama componentes y el segundo coordenadas (Hillel, 2000).

1.2.3 Investigaciones usando teoria APOE sobre conceptos de Algebra Lineal

A continuacidén presentamos una investigacion con un marco tedrico cognitivo como
sustento, en cual se estudia diferentes conceptos del Algebra Lineal. Consideramos la siguiente

investigacion puesto que se relaciona de alguna manera con el tema central de este documento.

Oktag y Trigueros (2010), describen un proyecto que realizan en México con el objetivo
de profundizar la forma en que los estudiantes universitarios aprenden Algebra Lineal. En
consecuencia se proponen realizar un analisis tedrico de los diferentes conceptos involucrados
utilizando la teoria APOE y validar dicho analisis mediante la investigacion empirica; en
particular lo hacen para conceptos como: espacio vectorial, transformacion lineal, base y
sistemas de ecuaciones lineales. En su investigacion tratan de responder la siguiente pregunta

en lo general:

(Qué construcciones mentales son necesarias para que los estudiantes
universitarios construyan los conceptos de algebra lineal? ;Cuales son los
principales obstaculos que se enfrentan?

(Oktag y Trigueros, 2010, p.376)

Mostraremos lo que las autoras plantean para el caso del concepto de base el cual es uno
de los conceptos fundamentales en Algebra Lineal. Dicho concepto resulta particularmente
dificil para la compresion de los estudiantes, referente a esto Chargoy (2006), Da Silva y Lins
(2002) citados en Oktac y Trigueros (2010) mencionan que la matematica educativa le ha
prestado poca atencion. Las autoras se basan en el supuesto que el aprendizaje del concepto de
base debe comenzar con la posibilidad de establecer las relaciones entre conceptos, mencionan
que dicha nocidn es una parte fundamental dentro de la estructura de un espacio vectorial y por
otro lado guarda relaciones con otros conceptos. Asi pues dicha investigacion para el caso del

concepto de base trata de indagar sobre:
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(Qué construcciones han desarrollado los estudiantes universitarios acerca del
concepto de base de un espacio vectorial después de haber cursado la materia de
Algebra lineal?

(Oktag y Trigueros, 2010, p.381)

Para responder a la pregunta, disefiaron una descomposicion genética del concepto de
base y observaron durante un semestre un curso de Algebra Lineal de un programa para
ingenieros. Mencionan que el curso fue guiado por la metodologia de la teoria APOE y que al
finalizar el curso disefaron y aplicaron una entrevista con base en sus observaciones de clase y
su descomposicion genética. En los resultados Oktag y Trigueros (2010) muestran que de los
alumnos entrevistados no lograron interiorizar el concepto de base de un espacio vectorial. De
los seis estudiantes entrevistados cuatro mostraron estar via a la interiorizacion, mientras que
los restantes mencionan que mostraron evidencia de una concepcion accion. Ademas mencionan
que los estudiantes no son capaces de verificar cudndo un conjunto de vectores es base de un
espacio vectorial, ni coordinar los elementos conceptuales que estan relacionados para la
construccion de dicho concepto (espacio vectorial, subespacios, conjunto, generador e
independencia lineal). Oktag¢ y Trigueros (2000) concluyen que a los estudiantes entrevistados
les resulta mas facil averiguar si un conjunto de vectores forma una base para un espacio
vectorial dado, que hallar una base para el espacio vectorial dado. Mencionan que esto tiene
sentido puesto que para lo primero se podria hacer mediante acciones especificas (algoritmo) y

el segundo requiere de coordinacion de procesos (independencia lineal y conjunto generador).

Ademas en sus resultados generales muestran la necesidad no sélo de identificar las
dificultades de los estudiantes, sino que sugieren que la descomposicion genética constituye una
herramienta eficaz para que emerjan las construcciones mentales involucradas en la
construccion de los distintos conceptos del Algebra Lineal y con ello disefiar actividades
didécticas que permitan a los alumnos una construccién mas solida de los conceptos de Algebra

Lineal.

1.2.4 Investigaciones que plantean estrategias para la ensefianza del Algebra Lineal

Respecto a la ensefianza en matematicas se han buscado diversas estrategias de para
lograr la construccion de conocimiento significativo, desde material ladico hasta el uso de la
tecnologia por mencionar algunas. En Algebra Lineal encontramos investigaciones que sugieren
el uso de tecnologia para la ensefanza, Ortiz y Rico (2004) buscan determinar el conocimiento
didéctico derivado de la implementacion de una calculadora gréfica (CG) TI1-92 y la modelacion

matematica. Esto mediante una aproximacion cualitativa con diez profesores de matematicas en

8



Antecedentes y objetivos de la investigacion

formacion que voluntariamente participaron en el estudio, asistiendo aun curo-taller de diez
sesiones el cual tenia sustento en la modelacién y la calculadora como un recurso en un contexto

matematico de algebra lineal, la metodologia que siguen es un estudio de caso.

Los autores hacen un andlisis de las producciones en un momento inicial (la primera
sesion del taller), intermedio (a la cuarta sesion del taller), y final (la décima sesioén) de los
maestros en formacion. En sus conclusiones mencionan que los participantes plantean
situaciones a los niveles de educacion secundaria y cercana al entorno del alumno y un buen
manejo técnico de la CG y de las opciones que ofrece otorgando siempre la importancia al
profesor tanto como al alumno. Ademas mencionan que los profesores plantean situaciones
donde el alumno puede experimentar, conjeturar, formular, explicar, predecir y comparar. Algo
importante que mencionan Ortiz y Rico (2004) es la aplicacion del proceso de modelizacion,
integrado a la CG, en todas las fases para el disefio de actividades didacticas de contenido

algebraico.

Por otro lado en Algebra Lineal respecto a su ensefianza no solo sea hecho investigacion
sobre futuros profesores y actividades en las cuales se use la tecnologia como un medio para
aportar conocimiento. Encontramos estrategias didacticas con el uso de calculo algebraico
Derive, utilizando una metodologia experimental y por descubrimiento que busca que los
estudiantes logren un aprendizaje significativo a partir de las bondades que brinda el Sistema de
Calculo Algebraico (SCA) (Ortega, 2002). Realiza su investigacion con un grupo de 153
estudiantes que cursan la asignatura de “Matematicas II” en el programa de Licenciatura de
Administracion y Direccion de Empresas de la Universidad Autonoma de Madrid durante el
curso 1999-2000. Dividen a dicho grupo en dos subgrupos; subgrupo A (16 estudiantes) y
subgrupo B (137 estudiantes) en los cuales haran el comparativo entre una Estrategia Didactica
de Ensefanza y una Estrategia Didactica Convencional. En sus resultados presenta las ventajas
de usar el SCA en este caso el Derive, entre ellas menciona: ofrece un sistema de notacion
intermedio para la ensefianza y el aprendizaje del Algebra Lineal; favorece la interactividad
entre alumnos y entre alumnos y profesor; el alumno es el protagonista; facilita la simplificacion
de numerosos célculos rutinarios. En su analisis comparativo, por medio de una prueba final
aplicada a ambos subgrupos dan evidencia de mejor rendimiento de aquellos estudiantes que
llevaron el curso con SCA, que van desde la motivacion por el uso del SCA hasta el porcentaje

de alumnos aprobados.
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1.2.5 Investigaciones realizadas respecto al concepto matriz de cambio de base

Se han realizado muy pocas investigaciones en torno al concepto matriz de cambio de
base como principal objeto de estudio. Por ejemplo Montiel y Bhatti (2010), Montiel, Wilhelmi,
y Vidadkovic (2012) centran su atencidén en el cambio de una base a otra en el contexto del

Algebra Lineal, desde el enfoque Ontosemidtico.

En su investigacion Montiel y Bhatti (2010) consideran algunas cuestiones que se
enfrentan los estudiantes de un segundo curso de Algebra Lineal en linea, después de asistir a
un curso introductorio a esta asignatura para graduarse de un programa de maestria en
matematicas en educacion secundaria (los estudiantes son maestros a nivel secundaria) en la
Universidad de Georgia. Su atencion la centran en el rendimiento de los estudiantes a la hora de
calcular cambios de base, y la representacion matricial de la transformacion lineales con
respecto a diferentes bases. En su investigacion sélo consideran espacios euclidianos de
dimensién finita. Realizan una comparacion entre estudiantes que asisten a un curso de Algebra
Lineal y cinco estudiantes de posgrado que toman el curso en linea. Para ello realizan una prueba
final en ambos grupos y presentan su analisis respecto a los problemas comunes a dicha prueba.
Usan una metodologia cualitativa, y situada dentro del enfoque ontosemidtico (Godino,
Batanero y Font, 2007). Los parametros que observaron van desde la comunicacion a través de
las matematicas escritas en un foro entre los estudiantes en linea y esto se compara con la
comunicacion en clase, donde los gestos hablan y juegan un papel mas importante. Mencionan
Montiel y Bhatti (2010) al respecto que su trabajo es exploratorio y trata de abrir vias de

metodologia de la investigacion acerca de las matematicas avanzadas en linea.

Las siguientes preguntas son las que incluyeron tanto en su examen final del curso para
los estudiantes del campus y los estudiantes del curso en linea, es decir s6lo consideran aquellos
problemas comunes en ambas pruebas y estos tienen que ver con el calculo de una matriz de
cambio de base y la representacion matricial de una transformacion lineal.

u; = (7,5),'“,2 = (_3:_1)

v = (1'_5)' U, = (_2'2)
Sea L el operador lineal en R? cuya representacion respecto a las bases ordenada

Uy, U, es:
A= (é —21)

a. Determine la matriz de transicion (matriz de cambio de base) de V = {v;,v,} a
U = {uy, u,}. (Dibuja el tridngulo conmutativo)?
b. Encuentra la representacion de la matriz L con respecto {vy, v, }.

(Montiel y Bhatti, 2010, parr. 20)
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A continuacion, mostramos las respuestas esperadas por parte de los autores;

La matriz de transicion, utilizando la técnica del tridngulo conmutativo y la
notacion es:

1 — —
sp=vu=—5( DG D= 2

La matriz A (representa la transformacion lineal respecto a la base U, ahora si B
representa la transformacion lineal respecto a la base V, estas son similares.
Entonces, si llamamos “S” a la matriz de cambio de base que lleva de la base U a
la base V (la que se calculé con el diagrama conmutativo, “V-1U”)y S™t a la
matriz que nos lleva de la base V a la base U, tenemos:

B = SAS™L.
Ge =9, =5 2,6 2,5 ),
(Montiel y Bhatti, 2010, parr. 21)

Montiel y Bhatti (2010) mencionan que en el inciso a) sélo se busca un cambio de base?,
que posteriormente los estudiantes utilizaran para resolver el inciso b) junto con la relacion que

guardan dos matrices que representan la misma transformacion lineal pero en distintas bases.

En sus resultados presentan que de los cinco estudiantes en linea tres contestan
correctamente la parte a) y b), y los otros dos estudiantes s6lo uno responden el primer inciso
correctamente y el otro responde de forma incorrecta ambos incisos. De los veinticinco
estudiantes del campus, once de ellos contestan correctamente ambos incisos, nueve
correctamente el inciso a) e incorrectamente la parte b), y cinco responden ambas partes de

manera erronea.

Los autores resaltan el hecho que los estudiantes que respondieron la parte b)
correctamente, no contestaron la parte a) de forma incorrecta. Mencionan ademds que mas de
un tercio de los estudiantes del grupo presencial fue capaz de encontrar la matriz de cambio de
base pero no fue capaz de utilizarla para aplicar la relacion de similitud para encontrar la matriz

que representa la transformacion lineal con respecto a la base V.

2 Note que piden la matriz de cambio de base de V a U en el inciso a, y proponen como solucion esperada la
matriz de cambio de basede U a V.

11
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Resaltan que su estudio no tiene validez cuantitativa puesto que el nimero de
participantes en linea fue mucho menor al nimero de estudiantes del grupo presencial. Pero
mediante la escritura de los estudiantes en un foro virtual, clasifican algunos objetos
matematicos y funciones semioticas que jugaron un papel en sistema de practicas que se

desarrolld, en algunos casos de forma colectiva.

Los autores presentan una discusion por parte de los cinco estudiantes en el foro WebCT,

respecto a la siguiente pregunta:

Dado v, = (1,2),v, = (23)yS = (; _21), encontrar w; y w, tal que S sea la

matriz de transicion de (v, v,) a (wy, wy).
(Montiel & Bhatti, 2010, parr. 26)

Llaman A, B, C, D, E, F para describir lo que los cinco estudiantes escribian en dicha
plataforma. Presentamos la discusion por parte de algunos estudiantes ante el anterior problema

como lo presentan en su investigacion.

Estudiante A: En primer lugar tenemos que encontrar U”-1 utilizando v1 y v2.
Un-1=[-32;2-1]

Abhora estamos tratando de encontrar T/-1 * [wl, w2] = S.

Con el fin de encontrar [wl, w2], Yo aumento U”-1 por S y por medio de
operaciones fila llevar U”-1 hasta la identidad.

El resultados es la matriz [5 1; 9 4] corresponden a wl, w2.

Por lo tanto, wl = (5,9) y w2 =(1, 4).

Estudiante B:

Hola A.

Esta es una de esas situaciones me ha estado preguntando acerca de Dr. Montiel,
la conmutacion al otro lado de la ecuacion. Mi enfoque era diferente; dime lo que
piensas.

Ya que queremos la transicion de w a v, sabemos v * -1 * w = S. Pero el problema
proporciona S, asi que me trasladé v -1 hasta el otro lado. Mi nueva ecuacion es
w = vS. Logré la misma respuesta: [5 1;94]owl =[5 1]y w2 =[9,4].

jUy!, mi error. wl =[5,9]y w2 =[1 4]

Estudiante A: Creo que esto deberia funcionar también. De hecho, esto me da un
momento "Eureka" para la pregunta # 8... Que yo habia estado trabajando durante
un tiempo.

A la Pregunta # 8 que el estudiante A se refiere, fue similar a la anterior, pero
habia sido lo que le causé problemas:

v =(26),v,=(14)yS = (‘2} 1)

, encontrar los vectores u; y u, tal que S sea la matriz de transicion de (v, v,) a
(g, uz).

Estudiante A: Dado que U * -1 * v = S, podemos reorganizar estd usando la
informacion dada.

Asi,UN-1=S*V -1,

12
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Para encontrar V * -1, yo hare la matriz aumentada V con la identidad.
VA-1=[2-1/2;-31]
Ahora sabemos Sy V" -1, porloque T"-1=S*V~*-1=[5-1;10].
Pero la pregunta esta pidiendo matriz U, no U » -1. Esto se puede lograr mediante
la busqueda de la inversa de U » -1.
Ur-)r-1=U=[01;-15].
Por lo tanto, ul = (0, -1) yu2 =(1, 5).
* Un agradecimiento especial a B por su inspiracion en la pregunta # 7. Habia
estado trabajando en este problema por un tiempo, y su comentario me ayudo6 a la
forma de saberlo.

(Montiel & Bhatti, 2010, parr.28)

Respecto de esta discusion los autores mencionan que los sistemas de practica de
intercambio por parte de los estudiantes en el foro son faciles de identificar. Puesto que s6lo se
consideran aspectos algebraicos y simbolicos. Mencionan que la comunicacion matematica es
esencialmente en linea y que hubo intercambios en el que los estudiantes escanearon su trabajo,

y en esos casos el lenguaje era mas multifacético.

En otra investigacion Montiel, Wilhelmi, y Vidadkovic (2012) centran su interés en los
diferentes sistemas de coordenadas a través del proceso de cambio de base, como se desarrolla
en el Algebra Lineal, asi como la relacion de semejanza entre las matrices que representan la
misma transformacion lineal con respecto a bases distintas. El objetivo de su investigacion es
analizar el comportamiento de un grupo de estudiantes en relacion con ciertos temas de Algebra
Lineal (vectores, cambio de base, representacion matricial de las transformaciones lineales),
utilizando el enfoque ontosemiotico (OSA). En la OSA, un objeto matematico es algo que se
puede utilizar, en la comunicacion o en el aprendizaje de las matematicas, esta teoria considera
seis objetos principales: Lenguaje, situaciones, problemas, proposiciones, propiedades,
argumentos (Montiel et al., 2012). Se plantean tres cuestiones de las cuales nos interesan las
siguientes dos:

(Qué objetos y funciones semidticas primarias pueden ser identificados y
clasificados cuando estudiantes se enfrentan a los objetos matematicos
emergentes y deben de generalizar conceptos anteriores, como vector, funcion,
composicion de funciones, vectores, transformacion lineal y multiplicacion de
matrices?

(El lenguaje del diagrama conmutativo mejorara la comprension del cambio de

base y las composiciones en general?
(Montiel et al., 2012, p. 16).

La investigacion la realizaron con estudiantes de un segundo curso de Algebra Lineal

en una universidad publica del sur de Estados Unidos. Dicho curso se ofrece en pregrado y
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posgrado. Se considera obligatorio para aquellos estudiantes que quieren hacer un posgrado en
matematicas y que no ha cursado su equivalente en pregrado. Para indagar sobre las cuestiones
anteriores, consideran 24 estudiantes los cuales organizaron de la siguiente manera: formaron
cuatro grupos para entrevistar a 10 estudiantes universitarios; los cuales nueve son especialistas
en matematicas y uno en fisica. Se les proporcionaba media hora un cuestionario que contestaron
de manera individual y posterior a ello fueron entrevistados. Forman un grupo con 5 estudiantes,
dos grupos con dos estudiantes, y a un solo estudiante. La entrevista fue videograbada y tuvieron
lugar en dos semestres diferentes, para el grupo compuesto por 5 estudiantes duro

aproximadamente 2 horas y para los demés grupos hora y media.

Ademas analizaron un cuestionario aplicado a 14 estudiantes, los cuales ocho eran
estudiantes de una version en linea de dicho curso de Algebra Lineal, lo que corresponde a un
programa de maestria en Educaciéon Matematica y los otros seis eran estudiantes de la misma.
Disefian tres preguntas en las cuales mencionan que la pregunta 1 y 2, se ocupan del cambio de
base, y la tercera cuestion tiene que ver con la transformacion lineal con respecto a diferentes
bases, centraremos nuestro interés en las dos primeras cuestiones. Basicamente en la pregunta
1 se debe considerar un vector en distintas bases y representarlo en un nuevo eje. En la cuestion
2 se les sugiere que a partir del diagrama conmutativo encuentren una matriz de cambio de base,
posterior a ello en otro inciso de esa cuestion les piden que con ayuda de la matriz, comparen

las coordenadas del vector encontrado en la pregunta uno.

Montiel et al., (2012) mencionan que en mayor y menor grado los estudiantes tenian sus
calculos y dibujos correctos, que los estudiantes cometieron errores, sobre el orden de la
multiplicacion en el diagrama conmutativo y que 9 de 14 estudiantes trabajan correctamente el

problema.

En sus conclusiones y reflexiones finales mencionan respecto a los cambios de base que:

...la investigacion, dentro de un marco del concepto matematico de cambio de
base de los sistemas de coordenadas es practicamente inexistente. Como se
menciond anteriormente, [12] el capitulo de Hillel en [4] la antologia de Dorier
sobre el Algebra Lineal es el antecedente méas cercano que encontrado.

(Montiel, Wilhelmi y Vidadkovic, 2012, p. 28)

Mencionan ademas que refuerzan la observacion de Hillel respecto a la representacion

matricial de los operadores lineales en diferentes bases.

14



Antecedentes y objetivos de la investigacion

“... la persistencia de errores con este tipo de problemas punta a la existencia de
un obstaculo que es de caracter conceptual, y no sélo relacionado con una
dificultad para la puesta en marcha de un procedimiento”

Hillel (2000, p.205)

Respecto a los objetos primarios (Montiel et al., 2012) destacaron que cuando los
estudiantes se enfrentan a los conceptos emergentes, varian de acuerdo al tema en especifico, y
aunque el lenguaje trasciende en todos los casos. No se define la nocion de vector de manera
abstracta utilizando propiedades y, por esta razon parece que no hay significado institucional.
Respecto al diagrama conmutativo menciona que parece ayudar a los procedimientos de los
estudiantes, les sirve como una guia. Asi la notacion funge una parte importante en donde las
flechas apuntan el cambio de base Las matematicas modernas ofrece objetos de lenguaje que

pueden facilitar la aproximacion de configuracion cognitiva de los estudiantes.

Después de la revision de la literatura especializada encontramos que los cambios de
base en el contexto del Algebra Lineal, segin Montiel et al., (2012) es practicamente inexistente
dentro de un marco. Los estudios realizados por Montiel et al., (2012) toman una cierta
perspectiva tedrica, y basicamente el cambio de base lo estudian para espacios vectoriales
euclidianos. Respecto al concepto matriz de cambio de base, Montiel y Bhatti (2010) centran su
atencion en el rendimiento de los estudiantes a la hora de calcular cambios de base, y la
representacion matricial de la transformacion lineal con respecto a diferentes bases, se puede de
deducir que los estudiantes que son capaces para construir una matriz asociada a una
transformacion lineal también son capaces de calcular una matriz de cambio de base, esto para

espacios euclidianos.

Montiel et al., (2012) sugieren que el lenguaje del diagrama conmutativo (véase la

siguiente imagen) propicia una mejor comprension de la matriz de cambio de base.

(2)

(a) Use the following commutative triangle to help you find the change of basis matrix
from U to V. Explain what you are doing:

u £ 3

e
ViU v
v

(b) Use the matrix to check your answers in question (1). That is, apply the change of basis
matrix to take you from the coordinate vector with respect to U to the coordinate vector
with respect to V.

-

Montiel et al., (2012), p. 18

15



Antecedentes y objetivos de la investigacion

Asi pues, nosotros decidimos hacer un estudio teorico referente al tema cambio de base,
particularmente al concepto llamado Matriz de Cambio de Base, considerando espacios
vectoriales euclidianos y otros espacios vectoriales de dimension finita. Desde una perspectiva

tedrica cognitiva, la teoria APOE.

En la revision de trabajos desde esta perspectiva cognitiva no se encontré trabajo alguno
realizado con la teoria APOE. Asi que es pertinente explicar nuestros constructos tedricos que

nos permitiran describir nuestro problema y objetivo de investigacion.
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—_CL.“'102

2 MARCO TEORICO Y OBJETIVO DE
INVESTIGACION

En este capitulo presentamos el marco teorico que sustenta nuestro trabajo de
investigacion. Como mostramos en el capitulo anterior, este proyecto se centra en el estudio de
la matriz de cambio de base, pero lo haremos desde su definicion formal; pensamos que la Teoria
APOE (Dubinsky, 1991) un medio apropiado para describir las estructuras y mecanismos

mentales que un individuo puede lograr sobre dicho concepto.

Como menciona (Trigueros, 2005) citado en Roa-Fuentes (2008) la esencia de la teoria
APOQOE, es su reflexion sobre los objetos matematicos desde la propia matematica, en donde es
primordial reconocer las relaciones y los procesos involucrados en la construccion de conceptos
matematicos sin desconocer su naturaleza abstracta. La teoria APOE inicia con un analisis de
los conceptos matematicos, dicho analisis busca ayudar a los individuos en establecer
conexiones entre conceptos matematicos previos, para describir un posible modelo cognitivo de
construccion de un nuevo objeto matematico, esta teoria se caracteriza por tener un enfoque
constructivista. A continuacion analizaremos con detalle algunos aspectos tedricos que nos

permitiran fundamentar este trabajo.

2.1 Lateoria APOE

La teoria APOE es iniciada por Ed Dubinsky, y estructurada mas adelante por Research
University Mathematics Education Community (RUMEC por sus siglas en inglés),
reinterpretando las ideas esenciales del constructivismo de Piaget. Dichas ideas fueron
transformadas para ser utilizadas en el estudio del pensamiento matematico avanzado.
Retomando las ideas esenciales de la teoria piagetiana, Dubinsky considera el concepto de
Abstraccion Reflexiva como un elemento principal de la teoria APOE el cual utiliza como un
medio para dar posibles descripciones de los tipos de construcciones mentales, que pueden

lograr los individuos para comprender conceptos matematicos.

Dubinsky (1991) considera dos caracteristicas primordiales de la abstraccion reflexiva
dadas por Piaget: la abstraccion reflexiva no tiene un principio absoluto pero aparece en edades

muy tempranas en la coordinacion de la estructura sensorio-motriz (Beth y Piaget, 1966, p. 203-
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208), y continua su desarrollo hasta lograr cualidades en temas de matematicas mas abstractos
(Piaget, 1985, p.149-150).

Piaget caracteriza tres tipos de abstraccidon; la empirica, la pseudo-empirica y la
abstraccion reflexiva. Beth y Piaget, (1966, p.188-189) mencionan que “la abstraccion emperica

se deriva del conocimiento de las propiedades de los objetos” citados en Dubinsky (1991).

Dubinsky (1991) interpreta esto, como lo que tiene que ver con las experiencias del
sujeto respecto al tema pero de manera externa. Pero el conocimiento de las propiedades es
interno y es el resultado de construcciones realizadas por un individuo. Ademads Piaget y Garcia
(1983, p.299) suponen que a partir de esta abstraccion se puede extraer propiedades comunes
de los objetos y hacer una generalizaciones existenciales, del paso de “algunos” a todos, de lo

especifico a lo general citados en Dubinsky (1991).

La abstraccion pseudo-empirica se considera intermedia entre la abstraccion empirica y
reflexiva, son las esperanzas de los sujetos que a partir de acciones han introducido propiedades
a los objetos (Piaget, 1985, p.18-19) citado en Dubinsky (1991).

Por ultimo, la abstraccion reflexiva en donde segin Piaget (1980, p.89-97) la considera
como la coordinacion general de las acciones y, como tal, el tema es su fuente y es

completamente interno citado en Dubinsky (1991).

Estos tipos de abstraccion no son disjuntos, es decir, el tipo de abstraccion reflexiva
depende tanto de la empirica asi como de la pseudo-empirica. El tipo de abstraccion empirica le
permite a un individuo abstraer propiedades comunes de diversos objetos, alcanzando ejecutar
acciones sobre dichos objetos mediante la abstraccién pseudo-empirica. Y la abstraccion
reflexiva entendida en el sentido Dubinsky (1991) como el mecanismo para construir objetos
mentales a partir de las acciones mentales sobre estos objetos, lo cual permite mediante la
interiorizacion y coordinacion de dichas acciones en nuevas acciones y finalmente nuevos
objetos (Dubinsky, 1991) citado en Roa-Fuentes (2008).

Dubinsky (1996) disefia un modelo tedrico cognitivo que se basa en la naturaleza del

conocimiento matematico y su desarrollo en un individuo bajo el siguiente supuesto:

El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder a las
situaciones matematicas problematicas reflexionando sobre ellas en un contexto
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social y construyendo o reconstruyendo acciones, procesos y objetos matematicos
y organizando esquemas con el fin de manejar las situaciones.
(Dubinsky, 1996, p. 32-33)

Dicha postura tedrica sobre el conocimiento matematico enfatiza en la habilidad para
reorganizar conocimiento y con ello construir o reconstruir concepciones, esto mediante las
construcciones: acciones, procesos, objetos, esquemas que se restructuran y se adaptan para dar
solucion a problemas matematicos. Cuando se presenta una situacion en la que estd en juego el
uso de conocimiento matematico, un individuo debe recurrir a los conceptos que estan
involucrados en dicha situacion, y de ser posible establecer las relaciones con otros conceptos
que la situacion requiera. Ante esta necesidad de organizar, construir o reconstruir y establecer
conexiones entre lo aprendido y por lo aprender Roa-Fuentes (2008) menciona que a medida
que los problemas motivan al establecimiento de conexiones entre los esquemas estos

evolucionan y en consecuencia el conocimiento del individuo es enriquecido.

Para Piaget (1983) y Garcia (1989) citados en (Arnon et al., 2014, p.25) los conceptos
matematicos no se aprenden directamente y es necesario construir estructuras mentales para
darles sentido, es decir, ante un nuevo concepto que se le presente al individuo, la capacidad de
adquirir y apropiarse del conocimiento matematico depende de las estructuras mentales previas
apropiadas para comprenderlo (Dubinsky, 1991). Respecto a una estructura mental y un

mecanismo mental diremos que:

Una estructura mental es cualquier estructura (es decir, alguna cosa construida en
la mente) relativamente estable (aunque capaz de desarrollarse) que un individuo
usa para dar sentido a una situacion matematica. La fuente de una estructura
mental es la descripcion de la cual ella se origina. Un mecanismo mental es el
medio por el cual una estructura puede desarrollarse en la mente de un individuo
o un grupo de individuos.

(Stenger, Weller, Arnon, Dubinsky y Vidalovic, 2008, p. 98)

Asi pues dentro de este marco teorico la finalidad de ensefianza radica en proporcionar
modelos cognitivos para que el individuo construya las estructuras apropiadas para cada nuevo
concepto que se presente en una situacion especifica estableciendo conexiones con otras

estructuras.

Dicho modelo tedrico establece las conexiones entre los mecanismos mentales (clases
de abstraccion reflexiva: Interiorizaciéon, Coordinacién, Encapsulacion, Generalizacion y

Reversion) y las construcciones mentales (Accion, Proceso, Objeto Esquema), bajo el supuesto
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de que el conocimiento no se genera de la nada, el individuo tiene ciertas estructuras muy
cercanas o no al concepto, las cuales deben llevarse a las estructuras apropiadas para comprender
el concepto, y los mecanismos mentales le permitirdn lograr dichas estructuras, asi como

establecer conexiones entre ellas.

2.1.1 Clases de abstraccion reflexiva

Presentamos una descripcion de los tipos de abstraccion reflexiva y construcciones
mentales que propone la teoria APOE, tomando como referencia trabajos realizados por la
RUMEC. Este grupo de investigadores han realizado diversos trabajos en las diferentes areas
de la matematica tales como: célculo, algebra abstracta y ecuaciones diferenciales (McDonald,
Mathews, y Strobel, 2000; Trigueros, 2000 ; Asiala, Cottrill, Dubinsky, y Schwingendorf, 1997;
Brown, DeVries, Dubinsky, y Thomas, 1997; Breidenbach, Dubinsky, Hawks,y Nichols, 1992).

Dubinsky considera cinco tipos de mecanismos mentales o tipos de abstraccion reflexiva
considerando los cuatro dados por Piaget y anexando uno a la teoria Dubinsky (1991). Para
explicar mas sobre estos mecanismos mentales utilizaremos la interpretacion de las ideas de

Dubinsky expuestas en el trabajo de (Roa-Fuentes, 2008).

Interiorizacion: Piaget caracterizd este mecanismo como la traduccion de una
sucesion de acciones materiales a un sistema de operaciones interiorizado.
Dubinsky resume este mecanismo como la transferencia de una actividad
especifica del mundo externo al mundo interno. Asi mediante este mecanismo es
posible que una accidn sea transformada en un proceso.

Coordinacion: Este mecanismo fue descrito por Piaget como la coordinacion
general de acciones, refiriéndose a todas las maneras de usar una o mas acciones
para construir nuevos objetos o acciones. Mediante este mecanismo dos o mas
procesos pueden coordinarse para generar nuevos procesos.

(Roa-Fuentes, 2008, p.30)

Encapsulacion: Este mecanismo es considerado como el mas importante para la
construccion del conocimiento matematico y consiste basicamente en la
conversion de un proceso (una estructura dindmica) en un objeto (una estructura
estatica).

Generalizacion: Este mecanismo esta relacionado con la capacidad del individuo

para aplicar un determinado esquema en un contexto distinto, estd determinado
por su capacidad para determinar los alcances de sus construcciones. En este
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mecanismo los esquemas no cambian, pero otros objetos pueden ser asimilados
por un esquema para ser contextualizados en otros contextos.

Reversion: Este mecanismo fue agregado por Dubinsky como un caso particular
de abstraccion reflexiva. Y consiste basicamente en desencapsular un objeto o
revertir el mecanismo que lo gener6. De esta manera un individuo puede regresar
sobre el proceso siempre que lo requiera.

(Roa-Fuentes, 2008, p.31)

Estos mecanismos mentales tienen la principal funcion de relacionar en el momento
preciso las estructuras y transitar de una a otra estructura o revertirla si un sujeto lo considera
necesario. La importancia de estos mecanismos es fundamental, relaciona las estructuras,
proporciona las pautas para que un individuo construya su propio conocimiento. Advertimos
aqui, que cada individuo es responsable de que estos mecanismo tengan éxito o no, puesto que
una forma de describir y establecer conexiones con las estructuras depende de su conocimiento

matematico.

2.1.2 Construcciones mentales

A continuacion se describen las construcciones mentales que propone la Teoria APOE;
entendidas éstas como todas las transformaciones que realizan los individuos para resolver
determinadas tareas y que puedan adquirir significado de ellas. Las cuales pueden darse como
reconstrucciones exactas (correspondiente a la memoria y a la repeticion de métodos, algoritmos
previamente conocidos) o adaptaciones de algo previamente aprendido, esta ultima es de vital
importancia puesto que intervienen directamente con el desarrollo del conocimiento

matematico.

Accion. Segin Piaget y adoptado por la teoria APOE, un concepto es concebido
primero como una accidon, es decir, como una transformacion dirigida
externamente de un objeto, u objetos previamente concebida. Una accion es
externa en el sentido de que cada paso de la transformacion debe realizarse de
forma explicita y guiada por instrucciones externas; adicionalmente, cada paso
debe introducir al siguiente, es decir, los pasos de la accion no pueden todavia ser
imaginados y ninguno se puede saltar.(Arnon et al., 2014, p.19)

A continuacién mostramos ejemplos de esta estructura mental. Para el caso de funcioén
"una persona que requiere una expresion explicita para poder pensar en el concepto de funcion
y puede hacer poco més que sustituir la variable en la expresion y manipularlo se considera que

tiene una comprension accion de las funciones " (Dubinsky et al. 2005a, p. 338) citado en Arnon
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et al., (2014) en este caso el tener la expresion, se le considera como la sugerencia externa, es

decir, guia lo que se debe realizar (sustituir valores especificos).

En Algebra Lineal si se considera el concepto de n-tupla se puede considerar una
concepcion accion, cuando se consideré una cantidad determinada de niumeros y colocarlos con

un orden particular (Arnon et al., 2014).

Cuando las acciones se repiten y se reflexiona sobre ellas, un individuo pasa de depender
de senales externas a tener el control sobre ellas y se podria decir que se apropia de dichas
acciones y ahora puede realizarlas ya sea externamente o internamente, mas aun, puede omitir
pasos o revertirlos si lo considera necesario. La interiorizacion hace esto posible. Cuando esto
sucede se dice que un individuo tiene una concepcion proceso, al respecto de esto Arnon et al.,
(2014) mencionan que (Dubinsky et al., 2005a) hace un esfuerzo para dar la descripcion de lo

que es un proceso ¢ interpreta el caso para las funciones.

Proceso. Cuando una accion se repite y el individuo reflexiona sobre ella, puede
ser interiorizada en un proceso mental. Un proceso es una estructura mental que
lleva a cabo la misma operacion accion que se interioriza, pero totalmente en la
mente del individuo, permitiendo asi a ¢l o ella para imaginar la realizacion de la
transformacion sin tener que ejecutar cada pasé de forma explicita. Asi, por
ejemplo, una persona con una comprension de los procesos de la funciéon
construird un proceso mental para una funcion determinada y pensar en términos
de entradas, posiblemente no especificados, y las transformaciones de los insumos
para producir salidas (p.339).

La diferencia entre una concepcion accioén y un proceso radica en el siguiente sentido:
una accion se debe hacer la transformacion (ya sea fisica o mental); para un proceso se puede
llevar a cabo dicha trasformacion sin la necesidad de ir paso a paso (Arnon et al., 2014). Por

ejemplo, para el caso del Algebra Lineal:

En la construccion de una n-tupla si las acciones estan interiorizadas en un proceso, el
sujeto puede construir mentalmente una n-tupla aun cuando no se le especifique n; puede ser

capaz de construir n-tuplas, sin importar el espacio vectorial y su dimension (Arnon et al., 2014).

La siguiente estructura ocurre cuando un individuo tiene la necesidad de aplicar una
accion a un proceso, es decir, se ve en la necesidad de pensar en algo estatico y no en algo
dindmico. Esto se logra a través del mecanismo encapsulacion, al respecto del objeto Dubinsky

menciona lo siguiente:
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Objeto. Si uno se da cuenta del proceso en su totalidad, se da cuenta de que las
transformaciones pueden actuar en esa totalidad, y realmente puede construir tales
transformaciones (explicita o en la imaginacion de uno), entonces se dice que el
individuo ha encapsulado el proceso en un objeto cognitivo. Para el concepto de
funcioén, la encapsulacion permite aplicar transformaciones de funciones tales
como la formaciéon de un conjunto de funciones, definir las operaciones
aritméticas sobre dicho conjunto, dotandola de una topologia, etc.

(Dubinsky, Weller, McDonald, & Brown, 2005, p.339)

Consideremos el siguiente ejemplo tomado de Arnon et al. (2014) el cual muestra la
encapsulacion de un objeto. Si se comparan n-tuplas o se realizan operaciones binarias, seran
acciones sobre n-tuplas, dichas acciones deben de aplicarse con éxito y el proceso de formacion

de una n-tupla serd encapsulado en un objeto.

Otra estructura, es el esquema. Los expertos consideran a esta estructura como algo
dindmico y en construccion continua, la cual debe ser organizada, ejemplificando las estructuras

que un sujeto a construido a cierto concepto matematico.

Esquema. Se caracteriza por su dinamismo y su reconstruccion continua. Los
esquemas estan determinados por la actividad matematica que involucra el
individuo en situaciones matematicas especificas. La coherencia de un esquema
es determinado por la capacidad del individuo para determinar si se puede utilizar
en una situaciéon matematica particular. Una vez que el esquema se construye
como una coleccion coherente de estructuras (acciones, procesos, objetos, y otros
esquemas) y las conexiones que se establecen entre esas estructuras, que pueden
transformarse en una estructura estatica (Objeto) y / o utilizado como una
estructura dinamica que asimila otra Objetos relacionados o esquemas.

(Arnon et al., 2014, p.25)

Por ejemplo, si se considera un espacio vectorial, este puede incluir n-tuplas y matrices
como objetos, mientras que los polinomios y funciones se pueden considerar como procesos.
Estas estructuras pueden estar relacionadas puesto que comparte algunas propiedades: satisfacen
los axiomas que definen un espacio vectorial. La coherencia de dicho esquema radica en la
definicion matematica de lo que es un espacio vectorial, que el sujeto utiliza para determinar si
el esquema es aplicable a una situacion dada. La construccion de un esquema como un objeto
mental, se logra a través del mecanismo de tematizacion. Este mecanismo permite a un individuo

para aplicar transformaciones a la estructura de esquema (Arnon et al., 2014).
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En el siguiente diagrama se muestra las conexiones entre las construcciones mentales
que estan dadas por los mecanismos mentales; ademas el grafico busca ejemplificar cémo un

individuo construye estructuras matematicas (figura 2.1).

Interiorizacion

Acciones %oordinaci(pn

Proceso

Esquemas

Objetos

Encapsulacion

Figura 2.1. Construcciones y Mecanismos mentales (Adaptado de Dubinsky, 1991)

Supongamos que un individuo ante una situaciéon problema requiere encontrar una
solucion, y su pongamos que el individuo tiene conocimiento de cierto concepto que puede
utilizar para resolver el problema, lo primordial es ayudar al individuo a formar las estructuras
apropiadas (previas) que se requieren para la construccion de una estructura dicho concepto,
supongamos que el individuo ya form6 dichas estructuras: estas pueden ser tipos de concepcion

de ciertos objetos relacionados con el concepto principal para la solucion.

Por ejemplo, para el caso de Algebra Lineal si consideramos una n-tupla, si un individuo
solo se limita, a considerar n-tupla como una cadena de niumeros y los coloca de una manera
particular, o responde a sugerencias para hacerlo ya sea de manera explicita o implicita etc. Si
el individuo unicamente realiza este tipo de acciones diremos que tiene una concepcion Accion
de una n-tupla. A partir del mecanismo Interiorizacién puede transformar su concepcion accion
n-tupla en una concepcion proceso, es decir, puede ser capaz de construir mentalmente una n-
tupla sin importar el espacio vectorial y su dimension etc., pero esta vez sin recibir estimulos
externos. Notemos aqui que el diagrama especifica la posibilidad de que una concepcidn accion
al ser interiorizada genere uno o mas procesos, los cuales tienen que coordinarse para generar
un Unico proceso. Puesto que para pasar de la concepcion proceso a concepcion objeto mediante

el tipo de abstraccion reflexiva encapsulacion, solo se requiere de un Gnico proceso para que se
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encapsule. Luego si el individuo tiene la necesidad de aplicar acciones a la n-tupla, es decir,
realiza con éxito acciones sobre la n-tupla, como compara o aplicar operaciones binarias

diremos que el individuo ha encapsulado n-tupla y por tanto tiene una concepcion objeto.

Cuando un individuo muestre evidencia de un tipo de concepcion de un objeto en
particular, diremos que ha presentado una concepcion de dicha construcciéon. Hacemos
referencia a lo entendido por este marco tedrico: como la idea que tiene el estudiante a cerca de
un determinado concepto, la cual puede ser una aproximacion o no de la definicién matematica,

McDonald y colaboradores (2000) mencionan al respecto:

La distincion entre la concepcion y el concepto estd dada en que la primera es
intrapersonal (es decir, es la idea que el individuo tiene para comprender) y la
segunda es comunal (es decir, un concepto es el resultado de un acuerdo hecho
por matematicos)

(McDonald et al., 2000, p. 78)

Una vez explicando nuestros constructos tedricos, estamos en condiciones de plantear

nuestro problema y objetivo de investigacion.

2.2 Preguntay objetivo de investigacion

Consideraremos las ideas que expresa Hoffman y Kunze (1973) respecto al trabajo de
las n-tuplas y al cambio de base ordenada. Mencionan la correspondencia biunivoca entre cada

n-tupla (a,, a,,..,a,) de F" con algiin vector de V, a saber, el vector
V=a.v,+ avy, ., 0,0,

la cual estd dada por
v — (aq,ay,..,0,).

Esta correspondencia es entre el conjunto de todos los vectores de V' y el conjunto de
todos los n-tuples de F". Mas aun, mencionan las propiedades de dicha correspondencia y se

plantean una interesante cuestion.

Esta correspondencia tiene la propiedad de que el correspondiente de (a + ) es
la suma en F™ de los correspondientes de a y B, y el correspondiente de (ca) es
el producto en F" del escalar ¢ y el correspondiente de a.

(Por qué no se elige simplemente se elige una base ordena de V' y se expresa todo
V por su correspondiente n-tupla de coordenadas, ya que asi se tiene la
conveniencia de operar solo con n-tuplas?
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Esto iria contra nuestro propdsito por dos razones. Primera, como la definicion
axiomatica de espacios vectoriales indica, se trata de aprender a razonar con
espacios vectoriales como sistemas algebraicos abstractos.
Segunda, incluso en aquellos casos en que se usan las coordenadas, los resultados
mas importantes se obtienen de la capacidad que se tenga de cambiar sistemas de
coordenadas, es decir, de cambiar la base ordenada.

(Hoffman y Kunze, 1973, p.51)

En este sentido creemos importante hacer el estudio referente al objeto que describe
como cambiar las coordenadas de un vector respecto a una base a otra. Asi pues, planteada la
problematica en general referente al estudio del Algebra Lineal en particular al tema cambio de
base y considerando las ideas anteriores de Hoffman y Kunze. Creemos pertinente hacer un
estudio referente al objeto matematico llamado Matriz de cambio de base el cual muestra la
relacion entre el mismo “animal” (usando la expresion de Hillel), y la relacion que existe entre

el mismo objeto y dos representaciones de el en un mismo espacio vectorial de dimension finita.

Por los antecedentes, se observa que existen dificultades en los procesos de aprendizaje
del Algebra Lineal en general, y en particular por la investigacion de Hillel (2000) partimos del

supuesto que existen dificultades para el aprendizaje del tema de cambios de base.

Por tanto en esta investigacion buscamos dar respuesta a la siguiente pregunta:

(Qué construcciones y mecanismos mentales estdn asociados al concepto matriz de
cambio de base en estudiantes de nivel superior?

Para dar respuesta a esta pregunta a lo largo de la investigacion trataremos de responder
preguntas especificas:
e Qué construcciones y mecanismos mentales hipotéticamente estan
asociados con la construccion del concepto matriz cambio de base?
e /Como se puede caracterizar el paso de una construccion a otra?

e ;Cuales son las principales dificultades que obstaculizan el aprendizaje de
este concepto y cudles son las posibles causas de estas?

Como una primera fase en nuestro afan de proponer un modelo cognitivo del objeto
matematico de interés, nos hemos planteado hacer una investigaciéon de corte cognitivo
basandonos en la Teoria APOE. Para disefiar una descomposicion genética del concepto matriz
cambio de base y con esta herramienta proponer sugerencias didacticas que ayude a estudiantes

universitarios a superar las dificultades asociadas a la construccion de este objeto matematico.
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2.2.1 Objetivo de la investigacion

Una vez determinado nuestro problema de investigacion, nos hemos propuesto un
objetivo general y objetivos particulares a lo largo de la presente investigacion. Los cuales se

enuncian a continuacion.

2.2.2 Objetivo general

Identificar y analizar las construcciones mentales que construyen los estudiantes y los
mecanismos cognitivos asociados al construir el concepto matriz cambio de base, mediante la

construccion de una descomposicion genética de dicho concepto.

Para ello utilizaremos parte del ciclo de investigacion que propone la teoria APOE, a

partir del desarrollo de los siguientes objetivos especificos:

e Diseflar una descomposicion genética preliminar del concepto matriz
cambio de base.

e Identificar y analizar las construcciones y mecanismos mentales que
construyen los estudiantes de nivel superior para lograr la matriz cambio de
base como un objeto cognitivo.

e Identificar las relaciones que establecen los estudiantes entre los conceptos
del algebra lineal y dicho concepto.

e Proponer una descomposicion genética validada como el resultado del
analisis empirico.

e Reconocer las dificultades de los estudiantes referentes a dicho concepto.

e Dar algunas sugerencias didacticas relacionadas con el aprendizaje del
concepto matriz cambio de base.
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3 DISENO METODOLOGICO DE INVESTIGACION

El presente trabajo tiene por objetivo principal determinar las construcciones y
mecanismos mentales de tal manera que podamos describir un modelo cognitivo viable para la
construccion del objeto matematico matriz de cambio de base. La teoria APOE en su paradigma
de investigacion propone el desarrollo de tres componentes: un analisis tedrico inicial, disefio e
implementacion de instrumentos y andlisis y verificacion de los datos (figura 3.1). En este
capitulo presentamos el disefio metodologico que hemos considerado para el desarrollo de la
investigacion, tomando la primera y tercera componente del ciclo de APOE (figura 3.2). Dado
que el objetivo principal, es construir una descomposicion genética de una matriz de cambio de
base, la interaccion mutua entre dichas componentes puede detallar el analisis tedrico inicial.

Ya que el trabajo de los estudiantes permite robustecerla y validarla.

3.1 Lainvestigacion desde una perspectiva de la teoria APOE

Un proyecto de investigacion y/o plan de estudios basado en la teoria APOE involucra
tres componentes: analisis tedrico, disefio e implementacion de ensefianza, y recoleccion y
analisis de datos (Arnon et al., 2014) la imagen siguiente muestra como se relacionan estas

componentes.

Analisis tedrico

Diseflo e implementacion de instrucciones

Recopilacion y analisis de datos

Figura 3.1. Ciclo de investigacion (adaptado de Asiala et al., 1996, p. 5)

Con este panorama tedrico tomaremos las descripciones generales mostradas en Arnon
y colaboradores, para explicar cada componente del ciclo. Una investigacion se inicia con un

analisis teodrico del concepto a estudiar, esto da lugar a una descomposicion genética preliminar
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Jpero qué es una descomposicion genética? Los expertos en teoria APOE la consideran de la

siguiente manera:

Una descomposicion genética es un modelo hipotético que describe las estructuras
y mecanismos mentales que un estudiante podria necesitar construir con el fin de
aprender un concepto matematico especifico

(Arnon et al., 2014, p.27)

Dicho modelo cognitivo en una investigacion basada en teoria APOE comienza como
una hipotesis, la cual se sustenta en las experiencia del investigador respecto al aprendizaje y la

ensefianza de un concepto, lo anteriormente publicado sobre el concepto y su desarrollo a través
de la historia (Arnon et al., 2014).

Este elemento primordial de la teoria APOE ademas de describir estructuras y
mecanismos mentales, también podria incluir una descripcion de las estructuras antecedentes
que necesita un individuo a ver construido previamente (Arnon et al., 2014). Dicho modelo
cognitivo, también podria dar explicacion de la epistemologia y la cognicion de un concepto

matematico.

Asimismo, por medio de la descripcion de las construcciones mentales, permite
modelar la epistemologia y la cognicion del concepto matematico estudiado.
(Roa-Fuentes & Oktag, 2010)

Cabe aclarar que una descomposicion genética no manifiesta lo que sucede en la mente
de una persona, ya que esto puede ser imposible de conocer; predecir si una persona aplicara
una estructura dada cuando se le solicite; y mucho menos ofrece un anélisis exclusivo de como

se aprenden los conceptos en matematicas (Arnon et al., 2014).

Con esto la teoria APOE reconoce la posibilidad de que se pueda transitar de una a
estructura a otra de diferentes maneras, es decir, que un estudiante siga diferentes escenarios de
aprendizaje o diferentes trayectorias de pasar de una accion a un proceso y de un nuevo proceso
a un objeto, o del objeto al proceso (Arnon et al., 2014). En este sentido se pone de manifiesto

que la descomposicion genética no es Unica.

Asi pues, como se habia mencionado anteriormente una investigacion sobre la base de
la teoria APOE se inicia con una andlisis del concepto a estudiar, esto arroja una descomposicion
genética preliminar en el sentido que aun no se prueba experimentalmente, es decir, es una

hipotesis. Ahora, dicho analisis impulsa a la segunda componente del ciclo de investigacion, el
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disefio y aplicacion de ensefianza el cual a través de distintas actividades promuevan las

construcciones mentales requeridas por el analisis.

El analisis tedrico impulsa el disefio y la aplicacion de ensefianza a través de
actividades destinadas a fomentar las construcciones mentales requeridas por el
analisis. Actividades y ejercicios disefiados para ayudar a los estudiantes a
construir acciones, interiorizar a acciones en procesos, coordinar dos o mas
procesos para generar nuevos procesos y encapsular a los procesos en objetos
(Arnon et al., 2014, p.94).

Al respecto de esta segunda componente, la implementacion se lleva a cabo normalmente
usando el Ciclo de Ensenanza ACE, en donde basicamente consiste en instrucciones las cuales
deben apoyar las construcciones mentales propuestas en la descomposicion genética preliminar.
En esta investigacion no desarrollaremos la segunda componente, sugerimos al lector interesado
consultar (Arnon et al., 2014), para profundizar sobre el ciclo de ensefianza que propone la teoria
APOE.

Por otro lado la tercera componente del paradigma de investigacion que propone la teoria
APOE la recopilacion y analisis de los datos, es una componente muy importante puesto que sin
evidencia empirica, una descomposicion genética sigue siendo una mera hipotesis (Arnon et al.,
2014). El proposito del andlisis de los datos es responder dos cuestiones segin los expertos de
la teoria:

o ,Los estudiantes hacen las construcciones mentales requeridas por el analisis
tedrico?
e /Qué tan bien los estudiantes aprenden el concepto matematico de que se trata?

Los expertos mencionan que hay diferentes formas que se utilizan para investigar estas
dos preguntas. Esto depende del objetivo del estudio en particular, éstos pueden ser
cuestionarios por escrito, entrevistas semi-estructuradas (audio y/o grabaciones) etc., el analisis
se triangula a través de la investigacion colaborativa (Arnon et al., 2014), es decir, que los

investigadores comparan sus analisis hasta llegar a una aceptacion de sus interpretaciones.

Dentro de los instrumentos para recolectar datos las entrevistas en este marco teorico
son consideradas como el medio mas importante, con el objetivo de que las entrevistas
determinen si los estudiantes han hecho las construcciones mentales que se propusieron en la
descomposicion genética utilizada en el estudio. Para la seleccion de los participantes esto se
puede hacer sobre la base de sus respuestas a un escrito cuestionario o una prueba previamente

administrada (Arnon et al., 2014).

30



Disefio metodolégico de la investigacion

Por lo regular las entrevistas son semi-estructuradas en donde el entrevistador sigue un
esquema preparado de pregunta. En funcidon de la respuesta del estudiante, el entrevistador
puede hacer preguntas de acompafiamiento asi como hacer aclaraciones o explorar el
pensamiento del estudiante mas profundamente (Arnon et al., 2014) . Es decir, dichas entrevistas
dentro del marco de la teoria APOE no s6lo sirven como instrumentos de recoleccion de datos.
También sirven como un medio de reflexion en la cual se puede tener aprendizaje por parte del

entrevistado, a partir de las preguntas orientadas.

Como resultado de la aplicacion de este ciclo de investigacion determinaremos una
descomposicidon genética refinada, para esta etapa de investigacion que sin duda ain podré ser

mejorada mediante la repeticion de este ciclo.

Por otro lado, existen diferentes tipos de investigacion basados en teoria APOE: estudios
comparativos, estudios no comparativos, estudios de nivel de desarrollo cognitivo (Arnon et al.,
2014), en nuestro caso nos interesa hacer un estudio del desarrollo cognitivo de un grupo de
estudiantes universitarios que han llevado cursos de Algebra Lineal. Esto nos permitira describir
un modelo cognitivo sobre como un individuo puede construir en particular el concepto de

matriz de cambio de base.

Asi pues, en nuestro afan de describir las estructuras y mecanismos mentales que
conformard dicha descomposicion genética, comenzamos con el desarrollo de la primera
componente, con un andlisis de los conceptos en torno a la matriz de cambio de base, los cuales
posteriormente fueron precisados dentro de la teoria para formar un conjunto de requisitos
previos. Estos conceptos fueron limitados, formando asi un conjunto minimo de conceptos los
cuales creemos necesarios para la construccion de la matriz de cambio de base. Es posible
considerar mas conceptos ligados al concepto de interés, pero necesariamente deben de

permanecer el concepto de base ordenada y de coordenadas de un vector.

Analisis tedrico

Diseflo e implementacion de instrucciones

Recopilacion y analisis de datos

Figura 3.2. Ciclo de investigacion (adaptado de Asiala et al. 1996, p. 5).
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Para cumplir con el objetivo general de la investigacion nos hemos propuestos los
objetivos particulares mencionados en el capitulo 2, los cuales iremos desarrollando a medida

que se avance en la investigacion.

3.2 Analisis teorico de la matriz de cambio de base

Para disefiar la descomposicion genética inicial tomamos como referencia nuestra
experiencia personal, asi como un revision de libros de algebra lineal que son usados por
maestros que han impartido una o varias veces el curso, entre ellos: Algebra lineal (Grossman,
2008), Introduccion al dlgebra lineal (Anton, 1980), Algebra lineal (Hoffman y Kunze, 1973),
Fundamentos de dlgebra lineal y aplicaciones (Florey, 1980), Algebra lineal: Una introduccion
moderna (Poole, 2011). En estos libros analizamos como se presenta el concepto de matriz

cambio de base asi como sus propiedades fundamentales.

Sobre este concepto es posible encontrar diferentes definiciones en los libros de texto.
En algunos recibe el nombre de “Matriz de transicion” o “Matriz de cambio de base” se presenta
después de la definicion del concepto de base ordenada; a continuacion aparecen algunas de las
definiciones que hemos tenido en cuenta para la construccion de nuestra descomposicion
genética.

Definicién. La Matriz A de n x n cuyas columnas estan das por (8) se llama matriz de
transicion de la base B, a la base B,. Esto es,

A1 0 Qi
A =( : : > 9)
An1 = Qnn

(u1)32 (un)B2

Nota: Si se cambia el orden en el que se escriben los vectores de la base, entonces también
debe cambiarse el orden de las columnas en la matriz de transicion.

(Grossman, 2008, p. 369)

Es de resaltar que el autor en esta definicion advierte con una nota la consecuencia de

alterar el orden en la base de salida y el efecto que causa.

Definicion. Si B = {uy,uy, -, u,} y B' = {u}, u,, -+, u;,} son bases de un espacio vectorial V,
entonces la matriz de transicion de B a B’ es la matrizde n x n

a1 Q12 0 Qqn

a a - a
p= ?1 ?2 . ?n

An1 Qnz  * Qpp
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aqq aqy Ain
azq Az az

donde = [ul]B" = [uZ]B’, ey n = [un]Bl
an1 an2 Qnn

(Anton, 1980, p.237)

Definicion. Sean B = {uq, u,,...,u, }y C = {v4, vy, ..., vy} bases para un espacio vectorial V.
La matriz de n x n cuyas columnas son los vectores coordenados [u]¢,. .., [Un]c de los vectores
en B con respecto a C se denota P-_g y se llama matriz de cambio de base B a C. Esto es,

Pecp = [[uilc [uzlc - [unlcl

(Poole, 2011, p.483)

Para expresar esta idea de otra manera, los autores consideraran la transicion como el
paso de una base “antigua” a una base “nueva”; entonces, la columna j-ésima de la matriz de
transicion es la matriz de coordenadas del vector j-ésimo de la base anterior con respecto a la
nueva base. Estas definiciones y otras hacen notar implicitamente que existe un orden en las
bases pero es de mayor riqueza para el estudiante hacer explicita esta observacion, mas aun se

debe explicar previamente el concepto de base ordenada.

Para efectos de esta investigacion entenderemos por matriz de cambio de base en el

sentido Poole (2011) y consideraremos el siguiente teorema en el cual describe sus propiedades.

Teorema. Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre el cuerpo F, y sean f y B’ bases
ordenadas de V. Entonces Existe una tinica matriz n x n, necesariamente invertible, con
elementos de F, de modo que

[alg = Plalp
[alg = P [alg
Para todo vector a de V. Las columnas de P estan dadas por
P=lol, j=t-n
(Hoffman & Kunze, 1973, p. 52)

Ahora bien, para tener una primera aproximacion sobre un posible modelo cognitivo que
dé lugar a las estructuras por construir, empezamos nuestro analisis tedrico con base en nuestra
experiencia y consulta de libros de texto de Algebra Lineal. Con esto decidimos dos conceptos
primordiales que debe tener un estudiante para abordar la construccion de las estructuras
asociadas a la matriz de cambio de base estos son: base ordenada y coordenadas de un vector.

A continuacion aparecen las definiciones de las que partiremos para describir las estructuras.
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Definicion. Si V es un espacio vectorial de dimension finita, una base ordenada de V es una
sucesion finita de vectores linealmente independiente y que genera a V.

(Hoffman & Kunze, 1973, p. 50)

Notemos que la diferencia entre base y base ordenada es simplemente el orden que se
establece en la base, este orden ayuda a establecer la i-esima coordenada del vector de
coordenadas. Esto toma sentido al considerar bases de un espacio vectorial distintas de la
canonica, las cuales se podria decir que no tiene un orden natural. Si se considera B una base
arbitraria del espacio vectorial V de dimension n no necesariamente con un orden natural de los
vectores de B, por tanto, sera necesario imponer algiin orden a estos vectores con el fin que se
pueda definir la i-esima coordenada del vector v respecto a la base B. Asi que las coordenadas
se definen respecto a una sucesion de vectores y no de un conjunto de vectores (Hoffman y
Kunze, 1973). Basicamente el orden en la base sirve para establecer qué lugar va ocupar la i-

esima coordenada en un vector de coordenadas.

Anteriormente mencionabamos lo expuesto por Hillel (2000) y los dispositivos de
notacion respecto las componentes y las coordenadas. Nosotros consideraremos la siguiente idea

ante esta cuestion.

A menudo, serd de mayor conveniencia usar la matriz de las coordenadas de a respecto a la base
ordena f3:
X1
X=|:
X2

En vez del n-tupla (xy, ..., x,) de coordenadas. Para indicar la dependencia de esta matriz de
coordenadas respecto a la base se usara el simbolo

[a]ﬁ-

Para la matriz de coordenadas del vector a respecto a la base ordenada 5. Esta notacidon sera
particularmente 1til cuando procedamos ahora a describir qué sucede a las coordenadas de un
vector a cuando se cambia de una base ordenada a otra.

(Hoffman & Kunze, 1973, p.51)

Dentro de una descomposicion genética es fundamental determinar las estructuras
previas que un individuo debe tener para dar lugar a la construccion de un nuevo concepto y/o
nocioén matemadtica. Como elementos previos dentro de este analisis tedrico consideramos que
un individuo debe tener una concepcion Objeto del vector de coordenadas de un vector respecto

a una base ordenada y una concepcion Proceso del concepto de base ordenada.
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A continuacidon haremos un andlisis de la relacion entre las estructuras que anteceden a
la matriz de cambio de base y describiremos lo que se entendera por concepcion Objeto del

vector de coordenadas 'y concepcion Proceso del concepto de base ordenada.

La relacion entre estas estructuras previas esta determinada por el concepto de
combinacion lineal, es decir, dado V un espacio vectorial de dimension finita n definido sobre
un campo K, v € V' y B = {vy, v, ..., Uy} una base de V; es posible notar que dicha base tiene
n elementos, de esta manera podriamos arreglar esta base en n! formas tales que sus elementos
estén en distinto orden, pero esto implica que dado cualquier v € V existen a4, a,, as, ..., a,
escalares en el campo K tales que v es combinacion lineal de los elementos de la base, asi

tendriamos n! formas de arreglar los escalares en la combinacion lineal:

V= azvz+av; + -+ ayv,

V=AUt AQply + -+ aq1 n! Formas de arreglar
los escalares en la
combinacion lineal.

V= Qa4+ a0y + -+ apvy.

Lo anterior no es mas que escribir el vector con los mismos escalares y vectores de la
base pero considerando diferente orden que se le puede dar a la base. Resulta necesario
establecer un orden entre los elementos de la base B, en donde sélo utilicemos una de las n!
formas de arreglar los escalares al escribir el vector v dado en V. Los coeficientes de dicha
combinacion lineal son las componentes del vector que llamamos matriz de coordenadas de v

respecto a la base ordenada dada, la figura 3.3, muestra la relacion descrita anteriormente.
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a
C e K

Existen escalares a4, as,, ...,a, €K

AUz + AUy + -+ An Uy

s, vo, v} o Vs v o b v, v, v} V= auuy + ayv, + o+ ayvy,

V= a,U, + a0, + -+ a,v,

El vector v escrito como combinacion
lineal de los elementos de B, n! formas de
arreglar los escalares en la misma
combinacion lineal.

Se establece un Orden en el conjunto B El vector v escrito como

combinacion lineal de los elementos
de la base ordenada B.

V= aqv +ayvy + o+ a, vy

Base ordenada

B ={v,vs, .., v}

A

A

a;
[v]ls = Iazl
4 e

Las coordenadas del vector v
respecto a la base ordenada B.

A

Figura 3.3. Relacion entre los conceptos previos a través del concepto de combinacion lineal
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En la figura 3.3 mostramos como relacionamos el proceso de base ordenada, en donde
ella es entendida como una sucesion de vectores linealmente independiente que genera al
espacio vectorial, y el objeto vector de coordenadas. A continuacion definimos con mayor

detalle estas estructuras, para ello consideramos una concepcion proceso del concepto de base.

A partir de la reflexion sobre estas acciones, el sujeto es capaz de interiorizarlas
en un proceso que le permite establecer si un vector dado o un conjunto de
vectores pertenecientes a un espacio vectorial pueden o no ser escritos como
combinaciones lineales de los vectores del conjunto original.

(Ku, 2007, p.29)

Considerando lo anterior y nuestra definicion de base ordenada, definiremos lo siguiente:

Concepcion proceso de base ordenada. Esta caracterizada porque el estudiante puede
reflexionar sobre el orden de la base B, decidir cudl sera dicho orden y establecer si el vector
dado v, o cualquier conjunto de vectores del espacio vectorial puede escribirse como una

combinacion lineal de los elementos de B.

Por otro lado, si se tiene un espacio vectorial V de dimension finita n sobre el campo K,
y sea v € V. Si el individuo logra ver al vector v como el vector de coordenadas como un
elemento del espacio K™; esto es cuando puede establecer un orden tnico entre los elementos
de la base y escribir el vector v como una combinacion Unica de los vectores v4, v, ..., U, €sto
es v= aqv; +a,v, + -+ a,v,, el individuo deja de pensar en los coeficientes como las
coordenadas del vector y lo ve como un elemento de K™. Resaltemos que el individuo logra ver

el vector como un nuevo vector del espacio K™ sobre el cual puede aplicar nuevas operaciones.

Concepcion Objeto de las coordenadas de un vector. Si el individuo logra ver al vector
v €V como un vector del espacio K™ sobre el cual puede aplicar acciones especificas

(operaciones binarias), diremos que tiene una concepcion estatica (figura 3.4).
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a
V= aiV + avy + o+ ayvy, [v]s =

Qn
|
e
[ J

K™
V= auuy+av; + o+ anuy,
174 vE K"
n-tupla
i B - P

V= azvz+a,v; + -+ a,v,

Figura 3.4. Coordenadas de un vector visto desde una concepcion objeto.

Con las estructuras descritas y las relaciones establecidas entre ellas damos lugar a la
construccion del concepto matriz de cambio de base. A continuacion describimos
especificamente las estructuras que asociamos a la construccion de dicho concepto y como cada

una puede lograrse por parte de un individuo a través del desarrollo de mecanismos mentales.

3.2.1 Descomposicion genética hipotética del concepto matriz de cambio de base

Accion: esta concepcion estd caracterizada por el conjunto de transformaciones que un
individuo realiza de manera externa para calcular la matriz cambio de base; esto es, dadas dos
bases ordenadas B y B, del espacio vectorial R", ¢l podra calcular la matriz cambio de base de
B a B; o de B; a B mediante las acciones especificas que logre establecer para construir cada
columna de la matriz buscada. Esta estructura, Accidn, esta directamente asociada con la
concepcion proceso del concepto de base ordenada. Para explorar un poco mas este aspecto,

analizamos la siguiente situacion.

Problema A. Sea V = R? el espacio vectorial definido sobre el campo R y sean:

b= (). () 5 = (). G} B = (2). ). s ot 82

1) Encuentre la matriz P, _p,

i) Encuentre la matriz Pg,_p,

iii) Encuentre la matriz Pg,_p,

iv) (La base B; es igual a la base B;? Justifica tu respuesta.

V) (Lamatriz Pg _p, es igual a la matriz Pg,_p,? Justifica tu respuesta.
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En este problema se dan tres bases ordenadas By, B, y B; de R? dos de ellas B;, B tienen
los mismos vectores en un orden diferente, esta consideracion es planteada a proposito dentro
de nuestro andlisis, para verificar si el estudiante tiene las concepciones previas relacionadas
con el concepto de base ordenada para iniciar su construccion de la matriz de cambio de base.
Creemos que esta concepcion es fundamental para la construccion de dicha matriz, puesto que
establece el orden de las columnas de ella y ademas el orden de las coordenadas de un vector.
La omision de dicho orden puede generar dificultades en los estudiantes, los cuales al tener una
concepcidn accion solo se limitaran a calcular dicha matriz como se pide en los incisos i), ii) y
iii); de tal manera que al llegar al punto iv) se limitaran a responder con un si o un no, sin
reflexionar previamente sobre el orden de los elementos de las bases dadas, es decir aceptaran
que las bases son distintas sin reflexionar sobre lo que implica sobre la matriz de cambio de

base.

Para el inciso v) un estudiante con una concepcion accion sélo concluira que las matrices
son distintas sin importarle que ellas fueron construidas con los mismos elementos de dos bases

en donde sus vectores estan en otro orden.

Proceso: diremos que el individuo ha logrado interiorizar las Acciones descritas en un
Proceso, cuando pueda reflexionar sobre la matriz de cambio de base, sin realizar calculos
especificos para encontrarla. La interiorizacion de las acciones debe permitir que el individuo
logre realizar transformaciones mentales que lo lleven a pensar en caracteristicas de la matriz
cambio de base relacionadas con las bases definidas. Esta concepcion incluye el trabajo sobre
cualquier espacio vectorial V' de dimension finita. Como puede verse en la estructura anterior,
s6lo consideramos el espacio vectorial R™, dado que las acciones especificas las asociamos con
dicho espacio. La complejidad de la construccién del Proceso estard dada entonces, al
determinar la matriz de cambio de base con vectores de otros espacios vectoriales de dimension
finita. Para ver esto consideremos el siguiente ejemplo:

Problema B. Sean A = {ay,a,, az} y B = {by, b,, b3} bases ordenadas para un
espacio vectorial V, suponga que a; = 4b; — b,, a, = —b; + b, + byy az; =
b, — 2bs.

a) Encuentre la matriz de cambio de base de A a B.

b) Encuentre [x]g para x = 3a; + 4a, + a;.
(Lay, 2005, p. 270)

Para el inciso a) se tienen las bases A y B, los vectores que las conforman no estan dados

de manera especifica sino como vectores genéricos o generales de un espacio vectorial V. Para
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la solucion del problema, mas alla de empezar el célculo y la bisqueda de dicha matriz, se
requiere reflexionar sobre los elementos que la conforman, de esta manera podemos concebir
que el estudiante estd reflexionando sobre las acciones que puede realizar de manera mental

para resolver el problema.

Para resolver el inciso b) el estudiante antes de intentar resolver el problema debe
reconocer la relacion que existe entre las coordenadas de cualquier vector escrito en dos bases
cualesquiera; por ejemplo, [x]g, [x]4 esta relacion es precisamente la que otorga la matriz
cambio de base que indica como pasar de unas coordenadas a otras. Notemos que para ambos
incisos la resolucion del problema se sustenta mas en las propiedades de la matriz cambio de
base, que en la forma de calcularla. Asi en general la concepcion proceso se caracteriza por la
capacidad del individuo para ver la matriz cambio de base, como una matriz formada por los
vectores coordenadas de una base en términos de la otra; con esta estructura se da paso a la

encapsulacion.

Objeto: el proceso de matriz cambio de base se encapsula en un objeto, cuando el
individuo considera la matriz cambio de base como un elemento del conjunto de matrices n X n
invertibles, donde n depende de la dimension del espacio vectorial. Esto se da cuando el
individuo debe enfrentar situaciones en donde necesite aplicar acciones sobre este nuevo objeto,
por ejemplo, al determinar la matriz inversa. Consideremos el siguiente problema:

Problema C. Sea B, = {py, p1, p»} una base ordenada de R,[x] formada por los

polinomios:
Po(x) =1,p,(x) =1+ xyp, = (1 +x)? y sea la matriz:

1 -1 0
P= (0 2 2 )
1 0 -1

Determine los vectores de la base ordenada B, = {qq, 1,9}, tal que P sea la
matriz cambio de base de B; a B,.

En este problema se tienen como datos preliminares, la matriz cambio de base de B; a
B, y los vectores de B;. El problema radica en encontrar una base de tal manera que la matriz
dada represente el cambio de base indicado. En este caso saber que las columnas de la matriz
son las coordenadas de los elementos de la primera base en términos B,, no es de mucha ayuda
para el estudiante; asi que tendrd que ver dicha matriz como un todo. Esto es determinar la
matriz cambio de base de B, a B; como la matriz P~1. Esta es una transformacion especifica en

donde el estudiante puede empezar a dar muestras de haber encapsulado el Proceso en un Objeto.
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Ademas para finalizar el problema el estudiante debera utilizar la matriz P~! para deducir

quiénes son los vectores de B, .

De tal manera que la construccion del Objeto matriz cambio de base, estara condicionado
por la experiencia del individuo con situaciones que requieran la aplicacion de nuevas
transformaciones en donde la matriz se conciba como una “cosa estatica” un tinico objeto y no

en términos de sus columnas; condicionadas por los vectores de cada base.

Esquema: Bajo esta concepcion creemos que el individuo podra asociar la matriz cambio
de base con la representacion matricial de una transformacion lineal, esto mediante su reflexion,
es decir, considera a la matriz de cambio de base como un caso particular de la matriz asociada
a una transformacion lineal, el individuo debe tener claro que dada una trasformacion lineal
T:V — W definida entre espacios vectoriales de dimension finita (no necesariamente de la
misma dimension), y sean las bases ordenadas B; = {v,vy, -, v} de V v By, = {uq, uy,

“+, Uy} de W, entonces la matriz asociada de mxn a la transformacion lineal es: M =

([T(vl)]Bz [T(v)ls, - [T(Un)]32)~

Dicha reflexion podria describirse de la siguiente manera: Una concepcion Proceso de
matriz cambio de base, le permite al individuo establecer las propiedades y darse cuenta que
dicha matriz esta definida en un mismo espacio vectorial. Por lo que veria a la transformacion
lineal como un operador lineal. Ahora relacionando ese operador con I:V — V, es decir, la
transformacion identidad en el mismo espacio esto es [ (v) = v, para todo v € V. Por lo que la

Matriz asociada al operador lineal seria:
M=([Tw)ls, [T@)ls, - [TWls,)
= (IwDls, [®@Dls, - [I(W)ls,)
= ([vils, [v2ls, - [Vnls,)
= Mg, _.p,-

Un individuo con una concepcion Objeto de la matriz de cambio de base puede tener

claro que ésta es una matriz de cambio de base; una matriz n x n.

Es decir, la construccion del esquema podria iniciarse con esta forma de razonar y de
caracterizar a la matriz de cambio de base. En esta estructura debe ser claro que depende del

individuo y en el nivel del esquema que se encuentre para usar todos los resultados de la matriz

41



Disefio metodolégico de la investigacion

asociada a una transformacion lineal con la Matriz de cambio de base, puesto como se mostrd
anteriormente dicha matriz es un caso particular de la matriz asociada a una transformacion

lineal.

La coherencia de este esquema va estar determinado por la variedad de resultados que
cumple la matriz de cambio de base, visto como un caso particular de la matriz asociada a una
transformacion lineal. Asi mismo como las propiedades que se relacionan con otros conceptos

en el Algebra Lineal.

Por ejemplo, un problema que nos ayudaria a describir el esquema de la matriz de cambio

de base, podria ser el siguiente:
Problema D. Sea V = R? el espacio vectorial definido sobre el cuerpo R y sean:

B, = {(1) , (i)}, B; = {((1)) , ((1))}, bases ordenadas de R? ysea T un operador lineal sobre

R? definido por T'(x4, x,) = (x;,0) la matriz asociada T en la base candnica Bj es:

1 0
Ms, = (y o)
a) Encuentre la matriz [T]pg, .

b) Utilice la matriz de cambio de base Pg,_p, (encontrada en Problema 1

inciso iii) para calcular [T]g,.

En este problema notemos que en las dos formas de calcular la matriz asociada a la
transformacion lineal se llega al mismo resultado, la diferencia es que en el segundo inciso se
pide al estudiante usar una forma mas sofisticada, por asi decirlo, en la cual tiene que relacionar
la matriz asociada a un operador lineal con la matriz de cambio de base. Con este problema mas
alla determinar si logran o no resolver el problema, lo que buscamos es encontrar evidencia de
la estructura esquema del concepto de estudio. Recordemos que en nuestra descomposicion
genética hipotética mencionamos que el nivel de esquema dependera de la experiencia de cada
uno de los individuos al relacionar la matriz cambio de base como un caso particular de la matriz

asociada a una transformacion lineal entre espacios vectoriales de dimension finita.
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3.3 Tercera componente del ciclo de investigacion de la teoria APOE

Para la tercera componente, realizamos una prueba diagnostico con base en el analisis
teorico® que tuvo por objetivos: 1) analizar y verificar el tipo de estructuras previas que un
individuo debe tener para abordar la construccion del concepto matriz de cambio de base; 2)
identificar algunas dificultades asociadas a la comprension de la matriz de cambio de base; 3)
Seleccionar a los individuos que muestren evidencia de algun tipo de concepcion del concepto

de interés.

La entrevista consta de problemas que fueron precisados con sustento en el analisis
tedrico, tiene por objetivo refinar la descomposicion genética hipotética. Para lograrlo se
identificaron los tipos de concepcion y mecanismos mentales respecto a la matriz de cambio de

base.
3.3.1 Diagnéstico: Diseiio

Con base en el andlisis tedrico disefiamos un diagnostico, los objetivos principales del
disefio y la aplicacion de una prueba diagnostico en nuestra investigacion son: en primer lugar
determinar con detalle el tipo de estructuras previas que un individuo debe tener para abordar la
construccion del concepto matriz cambio de base; y en segundo lugar, identificar dentro de la
poblacion de estudio aquellos individuos que nos pueden dar mas informacion acerca de sus
estructuras asociadas con dicho concepto en el momento de la entrevista. Aunque los estudiantes
logren resolver cierto tipo de situaciones en la prueba diagndstico no necesariamente han

logrado una estructura y esto se puede llegar a presentarse durante la entrevista.

Por consiguiente, buscamos con la entrevista robustecer nuestra descomposicion
genética hipotética mediante los datos obtenidos de los estudiantes de tal manera que ésta resulte

lo mas proximo a una construccion satisfactoria del concepto de estudio apegado a la realidad.

Con base en todos los elementos de la componente del andlisis tedrico que
materializamos en la descomposicion genética hipotética planteada en el capitulo anterior

proponemos problemas o adaptaciones de problemas que aparecen en algunos libros, los cuales

3 Bl andlisis tedrico, consider6 todas las estructuras hipotéticas: accidn, proceso, objeto 'y esquema del concepto
matriz de cambio de base.
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son utilizados en cursos regulares de Algebra Lineal. Como se verd en el andlisis que
presentamos a continuacion, los problemas de este instrumento los planteamos sélo

considerando el caso para los espacios vectoriales R? y R3.

3.3.2 Aplicacion del diagnéstico

En esta investigacion se desarrolld en la Escuela de Matematicas de la Universidad
Industrial de Santander UIS (Colombia). La prueba diagnostica fue desarrollada por un total de
28 estudiantes que cursan el programa de Matemadticas o de Licenciatura en Matematicas.
Dichos estudiantes habian llevado por lo menos un curso de Algebra Lineal. Durante un tiempo
aproximado de 120 minutos, los estudiantes respondieron de manera escrita e individual la

prueba (figura 3.5).

Algebra Lineal: Diagnostico del concepto Matriz
de Cambio de Base

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE

GUERRERO SANTANDER
Unidad Académica de Matematicas Escuela de Matematicas
I

Nombre:

Carrera que cursa:
1. Seaf = {v;,v,,v3} una base ordenada de R® formada por los vectores:

vl = (1! 01 _1)9 UZ = (1! 1: 1)1 U3 = (11 0) 0)
(1) (Cuales son las coordenadas del vector (5,-5,1) en términos de la base ordenada ?
(i1) (Cuales son las coordenadas del vector (a, b, ¢) en términos de la base ordenada ?
2. Sean las bases ordenadas § = {vy,v,} y B’ = {e;, e,} del espacio R?, formadas por los vectores:
Uy = (1'2)9 v = (211) yeée = (110)’ € = (0,1)

1) Encuentre la matriz de cambio de base de § a 8'.
(i1) Encuentre la matriz de cambio de base de B’ a .

2 2 1
3. Dada la matriz de cambio de base M Blop = (1 -1 2> donde las bases ordenadas estan definidas
1 1 1
como:
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B =1{(2,0,1), (1,2,0),(1,1,1)}

B =1{(6,3,3),(4,—-1,3),(5,5,2)}

4 1 4
Y sea el vector [—9] = [ 2 |. Calcule el vector [—9] .
5 ﬁ’ -2 5 B
1 2 -1 -2 -8 -7
4. Sea la matriz P = (—3 -5 0 ) y, sean los vectores v; = ( 2 ), v, = ( 5 ) y V3 = ( 2
4 6 1 3 2 6

vectores de una base ordenada 8 = {v;, vy, v3}.
a) Encuentre una base B’ = {u, u,, u3} para R3 tal que Ppgr_p sea la matriz de cambio dd
base de B’ = {uy, uy, uz} a f = {vy, v, v3}.
5. (Qué entiendes por Matriz de cambio de base?

Figura 3.5. Prueba diagnéstico del concepto matriz de cambio de base.

3.3.3 Objetivo del diseiio del diagnéstico y su analisis a priori

A continuacion mostramos el andlisis a priori del diagndstico, en dicho andlisis se
propone la o las soluciones esperadas; éstas obedecen a alglin tipo de concepcion que podrian
evidenciar los estudiantes. Partimos desde las estructuras previas hasta los tipos de concepcion

respecto a la matriz de cambio de base.
3.3.3.1 Diagnostico: Disefio y analisis a priori

Cada situacion esta acompafiada de un andlisis a priori que busca dar cuenta de su
intension en términos de las posibles respuestas matematicas; ademas de un analisis cognitivo
en términos de las estructuras que proponemos como previas y las asociadas a la construccion

de una concepcion del concepto de estudio.

Pregunta 1

Sea B = {v;, v,, v3} una base ordenada de R?® formada por los vectores:

v, =(1,0,-1), v, =(1,1,1), v3 = (1,0,0).

(1) ¢Cuales son las coordenadas del vector (5, —5,1) en términos de la base
ordenada B?

(ii) ¢Cuales son las coordenadas del vector (a, b, ¢) en términos de la base
ordenada B?
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En este problema se tiene una base ordenada B del espacio R3de manera explicita, es
decir, se conocen los vectores que conforman dicha base. En la pregunta (i) se pide la escritura
de las coordenadas de un vector en particular respecto a la base dada; el inciso (ii) es una variante
del inciso anterior puesto que ahora el vector del cual se piden las coordenadas esta dado de
manera general. Buscamos evidenciar qué tan familiarizados estan los estudiantes con el
concepto de coordenadas de un vector y su relacion con una base ordenada. Esperamos que para
ambos incisos un estudiante forme una combinacion lineal con los vectores de las bases dadas
e iguale al vector dado, y resuelva el sistema de ecuaciones en términos de los escalares que
satisfagan dicha combinacion lineal. A continuacidon presentamos una manera en el cual un

estudiante podria resolver el problema.

Solucion.

Como B = {v;,v,,v3} es una base ordenada del espacio vectorial R3, existen
escalares a,b,c € R, tales que:

(3)-o(e) o)) ()

Donde obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

a+b+c=5
b=-5
—a+b=1.

Luego obtenemos la matriz ampliada que esta asociada al sistema de ecuaciones
lineales anterior. Resolviendo por medio de eliminacion gaussiana hasta llevar a
la matriz identidad del lado izquierdo, asi obtenemos.

1 1 1|5 1 0 0]-6 a=-6
(0 1 0 —5>E<0 1 0 —S)ﬁb=—5.
1 0 0 1

-1 1 0 16 c=16
5
1/71g

Por tanto tenemos que:
—6
i
16

Como B = {v;,v,,v3} es una base ordenada del espacio vectorial R®, existen

escalares a,, by, ¢; € R, tal que:

a 1 1 1 a,+b+ ¢
c _1 1 0 - al + b1

donde obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
a,+b+c=a
by=»b
b+ ¢ =c
luego obtenemos la matriz ampliada que esta asociada al sistema de ecuaciones
lineales anterior y resolviendo por medio de eliminacion gaussiana hasta llevar a
la matriz en su forma escalonada reducida obtenemos.
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1 1 1]a 10 0 b-c @m=b-c
(0 1 0 b>5<0 1 0 b >=> b, =b
-1 1 0lc 0 0 1la+c—-2b ¢, =a+c—2b.
Por tanto tenemos que:
a b—c
G-,
c/lg a+c—2b

En este sentido, teniendo en cuenta el analisis tedrico previo podemos considerar que si
un estudiante tiene una concepcion Proceso de base ordenada, podra escribir como combinacion
lineal los vectores dados en ambos incisos. Plantear el sistema de ecuaciones, darle solucion y
asi determinar las coordenadas pedidas. Notemos que la concepcion Objeto de las coordenadas

de un vector le ayudara a ver dichos coeficientes como las coordenadas del vector pedido en
]R3

En el caso de que un estudiante tenga una concepcion Accion de una base ordenada
diremos que s6lo podra responder al inciso uno, pues so6lo verificara si el vector dado se puede
escribir como una combinacion lineal de los elementos de la base. En el inciso (ii) a lo mas
esperamos que el estudiante plantee la escritura del vector (a, b, ¢) como combinacion lineal de
la base, pero su concepcidn no le permitira encontrar las coordenadas puesto que esta limitado

al trabajo con vectores concretos y no para un caso general.

Pregunta 2

Sean las bases ordenadas B = {v;,v,}y B’ = {e;,e,} del espacio R?,
formadas por los vectores:

vy =(12),v, =(21) ye =(10),e; =(0,1)

(i) Encuentre la matriz de cambio de base de B a B'.

(ii) Encuentre la matriz de cambio de base de B’ a B.

En esta pregunta se presentan dos bases ordenadas B, B’ del espacio vectorial R?. El
problema pide determinar las matrices de cambio de base Mg_ 5 y Mp/_, . Este problema tiene
que ver con el célculo de dichas matrices, con estos buscamos si es causa de dificultad la
notacion, la cual asociamos a la falta de la estructura proceso de la matriz de cambio de base.
Por ejemplo, supongamos que un estudiante logra escribir las coordenadas de cada vector de
una base en términos de la otra base, pero puede cometer el error de confundir la base de llegada
con la base de salida por asi decirlo y en vez de calcular Mg_, 5 calcular Mg/ 5. Esta confusion
puede llevarle a plantear mal la ecuacion que relaciona las coordenadas de un vector dado en

una base, con las coordenadas del mismo vector en la otra. Es decir, no llegaria a la ecuacién
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[v]gr = Mg_p'[v]p, sino que tomaria la ecuacion [v]z = Mpgr_gz[v]p como cierta. Lo cual lo
llevara a dar repuestas erroneas en problemas en donde necesite de la ecuacion que cumple la

matriz de cambio de base.

Consideramos que con una concepcion Proceso de base ordenada y concepcion Objeto
de coordenadas de un vector, el individuo seré capaz de encontrar la matriz que pide el problema.
Como mencionamos en nuestro analisis tedrico, la relacion entre estos tipos de concepciones
esta determinada por el concepto de combinacion lineal. El éxito serad garantizado si el individuo
tiene al menos una concepcion proceso de la matriz de cambio de base y la pone en juego de

manera coherente en la solucion del problema.

Por ejemplo, un estudiante puede razonar de la siguiente manera: para el calculo de la
matriz de cambio de base de B a B'; como ya esta establecido el orden de las bases procedera a
escribir cada vector de la base vy, v, como las coordenadas respecto a B'. Luego con una
concepcion Objeto de del vector de coordenadas, podra ver dichas coordenadas del vector como

la i-esima columna de la matriz de cambio de base y con ello podra dar solucion al problema.

Solucion.

Como B, B’ son bases ordenadas entonces Mg_pr = ([v1]pr  [v2]pr), es decir
que las columnas de dicha matriz son precisamente las coordenadas de los
vectores de B respecto a la base B’. Para calcular dichas coordenadas se tiene que
como B’ es base R? entonces existen a, b, c,d € R tales que:

n=(p)=alp)+2()=() =[G, =[]

v= (1) =<()+e(1) = (@) = [, =[]}

Por lo tanto

Mp_ g = ([valgr [valp) = (% i)

Para determinar Mp/_ 5 se puede proceder de dos formas. Una de ellas es hacer
algo analogo al inciso (i) pero esta vez escribiendo las coordenadas de cada vector
de la base B' respecto a la base B, es decir Mg/ 5 = ([e1]g  [e2]5). Como B es
base R? entonces existen a,b € R tales que:

= () =aG) 2 ()= Gan) = 2a%s 2o

Resolviendo el sistema de ecuaciones:
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2 110 0 1

1
1 ——

lels = [( )] = 23 .
0/1g 3

Para calcular [e,], dado que B es base R? entonces existen a;, b; € R tal que:

0 1 2 a, +2by a, +2b, =0
ez = = al + bl = = + b _ 1
1 2 1 Zal + bl al 1 - -+

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

(1 2
2 1

1 21\ (1 o|-3
= ,_ |- Por lo tanto

1 1 0|3
= . Por lo tanto

0 0o 1|-:
3

Mpr,p = (ledds  [ezlp) = 5 at

La otra forma de calcular M z/_, es la siguiente; dado que por el inciso (i) tenemos

1 2
Mg g = ) 1 , entonces

L -l 212
) 3 3

(MB*B')_1=<2 )

| 2 1= Map:
3 3

Posibles respuestas de estudiantes con una concepcion Proceso de base y sin concepcion Objeto
de las coordenadas de un vector.

B Para calcular la matriz de cambio de base B a B’, pueden escribir las coordenadas de
los vectores vy, v, en términos de la base B’ y establecer dichas coordenadas como

el i-ésimo reglon de la matriz de cambio de base.

B2 Para calcular la matriz de cambio de base B a B', pueden escribir las coordenadas de

los vectores e,, e, en términos de la base B y establecer dichas coordenadas como el
i-ésimo reglon de la matriz de cambio de base.

Otra posible respuesta puede ser la confusion de la simbologia Mz_ 5z 0 Mgr_ . Por
ejemplo, podemos decir que un estudiante puede tener una concepcion Accion de base ordenada
y una concepcion Objeto del vector de coordenadas y aun asi contestar erroneamente. Dado que
puede tener confusion con la simbologia, es decir, a pesar de que textualmente se les pide
calcular la matriz que va de la base B a B’, el estudiante puede proceder a calcular las

coordenadas ey, e, respecto a la base B y escribir como la primera columna [e;]z y como la
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segunda columna [e, ] de la matriz requerida. En dicho caso a pesar de que esta calculando una
matriz de cambio de base (Mpz/_,5) pero no es la requerida en el inciso (i), esta confusion se la
adjudicamos a una falta de concepcion Proceso de la matriz de cambio de base, puesto que no
se esta reflexionando sobre la idea intuitiva de transitar entre las bases dadas. Mas aun, esta
forma de proceder puede asociarse con una concepcion accion, dado que un estudiante puede

realizar acciones de manera mecanica sin reflexionar sobre cual es la matriz que necesita.

Pregunta 3
2 2 1
Dada la matriz de cambio de base Myr_ 5 = (1 -1 2> donde las bases
1 1 1

ordenadas estan definidas como:
B =1{(2,0,1),(1,2,0),(1,1,1)}
B' ={(6,3,3),(4,—-1,3),(5,5,2)}
4

1
=2
-2

Este problema contiene informacion en exceso, es decir, quizd no era necesario poner

4
y sea el vector [—9]
5 B’

. Calcule el vector [—9] .

las bases B, B' explicitamente; pero precisamente con este hecho queremos destacar dos cosas
importantes en nuestro analisis: la primera consiste en que los estudiantes al tener la informacion
de los vectores de la base, pueden optar por escribir el vector requerido como combinacion lineal
de los vectores de la base dada. Esto evidencia que un estudiante cuenta con los requisitos
previos que estamos considerando en la descomposicion genética hipotética, para dar lugar a la
construccion de una concepcidn de la matriz de cambio de base. La segunda estd mas enfocada
a la concepcion de la matriz de cambio de base, es decir, si un estudiante logra reflexionar sobre
el significado de tener Mz/_, y las coordenadas del vector requerido respecto a la base B’ tendra
todas las condiciones para establecer la relacion que existe entre las coordenadas del vector

dado, la matriz y las coordenadas del vector pedido [v]g = Mg/ g[V]p’.

Solucion.
2 2 1
Sea la matriz de cambio de base Mg, =| 1 —1 2 |y seacualquierv € R3
1 1 1

se cumple que [v]g = Mg/_gz[v]y, en partlcular para v = (4,—9,5). Entonces

e

Luego como sabemos que [v]gzr = [ 2 ], obtenemos:
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26 e

Otra manera de resolver el problema es la siguiente.
Como = {v;,v,,v3} es una base ordenada del espacio vectorial R3, existen
escalares a,b,c € R, tal que:

4 2 1 1 2a+b+c
(_9)=a(o>+b(z)+c(l)=( db e )
5 1 0 1 a+b

De donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

2a+b+c=4
2b+c=-9
2b+c=5.

Resolviendo el sistema anterior

2 1 1| 4 1 0 0
(0 2 1 —9) = (0 1 0
5 0 0 1

0 2 1

4
—9) = a =4,b =-5,c=1.Porlo tanto

ERE

De las dos soluciones presentadas creemos que los estudiantes preferirdn la segunda,

puesto que el hacer explicito los vectores de las bases B, encontraran mas sencillo calcular las
coordenadas del vector respecto a la base dada. Como lo mencionabamos, esto s6lo muestra

evidencia de las estructuras previas del concepto de estudio.

Pregunta 4
1 2 -1 -2
Sea la matriz Pgrg = | =3 =5 0 |y, seanlos vectoresv; =| 2 |,
4 6 1 3

-8 -7
v, = ( 5 ) y VU3 = ( 2 > vectores de una base ordenada B = {v,;, v,, v3}.
2 6
a) Encuentre una base B' = {uy, u,, u3} para R3 tal que Pyr_p
sea la matriz de cambio de base de B' = {uy,u,,us}a B =
{v1, v2,v3}.

Este problema exige mas compresion del concepto que nos interesa, si se quiere dar una
respuesta usando la matriz de cambio de base, es necesario tener un tipo de concepcion
especifica. El problema radica entender el significado de las columnas de la matriz de cambio
de base, es decir, el estudiante pondra en juego su conocimiento sobre este concepto, puesto que
debe reconocer el significado de las columnas de Pgr_ 5. Por otro lado, la importancia de la
concepcidon Proceso de la matriz de cambio de base y la concepcion objeto del vector de

coordenadas. Puesto que al haber identificado el significado de las columnas como las
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coordenadas de los vectores uq, u,, uz respecto a la base B, debe tener claro que ese vector de
coordenadas contiene los escalares por los que se tiene que multiplicar cada vector de la base
B. Si el estudiante ademas posee una concepcion Proceso de la base ordenada entonces estara

en condiciones de calcular cada uq, u,, us.

Solucion.
1 2 -1
Se tiene que Pprp = | =3 —5 0 | es la matriz de cambio de base de la
4 6 1
base ordenada B’ a la base ordenada B, luego entonces:
1 2 -1
[wlp = [-3|, [u2lp =[5, [uslg = | 0 |.
| 4 ] 6 1
Esto no en mas que escribir cada uno de los vectores como combinacion lineal.
1
[ulg = -3 = w = 1v; — 3v, + 4v;4
[ 4 |

()66

2
[uz]B = [—Sl = U, = 2171 - 5172 + 6173
6

200G

-1
[usls = l 0 l = uz = 1lv; — 3v, +4v;
1

-2 -8 -7 -5
u3=_1(2)+o(5)+1(2)=(0)
3 2 6 3
Por lo tanto la base ordenada buscada es:
-6 -6\ /-5
B' = 21/, \32/,\ 3 .
l l l l J

Uy Uy Us
Por otro lado un estudiante puede hacer lo siguiente. Dado que tiene la matriz de cambio
de base y solo los vectores de una base, puede multiplicar dicha matriz por cada uno de los
vectores dados y asi determinar cada uq, u,,uz. Puesto que si se deben de relacionar ambas

coordenadas de un vector escritas en cuales quiera dos bases por la igualdad de una ecuacion

entonces haciendo eso garantizarian al menos que hay una igualdad que se cumple, en este
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razonamiento no se estaria poniendo en juego los tipos de concepciones previos de nuestro
concepto, puesto que no se tomaria conciencia sobre las coordenadas del vector y no estaria

reflexionando sobre los elementos que genera esa base dada.

Pregunta S

(Qué entiendes por Matriz de cambio de base?

Esta pregunta es abierta, so6lo pide precisar sobre las ideas que los estudiantes tienen
respecto al concepto de estudio; esto nos describira de alguna manera el porqué de sus
razonamientos. Esperamos que elementos relacionados con la base ordenada y las caracteristicas
de las columnas de la matriz cambio de base, a través del concepto de vector coordenadas surjan

de los acercamientos a la definicion que los estudiantes logren ofrecer.

3.3.4 Objetivo de la entrevista y su analisis a priori

A continuacion mostramos el analisis a priori de la entrevista, en dicho analisis se
propone la o las soluciones esperadas; éstas obedecen a algln tipo de concepcion que podrian
evidenciar los estudiantes. Partimos desde las estructuras previas hasta los tipos de concepcion

respecto a la matriz de cambio de base.

3.34.1 Entrevista: Diseno

Una vez aplicado el diagnostico y realizado el analisis a posteriori determinamos cuales
de los estudiantes serian entrevistados. Para esto seleccionamos aquellos que dieron evidencias
de las estructuras que planteamos como necesarias para iniciar el camino hacia la construccion
de la matriz de cambio de base, ademas, de evidencias sobre su concepcion de la matriz de
cambio de base. Cabe resaltar que nos basamos en el trabajo realizado por los estudiantes en la
prueba diagnodstica. Y por tanto aunque logren resolver cierto tipo de situaciones no
necesariamente han logrado la estructura, es decir, se puede dar el caso en el que el estudiante
pueda calcular una matriz de cambio de base para subespacios de R"™, pero esto no implica que
sea capaz de calcular la matriz de cambio de base para espacio vectorial VV de dimension finita

sobre en un campo K.

Asi pues disefiamos una entrevista semi-estructurada como lo propone la teoria APOE
con el objetivo fundamental de refinar la descomposicion genética hipotética. El analisis de la
entrevista nos permitira definir cuales de las estructuras descritas y los mecanismos que

inicialmente proponemos de manera hipotética se evidencian en el trabajo de los estudiantes;
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ademads podremos identificar cuales estructuras y/o mecanismos no hemos tenido en cuenta y

son fundamentales en la construccion del concepto que nos interesa.

Con fundamento en el andlisis tedrico y nuestra experiencia en la construccion del
concepto proponemos problemas o adaptaciones de problemas que aparecen en algunos libros
de texto, que han sido utilizados por los estudiantes que seran entrevistados. Es importante
mencionar que a diferencia del diagnostico en donde sélo consideramos situaciones que
involucraban los espacios vectoriales R? y R3, aqui consideramos el espacio vectorial R? y
subespacios vectoriales de dimension finita P,[x] y un espacio vectorial cualquiera V de
dimension finita (figura 3.6), sugerimos en un estudio posterior trabajar con subespacios del

espacio vectorial M, 5.

Algebra Lineal: Matriz de Cambio de Base

k-

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE

GUERRERO SANTANDER
Unidad Académica de Matematicas Escuela de Matematicas

]
Fjercicio 1

Sea VV = R? el espacio vectorial definido sobre el cuerpo R y sean:

b= () () 8= (). () 5 = (). () s rernanac 52

i) Encuentre la matriz Pg _,p,

ii) Encuentre la matriz Pg,_,p,

iii) Encuentre la matriz Pg,_,p,

iv) (Labase B; esigual a la base B3? Justifica tu respuesta.

v) (Lamatriz Pg _p, es igual a la matriz Pg, g, ? Justifica tu respuesta.
Fjercicio 2

Sean las bases B; = { t3,t5,t; } y B, ={qo, q1, g} bases ordenadas del espacio6 vectorial P, [x], definido
sobre R. Donde

tl =1
ty = x?

Qo =1+2x+x?

g1 =2+9%
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qz =3+ 3x + 4x2

a) Encuentre la matriz cambio de base B; a B,.

b) Encuentre el vector de coordenadas de [p]p, con p = —1+ x y con ello calcule
[P]Bz-
Fjercicio 3

Sean A = {ay,a,, as} y B = {by, b,, b3} bases ordenadas para un espacio vectorial V. Suponga que a; =
4b1 - bz,az = _bl + bz + b3ya3 = bz _2b3.

a) Encuentre la matriz de cambio de base de A a B.
b) Encuentre [x]g para x = 3a, + 4a, + as.

Fiercicio 4

Consideremos la base B; = {p,, p1, p.} ordenada de R,[x] formada por los polinomios:
1 -1 0

Do () =1,p1(x)=1+xyp2=(1+x)2ysea1amatrizP=(0 2 2 )
1 0 -1

Encuentre los polinomios de la base ordenada B, = {qq, g1, q.}, tal que P sea la matriz cambio de base de
B, a B,.

Fjercicio 5

Sea V = R? el espacio vectorial definido sobre el cuerpo Ry B, = {(1) , (%)} yB; = {((1)) , ((1))}, bases

ordenadas de R?. Si T es una transformacion lineal de R? en R? definida por
T(xy,%2) = (x1,0).

La matriz asociada a T en la base canénica B; es [T]p, = ((1) 8)

a. Encuentre la matriz [T]g,.
b. Utilice la matriz de cambio de base Pg,_,p, (encontrada en Problema 1 inciso iii) para

calcular [T]g,.
Fjercicio 6

Considera el espacio vectorial de todos los polinomios de grado menor o igual a n (P,[x]) y dos bases
ordenadas f; y 8, de dicho espacio vectorial. Si se quiere construir la matriz de cambio de base Mg, 5,

; Qué tamafio tendra la matriz? ;Por qué?
Ejercicio 7.
; Qué entiendes por matriz cambio de base? Escribe tu definicion de este concepto.

; Dadas dos bases de un espacio vectorial de dimension finita, siempre es posible definir la matriz cambio
de base?

; Dada una matriz cuadrada cualquiera A, siempre A representa una matriz cambio de base?

Figura 3.6. Entrevista respecto al concepto matriz de cambio de base
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3.3.4.2 Aplicacion de la entrevista

La entrevista fue video grabada y transcrita para un analisis mas fino de los datos. Fue
aplicada a seis estudiantes de la Universidad Industrial de Santander UIS (Colombia), de los
cuales uno se encuentra cursando el programa de Licenciatura en Matematicas y los demaés el
programa de Matematicas. Estos estudiantes tomaron los cursos de Algebra Lineal Iy Algebra
Lineal I (en los anexos 2 y 3 aparecen los programas curriculares de dichos cursos
respectivamente). La duracion de la aplicacion de la entrevista oscila en promedio entre 120 y

130 minutos.

3.3.4.3 Entrevista: Analisis a priori

A continuacidn presentamos el analisis de siete preguntas que conforman la entrevista.
Asi mismo exponemos una explicacion de lo que buscamos en cada situacion y de la o las
posibles repuestas o argumentos que pueden desarrollar los estudiantes a través de las

estructuras y los mecanismos que cada situacion pueden generar.

Pregunta 1

Sea V = R? el espacio vectorial definido sobre el campo R y sean:

B ={(2)- (o)} B2 =1 ()} B ={() ()} bases
ordenadas de R?.

i) Encuentre la matriz Pg _p,

ii) Encuentre la matriz Pg,_,p,

iii) Encuentre la matriz Pg, g,

iv) ;Labase B, esigual a la base B;? Justifica tu respuesta.

v) (Lamatriz Py _p, esigual ala matriz Pg, g ? Justifica

tu respuesta.

Esta pregunta est4 asociada a una estructura accion de la matriz de cambio de base, como
puede verse en la descomposicidon genética hipotética una concepcion accion esta asociada con
el calculo especifico de la matriz cambio de base en particular con el espacio vectorial R™. En
este caso el individuo debe determinar la importancia del orden de la base para calcular la matriz.
Como puede verse en el problema las bases B; y B3 estan formadas por los mismos vectores en
diferente orden; por tanto al comparar las matrices (item v.) el individuo puede analizar la

importancia de dicho orden al comparar las columnas que determinan cada matriz.
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Los puntos 1), ii) y iii) buscan que los individuos realicen acciones especificas que los
llevan a calcular cada una de las matrices solicitadas. Estas acciones requieren que un individuo
exprese cada vector de la base de salida como combinacion lineal de los vectores de la base de
llegada. De tal manera que con una concepcion Accion del vector coordenadas logre determinar
cada una de las columnas de la matriz solicitada en cada item. Cabe destacar que si el individuo
tiene una concepcion Proceso de combinacion lineal podra en algunos de los casos propuestos

determinar dichas columnas sin realizar calculos especificos.

En la pregunta dos buscamos encontrar evidencias de la interiorizacion de las acciones.
Para esto como consideramos en la descomposicion genética preliminar, proponemos una
situacion que involucra el calculo de la matriz de cambio de base del espacio vectorial P,[x] .

A continuacion planteamos el analisis de este problema.

Pregunta 2

Sean las bases B; = { t3,t,,t; }y By, = {q0, q1, g2} bases ordenadas
del espaci6 vectorial P, [x] , definido sobre R. Donde t; = 1,t, =
X, t; =x%,qo=1+2x+x%q, =2+9x, q, =3 + 3x + 4x2.

a) Encuentre la matriz cambio de base B; a B,.

b) Encuentre el vector de coordenadas de [p]p, conp = —1 +

x y con ello calcule [p]p,.

En el problema se requiere la matriz de cambio de base Mg _,,, pero ahora entre bases
ordenadas del espacio P, [x] . Notemos que se dan los vectores de forma explicita en las bases
pero los subindices de los elementos de la base no estan de manera usual, es decir, de la forma
ascendente para el caso de la base de salida. Este hecho lo ponemos porque el individuo debe
lograr gracias a su concepcion Proceso de base ordenada, tomar el orden establecido en las bases
y con ello proceder a encontrar la matriz de cambio de base. Si los estudiantes logran construir
dicha matriz, diremos que pueden estar dando evidencias de una concepcion Proceso.
Recordemos que dicha concepcion la asociamos en la descomposicion genética hipotética
cuando un individuo logra calcular las columnas de la matriz cambio de base
independientemente de la forma de los vectores del espacio vectorial dado. Se espera que los
individuos logren calcular dicha matriz, para posteriormente usarla para calcular el vector de
coordenadas de un vector especifico. Este problema expondré a los estudiantes a reflexionar
sobre como estan relacionados los vectores de coordenadas con la matriz de cambio de base.

Creemos que esta reflexion es muy importante para la interiorizacion de las acciones; esto da
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paso a la estructura proceso, puesto que cuando se logre asimilar y reflexionar (no memorizar)

esta relacion, el estudiante estara en una concepcion Proceso de la matriz de cambio de base.

En lo siguiente presentamos un analisis desde la perspectiva de la teoria, es decir,
mostramos posibles razonamientos que pueden desarrollar los estudiantes al tratar de resolver

el problema planteado.

Como los estudiantes han mostrado tener una concepcion Proceso de base ordenada,
esperamos que sean capaces de escribir cada vector de la base B; como combinacién lineal de
los elementos de la base B, (esto sin importar el orden en las bases). Una vez logren dicha
combinacion lineal, tendréan los escalares que conforman cada uno de los vectores coordenadas
como columnas de la matriz de cambio de base. Como mencionamos en la descomposicion
genética este desarrollo estd asociado con una concepcion Objeto del vector de coordenadas. De
tal forma que los escalares determinados en la combinacion lineal son ahora vistos como las

componentes de dicho vector y a su vez es visto como una columna de la matriz.

A continuacion presentamos un camino mediante el cual un estudiante puede resolver el

problema.

Solucion.

Como B, es base es posible escribir cada vector de B; como combinacion lineal.
Existen a,b,c € R, tales que x?>=a(l+2x+x2)+b(2+9x)+c(3+
3x + 4x?) de donde obtenemos x? = (a + 2b+ 3c) + (2a +9b + 3c)x +
(a + 4c)x?. Por tanto se tiene el siguiente sistema:

0=a+2b+3c

0=2a+9b+3c

1=a+4c.
Resolviendo el sistema se obtiene que a = 21, b = —3, ¢ = —5. Dichos valores
determinan las coordenadas del vector x2 en términos de la base B,. Por tanto

21
tenemos que el vector de coordenadas [x?] B, = [—3].
-5

Haciendo algo analogo a lo anterior para los vectores x y 1 obtenemos los vectores

8 -36
de coordenadas [x]p, = [—1] y[1lp, = [ 5 |. Luego la matriz requerida es:
-2 9
21 8 =36
Mg _p={ -3 -1 5
-5 -2 9

Presentamos otra via por la cual un estudiante puede resolver el problema. Esta solucion

fue expuesta por parte de los estudiantes para el caso de espacios vectoriales R? y R® después
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de la recoleccion de datos del diagnostico. En consecuencia creemos que podrd aparecer de

manera natural en el desarrollo de la entrevista. La forma de proceder requiere total dominio de

las estructuras que planteamos como iniciales para la construccion de la matriz de cambio de

base. Puesto que con una concepcion Proceso de base ordenada el estudiante podra plantear

como combinacion lineal los vectores de una base en términos de la otra y como esto lo hacen

para cada vector de la base de salida, entonces tendran el mismo sistema igualado a cada uno de

los vectores de donde resulta un tipo de matriz ampliada. El cual al llevar la parte de la izquierda

de la matriz construida a la identidad, quedaré del lado derecho la matriz de cambio de base

buscada, es decir:

En andlisis a posteriori del diagnostico hicimos una ilustracion (figura 4.10) que muestra
la forma de proceder por parte del estudiante. Basandonos en dicha ilustracion
procedemos a resolver el problema. Se pide calcular la matriz de cambio de base de B; =
{x%,x,1} y B, = {1+ 2x + x%, 24 9x,3 + 3x + 4x?}, es decir, M, _,5,. Es posible
escribir como columnas cada coordenada de los vectores de cada base para formar las
matrices base de llegada y base de salida, es decir:

1 2 3]0 0 1
(293010).

1 0 411 0 O

Luego se procede a reducir la matriz que se construyd con los elementos de la base de
llegada a la matriz de identidad, de donde obtenemos:

1 0 021 8 -36
(010—3—1 5).

00 11l-5 -2 9

Luego podemos concluir que la matriz de cambio de base requerida es:

21 8 =36
M31_>32: -3 -1 5 .

-5 -2 9

En nuestro andlisis a posteriori del diagnodstico s6lo mencionamos el uso de este

algoritmo pero no dimos una explicacion matematica. A continuacién, mostraremos en qué

argumentos matematicos se sustenta esta forma de resolver el problema de la matriz de cambio

de base.

Teorema. Sean 8 = {uy,u,,...,u, } y C = {vy,v,,...,v,} bases para un espacio
vectorial V. Sean B = [[uq]e - [unle]l v C = [[vi]e - [vnle], donde € es
cualquier base para V. Entonces la reduccion por renglon aplicada a la matriz
aumentada [C|B] de n x 2n produce

[CIB] = [I|Mg_e].
(Poole, 2011, p. 488)
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Demostracion.
Sea Mg_, 1a matriz de cambio de base de 8 a C. Por definicion la i-¢sima columna
de Mpg_c es la siguiente
Ay
N 3
[uile = :
Qni
Esto quiere decir que u; = a,;v; + ay;V, + -+ + a,;v,. Ahora si € es cualquier
base para I/ entonces las coordenadas del vector u; respecto a la base £ son:
[uile = [a1v1 + azivz + - + AniVn]e = ayi[vile + azi[vole + - anivnle

Escribiendo esto en forma matricial como

A
[[va]e [Vale - [Valel Ia?i‘ = [wi]e.
QAni

Notemos que esto ahora se puede resolverse aplicando la eliminacion de Gauus-
Jordan a la matriz aumentada
[([vi]e [vale - [vnlel[wilel-
Al resolver el sistema de ecuaciones s6lo encontrariamos la i-ésima columna de
Mp_c , asi tendremos n de tales sistemas de ecuaciones, una para cada columna
de Mg_,¢ pero la matriz de coeficientes [[v;]¢ [v2]e * - [vn]¢] es la misma en cada
caso. Por tanto, se puede resolver todos los sistemas simultaneamente al reducir
por renglon la matriz aumentada de n x 2n
[[vile [vale - [vnlelludde [wale -+ [unlel-
Ahora como C es base entonces {v;,v,,...,v,} es linealmente independiente,
también lo es {[v;]¢ [v,]¢ - [V, )¢} por Teorema 6.74 Por lo tanto, la matriz cuyas
columnas son [v;]g [v,]g - [Vn]g]} tiene la matriz identidad I de n x n para su
forma escalonada reducida por renglon, por el teorema fundamental. Por tanto la
eliminacion de Gauus-Jordan necesariamente producira cada una de las columnas
de la matriz de cambio de base, es decir:
[CIB] = [I|Mp_¢].

Si B. es la base estandar del espacio vectorial de dimension finita dado, este método es

particularmente facil de usar, puesto en dicho caso B = Mg_ ¢y C = Mg_¢. Intuitivamente esto

es;
4 Teorema 6.7. Sea B = {vy,v,,..., 7, } una base para un espacio vectorial V y sean uy, u,, ..., u; vectores en V.
Entonces {uy, u,,..., U} es linealmente independiente en V y si y solo si {[u]g, [Uz]s,---, [Uxlg} es linealmente

independiente en R™. (Poole, 2011, p. 470).
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Sea V un espacio vectorial de dimension finita n sobre un campo K, consideremos dos
bases ordenadas B = {vy, V5, ..., "}, By = {u4, Uy, ..., u,} y sea la base B, la base canonica de
V. Supongamos que tenemos el problema de calcular la matriz de cambio de base de la base B

a la base B, es decir Mg_,g,. Veamos la siguiente imagen:

MB—)B]_

Mp_p, 1

BC_’BIZ(MBlaBC)

Bc

Figura 3.7. Diagrama conmutativo para calcular la matriz de cambio de base.

El diagrama anterior muestra una manera de calcular la matriz de cambio de base Mp_,p,
en el cual usamos a la base canonica como un puente que conectara a las bases ordenadas B y
B;. Notemos que las matrices de cambio de base de B y By hacia la canonica son Mg_p 'y
Mg, _ g, respectivamente. Ademas notemos que si Mg, _,p_ es la matriz de cambio de base de B
a B, entonces la matriz inversa de dicha matriz es el cambio de base; de la base B, a By, es decir:

(MB1—>BC)_1 = Mp__, ,. Por lo tanto el diagrama ilustra que: Mg_, g, = (MBCqu)(MB_)BC).

Para dar respuesta a la parte b) del problema. Primero un estudiante puede calcular [p]p, conp =

—1 4 x, como B, es base ordenada, existen a, b,c € R tales que;
—1+x=a(x? +b(x)+c@1)
de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones: —1 =c,1 =b,0=a

0
1
-1

de cambio de base Mg _,p , es decir:

Luego entonces [p]p, = . Luego para calcular [p]p, usamos el hecho que cumple la matriz

[P]BZ = Mg, 5, [P]Bl-
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Sustituyendo los valores conocidos:

21 8 -36 0 44
o =(=5 -1 5 )(1)=(=)
-5 -2 9 -1 —-11

Problema 3

Sean A = {aq,a,, az}y B = {by, by, b3} bases ordenadas para un
espacio vectorial V y suponga que a; = 4b; — b,, a, = —b; +
b, + byyaz = b, —2b;.

a) Encuentre la matriz de cambio de base de A a B.

b) Encuentre [x]gz para x = 3a; + 4a, + a;.

(Lay, 2007, p.276)

Este problema lo hemos relacionado con una concepcion Proceso de la matriz de cambio
de base. Las bases A y B dadas de forma en que los vectores estdn de manera genérica o
generales, no permite que el estudiante s6lo realice célculos. El individuo debe de reflexionar
sobre los elementos que conforman la matriz cambio de base. Es decir, sobre qué representan
las columnas de una matriz de cambio de base. Creemos que si el estudiante a construido una
concepcion Proceso de base ordenada entenderd que cada vector de la base A ya estd escrito
como combinacion lineal de los vectores de la base B, y con su concepcion Objeto del vector de
coordenadas el individuo podra establecer que esas coordenadas forman una columna de la
matriz de cambio de base. Notemos que el dinamismo de esta estructura se da inevitablemente,

puesto que se estd pensando en la matriz en funcién de cada una de sus columnas.

Con el inciso b) buscamos que el estudiante relacione las coordenadas de un vector
escrito en dos bases diferentes con la matriz de cambio de base. De igual forma esperamos la
interiorizacioén de las acciones especificas, por ejemplo: el estudiante deduce las coordenadas
del vector x en términos de la base A esto lo puede lograr por su concepcion Proceso de base
ordenada y toma esas coordenadas como el vector de coordenadas de x escrito en la base A y
con ello puede reflexionar sobre como estan o podrian estar relacionados los vectores de

coordenadas [x]g, [x] 4. Una posible solucion (Anexo 1, problema B).
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Problema 4

polinomios:

matriz cambio de base de B; a B,.

Consideremos la base B; = {py, p1, p;} ordenada de R, [x] formada por los

po(®) =1, p1(x) =1+ xyp, = (1 + x)? y sea la matriz: P = (0 2 2 >
-1

Encuentre los polinomios de la base ordenada B, = {qq, 41,92}, tal que P sea la

1 -1 0

1 0

Esta situacion necesita de una concepcion Objeto que describimos en nuestro analisis

tedrico a partir de las acciones especificas sobre el concepto matriz de cambio de base. En este

caso el individuo debera aplicar una accion especifica a la matriz P que es un cambio de base

de B, a B,, al calcular la matriz inversa P~ 1. Posterior a ello debe regresar al proceso de matriz

de cambio de base para deducir que las columnas de P! son las coordenadas de los vectores de

la base B, escritos como combinacion lineal de los vectores de la base By, asi pues basara su

reflexion ahora en las columnas de dicha matriz P~1. Ese dinamismo lo podra desarrollar

necesariamente si ha construido una concepcion Proceso de la matriz de cambio de base. Y por

tanto con su concepcion Proceso de base ordenada podra deducir quiénes son los vectores

buscados.

Problema 5

T en la base canonica Bj es:

s, = (5 o)

a) Encuentre la matriz [T]p,.

0
1

Sea V = R? el espacio vectorial definido sobre el cuerpo R y sean:

5 ={(1)- (D} s = {(5).(

)}, bases ordenadas de R? y sea T un

operador lineal sobre R? definido por T (x;, x,) = (x4, 0) la matriz asociada

b) Utilice la matriz de cambio de base Pg,_,p, (encontrada
en Problema 1 inciso iii) para calcular [T]p, .

Solucion.

Para resolver el a) se pide calcular la matriz asociada a T en la base B,, luego
aplicando T a cada uno de los vectores de B, obtenemos:

()=
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(1)=()
T = .
1 0
Luego calculando las coordenadas de los vectores encontrados respecto a la base B,
/N
T =
1/, 11l
2 -2
T = .
1 B> 2 B3

Estas coordenadas representa las columnas de la matriz asociada a T requerida, es

-1 =2
[T]BZ = < )
1 2

Para resolver el inciso b) sabemos que [Tz, = M~'[T],M con M = Py,_,p_, luego

es decir:

decir:

como Pg,_,p. es conocido, resta calcular M™%, pero M~" = (Pg,_p,) ™" = Py, 5,

entonces sustituyendo:

1 2 1 2
Popm =\ P Poom =\ )

-1 2 1 0\/1 2
[T]B2 =
1 -1/\0 0/\1 1
GGG )
N1 -1\ o/l\1 1
(—1 0) (1 2) (—1 —2)
1 0/\1 1 1 2
En las dos formas de calcular la matriz asociada al operador lineal se llega al mismo
resultado, la diferencia es que en el segundo inciso se pide al estudiante usar una forma mas
sofisticada, por asi decirlo, en la cual tiene que relacionar la matriz asociada a un operador lineal
con la matriz de cambio de base. Con este problema mas alla determinar si logran o no resolver
el problema, lo que buscamos es encontrar evidencia de la estructura esquema del concepto de
estudio. Recordemos que en nuestra descomposicion genética hipotética mencionamos que el
nivel de esquema dependera de la experiencia de cada uno de los individuos al relacionar la

matriz cambio de base como un caso particular de la matriz asociada a una transformacion lineal

entre espacios vectoriales de dimension finita.
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Las siguientes preguntas relacionan la dimension del espacio vectorial dado con el orden
(tamafio) que se espera obtener de la matriz de cambio de base. Esta pregunta hara que los
estudiantes reflexionen un poco sobre dicha matriz. Analizando por ejemplo, que la dimensién
de R™ es n y por tanto cualquier matriz que represente un cambio de base en ¢l sera una matriz
n X n; pero en el caso de los polinomios de grado menor o igual a n (IP,[x] ), una matriz de
cambio de base dentro de este espacio sera de tamafio n + 1 X n + 1. Estas son caracteristicas
de la matriz y por tanto las asociamos con una estructura objeto del concepto matriz de cambio

de base.

Esperamos que los estudiantes con una concepcion Proceso de base ordenada, puedan
dar bases ordenadas conocidas y determinar la dimension en cada uno de los espacios
vectoriales. Mediante una reflexion sobre las caracteristicas de los elementos involucrados y sin
realizar calculos especificos el estudiante tendra que asociar la informacion quizé de la siguiente
manera: como la matriz cambio de base se define sobre el mismo espacio vectorial finito,
entonces si se consideran dos bases estas tienen que tener el mismo numero de vectores. Ahora
por cada vector definido en una base, dicho vector se tiene que escribir como combinacion lineal
de los elementos de la otra. Dado que el proceso se realiza para n vectores de la base de salida
y se encuentran n coeficientes en la combinacion lineal, los cuales resultan ser las coordenadas

del vector de coordenadas (interiorizacion de acciones especificas).

Con una concepcion Objeto del vector de coordenadas el estudiante tendra claro que
dicho vector es una columna de la matriz de cambio de base. Asi pues se tendria que el orden

de la matriz es n X n siendo n la dimension del espacio vectorial dado.

Pregunta 6

Consideremos el espacio vectorial de todos los polinomios de grado menor o
igual a n (p,[x]) y dos bases ordenadas B; y B, de dicho espacio vectorial.
Si se quiere construir la matriz de cambio de base Mp, g, (qué tamafio tendra
la matriz? ;Por qué?

Solucion.

Supongamos que B; y B, son bases ordenadas del espacio vectorial P, [x] , como la
dimensién de P, [x] es n+ 1, una base conocida para este espacio vectorial es
{1,x,-+,x"}. Luego usando el hecho de que cualesquiera dos bases de un mismo espacio
vectorial tiene el mismo nimero de elementos, entonces ambas bases B; y B, tienen n +
1 vectores. Ahora bien, como hay que escribir n + 1 vectores como combinacion lineal
de los elementos de la otra base, entonces se encuentran n + 1 escales que forman una
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columna para la matriz de cambio de base. Como este proceso se hace para n + 1 vectores
de la base, se tiene que la matriz es de tamafio (n + 1) x (n + 1).

n+1 «— a1 A1(n+1)

Escalares : . :

forman una vee

columna < A1 U+ D@+ (n+1) x (n+1)

| |

n + 1 Columnas, después de escribir los n + 1 vectores como
combinacion lineal de la base de salida.

Recordemos que en nuestro analisis a priori mencionamos que un estudiante con una
concepcion Proceso es capaz de calcular la matriz de cambio de base para espacios de dimension

finita independiente del espacio dado.

Problema 7

(Qué entiendes por matriz cambio de base? Escribe tu definicion de este
concepto.

(Dadas dos bases de un espacio vectorial de dimension finita, siempre es
posible definir la matriz cambio de base?

(Dada una matriz cuadrada cualquiera A, siempre A representa una matriz
cambio de base?

En esta ultima pregunta buscamos la definicion matematica del concepto de estudio. A
diferencia de la pregunta del diagnostico en donde s6lo buscabamos la idea que tiene el
estudiante de la matriz de cambio de base. Las otras dos preguntas las planteamos con la
intension de establecer una reflexion sobre las condiciones esenciales para la existencia de la
matriz de cambio de base y que converjan a reflexiones como considerar a los cambio de base

como el conjunto de todas las matrices cuadradas e invertibles.
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4 ANALISIS DE DATOS

En este capitulo se presenta el analisis de los datos del diagnostico y la entrevista a la
luz de la descomposicion genética. Para esto se inicia con el analisis de las estructuras previas
encontradas en el trabajo de los estudiantes para dar inicio al estudio de las estructuras y

mecanismos mentales que se asocian con la construccion de la matriz de cambio de base.

4.1 Analisis de los datos obtenidos en el diagnéstico

Los datos obtenidos a partir del andlisis del diagnostico los analizamos con base en los
requisitos previos planteados en la descomposicion genética hipotética para iniciar con la
construccion del concepto matriz de cambio de base. Asi mismo tomando nuestro analisis a
priori mostramos evidencia de las respuestas por parte de los estudiantes que no fueron
consideradas en dicho analisis y verificamos las que esperdbamos. Después de haber analizado

las respuestas dadas por los veintiocho estudiantes presentamos evidencia de algunos de ellas.

Para organizar los datos usados abreviaciones del tipo ES10; en donde ES10 significa
estudiante nimero 10, en algunos casos. Para nombrar las imagenes usaremos ES10.P3 Seguido
del punto, P3 denota el problema tres del diagnostico, y seguido se denota al inciso al cual se
refiere la respuesta por parte del estudiante, esto si el problema tiene mas de uno. En el caso de
las imagenes de la entrevista utilizaremos por ejemplo, ES10.Pe3.i); en donde ES10 significa
estudiante 10. Seguido del punto, Pe3 denota el problema tres de la entrevista, y seguido el

inciso denota al cual se refiere la respuesta por parte del estudiante.

A continuacion presentamos la evidencia encontrada y transcripciones del andlisis a

priori del diagnostico que fundamentan nuestras observaciones.

4.1.1 Evidencia del vector de coordenadas

Para iniciar el camino hacia la construccion del concepto matriz de cambio de base, en
nuestro analisis a priori sugerimos que un estudiante debe de tener dos requisitos previos: una
concepcion Proceso de base ordenada y concepcion Objeto del vector de coordenadas.
Particularmente en el problema uno de la prueba diagndstico, consideramos que se pueden

evidenciar estas estructuras. En la primera situacion, encontramos evidencias en donde el
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estudiante dos realiza los procedimientos que habiamos planteado en el analisis a priori. En este
caso, este estudiante da muestra de tener una concepcion Proceso de base ordenada y una
concepcion Objeto del vector de coordenadas. Los procedimientos del ES2 pueden verse

especificamente en las siguientes imagenes.

D psd H1UADA RO = (5,80 _2bAC
53-546+6=16 o lliial \’4_(,"\9:0
e m o oo
=17 i ! =G = \/‘;b’C
Y
— R-e
2y - L5) D),- (o
L :’ﬂﬁ : k\e U"c“/s o
Figura 4.1. Procedimiento del ES2.P1.i). Figura 4.2. Procedimiento del ES2.P1.ii).

Esta forma de solucion muestra evidencia clara de lo expuesto en nuestro analisis a priori
y prevé que el estudiante tiene condiciones para iniciar la construccion del concepto de matriz

de cambio de base.

Ademas también predecimos que si un estudiante s6lo posee una concepcion Accion de
base ordenada, solo sera capaz de verificar o decidir si un vector en concreto puede o no ser
escrito como combinacion lineal de los elementos de la base. Por ejemplo, hay evidencia de ello
en la resolucion del ES1, puesto que para el caso concreto resulta relativamente sencillo. Pero
para el caso que el vector estd dado en forma general solo plantea el vector como una
combinacion lineal de los vectores de la base, llega a simplificar pero sin plantear el sistema. Al
parecer cuando el vector es dado en términos generales, es necesario haber interiorizado las
acciones especificas realizadas sobre casos particulares, para comprender cual es la pregunta en
la expresion (a, b, c) = (a + p + 6, p, —a + p). Esto seguramente se relaciona con la necesidad
de un tipo de construccion especifica donde sea claro lo que varia y lo que se mantiene constante.
En este caso, la necesidad de identificar cuéles son los escalares que hacen posible escribir la

combinacion lineal; esta es una caracteristica propia de una estructura proceso (figura 4.3).
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Figura 4.3. Procedimiento del ES1.P1.

Por otro lado en nuestro andlisis a priori no contemplamos formas de resolucion al

problema 1 sin poseer los requisitos previos. Evidencia de esto, es la forma que procedieron los

estudiantes 21 y 22.
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i) Q) (
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Figura 4.4. Procedimiento del ES21.P1.
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Figura 4.5. Procedimiento del ES22.P1.

Las soluciones expuestas por estos estudiantes tienen la misma esencia, forman una

matriz con los vectores de la base y multiplican por el vector dado, el cual se quiere encontrar
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las coordenadas. Esta forma de razonar muestra la falta de requisitos previos, puesto que hay
ausencia de lo que caracteriza a una concepcion Accidon de base ordenada puesto que no son
capaces de determinar para un caso particular si el vector puede ser escrito como combinacion
lineal de los vectores de la base y falta de concepcion Objeto del vector de coordenadas puesto
que no consideran los escalares de la combinacion lineal que generan al vector dado como un

nuevo vector.

4.1.2 Una manera alternativa de resolver el problema uno de la prueba diagndstico

La resolucion de los estudiantes ES9 y ES10 consiste en utilizar la matriz asociada a un
sistema de ecuaciones y procede a la solucion mediante Gauss-Jordan y con ello dan solucion a

los incisos de la pregunta uno del diagnostico (figura 4.6).

39 brngs 20 10 20 LlaD
Lulb;'l - ¢ & |er | ﬁ;o_-j‘
S I - ¢ 6 4 1.3 e 2l
ro o |=t
oy 0 |-T
ca LI+
L Lo Llas. ek 5;;"5
]i:‘] RN T LDLP' L R IR
-1 3 0| € O L& Jarbie o o1 hamatac
Lo Plhese dr§, b1ed, el
e[ © L
& b L |g-Thic iy el

Figura 4.6. Procedimiento del ES9.P1.

En términos de la teoria podemos decir que el estudiante tiene una concepcion Objeto
de coordenadas de un vector y posiblemente piensan como un individuo con una concepcion
Accion del concepto base ordenada. La manipulacion de ambos conceptos muestra total control
en saber que transponer los vectores dados de la base como columnas, con ello obtiene el sistema
asociado al sistema de ecuaciones que generan los elementos de la base y posterior a ello pone
del lado derecho de la matriz ampliada, el vector del cual se quieren calcular las coordenadas.
Este razonamiento requiere mas investigacion, podemos suponer las estructuras descritas. Pero
de manera natural, es necesario hacer énfasis en otro tipo de situaciones en donde se evidencie

el tipo de construcciones descritas respecto a esta situacion. Esta forma de resolver el problema
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uno no fue propuesta en el analisis a priori véase la siguiente forma de responder a la pregunta

por parte del estudiante (figura 4.7).
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Figura 4.7. Procedimiento del ES10.P1.

A pesar de que el estudiante 10 comete un error aritmético en la imagen anterior, sélo

analizamos su forma de razonar para dar el resultado al problema planteado.

En general la mayoria de estudiantes fueron capaces de responder correctamente al
primer inciso mediante una de las dos maneras expuestas anteriormente con lo que nos dan
evidencia de tener las estructuras necesarias descritas en el analisis a priori para iniciar la
construccion del concepto matriz de base.

4.1.3 Relacionando los tipos de requisitos previos con la matriz de cambio de base

Después de analizar las diferentes respuestas por parte de los estudiantes respecto a la
pregunta 2 del diagnostico. Encontramos evidencia de nuestra posible forma de proceder por
parte del estudiante para dar solucion al problema, asi como la confusion entre las matrices de

cambio de base Mgz_, 5z con Mygr_p.

En la siguiente imagen mostramos evidencia por parte del ES27 resolviendo el problema
de la manera que fue propuesto en el andlisis a priori, asi encontrd la matriz de cambio de base

Mg pr.
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Figura 4.8. Procedimiento del ES27.P2.1).

El célculo de la matriz de cambio de base de Mgr_, 5 por parte del ES27 a pesar de que

calcula dos veces las coordenadas del mismo vector e; respecto a la base B, esta procediendo

como se planted en el analisis a priori (figura 4.9).
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Figura 4.9. Procedimiento del. ES27.P2.ii).

Desde nuestra perspectiva tedrica mencionabamos que un individuo mediante acciones

especificas logra calcular la matriz de cambio de base, asi como lo muestra la imagen anterior

diriamos que el ES27 estd razonando con una concepcion Accion de la matriz de cambio de

base.
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4.14 El método de Gauus-Jordan para calcular una matriz de cambio de base

Una de las soluciones por parte de algunos estudiantes sigue el razonamiento expuesto
por ES15, es un algoritmo que se puede describir de la siguiente manera: se tienen las bases
ordenadas B y B, y si se quiere calcular la matriz de cambio de base de B a By, es decir Mg_p,
se procede de la siguiente manera. Se construye la matriz ampliada tomando los vectores de las
bases como las columnas, del lado izquierdo se pone la matriz construida con los vectores de la
base B; y del lado derecho se pone la matriz construida con los vectores de la base B (figura
4.10).

MB—)B]_

(Base de llegada | Base de salida)

Los vectores de las bases escritos como columnas para
formar la matriz ampliada

La base de llegada se reduce a la identidad

\ 4

(Lnxn|P)

Figura 4.10. Algoritmo para encontrar la matriz de cambio de base de la base B a la base B; .

Ya que se tiene dicha matriz se lleva a la forma escalonada reducida de tal forma que la
identidad quede del lado de la base de llegada y la matriz que quede del lado derecho serd la
matriz de cambio de base Mp_,p , esta es la forma de dar solucion al problema propuesto por
parte del ES1S (figura 4.11).
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Figura 4.11. Procedimiento del

ES15.P2.

Este algoritmo es una manera mas global de hacer los célculos para encontrar la matriz

de cambio de base. Esto es una forma de proceder de los estudiantes la cual puede ayudar a la

compresion del concepto de estudio. Aunque esta forma

de la confusion entre Mg_ gz 0 Mgr_p, por ejemplo,

de calcular dicha matriz no esta exenta

el ES22 utiliza la forma de proceder

descrita, se muestra evidencia de ello en la siguiente imagen. En donde el estudiante encuentra

Mg _ 5 cuando tenia que encontrar Mg_pr.

@ o5 A
i‘) 12'!0 2R tF2 ._12;"0
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AL o )

(5

Jzam )
3

Figura 4.12. Procedimiento del ES22.P2.1).
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Por otro lado, advertimos de la posible confusion entre la matriz Mg_ 5 y la matriz

Mpgr_ 5. En la respuesta del estudiante ES13 ante el problema dos del diagnostico puede verse

este tipo de confusion con la matriz, véase la siguiente forma en la que procedi6 el estudiante

(figura 4.13).

@ (St-EUM\I;} b | ﬂ‘:‘[e,‘/623
Na=C11) N = (2,4) ,» €1=(1.0) , €2 =(o,1) .
1 7 1 @]
z 1 O 4)
B ip
1.2 1 O\ 2,—2% : . z
(11?01)1__7(40_1\1 O) 33.(1 2110
- 5 -2 gl o A 1'1/3 ,1/3)
By= 22, '
: > ('1 D .'4/3 Mz e P moliiz de  coamue de
O 1Yz -y base de R o
(“/3 ~4fz
Hx "(3)
A:) (; ? ‘lﬁ P ) — 2  la malviwr A€ camblo de
Zz A
. < el LU
F (2 2)

Figura 4.13 Procedimiento del ES13.P2.

En términos de nuestra perspectiva tedrica podriamos decir que este tipo de confusion
se puede dar porque no sean interiorizado las acciones especificas. Puesto que, no logra
establecer la relacion que hay entre la matriz encontrada y las columnas de dicha matriz, este
es un claro ejemplo en donde se muestra la independencia del algoritmo con una estructura

mental mas sofisticada. Expliquemos mas a detalle esta interesante situacion.

El ES13 construye dos matrices al considerar los vectores de las bases B, B’ como
vectores columnas, es decir: (; i), ((1) (1)) Su algoritmo sugiere hacer una matriz aumentada

en donde coloque en la parte izquierda y derecha las matrices anteriores, esto es:
1 2

G ilo o
2 110 1/

El estudiante sabe que al reducir la parte izquierda a la identidad, entonces en la parte

derecha tendréd una matriz de cambio de base. Es claro que esta forma de proceder por parte del
estudiante como algoritmo est4 bien ejecutada. Puesto que encuentra una matriz de cambio de

base. Pero el estudiante no esta interiorizando que las columnas de la matriz que obtiene son
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precisamente las coordenadas de los vectores de la base B’, escrito como combinacion lineal de

los vectores de la base B. Por lo que confundié en ambos incisos la matriz requerida.

En general este problema de calcular la matriz de cambio de base, a pesar de ser para
bases de un espacio vectorial real de dimension dos, causé mucha dificultad en los estudiantes,
puesto que al parecer no sean interiorizado las acciones especificas y eso da lugar a construir

matrices de cambio de base, pero no las pedidas.

4.1.5 En busca de los requisitos previos o una concepcion de la matriz de cambio de
base

En el problema tres del diagnostico mencionabamos que contenia informacién de mas,
y esperabamos que el estudiante de alguna manera no se dejara llevar por ello y trataran de usar
la igualdad [v]p = Mp/_g[v]g. Encontramos en: ES2, ES15, ES16 y ES26 evidencia de que
existe, tanto los requisitos previos asi como algin tipo de concepcion respecto a la matriz de
cambio de base. Para ser mas especificos podriamos decir que los estudiantes estan
reflexionando posiblemente con una concepcion objeto del concepto matriz de cambio de base,
puesto que ante los calculos antepone una reflexion de una propiedad que cumple la matriz, es
decir considera a la matriz como un todo y le aplica una accidon especifica, veamos el
procedimiento del ES1S (figura 4.14).
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Figura 4.14. Procedimiento del ES15.P3.

En nuestro anélisis a priori también contemplamos que un estudiante puede optar por
escribir el vector requerido como combinacidn lineal de los vectores de la base dada y con ello

dar respuesta a la pregunta. Encontramos evidencia por parte de un estudiante 16 que utiliza esta
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forma de razonar, no para dar solucién al problema si no como comprobacion de su resultado.

Con lo que manifiesta total control de los requisitos previos y de algin tipo de concepcion de la

matriz de cambio de base (figura 4.15).
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Figura 4.15. Procedimiento del ES16.P3.

4.1.6 Relacionando los requisitos previos con una concepcion de la matriz de cambio de
base (problema 4 del diagnéstico)

Este problema exige que las concepciones de base ordenada y vector de coordenadas
estén presentes, y se relacionen mutuamente como lo describimos en el analisis a priori. E1 ES2
al tratar de responder a esta cuestion a pesar de haber mostrado una concepcion Proceso de base
ordenada y concepcion Objeto del vector de coordenadas, no logra relacionar estos dos
conceptos para dar solucidn: sin embargo da evidencia de conocer que si tiene la matriz de
cambio de base Pg/_,z entonces su inversa es Pg_, 5, con ayuda de eso establece que el producto
de Py g v; =u;con i =1,2,3y asi encuentra quienes son los vectores de la base B'. El
razonamiento de este individuo pasa por desadvertido la importancia de las columnas de la
matriz de cambio de base, aunque la idea de calcular la matriz inversa y a través de ella y calcular

los vectores de la base pedida no la consideramos en nuestro andlisis a priori (figura 4.16).
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Figura.4.16. Procedimiento del ES2P4.

Ademas de los requisitos previos en el analisis a priori advertimos que era necesario una

concepcion Proceso del concepto matriz de cambio de base. En la solucion de este estudiante

ES15 da evidencia de ello. La solucidon respecto a este problema se muestra en la siguiente

imagen.
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Figura 4.17. Procedimiento del E15.P4.
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De igual forma mostramos que el ES20 manifiesto que saber que representa las columnas
de la matriz dada, es decir, parte de saber que representan las columnas de una matriz de cambio
de base (figura 4.18).

Figura 4.18. Procedimiento del ES20.P4.

Lo expuesto por ES15 y ES20 es muy importante para nosotros puesto que esta forma
de razonar nos ayudara a detallar el mecanismo interiorizacion dado que muestran total control
en saber que representa cada columna de la matriz, consideraremos estas importantes ideas a la

hora de describir dicho mecanismo.

En la pregunta cinco del diagndstico no pedimos la definicion del concepto de estudio,

pero si se le pedia al estudiante que expresara lo que entendia de dicho concepto.

Pregunta S

(Qué entiende por matriz de cambio de base?

A continuacion mostramos evidencia de lo que los estudiantes consideran como matriz
de cambio de base. Referente a su nocion del concepto de estudio el estudiante ES4 ve a la
matriz de cambio de base como un instrumento el cual cumple determinada funcion.

ES4

“Para mi, es una ayuda para efectuar una funcién que vaya de una base a otra
solamente con hacer algunos céalculos”

Otra idea manifestada por parte de los estudiantes es considerar a la matriz de cambio de

base entendida como una funcion.
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ES9
“Es una funcidn lineal que mapea elementos de un espacio de salida a uno de
llegada”

Otra idea es ver a la matriz como aquella que es igual a su inversa, esto lo expuso el
ES13 en su respuesta y no fue considerada en el anélisis a priori. Puesto que esperabamos

respuestas mas descriptivas que relacionaran la funcion principal de dicha matriz.

ES13

“la matriz de cambio de base es aquella para la cual las matrices coinciden en su
inversa”

ES16

“La matriz de cambio de base es la matriz inversa a la base y es la matriz que nos
ayuda a encontrar las coordenadas de cierto vector como combinacion de los
vectores da la base dada”

Mostramos evidencia de las ideas expuestas por los estudiantes, la cual se asemeja

mucho a la que esperabamos.

ES15
“ . . .

La matriz cambio de base es un mecanismo para poner a los vectores de una base
en términos de otra base dada. Dicha matriz es de mucha ayuda pues nos
proporciona los escalares de todas las combinaciones lineales que necesitamos
para poner los vectores en términos de la otra base”

ES26

“Matriz de cambio de base, es aquella que, teniendo dos bases ' y 8, me permite
pasar un vector en base 8 a un vector en base ', es decir, esa matriz permite el
cambio de las coordenadas de un vector en términos de la base ordenada 3, a
términos de la base ordenada B’, y viceversa.”

ES28
“Es la matriz que me permite transformar un vector expresado en cierta base en
otra nueva base”

ES2

“Si T[x] = A[x] donde A = [T]z_,p’ para algunos B, B' que generan es decir
Sea una T, lineal 3 L(Vy/,Wg') donde gen B =V A gen B’ = W. Una matriz
de transformacion es una matriz que al multiplicarla por un elemento de V me da
un Unico elemento en W donde esdimV =m AdimW =m = Aesdemxm”

Notemos el esfuerzo de ES2 para dar su definicion de la matriz cambio de base de
manera muy formal, méas aun, trata de definirla como una matriz de transformacion.
Supondremos que intenta definir a la matriz de cambio de base como un caso particular de la

matriz asociada a una transformacion lineal, lo cual es muy importante puesto que
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hipotéticamente creemos que asi se puede iniciar la construccion del esquema de matriz de

cambio de base.

Después de la aplicacion y la recoleccion de datos del diagndstico encontramos que los
estudiantes dan evidencia de ser una buena muestra para implementar disefios de clase e iniciar
un posible modelo cognitivo hacia la construccion de una concepcion objeto del concepto matriz
de cambio de base, puesto que la mayoria de ellos mostro poseer las estructuras previas y
contestar adecuadamente la pregunta en la que relacionan las concepcion de base Ordenada y
concepcion Objeto del vector de coordenadas (pregunta 1). Referente a las demds cuestiones
del diagnéstico podemos concluir brevemente que un poco menos de la mitad de los estudiantes
tienen un tipo de concepcion Accion de la matriz de cambio base y que muy pocos logran

interiozar las acciones especificas para dar paso a otra estructura mental.

Este diagnostico exploratorio, referente a la pregunta donde se cuestiona sobre su idea
de la matriz de cambio de base revela que algunos estudiantes la describen como una funcion,
la cual no definen la regla de correspondencia ni el dominio y contradominio. Esto de considerar
a la matriz de cambio de base como una funcion es de vital importancia, puesto que nos ayudara

a describir el mecanismo encapsulacion que explicaremos mas adelante.

En nuestro afan de robustecer nuestra descomposicion hipotética optamos por entrevistar
aquellos estudiantes que fueron capaces de mostrar algiin tipo de concepcion de la matriz de
cambio de base y ademas sus procedimientos de resolucion dan evidencia de estar en via de una

estructura mental mas alla de la concepcion Accion.

4.2 Analisis de los datos obtenidos de la entrevista

Los datos obtenidos después de la aplicacion de la entrevista son analizados con base en
las construcciones propuestas en la descomposicion genética hipotética en donde se busca
identificar las estructuras que los estudiantes muestran sobre el concepto matriz de cambio de
base, y analizar aquellas que evidencien y no fueron consideradas. En lo siguiente haremos una
descripcion de las construcciones que identificamos y analizamos. Para dar evidencia mostrando
extractos de la transcripcion de la entrevista, asi como imagenes las cuales contienen las

producciones realizadas por parte de los estudiantes.
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4.2.1 Laimportancia del orden en las bases para calcular una matriz de cambio de base

La base ordena se pueden considerar como un concepto en el cual autores de libros de
texto y maestros de cursos de Algebra Lineal abusamos del uso de notacion, es decir, dada una
base B de un espacio vectorial V sin mayores predmbulos se le considera con el orden en el cual
aparecen los vectores, se hace s6lo una aclaracion y se olvida recalcar esto lo cual se creé que a
medida que el estudiante se ejercita al calcular el vector de coordenadas es el mismo estudiante
que le daré sentido al orden de la base. La importancia del orden en la base para nuestro estudio
es fundamental, puesto que para cada orden establecido se puede tener una matriz de cambio de
base, de ahi que estableciendo el orden se establece la unicidad de dicha matriz (con un orden
especifico en sus columnas). Asi que el estudiante al iniciar su construccion de la matriz de
cambio de base, primeramente debe establecer el orden en las bases, con la concepcion proceso
de base ordenada el estudiante serd capaz de realizarlo. Por ejemplo, el ES20 cuando se le
cuestiona sobre el orden de las bases, descarta el orden porque analiza las bases como conjuntos
(Figura 4.19).

”vww de R™ Som € ’j! #5 & %._r
R Cifre Cotisentioe ot ad rEp v iness

Figura 4.19. Procedimiento de ES20.Pel.iv).

Mas aun recalca su respuesta diciendo:

ES20: Lo que quise decir que todos los que estdn acd estdn acd (sefiala).

m
w00} a-(O0)

ES20: Salvo el orden, en conjuntos el orden no importa, se pueden hasta
repetir y todo.

Se deja al estudiante continuar a fin de que en la pregunta cinco del problema uno,
confronte su razonamiento (véase figura 3.6) a continuacion mostramos fragmentos de la

entrevista.

ES20: mmm ;son jguales?... no porque... se puede mostrar por contradiccion.
E: ¢(No, por qué... por qué no son iguales?
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ES20: Tendria que ser... dos matrices son iguales si y solo si son iguales por
componente a componente se podria demostrar por contradiccion,
supongamos que son iguales y se llega a la contradiccion...
entonces si son iguales el -1 tendria que ser igual al 2 (escribe).
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Figura 4.20. Procedimiento de ES20.Pel.v).

El estudiante concluye que las matrices de cambio de base son distintas (figura 4.20), sin

reflexionar en el orden de la base de salida como se predijo en el analisis a priori, asi que se le

cuestiona el hecho de llegar a matrices de cambio de base distintas si parte de bases ordenadas

que menciona son iguales. Tras su propia reflexion, llega a la conclusion deseada. Pero se resiste

a interiozar la importancia del orden en una base ordenada, mostramos evidencia en el siguiente

fragmento.

ES20: FstaesdeB, aB, yestadeB; aB, .

E: ;Haber y quien es la base B;?

ES20: B, es pues, la base canénica.

E: Es esta ;Quién es la base B;? En la pregunta cuatro td me dijiste que estas
bases eran iguales, entonces la pregunta que te quiero hacer.

ES20: Porgue las bases...

E: Ahora si estas saliendo de una misma base que ti me dijiste, a la otra
base. Estas dos bases llegan a esta ;no? (sefiala B,). ;Por qué la matriz de
cambio de base es distinta? (Sefiala las matrices Mg, 5, y Mg, g, )-

ES20: Claro si esto es igual a esto (sefala).
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ES20: Y no estamos llegando a lo mismo ;Por qué son distintas? Entonces, en
dlgebra si importa el orden.

E: Ok. ;Entonces esto tiene que ver a que llegas a matrices distintas?

ES20: En dlgebra si importa el orden, en conjuntos no importan el orden.

El estudiante no queda muy convencido de que la diferencia entre una base y una base
ordenada radica que en la segunda hay una sucesion definida en ella, es decir, se establece un
orden en la base y asi deben de considerarse los vectores con el orden establecido, el estudiante
solo considera a la base ordenada como un conjunto de vectores que cumplen ciertas
propiedades. Pero al reflexionar nuevamente sobre sus propias ideas y la operatividad con la
matriz de cambio de base, salen a la luz dos cosas importantes para nosotros: la importancia del
orden en la base, las acciones especificas que realizo para calcular la matriz de cambio de base
(véase el siguiente fragmento de la entrevista).

E: ;Por qué cuando calculas los cambios de base te dan distintos? Si se supone
que estas bases son iguales (sefiala By, B3). ;Por qué cuando calculas
de esta base a esta? (Sefiala de B; a B,) te sale diferente de calcular
de esta a esta. (Sefiala B3 a B,) ;Por qué?

ES20: Porque primero yo consigo las componentes, o sea primero yo
encuentro las componentes de este vector en esta baseyese va como
la primera columna de la matriz de cambio (escribe). Mientras ese

paso que acabe de hacer es el segundo paso que hago en la otra
matriz de cambio o sea algo asf (escribe).

T

_ I[ o ‘\;’ )
\. © < )
(€ )
Ejercicio 1 o
Sca V = R? cl cspacio vectorial definidff dbbre ¢l cucrpo R y scan:

= ()0 5= (.0} - () O lmipen.

E: Ok

ES20: Cuando en la primera matriz estoy encontrando la primera columna en
ese mismo paso es como si estuviese encontrando la segunda
columna de la otra matriz.

Lo expuesto por ES20 muestra la importancia del orden y cudl es la repercusion en el
calculo de la matriz de cambio de base y ratifica que una de las acciones especificas para su
construccion del concepto matriz de cambio de base es tomar cada vector de la base de salida y
escribirlo como combinacion lineal de los vectores de la base de llegada, ademés menciona que

las componentes que encuentre después de escribir los vectores en una base respecto a la otra
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base formaran la primera columna de dicha matriz. Segiin nuestra descomposicion hipotética el

estudiante empieza a mostrar evidencia de una concepcion accidon del concepto de interés.

A continuacién, presentamos fragmentos de la entrevista del ES28 en donde se le
cuestiona sobre el orden en la bases; en la pregunta uno de la entrevista (figura 3.6), alli se

evidenciaba una concepcion proceso de base ordenada por parte de este estudiante.

ES28: ;La base B, es igual a la base B; ? justifica tu respuesta. ; B, es igual a
B3 7 es que si afirmo que las bases son iguales entonces tendria que
afirmar que la matriz de cambio son iguales porque estin cambiando
de la misma base a la misma base. Pero entonces si lo llevo a la
prdctica. Me tendria que resultar el mismo vector, es decir si yo tomo
(escribe).

) AR
TR

E: ;Entonces?

ES28: Entonces, estd mal concluir que... pero es que si tienen que ser la
mismas bases, pero no dan los mismos... no pues si no es la misma
matriz de transicion es porque no es la misma base.

E: A ver, ambas son bases y generan a R? y ademds son linealmente
independientes ;qué mas? ; Tienen los mismos elementos?

ES28: Si tienen los mismos elementos, ha pero el primer elemento de esta
base... no pues, la otra también... no sé qué el orden que... de esos
vectores en esa base.

E: Bueno ahi el problema nos dice que son bases ordenadas.

ES28: Bases ordenadas, por ejemplo, si yo cojo un vector, si yo tomo, si lo
expreso en términos de esa base. O sea asi por ejemplo (escribe).

AREERN
]

ES28: Pero entonces, no seria lo mismo que (3,2)... no, no, (escribe).
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Como el estudiante evidenciaba una estructura proceso de base ordenada y tener control
sobre ella, se decidio cuestionarlo sobre el vector de coordenadas, esto con el fin de hacerle

notar la importancia del orden en las bases, veamos el siguiente fragmento de la entrevista.

E: A ver lo que pasa... ;como encuentras si yo te doy el vector (2,1) como
combinacién lineal de estos dos? (sefiala).

Ejercicio 1

SeaV = R? el espicio vectorial definido sobre el cuerpo R y sean:
2= (D) 5= (). )} 5 = (3).(0) b et e .

ES28: ; £l vector (2,1) como combinacion lineal de estos dos?

E: Aja, y ademas te dice que las bases son ordenadas es decir si yo te pido las
coordenadas de este vector (2,1) en esta base, segin ti como la
encuentras... ;jde esta manera? (sefiala)

4("‘\ : 2 \Ia)

ES28: Si.

E: ;Entonces cudles son las coordenadas? ;El vector (2,1) escrito en esta base
es igual a quién? Si, pero ;Cudles son las coordenadas?

ES28: ;Las coordenadas?

E: Las coordenadas del vector, aja las coordenadas del vector (2,1) escritas
en esa base ;quiénes son?

ES28: Pues uno, y dos.

E: Aja, y se pueden escribir con una notacion. Entonces escribe ese vector en
esas dos bases y comparalos.

ES28: (Escribe).

(}) l(lo)_: R EINEN
(mg z (l\)h

E: ;{Son iguales?

ES28: No son jguales porque no tienen las mismas coordenadas.

E: Ok. No son iguales porque no tienen las mismas coordenadas, entonces que
es lo que estd pasando. En la pregunta cuatro nos preguntan si las
bases son iguales.
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ES28: Si estamos hablando de las bases ordenadas no estamos hablando de
las mismas bases.

E: A Ok. ;Entonces en una base ordenada que es lo que importa?

ES28: El orden de los vectores que la componen.

E: A ok, y por ejemplo, en la pregunta cinco las matrices de transicion van de
la base... (Sefala)

Liercicio |

Sea V = R? el espacio vectorial\definido sabre el cuerpo R ¥ sean:

5 ={OD = (). ) 5= (D) () bossrcms

i} Encuentre la matdz Pp) lg,
ii) Encuentre la matriz Pp, _p,

il Frenentre 1a mairiz Pa -

E: A pesar de que estas dos base B3, B; tienen los mismos elementos pero en
distinto orden ;Qué podemos concluir?

ES28: Que las matrices son diferentes.

E: Aqui ya lo habias puesto.

ES28: Si una idea.

E: ;Ahora que podemos concluir en la pregunta cuatro?

ES28: Escribe.

;\VB- laS FD&«W (‘)JA \\(53 “ ?{&Q‘ dﬂl confar  Con CL?S
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Figura 4.21. Respuesta del ES28.Pel.iv).

Quiza esto de tener bases con los mismos vectores y ordenarlos de una manera diferente
y decir que ahora son distintas suena algo extrafio para un estudiante que carece de un tipo de
concepcion proceso de base ordenada, puesto que no se interiorizado la accion de establecer que
vector va primero, que vector después y asi sucesivamente. Lo anterior toma sentido en la
ejercitacion y célculo de las coordenadas de un vector, es decir, la importancia del orden en la
base toma sentido cuando se escriben las coordenadas de un vector respecto a esa base. Asi con
esta reflexion el estudiante interioriza la sucesion definida en la base y con ello porque dichas
bases son distintas. Respecto al orden en las bases tanto el estudiante 20 y 28 tuvieron que
reflexionar sobre el orden de las bases porque omitian la importancia de ello. Podemos concluir
respecto al orden que este se manifiesta en los estudiantes de dos maneras: como concepcion
proceso 'y concepcion objeto, el primero cuando establece que vector se antepone al siguiente y
asi sucesivamente, y el segundo cuando lo considera como un conjunto ordenado (se considera

el orden establecido en la base).
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4.2.2 Concepcion accion de la matriz de cambio de base

En la descomposicion genética hipotética consideramos que los estudiantes podrian
iniciar la construccioén del concepto matriz de cambio a partir de las estructuras: concepcion
proceso de base ordenada y concepcion objeto del vector de coordenadas. Para construir la
matriz de cambio de base planteamos la aplicacion de acciones especificas sobre dichas
estructuras; por ejemplo, el estudiante 15 en la pregunta 1, para calcular dicha matriz realiza las
siguientes acciones.

ES15: Entonces quiero la Matriz de cambio de B, a B,, entonces la matriz que
voy a colocar aqui es B,, y aqui B; (escribe)

BL’—’?&

110 l)
1 Lo
ES15: Ahora lo que tengo que hacer es llevar esta matriz a la forma

escalonada reducida ;si? (Sefnala 1). Y lo que me queda aqui es la
matriz de transicion de B; a B, (sefala 2).

-

B—8,

E: Ok. Entonces vas llevar esto a la identidad ;Y lo que te quedara de este lado
que va a ser? (Sefiala).

ES15: La matriz de transicion de B, a B,.
E: A, ok.
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ES15: Entonces a este renglén le voy a restar el reglén uno... (Comienza a
resolver el problema y escribe).

(1 o‘l’l>
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Figura 4.22. Respuesta del ES15.Pel.i).

Estas acciones especificas de considerar los vectores transpuesto de los vectores de las

bases y colocarlos en una forma de matriz para ambas bases, construir una matriz ampliada,

aplicar operaciones elementales para reducir la parte izquierda como sefialaba el estudiante. Son

las acciones que realiza para determinar la matriz requerida.

En el analisis a priori de la entrevista contemplamos esta forma de proceder por parte

del estudiante, puesto que con la prueba diagnostico detectamos aquellos que por lo menos eran

capaces de escribir las coordenadas de un vector dado respecto a una base y calcular la matriz

de cambio de base. Esta forma de calcularla aparecia en sus producciones de los estudiantes.

Otra de las acciones especificas que esperabamos es la que muestra el estudiante 28

quien rapidamente menciona que para calcular la matriz de cambio de base requiere expresar

los vectores de la base de salida como combinacion lineal de la base de llegada (ver fragmento

de la entrevista y la siguiente figura 4.23).

ES28: Bueno aqui nos piden la matriz de transicion de la base B, a la base B,.

E: Ok.

ES28: Entonces lo que tendria que hacer es expresar los vectores de la base
B, en términos de la base B,.

l

RN

o
\,A
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2

oo (i F) v=C T

Figura 4.23. Respuesta del ES28.Pel.i).
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Notemos que el estudiante menciona escribir los vectores de la base B, en términos de
la base B, pero lo que hace realmente es expresar los vectores de la base B, en términos de la
base B;. Cuando le cuestionamos sobre lo que estaba realizando el estudiante menciona que el
calculo de la matriz siempre lo habia hecho mecanicamente, pero acepta que la accion especifica
que decia realizar la estaba haciendo de forma equivocada. Al corregir el procedimiento logra
darle respuesta satisfactoria al problema. Esto se evidencia en el siguiente fragmento de la

entrevista.

ES28: Escribir una base como combinacion lineal de la otra. La verdad si, pues
si eso es lo que me genera duda de la base B, a la base B, siempre lo
he hecho de una forma muy mecdnica y no me habia puesto a pensar
en eso. Luego algunos autores manejan esta notacion y le ponen la
flechita al revés. Pues si, porque yo necesito hacer la transicion de
base B, a base B,.

E: ;Entonces?

ES28: Necesito expresar a estos en términos de esta base [B; aB, .

E: Ok, a ver ;qué dijiste? Necesitas expresar estos...

ES28: En términos de esta base, y fue todo lo contrario a lo que hice.

E: Ok.

ES28: Voy a escribir la correcta (escribe).

}\! k\o\ (xK‘i\* @kﬂ AR E 2p =L R pilzER? S pea

R o= o e E ey )
): “(U*Hﬂﬂ o(Jf-Z%:o :)°<1—7(5 :ltxti

R R i

Figura 4.24. Respuesta corregida del ES28.Pel.i).

Para iniciar la construccion de la matriz de cambio de base en los problemas planteados
de la entrevista, se utilizaban una de las dos acciones especificas que se mostraron anteriormente
para el caso de subespacios de R™. Es decir, los estudiantes optan por escribir primero cada
vector de la base de salida como combinacion lineal de la base de llegada o transponer los
vectores de las bases; aunque realmente al hacer esto no muestran control de lo que estan

haciendo, no mencionan que usan como puente a la base canonica del subespacio vectorial dado.

Por otro lado las producciones de los estudiantes eran las que se esperaban puesto que

mostraban esa forma de proceder en la prueba diagnoéstico. Resulta interesante cuando el espacio
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vectorial es un subespacio vectorial de P,,[x] puesto que los estudiantes optan por usar las
acciones especificas: poner los vectores de la base de salida y de llegada como vectores columna
de una matriz, construir una matriz ampliada y reducir una parte de la matriz ampliada a la
identidad y asi obtener una matriz de cambio de base. Aunque lo ideal es usar esta forma de
proceder cuando se quiere un cambio de base de la base candnica a cualquier base de un espacio

vectorial VVde dimension finita puesto que se simplifica mucho.

4.2.3 Concepcion proceso de la matriz de cambio de base

Como ya describimos anteriormente los estudiantes desarrollaron dos procedimientos
para construir la matriz de cambio de base. Esas acciones especificas fueron interiorizadas por
algunos estudiantes, la interiorizacion se da cuando el estudiante reflexiona sobre las
componentes de la matriz de cambio de base, es decir, cuando asimilan que cada columna de la
matriz estd relacionada con la escritura de los vectores de salida como combinacion lineal de
los vectores de llegada. Ademas cuando pueden predecir el tamafio de la matriz sin resolver el
problema y cuando son conscientes del efecto que causa el orden en las bases. Esto es, que para
cada orden dado en el conjunto de la base existira una unica matriz. Por ejemplo, el estudiante
20 predice el tamafio de la matriz de cambio de base antes de calcularla para el subespacio
P, [x]; consideremos el siguiente fragmento de la entrevista:

ES20: Listo, sin tener que escribir esto (sefiala los vectores de la base B, ).

Monto los que son, ademds me estin diciendo que son bases esto
genera (sefiala).

2}

4
oL ,{,43/61 izt 2aas, a0

ES20: Todos los polinomios de... en x de segundo grado y son linealmente
independientes, todas esas cuestiones. Esta también genera a todos
los polinomios de segundo grado en x y también son linealmente
independientes listo. Son tres componentes entonces hay tres
cositos acd y tres cositos acd, esto es de tamafio... tres por uno y este
es tres por uno también...por lo tanto ;qué tendria que ser esto para

@-(

<
A t@fi@ i L

que me de tres por uno?... este es tres obligatoriamente (escribe).

ES20: Bueno ya no es dos por dos como la anterior ahora es tres por tres
(escribe).
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Una vez un individuo logra interiorizar las acciones puede construir un proceso; el cual
en nuestra descomposicion genética se caracteriza por todas aquellas acciones mentales que lo
llevan a reflexionar sobre las caracteristicas de la matriz. Por ejemplo, qué representa cada una
de las columnas de dicha matriz, reconocer la diferencia entre Mg _,p, y Mg, , interiorizar
que por cada orden que se de en la base de salida las columnas de la matriz cambian. Ademas
de ser consciente que dichas columnas son linealmente independiente, mas aun que son una base
para el espacio vectorial F™1, Evidencia de esto es el trabajo realizado por el estudiante 15, es
de vital importancia para nosotros la forma de razonar por parte del estudiante, a través de su
reflexion interioriza las acciones en un proceso. Veamos el siguiente fragmento respecto a la
pregunta tres de la entrevista:

ES15: No estoy muy seguro, pero lo voy a hacer como hice el de polinomios
del ejercicio anterior.

E: Ok.

ES15: Pero no estoy seguro. O sea esta es la base A, y esta es la base B. Y me
piden la matriz de transicion de A a B.

E: A ver calculela.

ES15: S7 sefior, pero no sé. Estoy asumiendo que son polinomios, puede que
no sean polinomios.

S0lucico
—N—

Sea R: Bhi-by;- b, tbotl
e 7‘)3} Y %‘{bn‘n,b;},m’fonm:

X4
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0 3 -l k P\ qB‘

E: A ver, aqui encuentras la matriz y la encuentras bien.

ES15: ;87 estd bien?

E: Si, pero hay un detalle ;Si esta consiente de lo que estd haciendo? ; Por qué
escribe esta matriz cuando la base es by, b,, b3? (Sefiala).
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ES15: Es lo que le digo, yo creo que asumi que el espacio vectorial eran
polinomios.

E: Ahora si no consideras polinomios y lo trabajas asi, como un espacio
vectorial V. Supongamos que ya la encontraste con tu
procedimiento. ;Qué te estd representando cada columna de esa
matriz?

ES15: El vector de coordenadas, no ;el vector de coordenadas? Si, creo que
es el vector de coordenadas de el vector de coordenadas en
términos de B . Si no estoy mal.

E: El vector de coordenadas...

ES15: De B; de cada uno de estos vectores (sefiala).

ES15: ;O de estos?

Solucico
P —

5¢a A= {4\;,—5” & 5.*51,‘)\7‘;

) z\,,—k 9 B2 bbb, e
A
Fal

LA oolg -1 o
1
0 30 -2 31 3
1
0 o110 4 ¢ -10
L/ €avoaces, Mz[-; 5 ;)| es la madiz de drongioeh
6 1-2 khqB
E: ;Cémo?

ES15: Es que no me acuerdo muy bien, pero yo estoy seguro. Que este es un
vector de coordenadas de los vectores de A o de los vectores de B.

Notemos aqui que el estudiante tiene pleno dominio de las acciones especificas que tiene
que hacer, en este caso, transponer los vectores de la base como vectores columna y asi formar
una matriz ampliada con los vectores de ambas bases. Asi que el entrevistador toma la decision
de hacerlo reflexionar sobre sus propias ideas para evidenciar la interioriorizacion de dichas
acciones. A continuacion, mostramos un fragmento de la entrevista donde se logra dicho

mecanismo.
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E: Bueno regresemos a este problema (se le entrega el problema 1, segundo
inciso). ;Qué me esta representando la columna de esta matriz?

BL——,%‘L

11402 12,023 (17_'.0J-zml2;
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ES15: £/ vector de coordenadas en términos de B, en esta base.

E: ;Es decir?

ES15: Los coeficientes de la combinacion lineal.

E: ;De quién?

ES15: Ya, ya, ya, ya... Es el vector de coordenadas de uno de los vectores de
B, en términos de B;.

E: Saca tu hoja de cuentas.

ES15: Usted me puso a calcular este vector si ok.

E: Si.

ES15: En este caso me dio (2,1).

E: Si, pero esta esla que va de B; a B,.

ES15: Si

E: Ok. ;Lo calculaste y te dio?

ES15: (2,1) y aqui medio (2,-1). Si yo calculara (2,1) me tendria que dar esto

(sefiala).
BL—__’$‘L
! 110 2k
1a oY = TS —'( ;
(\,1:15 % \0-Dir-1 /0 \O 1t ) =

ﬁZL
A

11-1 1 ek f i
__/

ES15: Voy a calcular a ver.

E: Ok, la pregunta era ;qué me estd representando cada columna de la
matriz?

ES15: En términos de B, no es, porque me dio (1,2). Entonces voy a calcular

—_—
(o 20 o

el mismo vector, jah! no mentiras.

Notemos aqui que el estudiante ve al vector (2, —1) con una concepcion objeto el cual
desencapsula para analizar de qué vector esta representando las coordenadas. El entrevistador
opta por hacerlo reflexionar sobre su forma de calcular las coordenadas de un vector respecto a

una base esto con el fin que interiorice la acciéon de que vectores tiene que escribir como
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combinacion lineal y con ello que representa las columnas de una matriz de cambio de base

veamos el siguiente fragmento de la entrevista.

E: Regresemos mas atras, ;Qué significa resolver esta parte de aqui?

Dl‘_”gz

10 2 \-mily
1M 12,002 (‘L o
\ -t , =) '
k3 fiapJiehilbaphsad A ke oy )
( S :'L -L) =7A/’{-Z/’l> s A esla madeiz de Yansiade de p,p,
0 11-) 1 k’_l—/-" .

ES15: Hallar la inversa de esta matriz (Sefiala 1). Hallar el cambio de base.
E: Bueno, aqui si te queda un cambio de base (sefiala 2).

—_
-
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N 101 o 3 \mik
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E: Pero a ver, ;qué estaria significando esto? (se cubre una de las columnas
de la parte derecha de la matriz ampliada). Es decir, que le quites
una columna y resuelvas.

ES15: £/ vector de coordenadas en términos de B,.

E: ;Pero qué vector?

ES15: E1(0,1).

E: Ok. Y encuentras ;qué cosa? Las coordenadas, y cuales son.
ES15: Este (sefiala).
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E: Si.

ES15: ;Pero si es eso?

E: Entonces qué significan las columnas de una matriz de cambio de base.

ES15: £/ vector de coordenadas de la base 1 en términos de la base 2. Lo dije
muy enredado.

E: No, creo que esta bien. Es decir,... bueno aqui tengo las dos bases B, y B,
;Qué debo de hacer para encontrar la matriz de cambio de base que
vade B, a B,?

ES15: Hallar el vector de coordenadas en términos de la otra base y ponerlos
como columnas. ;Si7 A ver, por lo menos yo quiero este vector en
términos de esta base. (Sefiala 1). Hallo el vector y lo coloco como
columna. Después cojo este vector y lo pongo en términos de esta
base y lo pongo como columna (sefala 2).

Liercicio 1
SeaV = o v orial defigla se e 2 40 R ovoscan:
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Aqui el estudiante da evidencia que estd interiorizando acciones especificas y comienza
a pensar en un dinamismo en funcion de las columnas de la matriz de cambio de base. Ahora se
le cuestiona sobre su forma de construir la matriz de cambio base, esto con el fin de que el
estudiante notard que su manera de proceder es hacer algo andlogo a escribir cada vector de la
base de llegada como combinacion lineal de a base de llegada.

E: Ok, ;Qué es lo que pasa aqui en su algoritmo cuando hace esto? (cubre una
de las columnas de la parte derecha de la matriz ampliada)
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ES15: Encuentro las... solucion del sistema, yo sigo insistiendo que encuentro
el vector de coordenadas
E: Exacto, ;jentonces esta columna qué es?
ES15: ;Esta? (Sefiala).
o -

lo 3 11 :O 2 -tk
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E: Aja.

ES15: £/ vector de coordenadas.

E: ;De quién?

ES15: De... este (sefiala el primer vector de la base B; ) en términos de B,.

E: ;Y después este quién es? (sefala la segunda columna de la matriz que
encuentra el estudiante)

ES15: El vector de coordenadas de este vector (sefiala el segundo vector de
B; ) en términos de B,.

il %

El estudiante volvid a dar evidencia sobre la construccion de la matriz de cambio de
base, es decir, sugiere encontrar el vector de coordenadas en términos de la base de llegada y
posterior a ello colocarlo como una columna. Después de esta reflexion el estudiante 15
interioriza las acciones especificas para dar paso al proceso. En el siguiente fragmento se puede

encontrar evidencia de ello:

E: Regresemos al problema 3 ;Qué es lo que te dan?

ES15: Me dan dos bases de un espacio vectorial V, me dicen que los vectores
del espacio vectorial A estdn en términos por decirlo asi en términos
de B, pues si por que a; = 4b; — b, pero estos son vectores de esta
base (sefiala la base B).

E: Ahora si yo te pido la matriz de cambio de base de 4a B ;Cudl es? ;Va ser
aquella matriz que, qué?

ES15: Que... tenga como columnas los vectores de coordenadas de A en
términos de B.

E: Aja, y entonces ;como encuentras eso?

ES15: Con mi algoritmo o un sistema de ecuaciones.

E: Ok, pero cuando usas tu algoritmo ;por qué pones que b; es (1,0,0)?
(Seiiala).
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ES15: Si es que, lo que le dije. Yo asumi, creo que estd mal asumir eso que el
espacio vectorial es un espacio vectorial de polinomios grado dos.

Hasta aqui, el estudiante dejaba de pensar en una base en particular, y considera la base
dada. Ahora, como el estudiante ya interiorizo que para todo vector de la base de salida lo tiene
que escribir como combinacion lineal, puede deducir qué representan las columnas de cualquier
matriz cambio de base, es decir, ya se apropid6 que cada columna de la matriz son las
coordenadas de un vector en términos de una base especifica, veamos el siguiente fragmento de
la entrevista donde se evidenciaba atin mas la interiorizacion de ciertas acciones, asi como una

estructura proceso de la matriz de cambio de base.

E: Ok, pero a ver qué informacion tenemos, tenemos dos bases ordenadas de
un espacio vectorial V, ;Qué mas te dice?

ES15: Que Ia base A en términos de B.

E: ;Y eso te ayuda en algo?

ES15: Yo creo que si.

E: ;En qué? ;Qué significa que a, lo puedas escribir como 4b; — b,?

ES15: Que el vector a, estd en términos de B. O sea, este vector que acabo de
escribir hay si, ya miré. Este es el vector a, que pertenece aA ;si? Y
estd en combinacion lineal con b, y b, que son vectores de B.
Entonces este vector uno estd en combinacion lineal de B, pues si es
obvio no pero si es evidente porque B es base. [gual pasa para a, y
as.

E: ;De ahi puedes deducir algo?

ES15: ;En cuanto a esta matriz?

E: A encontrar la matiz de cambio de base.

ES15: Si

E: ;Si, qué?

ES15: Esto quedaria escrito.

E: Ok, pero aqui la forma de razonar es diferente

ES15: 57 si si... como habiamos pensado ahorita, como habiamos llegado a la
conclusion de que las columnas de la matriz de transicion de B, a B,
eran los vectores de coordenadas de la base a Ia que se queria llegar.
N4

E: Ok.
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ES15: Entonces como a, estd en términos de B, a, también y a; también me
estdn queriendo decir que si yo coloco los vectores de coordenadas
como columnas estoy hallando la matriz de transicion es decir este
vector (sefiala 1). Es el vector de coordenadas de a, en términos de
B, y este es el vector de coordenadas de a, en términos de B (sefiala

2)...
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Figura 4.25. Respuesta del ES15.Pe3.a).

Los datos recaudados y expuestos sugieren que una vez interiorizadas las acciones
especificas, y se alcanza una estructura proceso de la matriz de cambio de base no importan si
las bases son de un espacio vectorial euclidiano. Esta estructura se podria describir en funcion
de sus columnas las cuales el estudiante entiende que representan. Es importante el hecho de
que el estudiante empieza a sefalar las columnas de una en una y expresar que representa cada
una, es decir, que intuitivamente usa el cuantificador universal (V). Esto con el fin de expresar
que las acciones de escribir cada vector como combinacion lineal y de ahi quedarse con la
informacion que dan los escalares encontrados para considerar el vector de coordenadas y

ponerlo como columna. Tiene que realizar esto para cada vector de la base de salida.
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El estudiante 9 ya tiene construida la estructura proceso y la forma de proceder se

diferencia con la del estudiante 15. Veamos el siguiente fragmento de la entrevista.

ES9: Esa seria la del primer punto, ya que ya me estdn dando la combinacion
lineal de cada elemento ordenado a la otra base

Ejercicio 3

Sean A = {a,,a,, az} y B = {by, b,, b3} bases ordenadas para un espacio vectorial V. Supong

a, =4b, — by,a; = —by + b, + b3y az = b, — 2bs. -
1 1 2, A2 1 2 3y a3 2 3 3
t{

— a) Encuentre la matriz de cambio de base de A a B. [X 1 —
b) Encuentre [x]p para x = 3a, + 4a, + as. a7
'ﬁ_,;

E: Eso lo puedes escribir

ES9: Si. (Escribe) “Ya que se las combinaciones lineales de cada elemento de
la base A de los elementos de la base B entonces su representacion
serdn los coeficientes en su orden”

Ejercicio 3
Sean A = {ay,a;, a3}y B = {by, b,, b3} bases ordenadas para un espacio vectorial V. Suponga que
@y = 4by — by, @, = —by + b + by y a 2 ; _
\ ) — N D, ) 1
— a) Encuentre la matriz de cambio de base de A a B. @(1 N
b) Encuentre [x]; parax = 3g, + 4a, +ay A= g J
= 2 b Bt ) )
= iy = 1 T a )
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Figura 4.26. Respuesta del ES9.Pe3.a).

La forma inmediata de proceder por parte del estudiante 9 da evidencia de haber
interiorizado la accion especifica que representa cada columna de la matriz de cambio de base.
Mas aun, el trabajo que realiza lo hace sin importarle el espacio vectorial el cual estaba dado en

forma general, esto describe un control sobre su estructura proceso.

Para el ejercicio 3 de la entrevista una de las acciones especificas que realiza el estudiante
28 es considerar una base conocida para la base de llegada, a pesar de que el problema considera
una base en la cual sus elementos estdn de manera general. Este estudiante se ve en la necesidad
de organizar su concepcion de base ordenada, puesto que deja de pensar en una base conocida
para pesar en una base cualquiera de un espacio vectorial dado; consideremos el siguiente

fragmento de la entrevista.
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ES28: Encuentre, a ver... Entonces yo podria tomar a B como un vector como
la base canonica. Es que no me estan expresando ab, aB, como una...
a ver... la base A depende de la base B, B podria ser una base... pero
podria particularizar o sea podria tomar valores arbitrarios por
ejemplo, en este caso la base candnica. Porque si aqui ya depende de
los componentes de la base en B.

E: Ok. Pero bueno en este caso nos estan diciendo que el espacio vectorial es
uno, un espacio vectorial V. Si fuera para R3 entonces si podrias
utilizar...

ES28: Las bases candnicas... mmm.

E: Vuelve a leer el problema y con los datos que estdn ahi trata de resolverlo.

ES28: Pero estos valores no los conozco (sefala).

Ejercicio 3

Sean A = {a,,a;, afly B = {b,, by, b3} balies ordenadas para un espacio vectorial V. Suponga que
ay =4by — by, 0 = —by+_ha + hoy@; = by, — 2bs.

a) Encuentre la matriz de cambio de base de A 2 B.
b) Encuentre [x], para x = 3a, + 4a; + a;.

E: A ver ;El primer punto que nos pide?
ES28: Encuentre la matriz de cambio de base de la base A a la base B.
E: ;Eso qué significa?
ES28: Expresar los vectores de A en términos de los vectores de la base B,
que seria esto mismo que tengo acd. (Sefiala)
Ejercicio 3

Sean A = {a,,a;, @3} ¥ B = {by, b,, b3} bases ordenadas para uii-gspacio vectorial ¥. Suponga que
ay, = 4by — by, a, ==by + b+ byy a3 = by, — 2b,.

a} Encuentre la matriz de cambio de base de A a 8.
b) Encucntre [x]g para x = 3a, + 4a; + as.

El estudiante 28 muestra evidencia de que una accién que debe realizar para la
construccion de la matriz de cambio de base es escribir los vectores de una base en términos de
la otra, ademds, menciona expresar los vectores en términos de una base lo cual se da cuenta
que el ejercicio ya se lo esta proporcionando, mas aun, mencionaba que precisamente los
escalares de la combinacion lineal son las componentes de la primera columna de la matriz. Ver

el siguiente fragmento de la entrevista.

ES28: Entonces... ahaaa. Entonces hay que expresarlos, por ejemplo, dice:
encuentre la matriz de cambio de base A ha base B, si yo quiero
encontrar la matriz de cambio de la base A a la base B tengo que
coger mis vectores de la base A que son a, a,, as y expresarlos en la
base B, pero esto ya me lo estd dando el ejercicio.

E: ;Entonces?

ES28: Entonces, entonces con a, voy a obtener los componentes de mi
primera columna de la matriz de transicion, a ver, a ver... si estoy
entendiendo bien... (escribe).
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E: ;Esa es la matriz de transicién de 4 a B, por qué?
ES28: Entonces, ;lo justifico aqui en palabras?
E: Si.
ES28: Para hallar la matriz de... Vamos a ponerle acd H para que no se

confunda.

-

for-et
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g, b IR L1
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ES28: Luego ordendndolas mm... ;Como expreso eso? Lo que yo quiero decir
es que por ejemplo, esta columna corresponde a,, esta columna
corresponde aa, y esta columna corresponde a a; (escribey sefiala).

‘{\!. Sea B @ wahi 2 bapsicior d2 A o b

E: ;Como corresponde a a;?

ES28: corresponde porque mmm.

E: ;En qué sentido?

ES28: En el sentido que a, seria el primer vector de la matriz... de la base A
expresado términos en la base B, entonces a, esta expresado.

E: Ok.

ES28: Entonces la primera componente, o sea si yo multiplico un escalar por
la primera componente de la base B voy a obtener el primer término
de esa columna en este caso va ser cuatro, para el segundo caso lo
mismo si yo multiplico el escalar por la base b, voy a obtener la
segunda componente de esa columna, en este caso, como estoy
asumiendo pues estoy asumiendo no, el ejercicio me estd dando este
vector expresado en estos términos entonces el segundo
componente seria -1 (sefiala).
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LIeracio 3

Sean A = (a.,a,, a3}y B = {by, by, by} bases ordenadas para un cspacio vectorial V. Suponga que
af=4b\— by ay=—=by + by + b3y ay = by — 2b;.
-~

a) Encucntre la matriz de cambio de basc dc 4 a B.
b) Encuentre [x]g para x = 3a, + 4a, + a;.

o gi\

B b d2 {qu‘vcm(r de p ak
Coa, G %

ento NS A ’I (t)
3 A
Bo 1oy 21
o4 =
ES28: no aparece b; entonces seria cero. Voy con a, que seria la segunda
columna, seria la segunda columna... el segundo vector de la base A
expresado en la base B. Entonces empiezo igual el mismo
razonamiento -1, 1 positivo en b, y uno positivo en bs siguiendo el
orden en que se me dan mis componentes. Y de la misma forma para
as.

E: Ok.

ES28: Quiero escribir eso... voy a escribir (escribe “Para hallar H; debo
expresar los vectores de la base A en términos de la base B; pero
inicialmente el ejercicio proporciona las componentes de A;
expresadas como combinacion lineal de la base: luego ordenandolas
de la forma que corresponden tengo mi matriz de transicion).

fored
SM{ Fanicn \\m M Debo Mpw,&m IS )’ff o
Jt oS a §2 )

de. bﬂ\fz A en Q/mn o O‘Ldom e
mog :\\lM'LP:\‘\Q, f:gdci} 24 CL CAD CONb M‘(on b o dz ‘g\o

. o of
éo.: 2 (:?Ec(o o(émmc\o\o& dQ &O(N 9o V
A3 )

[
Ookerge M natvi g d& kravciaron.

Figura 4.27. Respuesta del ES28.Pe3.a).

Notemos que el trabajo del estudiante 28 antes de proceder con los calculos antepone la
reflexion y a través de ella y la interiorizacion de acciones especificas como expresar vectores

en términos de otra base es como da paso a una estructura mas dindmica.
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En otra situacion el estudiante 28 evidencio que ha logrado interiorizar las acciones en

un proceso, al hablar de expresar los vectores de una base en términos de otra. Veamos la

siguiente figura 4.28 en donde aparece su respuesta ante la pregunta siete inciso dos de la

entrevista.

S s gty g g o Gde dosnato de aebate
Se ke pale grpeiar en tpinor 2 o ofra § asl
oblenss  las  componentel do M mahiz d2 tmnStGva. -
Loto Yo h dim &S 9ual, dueq e s Cmr;owdd
bates Hepen (o mitma  cantided  do elementos.

Figura 4.28. Respuesta del ES28.Pe7.ii).

Cuando se cuestiona al estudiante 28 si cualquier matriz cuadrada representa un cambio

de base, ¢l considera tener dificultad para generalizar eso, veamos la siguiente fraccion de la

entrevista.

ES28: FEs que me cuesta generalizar, decir que siempre que una matriz sea
cuadrada va representar una matriz de cambio de base.

E: busque una matriz cuadrada que no sea un cambio de base.

ES28: Un contra ejemplo. Estaba pensando en la candnica.

E: ;Qué necesita una matriz para que sea cambio de base? Una matriz
cuadrada y que condiciones.

ES28: Que las componentes sean los escalares que me sirvan para
representar una matriz... aun vector de una base en términos de la
otra.

E: ;Y siempre es posible hacer eso? es decir yo te doy cualquier matriz ;td
puedes encontrar dos bases en las cuales las columnas me
representen las coordenadas de los vectores de una base en otra?
(Eso es posible?

ES28: Siempre, siempre,... es que no se me ocurre un contra ejemplo a ver yo
comenzaria con la matriz (escribe).

/

=~
=
—
<
-
&
(
=
<

o\

E: Esa que pone ah{ si fuera un cambio de base me estd diciendo que la
columna (1,0) son las coordenadas del vector de la primera base
como combinacién lineal de la segunda.

ES28: Si, pero si se podria hacer.

E: ;Para esa si?
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ES28: S/ porque... no sé es que no veo un contra ejemplo que me sirva.

E: A ver, considera R? y tomate dos bases. O bueno yo te doy una matriz
cuadradala (1,0) y (0,0) como columna, ahora el problema se reduce
a encontrar dos bases de tal manera que eso sea un cambio de base.

ES28: No, porque acd solamente estaria, solamente tendria un vector y un
vector no es base porque no me generaria a todo a R.

E: ;Entonces?

ES28: Entonces es una matriz cuadrada que no me serviria para ser un
cambio de base, lo podria plantear como un contra ejemplo.

E: ;Entonces que se puede concluir?

ES28: No es posible afirmar... (Escribe).
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Figura 4.29. Respuesta del ES28.Pe7.iii).

Una vez que sea necesario aplicar acciones o transformaciones a la concepcion proceso
de la matriz de cambio de base, el estudiante necesita ver a la matriz como un todo y ya no en
funcioén de lo que representa cada una de las columnas de dicha matriz, mas bien encapsula esta
estructuras para tener una concepcion mas sofisticada, en donde puede echar mano ante una
situacion problema cuando lo el estudiante lo considere necesario y ahora si aplicar las acciones
especificas. Asi pues diremos que el estudiante tiene las condiciones para promover su

concepcidn a la siguiente estructura.

424 Concepcion objeto de la matriz de cambio de base

La concepcion proceso de la matriz de cambio de base debe encapsularse en un objeto,

sobre el cual es posible aplicar nuevas acciones. En la descomposicion genética hipotética
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planteamos que un individuo con este tipo de concepcion debe mostrar control sobre la
aplicacion de acciones como: usar la matriz para obtener por un vector escrito en una base en
términos de otra, calcular la inversa de la matriz para determinar otro cambio de base, entre

otras.

Es muy importante que el estudiante mediante el mecanismo encapsulacion logre pasar
a otra estructura, una caracteristica que podria describir este mecanismo es lo siguiente: si el
estudiante logra establecer el tamafio de la matriz y lo asocia con la dimension de los espacios
involucrados. Analicemos el caso del estudiante 9 al preguntarle sobre el tamafio de una matriz

de cambio de base en el problema 6 de la entrevista.

ES9: Al ser un polinomio de gradon cada vector va tenern + 1 elementos.
E: Ok.
ES9: Yluego pues el cambio, ;Qué tamario tendrd la matriz?
5 v © (/2
A+ xinH)
Moot € U

E: Puedes escribir algo mas.
ES9: Pues si es de gradon... (Escribe).

/ / ,
b n b () disntr (Gt

S ef M alz

E: ;Cémo sabes?
ES9: Porque un polinomio de esta forma (escribe).

) it n ) #rs) r 4 O
V [y ‘,' . (,/0.&, i (//14/\// 7 7 - ‘/" ~t X / e

ES9: Entonces si empezamos en cero va tener hastan, va a tenern + 1.
E: Ok, ya tienes n + 1.

ES9: Ahora si empezamos de uno entonces seria.

E: ;(Tendrias n + 1 qué?

ES9: Elementos o coeficientes (sefiala).

Lixd = A"+ 4ox™' 4 Gaek FAni

| I |

E: Ya, por lo tanto te quedaria...
ES9: £/ tamario total serian + 1 al cuadrado.
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Aunque no da mas explicaciones el estudiante 9 da evidencia de tener a lo largo de la
entrevista una estructura proceso de matriz de cambio de base y lograr encapsularlo en el objeto.
Esto a través de los cuestionamientos del investigador y su propia reflexion sobre la situacion,

mostraremos mas adelante esta situacion.

Analicemos la solucion del estudiante 15 al preguntarle sobre el tamafio de una matriz
de cambio de base en el problema 6 de la entrevista. El estudiante da evidencias de encapsular
el proceso y parece lograrlo a través del desarrollo de la entrevista. Primeramente trata de
considerar dos bases del espacio vectorial dado, y con ello predecir el tamafio de la matriz.
Cuando se le cuestiona sobre una base conocida del espacio vectorial dado, es ahi cuando el

mismo estudiante rapidamente predice el tamafio, y es capaz de justificar su razonamiento.

ES15: Yo dije que el tamafo de la matriz serda n xn.
E: ;Por qué?

ES15: Si tomamos dos bases de V.

E: A ver dé una base.

(El estudiante escribe)
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%00 vedona) (en pgie caso vy

) Tomamos das bases de V.9 a poner 1o$
eUmines de o gy,

"0 Componentes, 4 a) ponellss

iche mayei sent (adadr o Yerded of otden del

E: ;Cudntos elementos tiene?

ES15: n.

E: ;Entonces esa es una base de quién?
ES15: Esta es una base de P, [x]

E: ;Y P, [x] son los polinomios de grado?
ES15: Menor o igual an.

E: ;Podria dar una base conocida?

ES15: Pues la candnica sirve.

E: ;Cual seria esa?

ES15: 1, x, x2...

E: ;Y cuantos elementos tiene?

ES15:n+ 1, sin + 1.

E: Aja, ;y eso que quiere decir?

ES15: Que el tamafio de la matriz ser (n + 1) x (n + 1).
E: ;Por qué?

ES15: Porque la base tienen + 1 vectores.
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E: Ok, una base de aqui tiene (n + 1) y de ahi como concluye que el tamaifio
de la matriz es (n + 1) x (n + 1) . Bueno hasta aqui te creo, ya me
diste una basey tiene (n + 1) vectores, y ahora ;por qué dices que el
tamario de la matriz es de?

ES15: 57 listo la matriz es de tamafio(n + 1) x(n + 1) porque esta base tiene
(n + 1) vectores y esta base también tiene (n + 1) (sefiala).

90ads de los vectores 2% 0" Yednan

ES15: Entonces al hallar la matriz de transicion de B; a B,, lo que estoy
haciendo es poner este vector en términos de estos vectores y
ponerlos como columnas entonces este primer vector, tendrd n
componentes, n+ 1 componentes, este otro vector tendrd n +
1 componentes (sefiala).
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ES15: Entonces al hallar el vector de coordenadas también va a tenern + 1
componentes, porque son los coeficientes de la combinacion lineal.
Entonces al poner misn + 1 vectores asi, (hace sefias con la mano,
como si los acomodara como columnas) va a vern + 1 un vectores
como columnas ;si? Y cada vector tiene n + 1 componentes, o sea
vanavern + 1 filas.

E: Ok, ;y entonces por eso tendria el tamafio de?

ES15: (n+1) x (n+ 1), entonces lo arreglo (el estudiante corrige su
respuesta, escribe).
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Figura 4.30. Respuesta corregida del ES15.Pe6.

Lo expuesto por el estudiante 15 muestra como logra evidenciar una estructura proceso
de la matriz de cambio de base, ya que para el espacio vectorial dado es capaz de dar una base
conocida y a partir de ahi empezar su analisis basado en el dinamismo de esta estructura sobre
las columnas de la matriz de cambio de base. Este tipo de concepcion le permitié encapsular

dicho proceso en un objeto.
Consideremos las ideas de ES9 y ES2 la primera obtenida como evidencia después de
la entrevista y la segunda idea plasmada en el diagndstico.

ES9

¢ M rmite Bepepnkuy ewentor un espaco lkjm!q
o e dogal; gy

ES2

“Si T[x] = A[x] donde A = [T]z_,p’ para algunos B, B' que generan es decir
Sea una T, lineal 3 L(V/,Wg') donde gen B =V A gen B’ = W. Una matriz
de transformacion es una matriz que al multiplicarla por un elemento de V me da
un unico elemento en W dondeesdimV =m AdimW =m = Aesdemxm”

Estas ideas respecto a la definicién que tienen sobre la matriz de cambio de base, son
ideas cercanas a definir una funcidn entre un mismo espacio vectorial en donde se consideraria
a la matriz como la regla de correspondencia en la cual lo que recibe como entrada son vectores
coordenados en una base y regresa coordenadas en otra base, es decir, la encapsulacion se
lograria cuando un individuo6 considera a la matriz cuadrada en donde su tamafio estd asociado

con la dimension del espacio vectorial. Cuando se consideré a la matriz de cambio de base como
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una funcién cuyo dominio y contradominio es F™*! de tal manera que al evaluar esta funcién f
que recibe como entrada la matriz de coordenadas de un vector y devuelve la matriz de
coordenadas del mismo vector respecto a otra base, esto es, f:F™1 — F™1 en donde
f(lx]lg) = Mgp_.p, [x]g = [x]31 o fi: F™' — F™! en donde fl( Bl) MB1—>B[x]B1
[Bls-

Ya encapsulado el proceso se da paso al objeto, el estudiante 9 muestra aplicar acciones
especificas sobre el concepto matriz de cambio de base, puesto que ve a la matriz como un todo
cuando calculaba su inversa y posterior a ello es capaz de revertir el proceso que lo genero y
vuelve a ver a la matriz cambio de base en funcidon de sus columnas para dar solucion al
problema cuatro de la entrevista. Esto se evidencia en el siguiente fragmento.

ES9: Entonces para llegar a eso... Yo sé qué... si quiero que P sea esto.

Entonces lo que debo llegar es lo siguiente, bebo tener la identidad y
debo tener P acd. Si, esto debe ser el resultado de... Hacer esto si.

Praes = [ T ‘ */ _@,}_\B*,

ES9: Entonces ;qué pasa? Se asume como P ya... asumo que P se ya la matriz
de cambio de base. Lo que debo encontrar es esto (sefala).

Eiercicio 4 ‘1
~
Consideremos la base B, = {p,, p,, p,} ordenada de R‘[x] formada por los polinomios:
( -
Po =1, P,=l+xypz (1+x)’ys¢ahma|nz}’- 0 )

Encuentre los polinomios de la base ord
base de B, a B;. o
[

E: Ok, de hecho ya te estan dando P.

ES9: 57 exacto. Asumo que el elemento uno de la Matriz P esta ordenado en
la base 2, entonces para llegar Ia.... Si o sea... es de la base uno a la
base dos... no perdon...

Pavacs = (1 P> — (g\m)

[l ] (Pv.*G;} (Ag.= (xTg,
o

/

quePsca la matriz cambio de

1
ES9: Estop, ordenado a la base B, es igual a (escribe [py]p, = [0]).
1
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E: Ajasonlas...
ES9: Son los elementos de B, ordenados en la base B,. O sea quep, ordenado

ala base B, seria y p, ordenado en la base B, seria (escribe).

{P3s. -
e (3]
(%:);, - (;B

El estudiante 9 deja de pensar en el dinamismo en funcion de las columnas de la matriz

y tiene la necesidad de tratar a la matriz de cambio de base como un todo, a cual le quiere aplicar

una accion especifica veamos el siguiente fragmento.

ES9: Y multiplico por un vector en la base b, obtengo esto ;si? (sefiala 1).
Este elemento ordenado (sefiala 2).

(El estudiante tarda unos minutos reflexionando en silencio).

E9: Esto es (sefiala 3).

30 @ P,
. /
k. I.J ‘ ’k BZ.‘ [Pu]h . p&

A (Gl o fuess B

E: A ver ;como lo estas intentando resolver?
ES9: Pues yo sé que la matriz P tomdndola como cambio de base, pues serian

los elementos de la base B, visto en la base B,.

E: Ok, ahi los tienes. ;Eso te ayuda?
ES9: SV es una multiplicacion de matrices sélo que estoy tratando de

deducirla... a ver se supone que...

En el siguiente fragmento el estudiante 9 evidenciaba dicha accion que aplica a la matriz
de cambio de base, esto es al calcular su inversa. Para lograrlo el estudiante ha encapsulado del

proceso de matriz de cambio de base como objeto.

E: Ok, a ver aqui que tendrias...
ES9: Se supone que yo multiplico esto (sefiala).
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Ejercicio 4 |
v a
Consideremos la base By = {py, p;, p,} ordenada de R‘ ] fdrmada por los polinomios:
[ —_— | |
-1 0
=l,py=1+xyp, =(1+x)*ysealamatrizP =|[ 0 | 20 )
'p,or:t 7 ). lg_z»—%__-/( ) y\z_-._._.—*f \ , -1

G
Encuentre los polinomios de la base ordena%= {90

(1,42 }{ tal que P sea la matriz cambio de
base de B, a B,. 2
fiind

ES9: Por la base B, ;Qué me daria?

E: ;Cuando dices la base B, te refieres a?

ES9: Si a este elemento, llamemos... [lamemos B, por este que medaria
(escribe 1). Me dariap,.

E: ;Qué base 2, esta? (sefiala B, = {qq, 91, 92})

ES9: La base que debo calcular (sefiala B, = {q,, q1,q,})- Multiplicada por
esto medariap, ;sno? (seiala 2)... Ahora necesito hallar la matriz. (El
estudiante reflexiona) o sea que B, por... (Escribe 3).

{1 (Po.-oe‘}(ﬂaﬁ x7 e,
(Polg. = ‘3] L2

[9‘391" -l‘i;k @ Bz, EPols\, . po‘

(?" 2 2 {'o X @z’: Pn.»c.;‘écj E

;l\

E: ;Por qué?

ES9: Pues porque si cojo cada elemento voy a tener multiplicacion de
matrices (hace sefias de que multiplicaria B, por cada
[Pols,, [P1]5,, [P35, ), entonces ya estd resuelto, B, seria igual a B
por... (Escribe)

/
Bz x [?01&; . po_

Lo planteado por el estudiante 9 ante su propia reflexiéon y sus concepciones proceso
base ordenada, y de matriz, hicieron que tratara al vector de coordenadas como la matriz de
coordenadas, aunque explicitamente no menciona este concepto, pero mencionaba una
multiplicacion de matrices. Es decir, se queda con la informacion que le da cada componente y
lo encapsula en una matriz de coordenadas para que posteriormente pueda multiplicar por B,

(notemos que se refiere a B, como una matriz construida con los vectores de la base).
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Continuando con la entrevista sale a la luz la accion especifica que aplica para dar solucién al

problema.

ES9: ;Sila calculo?

E: ;Cual?

ES9: Esta (sefala 1). ;/Hago la inversa?

E: Bueno la idea aqui ;cual es?

ES9: Bueno pues... esta representacion me saca de dudas (sefiala 2). £l hecho
de que los elementos de mi cambio de base son los elementos de la
base B, representados en la base B, (sef\ala 3). En otras palabras es
la combinacion lineal de los elementos de B, o resolver el sistema
Gauss-Jforddn, teniendo en cuenta B,. Entonces si yo tengo este
elemento y lo multiplico por esta base pues me daria p, (sefiala 4).
/Qué es el elemento B, ? Entonces si cojo toda la matriz (sefiala 5,

PBl—>Bz)'

Pl __) 2(, T ‘ P} 'é/ E\B{_

ﬁ; [l] (Pq‘a(&‘)(ﬂﬁl: ZXTUL \ 3

{21, -
°

phe (3]
o Ba » Pu.-»c‘

S

U

. - E.‘(Pe.ah)_
\?ws,f'- ?aa—n%

?81‘-'34—' 84

ES9: Por B, voy a obtener B,. Entonces B, seria B, por la inversa del cambio
de base y ya. (Seiiala).

L e
K?M%J -~ PBQ—“?\
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ES9: Ahora la inversa del cambio de base pues es (escribe)

-\

\?—N‘& 1) ~ P[h 34

Los planteamientos del estudiante 9 ante el problema evidenciaron que logra encapsular
el proceso de la matriz de cambio de base en un objeto. El siguiente fragmento muestra
finalmente la accion especifica que realiza sobre dicho objeto.

ES9: Yya, lo puedo resolver por dos formas. Encontrando la inversa de esta

(sefiala 1). O qué... calculando el cambio de base para resolver esto
(sefala 2). Tengo B,. Puedo hacer esto (escribe 3)...

4 -1
PSS (IO g% i B2 = EJ(PM&.)

— 3

K?‘,{,‘) e Br~ iy

ES9: A/ calcular la inversa, al calcular la inversa. Obtengo la matriz que me
cambio de B, a B, que es tener la base B, aqui y la base B, acd
(escribe).

/
B.

E: Mmmju... a ver, trata de calcularla.
ES9: ;Esta? (Sefiala).

4

B

?Stt“‘@t: B‘

E: ;Cual ibas a hacer?
ES9: No pues la tinica que puedo hacer en estos momentos es esta.
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o laaie s

ES9: Pero si tuviera... al igual puedo hacer esto pero si tuviera...
E: No si quieres una primero, ya después haces la otra.
ES9: No pues la otra no se puedo porque no conozco B, (sefiala).

Y\
(Pgiwon'— B @)

E: De hecho es lo que estas buscando. Digo B, la base.

ES9: S7 si (Comienza a escribir). Bueno entonces ya. Esto seria esto (escribe
1).

E: ;Por ejemplo ahi, que nos est4 representado cada columna?

ES9: Seror.

E: De la matriz de cambio de base que encontraste ahorita ;qué te representa
cada columna?

ES9: 4 bueno pues, digamos c, c,, c5 (escribe 2). ¢; es el elemento uno de la
base 2 ordenado en la base B, (escribe 3).

(PBL"BJ — (an—a P,«,Y(:

3 ) J

C| - [Bu]BA Y

E: ;El elemento que perdén?

ES9: Uno de la base B, ordenado a la base B;.
E: El elemento uno de la base...

ES9: B, ordenado a la base B .

Una vez aplicada la accion especifica a la matriz de cambio de base (calcular su inversa)
el estudiante, volvid aplicar otra accion especifica (multiplicar el cambio de base encontrado
Pg _p, por los vectores como de la base By), esto con el fin de encontrar los vectores que

conforman a la base B,.

E: Ok. ;Y usted esta buscando?
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ES9: Bueno no, pues calcular la inversa y multiplicar o sea B, por esta matriz
(sefiala: B, = B;(Pp,_,,)""). O sea esta matriz (sefiala).

Wi = (ot B

Ci= (Bn }s«

ES9: Y eso me va dar B, (escribe).

El PB,—:@( = 7;2, -
¥
rog \ IR
0 1 =1 ql .";
0 O ! / |Y 7'1 ;l,

B . 0 3

»

ES9: Ok ya tengo esto (sefiala).

A g
(PBL_'BA) — (Pﬂ,-; %) = <-7lf z(L i
i PA
I
2 - Ca Gy c
Cy= LB.‘}}B« ————
ES9: Ya tengo B, ya solo toca multiplicar.
E: Ok, a ver encuentre a g, g1, q2-
ES9: Esto es esto y esto es [o otro. (Escribe).
El PBI»)BA = Ba _
& A
4 | ! \ ST 1
T !
o 2 T ¥ 5
i
6 8 1/ NF @ 5
By, 4w, =52
i Pg,_—-) B

ES9: Pero tampoco sé si estd bien calculado Pg, g, , parece que no. Porque no

hay independencia lineal (sefiala)

Bl Pﬂ;—rﬂ( = @z
r | 1
o ¢ 1
6 © I/
2 =

ES9: v; es... (Escribe).

Bl PB;"@( = @1.
; s
too \ N
o 7% e '-;
e /AR

Notemos que el estudiante 9 no s6lo encapsulo el objeto de matriz de cambio de base,

ademas logra regresar al proceso, puesto que esta consiente que la matriz de cambio de base esta
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bien calculada. Entonces las columnas deben de ser linealmente independientes, y eso muestra
evidencia contundente del control que tiene sobre el objeto de estudio, esto se puede apreciar en
la siguiente transcripcion de la entrevista.

ES9: Entonces si estaba mal pero. Asi como estaba estd mal calculado porque,
este vector (sefala).

E( PBm"@l =

NS
N

‘C'

)

o 2 T g
|

o o I/ 7 3

A I T W
Ph—> [
ES9: Es menos el primero y este es un medio de este. (Escribe)

Pl \ 5

0 2 g —;

o o 1) % &
By e 03

! Pgl-—)G\

E: Silo que me dijiste, entonces por tu primer argumento no seria una matriz
de cambio de base.
ES9: Entonces multiplico (escribe).

o2 N
| 2 [y 2 P
A0 13t = v |
L 2 Se
¥t 1 A _A
¥ 9 > o
ES9: Yesto seriaB,.
E: Ok. ;Pero quienes serian qg, g1, 4,7
ES9: A pues entonces seria (escribe).
10 L
e YL 7
Lmas = *
! z v Y 28
2 N S il
¥4 2 St 2
_ 3! £
- "] _ =
= ‘- 4.+ 3 %, - 3
70 - 2 4 o
3 : :
< q

PA

E: Estamos en el espacio de polinomios, y q, entenderia que me lo tienes que
dar como polinomio y me estas dando...
ES9: 4 bueno, asumiria que es asi (escribe).
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‘ ¢ ¥ ¢
ﬂo: %&}x«“zxz z EQO]Q
ﬂ‘\:, ) *éXJlXI
q Y
s el e
e G K

E: OK, a ver recapitulando encontraste una matriz inversa. Salvo calculos la
encontraste y de ahi multiplicaste por...
ES9: La base B;, esto es B; (senala).

E: ;Labase B,?
ES9: Yesto es el cambio de base de B, aB,.

E: Y ya sabes que cada columna teda ;qué?
ES9: Meda... cada columna me da los elementos de la base B,.

A pesar de que el estudiante 9 comete errores aritméticos al calcular la inversa de la
matriz Pg _p, da evidencia de haber encapsulado el objeto, puesto que esta muy consiente que

si tiene P _p, la matriz inversa serd el cambio de base de Pg,_p . Despues de calcular

desencapsula el objeto, y considera a la matriz de cambio de base en funcién de sus columnas.

Por otro lado analizaremos algunos elementos qué podrian dar paso inicial a la
construccion del esquema; este dependerd de la experiencia de cada uno de los individuos al
relacionar la matriz cambio de base, por ejemplo, como un caso particular de la matriz asociada

a una transformacion lineal entre espacios vectoriales de dimension finita. Buscamos
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informacion de esta estructura con la pregunta cinco de la entrevista. Los estudiantes
entrevistados mostraron que a lo mas son capaces de aplicar ciertas acciones especificas al
objeto matriz de cambio de base puesto que no mostraron evidencia de conectar, a la matriz de
cambio de base con la matiz asociada a una transformacion lineal. Mas aun, los entrevistados
mostraron mucha dificultad para calcular la matriz asociada a una transformacion lineal esto
quiza por el cansancio y duracién de la entrevista lo cual pudo llevarlos a no contestar mas para

no ser cuestionados.

Particularmente este problema lo consideramos un poco mas complicado en
comparacion con los demas; dado que no es suficiente tener una concepcion objeto de la matriz
de cambio de base. Se requiere establecer relaciones con estructuras de otros conceptos, lo ideal
es considerar a la matriz cambio de base como un caso de una matriz asociada a una
transformacion lineal y aplicar un resultado. Por ejemplo, el estudiante 28 a lo mas es capaz de
calcular las imagenes de los vectores de la base B, pero olvida expresar esas imagenes como
combinacion lineal de los elementos de la base B,, posiblemente este hecho asociado a la falta

de una concepcion Accion de la matriz asociada a una transformacion lineal.

d) Tw)-: T \(}H’.n’ (o 3

("'1° a mohte atociada “\‘UX" Sufe ) \‘o ’6)

LA

A los estudiantes entrevistados se les pidio en la pregunta siete que dieran su definicion
del concepto de matriz de cambio de base. Esperdbamos respuestas muy cercanas al concepto

en términos de la definicion formal. A continuacion aparecen algunas de las respuestas dadas.
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A pesar que los estudiantes 15, 9, 20 y 28 muestran una estructura mas alla de accion,

dichos estudiantes solo describen la funcion de la matriz, el procedimiento de cobmo encontrarla

o la utilidad de la misma. Es claro el nulo uso del lenguaje formal para dar una definicion

matematica. Esto manifiesta su forma de concebir al objeto de estudio y posiblemente su forma

de haberlo construido y relacionarlo con otros conceptos.
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S5 CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

En este capitulo se presentan las conclusiones generales de nuestro proyecto, resaltando
los principales hallazgos después de la aplicacion de la prueba diagnostico y la entrevista.
Mostramos el aporte tedrico; la descomposicion genética del concepto Matriz de Cambio de
Base validada con base en el trabajo realizado por los estudiantes. Ademas proponemos algunas
sugerencias didacticas para el tratamiento del concepto matriz de cambio de base en cursos

regulares de Algebra Lineal, asi como algunas propuestas para futuras investigaciones.

5.1 Redisefio de la descomposicion genética validada del concepto matriz de cambio de
base
Primero se describe de manera general las estructuras y mecanismos mentales asociados
a la hora de construir la matriz de cambio de base. En segundo mostramos procedimientos

matematicos que son el reflejo propio que tiene un individuo respecto a dichas estructuras.

5.1.1 Descomposicion genética validada del concepto matriz cambio de base

Después de la aplicacion de la prueba diagnodstico y la recoleccién de datos de las
entrevistas videograbadas, describiremos las estructuras y mecanismos asociados a la matriz de
cambio de base que se encontraron como evidencia, y realimentamos la descomposicion

genética hipotética.

Accion: esta concepcion esta caracterizada por el conjunto de transformaciones que un
individuo realiza de manera externa para calcular la matriz cambio de base; esto es, dadas dos
bases ordenadas B y B, del espacio vectorial R™, él podra calcular la matriz cambio de base de
B a By o de B; a B mediante las acciones especifica que logre establecer para construir cada
columna de la matriz buscada. Esta estructura, Accion, esta directamente asociada con la

concepciodn proceso del concepto de base ordenada.

La interiorizacion de esta acciones surge a partir de la reflexion de los estudiantes sobre
las componentes de la matriz de cambio de base, es decir, cuando asimilan que cada columna
de la matriz esta relacionada con la escritura de los vectores de salida como combinacion lineal

de los vectores de llegada; esto se asocia directamente con las relaciones que establece con las
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estructuras previas de base y vector de coordenadas. Ademas cuando pueden predecir el tamafio

de la matriz y cuando es consciente del efecto que causa el orden en las bases.

En el caso de considerar las n-tuplas de las bases dadas como columnas, se debe
interiorizar que dichos vectores se escriben en una tercera base (usualmente la base candnica
del espacio vectorial de dimension finita dado), ademas de interiorizar que matrices construidas

van de cada lado (véase figura 4.10) para posteriormente aplicar el método de Gauss-Jordan.

Proceso: diremos que el individuo ha logrado interiorizar las Acciones descritas en un
Proceso, cuando pueda reflexionar sobre la matriz de cambio de base, sin realizar calculos
especificos para encontrarla, por ejemplo, para el caso que la base de llegada sea una base
canonica. La interiorizacion de las acciones permite que el individuo logre realizar
transformaciones mentales que lo lleven a pensar en caracteristicas de la matriz cambio de base
relacionadas con las bases definidas (cada columna de la matriz esté relacionada con la escritura
de los vectores de salida como combinacion lineal de los vectores de llegada, es decir, esta
estructura se puede describir en funcidén de sus columnas las cuales el individuo entiende que
representan). Esta concepcion incluye el trabajo sobre cualquier espacio vectorial V de
dimension finita. Como puede verse en la estructura anterior, sdlo consideramos el espacio
vectorial R™, dado que las acciones especificas las asociamos con dicho espacio. La complejidad
de la construccion del Proceso estara dada entonces, al determinar la matriz de cambio de base

en espacios vectoriales de dimension finita sobre cualquier campo K.

El mecanismo de encapsulacion puede ser generado por un individuo cuando considera
la matriz de cambio de base como una matriz cuadrada y establece que su tamafio estd
relacionado con la dimension del espacio vectorial. Mas aun, cuando logra concebir a la matriz
de cambio de base como una funcién cuyo dominio y contradominio es F™*! de tal manera que
al evaluar esta funcion f que recibe como entrada la matriz de coordenadas de un vector y
devuelve la matriz de coordenadas del mismo vector respecto a otra base, esto es, f: F™! —
F™! en donde f([x]p) = Mp_p, [x]5 = [x]p, 0 f1:F™' — F™! en donde f;([x]p,) =
Mg, _,g[x]p, = [x]p. Una vez el individuo tiene necesidad de aplicar acciones especificas se da

paso a la construccion del objeto.

Objeto: el proceso de matriz cambio de base se encapsula en un objeto, cuando el
individuo considera la matriz como un elemento del conjunto de matrices n X n invertibles,

donde n depende de la dimension del espacio vectorial. Esto se da cuando el individuo debe
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enfrentar situaciones en donde necesite aplicar acciones sobre este nuevo objeto. Por ejemplo,
al determinar la matriz inversa, utilizar a la matriz de cambio de base para obtener las
coordenadas de un vector respecto a otra base (puesto que vea a la matriz como una regla de

correspondencia entre un mismo espacio vectorial), entre otras.

Respecto a la desencapsulacion consideramos que el objeto se regresa en el proceso que
lo genero cuando se considera a la matriz de cambio de base respecto a que representan sus

columnas.

5.1.2 Procedimientos matematicos segin la concepcion respecto a la matriz de cambio
de base

Un individuo con una concepcion accion limita su trabajo en un espacio vectorial R",
puede realizar las siguientes transformaciones las cuales obedecen a dos caminos en pro de

construir la matriz de cambio de base:

Meétodo 1. (Ver figura 4.11)
e Identificar la sucesion en la base para tener una forma de decidir que
vector va primero, que vector va después y asi sucesivamente.
e Considerar los vectores de las bases dadas como columnas.
e Construir una matriz ampliada con los vectores de las bases dadas como
columnas.
e Aplicar operaciones elementales para reducir una matriz a su forma

escalonada reducida.
Método 2. (Ver figura 4.8)

e Identificar la sucesion en la base para tener una forma de decidir que
vector va primero, que vector va después y asi sucesivamente.

e Escribir como combinacion lineal los vectores de una base respecto a otra
base.

e Escribir como una columna el vector de coordenadas.

Estas transformaciones o acciones especificas de los diferentes conceptos que se
pueden realizar a la hora de construir una matriz de cambio de base, estan asociadas con la

experiencia de cada individuo.

Un individuo con una concepcion proceso puede hacer todas las transformaciones

anteriores pero ahora al trabajar en un espacio vectorial V de dimension finita sobre un campo
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K. Més aun, el individuo al tomar conciencia de que representan las columnas de la matriz

cambio de base:

e Reconoce que las columnas de la matriz Mpg_p son linealmente

independientes.

e Distingue cual es la diferencia entre las matrices Mg_p, y Mp, _p, €s decir,
distingue que la matriz Mp_,p tiene como i-esima columna a [v;]p, mientras

que Mp, _,p tiene como i-esima columna a [u;]p.

e Puede hasta calcular la matriz de cambio de base cuando la base de llegada
es la base canonica de R"™ sin hacer calculos matematicos, esto al considerar

como columnas los vectores de la base de salida.

Cuando un individuo tiene una estructura sofisticada como el objeto, las acciones que

podria aplicar son algunas de las siguientes:

e Calcular la inversa de Mg_,p, para determinar Mg _p.

e Considerar la matriz de cambio de base para calcular las coordenadas de un

vector en otra base mediante una multiplicacion, es decir:
Mp_p, [vlg = [U]Bl
Mg, _p [17]31 = [v]g.

Para la construccion de la matriz de cambio de base, se proponen dos formas de proceder
que se sustentan en las producciones de los estudiantes, en donde ellos mencionan
intuitivamente conceptos, los cuales nosotros precisamos matematicamente y los asociados a

algin tipo de concepcion.

5.2 Construccion de la matriz de cambio de base

Con sustento en la teoria APOE y particularmente en las concepciones que se tiene de
algunos conceptos relacionados con la Matriz de Cambio de base, validamos que para que un
estudiante logre una estructura objeto de este concepto, es necesario que tenga las estructuras
previas base ordenada como un proceso y vector de coordenadas como objeto. Una estructura
mental necesaria que no fue contemplada pero es de vital importancia a la hora de la
construccion del objeto matriz de cambio de base es la concepcion objeto de la matriz de
coordenadas (en el sentido de Hoffman y Kunze (1973); en esta concepcion el individuo se

queda con la informacion de las componentes del vector de coordenadas para considerarlo ahora
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un vector del espacio vectorial K™ al cual puede aplicar acciones especificas cuando lo
requiera, notemos que precisamente cada columna de la matriz de cambio de base es una matriz

de coordenadas.

En la construccion de la Matriz de Cambio de Base el estudiante inicia estableciendo el
orden en las bases dadas, este orden se presenta como un objeto o un proceso: el primero refiere
a considerar a las bases como conjuntos ordenados y tomar el orden establecido; el segundo se
da cuando el estudiante establece qué vector se antepone al siguiente y asi sucesivamente hasta

ordenar las bases.

Ahora si V es un espacio vectorial sobre el campo K de dimension finita n, y sean B =
{vi, vy, o, Y} ¥y By = {uy,uy, ...u,} bases ordenadas, entonces el estudiante con una
concepcion proceso de base ordenada puede escribir el vector v; de la base B como combinacion
lineal de los elementos de la base By, es decir, asume la existencia de los a;; € K, con i =
1,...,nyj=1tal que v; = a;;uy + ayUy ... + Ay uy. El estudiante debe de coordinar el
proceso de vector de coordenadas y el proceso de combinacion lineal para generar las
coordenadas de v; respecto a la base B y a su vez almacenar la informacién que le brinda cada
componente de dicho vector teniendo como resultado el proceso (a,j, azj, ..., anj), €sto es
encapsulado por parte del estudiante cuando se queda con la informacion de los componentes
para ver al vector como una matriz de coordenadas [v,]p € K "Xl yna vez construido este

objeto, tiene que regresar sobre el proceso de la matriz de coordenadas

a,
azy
anq

Con el cuantificador para todo (V), generaliza que tiene que construir para cada v; € B

coni =1, ...,n los n-procesos de las matrices de coordenadas

aiq aq2 Ain
azq az; Azn

) s ey HE B
an1 An2 Ann

Una vez que tenga los n-procesos de las matrices de coordenadas de los vectores
n vectores de la base de B en términos de la base B, estos se coordinan con el proceso de Matriz

para considerar una matriz como una secuencia de columnas verticales
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a11 alz o aln
Qzy Qzz ¢+ Qzp
Ap1 QApz -+ Qpp

La cual es encapsulada en el objeto matriz de cambio de base Mp_,p , cuando considera
a dicha matriz como un elemento6 del conjunto de matrices cuadradas e invertibles o como una

funcion (véase la siguiente ilustracion).
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Primer Método de construccion de la Matriz de Cambio de Base

Basede V
B
Proceso

Base ordenada de V

Matriz
Proceso

B = {vy,v,, ..., U}
Proceso

Vector de coordenadas
desencapsulado

(aq,ay, ...,a,)
Proceso

Se coordinan el proceso
de coordenadas de un
vector con el proceso
de combinacion lineal

(ay), Azjy ey Anj)
Vector de coordenadas
del vector v;.
Proceso

Base ordenada de V
mH = M:H\ U,, ...:5%
Proceso

Uy = a1uq + -+ AnUy

Asume la existencia de a;; € K,coni=1,..,nyj = 1tal que

El vector v; visto como
combinacion lineal
AUy + o+ Ay
Proceso

Generaliza con V v; € B y construye

cada nuevo proceso para cada vector de
UOmo:om.me_m la la base B
matriz de
Se encapsula el proceso denad m: ME ME
: coordenadas
en la matriz de 21 22 2n
o o ag HE HE KRR :
> coordenadas > a
[v,],. € K™ 21 An1 An2 Ann
Vilp, : Proceso Proceso Proceso
Objeto Qn1
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Se encapsula el proceso en la Matriz de Cambio
de Base cuando ve a la matriz como un elemento
del conjunto de matrices cuadradas e invertibles o

es vista como una transformacion lineal en un
mismo espacio.

EWLWH

gﬁw THW .

Mp_p, [x]p = EE

Objeto

Conclusiones y reflexiones finales

A

Se coordinan los proceso de matriz de coordenadas y el proceso de
matriz para generar la matriz de cambio de base

Q‘HH QHN o QHS
M _| @21 Az : Qzn
B-B; — : : . :
Ani1 Az - Qpp
Proceso
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Conclusiones y reflexiones finales

Por otro lado identificamos que la construccion de la matriz de cambio de base se

presenta también de la siguiente manera:

El estudiante inicia estableciendo el orden en las bases dadas, este orden se presenta
como un objeto o un proceso: el primero refiere a considerar a las bases como conjuntos
ordenados y tomar el orden establecido, el segundo cuando establece que vector se antepone al
siguiente y asi sucesivamente hasta ordenar las bases. En términos matematicos diremos que el
estudiante podré identificar y ordenar la sucesion finita de vectores linealmente independientes

en cualquiera que sea el caso.

Si V es un espacio vectorial sobre el campo K de dimension finita n, y sean B =
{vi, vy, o, Y}y By = {ug, uy, ... un} y B. = {24, 2, ...z, } bases ordenadas de V, entonces el
estudiante con una concepcion proceso de base ordenada puede escribir el vector v;, u; de la
base B y B, respectivamente como combinacion lineal de los elementos de la base B,, es decir,
asume la existencia de los b;j,¢;j € K, con i =1,..,ny j=1,..,n tal que v; = by;z; +
byizy .+ bpizZy y Wj = €1j21 + €225 ... + CpjZy. Coordina el proceso de combinacion lineal y
el proceso de vector de coordenadas, para obtener los procesos vector de coordenadas respecto
a la base B, es decir, (byi, bai, ., bpi) ¥y (clj, C2j) ...,cnj) esto es encapsulado por parte del
estudiante cuando se queda con la informacion de los componentes para ver los vectores como
una matriz de coordenadas [v;]p, € K "Xl 'y una vez construido este objeto, tiene que regresar

sobre el proceso de la matriz de coordenadas

bs; 1
bni Cnj

Con el cuantificador V coordina que tiene que construir para cada v;, u; € B con i,j =

1, ...,n los n-procesos de las matrices de coordenadas

b4 b1, bin C117 1C12 Cin
b21 bzz bzn C21 C22 C2n

. , . ) eee . y B ) weny . B
bnl bnz bnn Cn1 Cn2 Cnn

Una vez que tenga los n-procesos de las matrices de coordenadas de los vectores n
vectores de la base de B, B; en términos de la base B, estos se coordinan con el proceso de

Matriz para considerar dos matrices como una secuencia de columnas verticales
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Conclusiones y reflexiones finales

bi1 by, -+ bip €11 Ciz 7 Cn
b b b c c Poc
_ 21 22 2n _ | €21 22 2n
ﬁ - : : . : y ﬁl - : : . :
bnl Cnz - bnn Cn1 Cn2 -+ Can

A su vez estos dos procesos se vuelven a coordinar parar formar una matriz ampliada

como una secuencia de columnas verticales, esto es:

€11 €12 " S | byy by 0 byy
C21 CZZ : C21’1 b21 b22 E bzn
Cn1 Cn2 ** Can | bpy Cpz -+ bpg

Se encapsula en el objeto matriz ampliada en el objeto matriz de n x 2n a la cual se le
puede aplicar el método de Gauss-Jordan, por lo que se obtendria del lado izquierdo I,,4,, y del

lado derecho se obtiene Mg_,p . (Véase el siguiente diagrama).
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Vector de coordenadas
ve €K™
Objeto

Conclusiones y reflexiones finales

Segundo método de construccion de la Matriz de Cambio de Base

Base ordenada de V

B = {v1,V,, .., Uy}
Proceso

Vector de coordenadas

(aq,az, ..., a,)
Proceso

Se coordinan el proceso
de coordenadas de un
vector con el proceso de
combinacion lineal
(@11, Aziy vy Q)
(b1, byj, -y bj)
Vectores de coordenadas
de los vectores v;, u;.
Proceso

Base BdeV
Proceso

Y

Base ordenada de V
B, ={z1,2, ... 2}

Matriz

Proceso

Base ordenada de V

mH = A“”:H. :N. ...Q‘Sw
Proceso

\4
A

Proceso

Asume la existencia de a;j, w:. € K,coni,j=1,..,n tales que

Vi = QqiZ4 + AyiZq ... + ApiZy
:\ = @H\.NH + @N\.NH .t @ﬂ:Nd

A

Los vectores v;, u; vistos como
combinacion lineal
;21 + ApiZq ..+ QyiZy
@H\.NH + @N\.NH .t WS\NZ
Proceso

v

GeneralizaconVv; EB A Vu; € B,
y construye cada nuevo proceso para
cada vector de la base B y B;.

A 4

Se encapsula el proceso
en la matriz de
coordenadas

_H.Qmu_mm. _H:\.Hmn € Nﬂ:xu

Obieto

Desencapsula las
matrices de coordenadas

as; —FL
&NNm _ @N_ _
SN
QQ:. _VNU.Z\_
Proceso

117 [A127 [d1n
az1 a2 QAzn
. 5 . . ey N
L1 L0p2- L pn-
Proceso Proceso Proceso
[D11] (D1 [D1n]
b4 by, by
H ’ H 2 ’ H
.WSH. -@:N. .@::.

Proceso Proceso Proceso
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A su vez estos dos procesos se vuelven a coordinar parar

verticales, en donde f3; le corresponde la parte izquierda y 5
la parte derecha esto es:

€11 €z " Cn | by by biy

€1 Cz i Can | byy byy P byp

Ch1 Cnz - Cpn ®=H Cnz @::
Proceso

formar una matriz ampliada como una secuencia de columnas

A

Conclusiones y reflexiones finales

Se encapsula en el objeto matriz ampliada en el objeto matriz

de nx2n, la ala cual se le puede aplicar el método de Gauss-

Jordan, por lo que se obtendria del lado izquierdo I,,y,, y del
lado derecho se obtiene Mg_, 5

1 0 0| di1 diz -+ din
o H : o dyy dy; i dpyp
0 0 1 &BH &BN &::

Proceso de matriz de cambio de base

Se coordinan los proceso de matriz de
coordenadas y el proceso de matriz para generar
dos matrices como una secuencia de columnas

biy by v b

B = byy by, i by
@:H Cn2 - @::
C11 Ci2 o Cin

_[ €21 € P Con

mH - . N H
Cn1 Cn2 - Can

Proceso

A 4

Se encapsula el proceso en la Matriz de Cambio de Base
cuando ve a la matriz como un elemento del conjunto de
matrices cuadras e invertibles o es vista como una
transformacion lineal en un mismo espacio.

EWiWH
£
[*]s EM

Mp_p, [x]g = [X]p,

Objeto
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Conclusiones y reflexiones finales

Respecto a las dos formas de construir la matriz de cambio de bases anteriormente
descritas podriamos preguntarnos: ;Cual de las dos formas de calcular la matriz de cambio de

base propicia la construccion de las estructuras o son necesarias las dos formas?

Quiza faltaria un estudio el cual responda esta pregunta, por ahora nos conformaremos
con responder que la primera via se tiene que construir una a una las columnas de la matriz
requerida, en cambio por la segunda via los calculos son mas globales, es decir, que como
algoritmo la segunda via es mas adecuada para el calculo de una matriz de cambio de base para
el caso de R", y a través de la repeticion del algoritmo podria el estudiante construir una

concepciodn accion.

Ahora si se considera un espacio V de dimension finita entonces la primera via parece
ser una mejor manera para propiciar la interiorizacion puesto que en la descomposicion genética
que se propone considera asimilar que representa cada columna de la matriz, y en la primera via
al construir uno a uno los vectores de coordenadas y ponerlos como columnas se puede propiciar

esto.

5.2 Sugerencias didacticas del concepto matriz de cambio de base

Algo relevante encontrado en esta investigacion es la concepcion que tienen los
estudiantes sobre el concepto de matriz de cambio de base, los datos analizados muestran el
poco o nulo nivel de formalidad que los estudiantes tienen sobre la definicion de este concepto.
En algunos casos describen para qué sirve o la ven como una transformacion en la cual sélo
mencionan su funcidon (pasar de unas coordenadas a otra) sin dar dicha transformacion. Los
datos de la entrevista y del diagndstico revelan que los estudiantes omiten que la matriz de
cambio de base estd definida entre bases ordenas (suelen suprimir el orden al dar su definicion)
dado el concepto de estudio, el orden en las bases importa y es fundamental puesto que establece
el orden de las columnas de la matriz, se sugiere que se presenten bases ordenadas a los
estudiantes de tal modo que no tenga el orden convencional y el trabajo en subespacios de R™

con bases distintas a la candnica.

5.3 Futuras investigaciones

Para refinarse la descomposicion genética también se podrian considerar otros espacios

vectoriales de dimension finita, este podria ser M, x ,, €l espacio de matrices de tamafio m x n.
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Conclusiones y reflexiones finales

Por otro lado, después de aportar con una descomposicion genética del concepto y en lo
didéctico con algunas sugerencias, que se deben considerar en el tratamiento del concepto matriz
de cambio de base, es fundamental aplicar la segunda componente del ciclo de investigacion
que propone la teoria APOE, es decir, disefiar actividades de clase tomando en cuenta la
descomposicion genética del concepto y asi promover la construccion del concepto y una
estructura mental mas sofisticada. Estos disefios deben de ser sutiles, en el sentido que el
estudiante comprenda la importancia de la matriz de cambio de base, y que el estudiante vea la

importancia de calcular dicha matriz.

Otra de las futuras investigaciones que se puede desarrollar es investigar sobre esquema
del concepto matriz de cambio de base, creemos que se puede empezar a manifestar cuando el
estudiante ve a la matriz de cambio de base como un caso particular de la matriz asociada a una

transformacion lineal.

También se podria investigar sobre las dos formas de construir la matriz de cambio de
base, presentadas en esta investigacion, las cuales estan asociadas a la experiencia por parte de
los estudiantes. Se podria tratar de responder la siguiente pregunta: ;Cual de las dos formas de
calcular la matriz de cambio de base propicia la construccion de las estructuras o son necesarias

las dos formas?

Otra investigacion que se podria realizar es el estudio sobre la forma de calcular 1a matriz

de cambio de base, teniendo en cuenta el siguiente teorema:

Teorema. Sean f = {uq,uy,...,up} y C ={v,,v,,...,v,} bases para un espacio
vectorial V. Sean B = [[uq]¢e = [unle] ¥ € = [[v1le -+ [Vnle], donde € es cualquier base para

V. Entonces la reduccion por renglon aplicada a la matriz aumentada [C|B] de n x 2n produce

[CIB] = [I|Mg-e]
(Poole, 2011, p. 488)

La idea fundamental es transitar de las bases dadas a una tercera base, la cual
hipotéticamente afirmamos que dicha base es invisible para los estudiantes cuando trabajan en
subespacios vectoriales de R", tenemos la hipotesis de que el estudiante al decir transponer los
vectores para construir las matrices B y C que enuncia el teorema lo hace como un mero
algoritmo y no con reflexion total de lo que sucede; el trabajo sobre el espacio vectorial RX" =

R™ ahora debe hacerse en R,
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Conclusiones y reflexiones finales

En general los resultados presentados en este documento buscan ser material de trabajo
y reflexién para profesores en ejercicio respecto a la importancia de la ensefianza y el
aprendizaje del Algebra Lineal centrada en los procesos de cognicién que se desarrollan al
construir conceptos abstractos, en este caso los involucrados a la matriz de cambio de base.
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ANEXOS

Anexo 1. Solucion a los problemas planteados para describir ejemplos de estructuras

Sol. Problema A. i) Para determinar la matriz de cambio de base Pp _p, escribimos las
coordenadas de los vectores de la base B; respecto a la base B,, es decir [2] , [(1)] para
B, B;

encontrar dichas coordenadas se procede de la siguiente manera, dado que B, es base de R?
entonces existen escalares a;,a, € R tales que se cumple:

D=a@)+e@=(%5)

Donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

0 = a1 + 2a2
1 = a1 +a2.
. . . _ _ 0] _r2
Resolviendo el sistema se obtiene que a; = 2,a, = —1 entonces [ ] = ( )
Upg, -1

) 1 )
De igual forma para encontrar [ 0] , como B, es base de R? entonces existen escalares a;,a, €
B,

()= @)+ @)= (%)

Donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

R tales que se cumple:

1 = a1 + Zaz
0= a1+a2.
. . . _ _ 11 _ /-1
Resolviendo el sistema se obtiene que a; = —1,a, = 1 entonces [ ] = ( )
0lg, 1

Por lo tanto encontramos la matriz Py _p, = ( [2]3 [é]s ) = (_21 _11)
2 2

ii) Nos piden determinar la matriz Pg__,p, cambio de base que va de la base B; a la base B, para

determinar dicha matriz escribimos las coordenadas de los vectores de la base B3 respecto a la

base B,, es decir [(1)] , [(1)] notemos que estas coordenadas las hemos calculado en el inciso
B, B,

i) por lo que:
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lol,, =GO, = ()
Por lo tanto encontramos la matriz Pg,_,5, = ([3]8 [2]3 > = (_11 _21)
2 2

iii) Para determinar la matriz de cambio de base Pg,_p, escribimos las coordenadas de los
2

vectores de la base B, respecto a la base B3, es decir [ﬂ ’ [1
B3

] note que B; es la base candnica
B;

4, = Q)-[, = 6)

Por lo tanto encontramos que Pg,_p, = G i)

iv) (La base B, es igual a la base B3? ;Por qué?

Para responder esta cuestion no tamos que como conjuntos B, y B3 tienen los mismos elementos
por tanto son dos conjuntos iguales pero By y B3 por hipdtesis son bases ordenadas entonces
importa el orden y por tanto.

5= {() O+ ()} =

Quiza esto de tener los mismos objetos y ordenarlos de una manera diferente y decir que
ahora son distintos suena algo extrafio, pero esta convencion en la mayoria de libros no se
profundiza pero toma sentido en la ejercitacion y célculo de coordenadas de un vector por
ejemplo; consideremos las base B; y B; de R? dadas en el ejercicio anterior y se nos pide
calcular las coordenadas del vector (1,2) € R? respecto a By y Bj se tiene que:

() =2()+16) =[], =)
) =1()+2Q) =[], =)

Es claro que estamos escribiendo el mismo vector pero en diferentes representaciones y
dichas representaciones son distintas.

v) (La matriz Pg, _,p, es igual a la matriz Pg__,p,? (Por qué?

Sabemos que dos matrices son iguales si y sélo si tienen el mismo tamafio y entrada por
entrada son iguales, por tanto

Pp, g, = (_21 _11) * (_11 _21) = Pp,-p,-
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A pesar de que ambas matrices representan el cambio de dos bases con los mismos
vectores a la base B,, que dichas matrices sean diferentes radica en el orden de las bases mas no
de sus elementos.

Sol. Problema B .

a) Se pide determinar la matriz cambio de base de A a B la cual denotaremos por P,_p, se
tienen unas condiciones que se deben cumplir estas son:

al = 4‘b1 - bz
a, = _b1 + b2 + b3
as = bz - 2b3

So6lo basta notar que son precisamente los vectores de la base A escritos como
combinacion lineal respecto a los elementos de la base B y reflexionando en como son los
elementos de la matriz de cambio de base se concluye que:

4 -1 O
PA—>B = <—1 1 1 )
0 3 =2

La cual es la matriz requerida.

b) Una de las propiedades que cumple la matriz cambio de base es que

[x]p = Pasplxlas (1)

De esta ecuacion conocemos la matriz cambio de base, sélo resta conocer las coordenadas del

vector x respecto a los elementos de la base A. Ahora bien de x = 3a; + 4a, + az concluimos
3

que [x]4 = (4) entonces sustituyendo en (1):
1

4 -1 0\ /3 )4 + (=1(4) +0(1) 8
[x]B=<—1 1 1><4>=< —3+4+1 >=<2>.
0 3 -2/\1 12 -2 10

Sol. Problema C. Supongamos que P es la matriz cambio de base de By a B, entonces P~ 1 es
la matriz cambio de base B, a B, calculando dicha matriz se obtiene:
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Luego entonces se debe satisfacer que:

1
[
[q0)5, = | —% [, de donde obtenemos q, = %(1 + x2).
1
\4
1
(3
[q1]s, = ki [, de donde obtenemos q; = i(g + 3x + x2).
1
d
1
(%)
[Clz]B1 = k % |, de donde obtenemos q; = %(1 —x —x?).
1
2

Por lo tanto la base ordenada B, = {q,, q1, g} con:

1 1 1
/2 4 2\
p-i- | 11 17
2 2 2 |
1 1 1/

2 4 2

do, = %(1 +x2), q; = i(S +3x +x%),q, = %— %x — x2. Satisface que P sea la matriz

cambio de base de B, a B,.
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Anexo 2. Plan de estudios de la carrera de Licenciado en Matematicas de la Universidad

Industrial de Santander.

Sahado, 20 de junio de 2015 Acfualizadn hace: 1 diafs)

Unbrersided
. Industra de
y Satander

UIS, parrimenia cientifico y cultural

Incio LaUlS Umidades Académicas  Programas Académicos  Invesfigacion ¥ Exfension  Profesores  Esfudianies  Gesfion Adminsirafiva [Evenlos Emisoras

q I Contactenos Visitenos  Bilsqueda Directorio Mapa del Sitio  Guia de Navegacién

Plan de Estudios de la Licenciatura en Matematicas

R: Requisitos CA: Créditos Aprobados
NIVEL 1
Codigo Asignatura MNombre Asignatura Créditos Horas Tedricas : Horas Practicas Requisitos
20252 CALCULO | 4 4 ]
20773 EEOMETRIA EUCLIDIANA q i i
| m—) 3 22979 ALGEBRA LINEAL | 4 4 0
23423 CULTURA FISICA Y DEPCRTIVA 1 0 2
24736 FUNDAMENTOCS DE PEDAGOGIA 3 3 o
24948 WIDA Y CULTURA UNIVERSITARIA o 1 o
25124 TALLER DE LENGUAJE | 3 2 2
Total Créditos: 19
NIVEL It
Cadigo Asignatura MNombre Asignatura Créditos Horas Tedricas i Horas Practicas Requisites
L, 20253 CALCULD 11 4 4 o R: 20252
I:W/ 23272 ALGEBRA LINEAL 11 4 o R: 22579
24737 PSICOLOGIA DEL DESARROLLO 3 3 0
24738 DISEMO ¥ PLANEACION CURRICULAR 3 3 o R: 24736
25127 TALLER DE LENGUAJE II 3 2 2 R: 25124
25282 FUNDAMENTOS DE MATEMATICAS 4 4 o
Total Créditos: il
NIVEL 1l
Codigo Asignatura Mombre Asignatura Crédites Horas Tedricas § Horas Practicas Requisitos
20253 CALCULO I 4 4 0 R: 20252
23272 ALGEBRA LINEAL 11 4 4 0 R: 22579
24737 PSICOLOGIA DEL DESARROLLD 3 3 0
24739 DISENC ¥ PLANEACION CURRICULAR 3 3 0 R: 24736
25127 TALLER DE LENGUAJE Il 3 2 2 R: 25124
25282 FUNDAMENTCS DE MATEMATICAS 4 4 0
Total Créditos: il
NIVEL 1l
Codigo Asignatura Mombre Asignatura Créditos Horas Tedricas ;| Horas Practicas Requisitos
20254 CALCULO Il 4 4 0 R: 20253
TECRIA DE CONJUNTODS 4 4 0 R: 20273
FISICA | 4 4 2
FUNDAMENTACICON DIDACTICA 4 4 1] R: 24738
TECRIAS DEL APRENDIZAJE 3 3 0 R: 24737
Total Créditos: 19
NIVEL ¥
Codigo Asignatura MNombre Asignatura Créditos Horas Tedricas ;| Horas Practicas Requisitos
ALGEBRA MODERMA | 4 4 0 R: 20267
ANALISIS MATEMATICO | 4 4 0 R: 20254
ESTADISTICA| 4 4 0 R: 20253
DIDACTICA DEL CALCULD 4 4 0 R: 20255
R: 24738
EVALUACION DEL APRENDIZAJE 4 4 0 R: 24740
Total Créditos: 20
NIVEL VI
Codigo Asignatura Mombre Asignatura Créditos Horas Tedricas ;| Horas Practicas Requisitos
22140 SEMIMARIO: PRACTICA PEDAGOGICA 3 3 0 R: 24740
23424 INGLES | 4 5 0
24178 ESTADISTICAI 4 4 0 R: 24170
24443 DIDACTICA DE LA ARITMETICA Y EL ALGEBRA 4 4 0 R: 20263
24742 TECHNOLOGIAS Y EDUCACION 3 2 3
25283 EPISTEMOLOGIA E HISTORIA DE LAS MATEMATICAS 3 3 0 R: 20245
Total Créditos: pil
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NIVEL VI

Codigo Asignatura Nombre Asignatura Créditos Horas Tedricas | Horas Practicas Requisitos
23425 ANGLES I 4 5 0 R: 23424
24445 DIDACTICA DE LA PROBABILIDAD ¥ LA ESTADISTICA 4 4 0 R: 24173
25285 PRACTICA DOCENTE 3 3 0 R: 22140

ASIGMATURA DE CONTEXTO 4
ASIGNATURAS TECNICAS PROFESIONALES 4
Total Créditos: 21

NIVEL Vil

Codigo Asignatura MNombre Asignatura Creditos Horas Tedricas | Horas Practicas Requisitos
25286 PRACTICA DOCENTEII 10 10 0 R: 25285
25287 ETICA 3 3 0 R: 25234

ASIGHMATURA DE CONTEXTO 4

ASIGNATURAS TECNICAS PROFESIONALES 4

Total Créditos: il

MNIVEL X
Codigo Asignatura Mombre Asignatura Créditos Horas Tedricas : Horas Practicas Requisitos
Total Créditos: 1]
HNIVEL X
Cadigo Asignatura Mombre Asignatura Creditos Horas Tedricas § Horas Practicas Requisitos
Total Créditos: 1]
Electivas
Codigo Asignatura Nombre Asignatura Creditos Horas Tedricas Horas Practicas
20282 CRIPTOGRAFIA 4 4 ]
20858 FILOSOFIA DE LA EDUCAGION 2 2 0
20871 TECMICAS DE ENSENANZA 4 4 0
20872 MEDIOS DIDACTICOS 3 3 0
20876 METCDOLOGIA DEL APRENDIZAJE 3 3 1]
24185 (INTRODUCCION AL ANALISIS FUNCIONAL 4 4 0
24423 {GEOMETRIA FRACTAL 5 4 0
25288 (INTRODUCCION A LA GEOMETRIA FRACTAL 4 4 1]
25289 INTRODUCCION A LAS CATEGORIAS 4 4 0
25280 (LOGICA MATEMATICA 4 4 0
INT.A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES EN

23415 DERIMADAS PARCIALES 4 4 0
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Anexo 3. Plan de estudios de la carrera de Matematicas de la Universidad Industrial de
Santander.

Inicio  La UIs

Unbrorsidac
Industral de
Samander

arrimonio cientifico y ral

‘Sabado, 20 de junio de 2015

Contactenos

Visitenos

Unidades Académicas  Programas Académicos  InvesfBigacion y Exiension  Profesores  Esiudianies

Blsqueda

Directorio

Mapa del Sitio

Geshon Admrnisirafiva

Actualizado hace: 1 diz(s)

Evenios Emisoras

Guia de Navegacion

Plan de Estudios de Matematicas

R: Requisitos CA: Créditos Aprobados
NIVEL |
Codigo Asignatura Nombre Asignatura Créditos Horas Tedricas | Horas Practicas Requisitos
20252 CALCULD | 4 4 o
N 20273 GECMETRIA EUCLIDIANA 4 4 1]
ey 22979 ALGEBRA LINEAL | 4 4 1]
23423 CULTURA FISICA Y DEPORTIVA 1 0 2
24173 PROGRAMACION | 3 5 1]
24943 VIDA Y CULTURA UNIVERSITARLA o 1 o
25124 TALLER DE LENGUAJE | 3 2 2
Total Créditos: 19
NIVEL I
Codigo Asignatura MNombre Asignatura Créditos Horas Tedricas i Horas Practicas Requisitos
20253 CALCULD I 4 4 1] R: 20252
i FISICA | 4 4 2
23272 ALGEBRA LINEAL I 4 4 o R: 22979
23424 INGLES | 4 5 1]
25282 FUNDAMENTOS DE MATEMATICAS 4 4 1]
Total Créditos: 20
NIVEL Il
Codigo Asignatura MNombre Asignatura Créditos Horas Tedricas | Horas Practicas Requisitos
20245 TECRIA DE NUMERCS 4 4 0 R: 25282
20254 CALCULC 1l 4 4 0 R: 20253
20267 TECRIA DE CONJUNTOS 4 4 0 R: 20273
R: 20252
22853 FISICAI 4 4 2 R: 22950
23425 INGLES Il 4 5 o R: 23424
Total Créditos: 20
NIVEL IV
Codigo Asignatura MNombre Asignatura Créditos Horas Tedricas : Horas Practicas Requisitos
20255 ECUACIONES DIFERENCIALES 4 4 0 R: 20254
20268 ALGEBRA MODERMA | 4 4 o R: 20267
24170 ESTADISTICA | 4 4 0 R: 20253
24175 MATEMATICA COMPUTACIONAL 4 4 o R: 20245
24176 PROGRAMACION I 3 5 0 R: 24173
Total Créditos: 19
NIVEL V
Cadigo Asignatura MNombre Asignatura Créditos Horas Tedricas | Horas Practicas Requisitos
20269 ALGEBRA MODERNA II 4 4 0 R: 20263
20274 ANALISIS MATEMATICO | 4 ] R: 20254
2171 ANALISIS NUMERICO 4 4 0 R: 20253
R: 24176
24173 ESTADISTICA I 4 4 o R: 24170
24181 CPTIMIZACION 4 4 0 R: 23272
Total Créditos: 20
NIVEL VI
Codigo Asignatura Mombre Asignatura Creditos Horas Teoricas | Horas Practicas Requisitos
ANALISIS MATEMATICO I 4 4 o R: 20274
TOPOLOGIA| 4 4 0 R: 20274
EPISTEMOLOGIA E HISTORIA DE LAS MATEMATICAS 3 3 0 R: 20245
SEMINARIO 4 4 o R: 20268
ASIGNATURA DE CONTEXTO 4
Total Créditos: 19
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NIVEL VII

Codigo Asignatura Nombre Asignatura Créditos Horas Tedricas | Horas Practicas Requisitos
20285 GECMETRIA DIFERENCIAL 4 4 o R: 20230
24182 WVARIABLE COMPLEJA 4 4 0 R: 20275
24183 TRABAJO DEGRADO | 5 2 0 R: 25417

ASIGNATURA DE CONTEXTO 4
ASIGNATURAS TECNICAS PROFESIOMALES 4
Total Créditos: 2

NIVEL VIl

Cadigo Asignatura Mombre Asignatura Créditos Horas Teoricas | Horas Practicas Requisitos
20284 ETICA 3 2 2 R: 25417
24184 TRABAJO DEGRADO I 10 1 0 R: 24183

ASIGNATURAS TECNICAS PROFESIOMNALES 4
Total Créditos: 17
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