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Introduccion

La presente tesis tiene como objetivo contar con un material en espafol de
temas relacionados con Modelos Matriciales Poblacionales, este tema cada vez
toma mds importancia por la versatilidad con la que se puede implementar. Para
el desarrollo de este trabajo nos apoyamos en el libro Caswell, H. Matrix Popula-
tion Model, del cual se hace un andlisis, se realizan los ejemplos y se complementa
con una aplicacion.

En el primer capitulo empezaremos con un paseo por los Sistemas Dindmicos,
su inicio con Poincaré y Lorenz. Después, se definird el ciclo de la vida (nacer,
crecer, madurar, reproducir y morir), como unidad fundamental dentro de la dina-
mica de los sistemas. Como nuestro interés se centra en el estudio de poblaciones,
estudiaremos el concepto de demografia, su historia y concepcién actual. La si-
mulacién de los ejemplos y de la aplicacion se realizé apoyados en matlab.

En el segundo capitulo veremos la construccion e importancia de la matriz de
Leslie, se destacara su uso como una matriz de proyeccién de la poblacion, se ana-
lizard e interpretara la construccion de matrices por edades y un poco de historia
sobre Patrick Leslie.

En el capitulo tres abordaremos la importancia de las etapas dentro del ciclo
de la vida, definiremos lo que es una variable de estado y su importancia en estos
modelos.

En el capitulo cuatro se propone una aplicacién de los conceptos antes vistos
en un modelo epidemioldgico discreto para el dengue.
Finalmente se presentan algunas conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 1

Preambulo

No solo los adultos, sino todo el ciclo de vida se tendrdn en cuenta el orga-
nismo. Esta es una idea antigua, para los filosofos han sefialado a menudo que
un convencionalmente individuo significa un organismo en un breve instante de
tiempo ... Por ejemplo, si nos referimos a un “perro” que por lo general nos ima-
ginamos a un perro adulto momentdneamente inmovilizado en el tiempo como
por una instantdnea fotogrdfica ... [Pero] es el perro desde el momento de la fer-
tilizacion de sus huevos, a través del desarrollo embrionario y fetal, a través del
nacimiento y de la etapa de cachorro hasta la adolescencia y la madurez sexual,
y finalmente a través de la senescencia?

Bonner (1965) [[14]

1.1. El ciclo de vida: Vinculacion de la persona y de
la poblacion

El ciclo de vida es una unidad fundamental para la descripcién de un orga-
nismo. La ecologia, genética, evolucion, desarrollo y fisiologia convergen en el
estudio del ciclo de vida de un individuo y a partir de él, fundamentan sus teorias.
Una de las preguntas que nos planteamos es, ;de qué manera el ciclo de vida in-
fluye en la dindmica demogréfica de una poblacion?

Estudiar el ciclo de vida en el contexto dindmico, demogréfico o de la poblacion,
permite hacer una traduccién que va de lo individual a lo poblacional. Los or-
ganismos individuales nacen, crecen, maduran, se reproducen, y eventualmente
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6 CAPITULO 1. PREAMBULO

mueren. El riesgo de muerte de estos organismos en cada una de estas etapas de-
pende de su entorno y de las herramientas desarrolladas para hacerle frente, las
cuales son proporcionadas a través de su genotipo y su fenotipo. Estos riesgos se
ven reflejados en las tasas de nacimiento, crecimiento, maduracion, fecundidad y
mortalidad que se tienen en las diferentes etapas del individuo. De manera gene-
ral, a estas tasas, que describen el movimiento de individuos a través de su ciclo
de vida, les llamaremos tasas vitales. De esta manera, la dindmica de la pobla-
cion estd determinada por las tasas vitales. Es asi, como los Modelos Matriciales
Poblacionales nos proporcionan un vinculo entre la dindmica individual y la po-
blacional, construida a través de la descripcion del ciclo de vida.

1.2. Demografia

Seria fécil s6lo mencionar la definicién etimoldgica que proviene de las pala-
bras demos(pueblo) y grapheinn(trazo,descripcion), es decir, se refiere a conocer
las cualidades de una poblacién. Sin embargo, nosotros en este trabajo conside-
raremos que la demografia se encarga de estudiar los procesos que determinan la
formacion conservacion y desaparicion de las poblaciones.

Enfocaremos las tasas vitales, la dindmica demografica y la estructura de la
poblacién en el contexto del ciclo de la vida. El primer hecho fundamental de la
dindmica de la poblacién es su potencial de crecimiento exponencial. Este poten-
cial se conocia ya en el siglo XVI (como se pude ver en Cole 1958 [33]]. John
Graunt en 1662, Linneo en 1742, y Benjamin Franklin en 1751 escribieron el
crecimiento exponencial de la poblacion. A Malthus, cuyo “Ensayo sobre el prin-
cipio de la poblacion”, aparecio en 1798, a veces se le atribuye el descubrimiento
del principio de aumento exponencial, pero en realidad fue conocido mucho antes.

El crecimiento (decrecimiento) exponencial de una poblacién surge de consi-
derar que el tamafio de la poblacién al tiempo ¢, denotada por X (¢), tiene una tasa
de crecimiento (decrecimiento) proporcional al tamafio de la poblacién misma,
con constante de proporcionalidad 7.

X=rX

Esta simple ecuacién diferencial se utiliz6 por mucho tiempo para describir el
crecimiento de poblaciones. Observe que esta ecuacion diferencial tiene como
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solucion
X (t) = Xoert,

donde Xy = X (0), es la poblacién al tiempo ¢ = 0, es decir la poblacion inicial.
La gréfica de esta solucién serd creciente y no acotada, si » > 0, fig(a); constante
eigual a Xy, si r = 0, fig(b); y decreciente (tendiendo asintoticamente a cero), si
r < 0, fig (c).

Nota 1 En el siguiente capitulo se estudiard esta misma ecuacion pero en su for-
ma discreta.

05 e

Figura 1.1: a)Gréfica Creciente
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o\ |
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Figura 1.2: b) Gréfica Decreciente
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Figura 1.3: ¢) Grafica Constante

El segundo hecho fundamental de la dindmica de la poblacién es que estas
no crecen exponencialmente, sin restriccion, por mucho tiempo. Algunos mode-
los para poblaciones acotadas se obtuvieron por primera vez a mediados del siglo
XIX por el matemadtico belga Pierre-Francois Verhulst, quien propone una varian-
te del crecimiento exponencial, considerando que las poblaciones compiten entre
si por recursos, es asi como propone la ecuacién logistica en 1838 (como se pue-
de ver en Hutchinson 1978 [[/0]). Esta ecuacion permanecio olvidada por mucho
tiempo, sin embargo con el tiempo esta ecuacion fue redescubierta y popularizada
por Perla y Reed (1920; como se puede ver Kingsland (1985)[79] ). Esta ecua-
cién basicamente considera los efectos de la competencia dentro de las mismas
especies y puede extenderse para modelar interacciones depredador-presa (como
se puede ver Hutchinson 1978 [70], Lotka 1924 [114], Volterra 1926 [166], Gause
1934 [50], Kostitzin 1939[83]]).

La ecuacion diferencial es la que se presenta a continuacion.

X = rX(t) — kX(£)X (),

donde r=crecimiento de la poblacién
k=capacidad de persistencia
xo =la poblacién inicial.
Puede probarse (observe que es una ecuacion diferencial separable), que su solu-
cién es
B XO ert
1+ Eo(ert — 1)

X (1)
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Sin embargo, la ecuacién logistica y algunas de sus variantes ignoran algo im-
portante dentro de la dindmica de una poblacion, la estructura de la misma, esta
ecuacion considera a todas los individuos como iguales, sin considerar variedad
dentro de la poblacion misma, todos se comportan como un promedio. La exis-
tencia de grandes e importantes diferencias entre los individuos de una poblacién
demograficamente es clara. En los seres humanos, los factores més obvios son la
edad, el sexo y la ubicacién geografica.

Con el desarrollo de los modelos econémicos de pensiones y seguros de vida se
consideraron por primera vez las diferencias en los indices de mortalidad, se ob-
servo que estos estdn en funcion de la edad. Los romanos intentaron calcular el
cambio en la tasa de mortalidad con respecto a la edad, en el siglo III dC John
Graunt compil6 los datos de mortalidad por edad de los registros de nacimiento y
muerte en Londres en 1662, (Hutchinson 1978)[70]. Poco después, el astrénomo
Edmund Halley en 1693 present6 el primer tratamiento completamente moderno
de una tabla de vida. En 1760 Euler mostr6 que se tenia una forma particularmente
poderosa de analizar las consecuencias de la variabilidad de la tasa de mortalidad
con respecto de la edad de los individuos, consecuencias demogréficas ([?]).

Es por esto, que estudiar el ciclo de vida en un contexto dindmico demogréfico de
la poblacién requiere una manera de pasar de lo individual al nivel de poblacién.
Los organismos individuales nacen, crecen, maduran, se reproducen, y eventual-
mente mueren, pero siempre, y en cada etapa de su ciclo de vida, estdn sujetos
a riesgos. Estos riesgos determinan las tasas de nacimiento, el crecimiento, la
maduracion, la fecundidad y la mortalidad que se produce por estos eventos indi-
viduales. (Colectivamente, estas tasas, que describen el movimiento de personas
a través del ciclo de vida, se llaman las tasas vitales.) La dindmica de la pobla-
cién es determinada por las tasas vitales. Los Modelos Matriciales Poblacionales
proporcionan una forma de modelar el vinculo que existe entre el individuo y la
poblacidn, construida alrededor de una simple descripcién del ciclo de vida.

1.3. Construccion, analisis e interpretacion del mo-
delo

La construccion, el andlisis y la interpretacion de los modelos bioldgicos son
tres etapas que estan relacionadas intimamente. Como primer paso se debe estu-
diar el fendmeno a modelar en el dmbito que le da origen (fisica, biologia, qui-
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mica, economias, etc.), para poder establecer los principios y relaciones que estan
involucradas en el proceso, jerarquizar las caracteristicas que tomaremos en cuen-
ta en el modelo y de esta manera llegar a la construccion del mismo, posterior-
mente analizarlo para corroborar que se corresponde con lo que se desea modelar,
realizar el anédlisis matemético del mismo, y finalmente interpretar los resultados
y, en su caso, simularlo.

Dado que el modelo se construye para responder a una pregunta, de esta manera,
la interpretacién final influye en la construccién del modelo mismo. En la cons-
truccion del modelo, se debe pensar en como se va a analizar, pero sobre todo, los
datos que serdn necesarios para parametrizarlo.

Los datos demogréficos son costosos, tanto en dinero como en esfuerzo humano,
y un recurso tan valioso se debe utilizar lo mas eficientemente posible. Es impor-
tante destacar que los resultados del anélisis del modelo deben ser interpretados en
términos bioldgicos. Esto requiere de un profundo conocimiento de los supuestos
que entraron en su construccién y de los métodos utilizados en su analisis.

1.4. Prerrequisitos Matematicos

Nuestro objetivo es desarrollar métodos para hacer modelos matriciales pobla-
cionales accesibles. Partiremos del supuesto que se tienen conocimientos basicos
en ecologia, especialmente las herramientas clésicas de la demografia estructura-
do por edad (la tabla de vida, el cédlculo de la tasa intrinseca de crecimiento y la
distribucion por edades estable). Estos temas se tratan en cualquier texto intro-
ductorio de ecologia moderna. También supondremos cierta familiaridad con las
ideas bésicas de competencia, depredacion, simbiosis, regulacion de la poblacion
y seleccion natural.

Suponemos que se estd familiarizado con conceptos bésicos de calculo (dife-
renciacion e integracion), probabilidad (distribuciones, variables aleatorias, me-
dias, varianzas, covarianzas, independencia) y estadisticas (intervalos de confian-
za, pruebas de hipodtesis). Dado que este trabajo de tesis versa sobre matrices, serd
de gran ayuda contar con un conocimiento profundo de dlgebra matricial.
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1.5. Notacion

1.5.1. Matrices y vectores

En este trabajo las matrices se denotardn con letras mayusculas en negrita y
sus entradas con letras minusculas y subindices; de esta manera, a; ; representara
la entrada de la fila i-ésima y la coltina j-ésima de la matriz A.

Los vectores serdn denotadas por letras mintsculas en negrita y sus entradas
por letras mintsculas con subindices: de esta manera, v; es el i-ésimo elemento del
vector v. Pueden surgir complicaciones cuando varios vectores (0 matrices) y sus
entradas deben ser distinguidas. Por ejemplo, suponga que tenemos las matrices
A1, Az, ..., Ay, habria confusién si queremos referirnos a la entrada a, ; de estas
matrices, en este caso podemos utilizar superindices para evitar confusiones. Asf,
la entrada (i, j) de la matriz A serd denotada por az(»?.

Los vectores, son vectores columna por defecto. La matriz A” es la transpues-
ta de A.

El complejo conjugado de una transpuesta A es denotada por un A*. El produc-
to escalar de dos vectores es denotada por (z,y) = z*y. El producto de Kronecker
de dos matrices es denotada por A ® B, y el producto de Hadamard es denotada
por A o B. Todas estas operaciones se definen en el apéndice A.

Si x = a+ bi es un nimero complejo, el conjugado complejoesde & = a — bt
y su magnitud es de |z| = v/a? + b2. Las partes real e imaginaria son denotadas
R(z)y 3(x).

La i-ésima fila de la matriz A es el vector a; .. La j-ésima columna de A es el
vector a_;. La matriz A, , se convertird en el vector de tamafo 5% x 1 denomi-
nado vec A, apilando sus columnas una encima de la otra. Es decir,

a

a2
vecA =
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Una matriz cuyas entradas en la diagonal son el vector x y ceros en otros
lugares, estd dado por diag(x);

T 0 0
. 0 ) 0
diag(z) = | o s

Un tipo importante de vectores son los vectores candnicos e, los cuales son
vectores de la forma e; = (0,0,...,0,1,0,...,0), el cual denota un vector com-
pletamente de ceros excepto por un uno en la i-ésima posicion.

La probabilidad de que ocurra un evento x se denota P[z], la probabilidad con-
dicional de que ocurra = dado que ocurre y es denotada por P[x|y], y la esperanza,
o valor esperado, de una variable aleatoria x es denotada por F[z|. Frecuentemen-
te se utiliza V' (x), SD(x) y Se(z) para denotar la varianza, la desviacién estandar
y el error estandar de z.

Todos son logaritmos que aparezcan en este trabajo se pensaran como logarit-
mos naturales, a menos que se indique lo contrario.



Capitulo 2

Modelos matriciales clasificados por
edad

Los modelos matriciales clasificados por edad nos dan la distribucion por
edades de la poblacion en una fecha determinada, podemos exigir conocer la dis-
tribucion por edad de los sobrevivientes y descendientes de la poblacion original
en intervalos sucesivos de tiempo, suponiendo que estos individuos estdn sujetas
a cierta edad las tasas especificas de fecundidad y mortalidad.

Leslie (1945)[96].

2.1. Modelos discretos

2.1.1. Modelo exponencial discreto

En esta seccion iniciaremos el estudio de modelos poblacionales discretos.
Como primer punto estudiaremos el modelo exponencial discreto.
Diremos que un modelo discreto es un modelo en el que la variable de temporali-
dad avanza en pasos discretos, es decir, la dindmica se establece para unidades de
tiempo que pueden representar horas, dias, meses o cualquier otra unidad discreta
de tiempo. De esta manera diremos que si X; representa el estado de la variable
X al tiempo ¢, X; representa su valor al tiempo ¢ + k.

13



14 CAPITULO 2. MODELOS MATRICIALES CLASIFICADOS POR EDAD

2.1.1.1. Deduccion del modelo

Pensemos que se tiene una poblacién de individuos al tiempo ¢, la cual repre-
sentaremos como X, la primer pregunta que surge es cudntos individuos habra
al tiempo ¢ + 1, para poder contestar esta pregunta nos planteamos las siguien-
tes preguntas ;Qué hace que el tamafio de la poblacién cambie en una unidad de
tiempo? Bueno, en principio la poblacién al tiempo ¢ + 1 tiene que ser la misma
que al tiempo ¢, sumando los que se integran a ellos y restando los que abandonan
la poblacién. ;De que manera se integran nuevos individuos a la poblacién? Se
van a integrar a la poblacién mediante dos procesos: nacimiento de nuevos indivi-
duos y procesos de inmigracion. ;Quienes abandonan la poblacién? La poblacion
es abandonada via muerte de individuos y proceso de emigracion. De esta for-
ma podemos escribir la siguiente ecuacion X;; = Xy + N + [ — M — E para
t=0,1,...,.Donde N representa los individuos que nacieron, / los que inmigra-
ron, M los que murieron y F los que emigraron en el intervalo de tiempo [¢, ¢+ 1].
Para simplificar el problema supongamos que / = E = 0, es decir que no hay
proceso de inmigracidon-emigracion. De esta forma parat = 0, 1, .. ., llegamos al
modelo

Xip1 =Xy + N — M,

o equivalentemente
X1 N M
=1+ + .
Xy Xy Xy
Observe que las razones Xﬁt y XMt son las tasas per cépita de natalidad (la cual de-
notaremos como 7) y mortalidad (la cual denotaremos como m), respectivamente,
las cuales se puede pensar que son constantes para poblaciones establecidas. De

esta manera, el modelo resulta ser

o equivalentemente, haciendo k = 1 + n + m,

X
t+1 _ ]{?,
X
es decir
Xe1 = kX;

. Observe que la variable X puede representar el nimero de individuos o la bio-
masa de una poblacién. Ahora, si al tiempo ¢ = 0 se tiene una poblacién X,
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entonces
X = kXOv
y
X, = kX, = k(kX,) = k* X,
en general,

Xt - ktX().

Es decir, el comportamiento del sistema esta determinado por el valor de £?, de tal

forma que si £ > 1, entonces lim X; = oo;sik < 1, lim X; = 0;ysi k = 1,
. . t—o00 t—o00

X; = X, independientemente de ¢.

2.1.2. La matriz de Leslie

En esta seccion estudiaremos algunos modelos poblacionales matriciales, para
empezar analizaremos una tabla de vida y los elementos que la conforman.

2.1.2.1. Tablas de vida

Una tabla de vida es una sintesis de las estadisticas de mortalidad, supervi-
vencia y fecundidad por edad de una poblacién. Bdsicamente existen dos tipos de
tablas de vida, dindmicas y estaticas.

Las tablas dindmicas son tablas horizontales, de cohorte (conjunto de individuos
que comparten la edad), generacionales. Para construirlas se hace un seguimiento
de todos los individuos de una cohorte a lo largo de su vida. Este tipo de tablas se
utiliza principalmente para describir especies de vida corta.

Las tablas estaticas son tablas verticales, de tiempo especifico. Para construirlas se
recoge la informacién en un corto intervalo de tiempo sobre individuos de las dis-
tintas edades o estadios de la poblacion. Este tipo de tablas se usan para describir
especies de larga vida.

Un ejemplo de una tabla de vida dindmica se presenta en el Tabla [2.1]1a cual
es reproducida de [7]].

En la Tabla[2.2]se presenta el significado de cada una de las columnas.
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1 | x(dias) | n, I, d, Sy Ng * My, My
1 0 996 | 1.0000 | 0.3293 | 0.6707 0 0.0000
2 63 668 | 0.6707 | 0.5584 | 0.4416 0 0.0000
3 124 295 | 0.2962 | 0.3559 | 0.6441 0 0.0000
4 184 190 | 0.1908 | 0.0737 | 0.9263 0 0.0000
5 215 176 | 0.1767 | 0.0227 | 0.9773 0 0.0000
6 264 172 | 0.1727 | 0.0291 | 0.9709 0 0.0000
7 278 167 | 0.1677 | 0.0479 | 0.9521 0 0.0000
8 292 159 | 0.1596 | 0.0314 | 0.9686 53 0.3333
9 306 154 | 0.1546 | 0.0455 | 0.9545 485 3.1494
10 320 147 | 0.1476 | 0.2857 | 0.7143 803 5.4626
11 334 105 | 0.1054 | 0.7905 | 0.2095 973 9.2667
12 348 22 | 0.0221 | 1.0000 | 0.0000 95 43182
13 362 0 | 0.0000 - - - -
Tabla 2.1: Tabla de vida de la planta anual Phlox drummondii
i Clase de edad

X (dias) | Edad

Ny Numero de individuos

Ly Probabilidad de supervivencia al inicio de la clase

d, Tasa de mortalidad

Sy Tasa de supervivencia (1 — d,)
ng * m, | Nimero total de semillas producidas

My Tasa de fertilidad

Tabla 2.2: Significado de las variables

A continuacidn presentamos algunas relaciones entre las variables.

L, = =
no
Se = l$+1:1—d:p
Ly
Ly
dy, = 1-2 =14,
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Algunos pardmetros para estas tablas son:

» Tasa reproductiva basica: Es el nimero promedio de descendientes por in-
dividuo (hembra por hembra)

Ro == Z lwmx

Tiempo generacional: Edad promedio a la que las hembras paren sus des-
cendientes hembras
> xlymy
T==—7—.
Ry

Estimacion aproximada de r,

LTLRO

T .

Ecuacién de Euler-Lotka, estimacion exacta de 7,

1= Z e " lamy.

Edad de la primera reproduccion, a.

Edad de la dltima reproduccion, w.

Ahora estableceremos algunos conceptos importantes en estos modelos.

Esperanza de vida
La esperanza de vida al nacer se define como el drea bajo la curva de [, y la es-
peranza de vida para la clase de edad x serd F,(z) = fxoo I, y representa la edad
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promedio a la que mueren los individuos de la poblacion, también se puede pensar
como el ndmero de afios promedio que viven los individuos de una cohorte y se
puede calcular para cada clase de edad.

Valor reproductivo

Es bien sabido que el proceso de seleccion natural va favoreciendo a los indivi-
duos mds capaces en su capacidad de sobrevivir y en su contribucién proporcional
(descendientes) al futuro de la poblacién misma. Est contribucién se ve influen-
ciada por la reproduccién y la supervivencia ya que un individuo no sélo debe ser
capaz de reproducirse, sino también de sobrevivir para lograr una buena contribu-
cién a la poblacion a la que pertenece. El concepto de valor reproductivo combina
la supervivencia futura esperada con la reproduccién futura esperada, teniendo en
cuenta la contribucién de un individuo a las generaciones futuras.

Valor reproductivo residual de la clase i=valor reproductivo de la clase 7 - tasa de
reproduccion de la clase .

Matrices de Proyeccion
La informaciéon obtenida en una tabla de vida puede ser llevada a una matriz que
nos permita iterar la dindmica del sistema, a estas matrices se les conoce como
matrices de proyeccién de la poblacion.
Al igual que las tablas de vida, combinan informacién de la supervivencia y la fer-
tilidad de una poblacién estructurada y sirven también par examinar la dindmica
de la poblacién a lo largo del tiempo, es decir, para proyectar la evolucion de la
estructura dde la poblacion en el futuro.

Las matrices de proyeccion pueden ser

= Matrices de Leslie: para poblaciones con estructura de edades, se les llama
asi en reconocimiento de P.H. Leslie (1945 [96],1948a [97]), quien tuvo un
papel importante en su desarrollo.

= Matrices de Lefkovitch: para poblaciones con estructura de tamaiio, de es-
tadios, etapas o mixtas.

Son matrices cuadradas y su dimension es el nimero de clases de edad (en
el caso de matrices de Leslie)o estadios (también llamadas etapas, en el caso de
matrices de Lefkovitch).

Si denotamos con A a la matriz de proyeccion, cada elemento de la esta a;; repre-
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senta la contribucién de los individuos de la clase (etapa) j en el censo actual, al
conjunto de los individuos de la clase 7 en el censo siguiente.
Elementos de la matriz y tasas vitales

Elementos:

s [}: Contribucion de la clase j a la reproduccion de la especie (se ve reflejada
en la clase de recién nacidos).

» P;: probabilidad de supervivencia.

= G,;: probabilidad de transicion (cambio de estadio).

Tasas vitales:

» s;: tasa de supervivencia.

= f;: tasa de fertilidad (algunas veces se denota como b; 0 m;).
» g;;: tasa de crecimiento (tasa de transicion de fase).

Las tasas vitales se combinan para formar los elementos de la matriz como se
presenta en la figura[2.1]

Para la matriz de Leslie.

p—r —R —H8

Figura 2.1: Diagrama de flujos par una poblacién
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En este caso P; = s; y la matriz de Leslie correspondiente resulta ser

0 F, F5 Fy F;
P 0 0 0 O

L = 0O~ 0 0 O
0 0 P 0 0
0O 0 0 P~ 0

Para la matriz de Lefkovitch

En 1965 Lefkovich propuso un modelo matricial para estudiar la evolucién

de una poblacién que generalizaba al modelo propuesto por Leslie. La diferencia
fundamental entre ambos modelos reside en el hecho de que ahora se clasifica a
los individuos de la poblacion en etapas, en lugar de clases de edades.
En muchos organismos, para estudiar su evolucién, la variable edad no es la m
“as importante. Por ejemplo, en el caso de los insectos, los individuos pasan por
las etapas de ser huevos, larvas, crisdlidas y por fin adultos. La supervivencia (b;),
puede estar mas influenciada por la etapas del insecto que por su edad. De hecho,
la supervivencia de un escarabajo no depende de que tenga 3 o 6 meses, sino de
que sea una larva o que se encuentre en la etapa adulta. Ahora bien, es evidente
que la edad y la etapa no son variables independientes. El paso de una etapa a
otra es a menudo bastante flexible y depende de factores bidticos (densidad de
poblacidn, cantidad de comida suplementaria) y factores no bidticos (temperatura,
luminosidad). Afortunadamente, podemos modificar la matriz de Leslie para tener
en cuenta estos factores. Ahora F;; representa la probabilidad de que un individuo
que se encuentra en la etapa ¢ en el periodo n permanezca en la misma etapa ¢
para el periodo siguiente n + 1.

En la figura[2.2]se presenta una poblacién en la que cada estadio se reproduce
en su propio estadio pero el dltimo ademads contribuye en el primero, hay un flujo
de un estadio al siguiente sin saltarse alguno.

En este caso Gy; = s;¢;; ¥ Pij = s;(1 — ¢;;) y la matriz de Lefkovitch corres-
pondiente resulta ser

Py, 0 0 0 F;
Gy Py O 0 0
A= 0 Gz P33 O 0
0 0 G43 P44 0

0 0 0 Gs4 Pss

El célculo de F); depende de en qué momento se realiza el conteo de las pobla-
ciones (censo), antes o después del proceso reproductivo, de esta forma se tiene:
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Py
Figura 2.2: Diagrama de flujos par una poblacién

= Cuando el censo es pre-reproductivo se tiene que
Fj = sof 3
tanto la matriz de Leslie como de Lefkovitch es de la forma

Sofl Sofz Sof3
S1 0 0
0 S9 S3

= Cuando el censo es post-reproductivo se tienen los siguientes casos

e [, = s, f;+1y en este caso la matriz de Leslie es

sofi sifa safs s3fa
S0 0 0 0

0 51 0 0

0 0 59 S3

e [, = s;f;yeneste caso la matriz de Lefkovitch es

Sofo 81f1 82f2 83f3
So 0 0 0

0 51 0 0
0 0 S9 S3

21
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Una de las preguntas que surgen una vez que se ha construido la matriz de
proyeccion es ;qué puede decirnos esta matriz acerca del comportamiento del sis-
tema? En realidad, todo, ya que esta matriz condensa toda la informacion de la
dindmica poblacional. Para ver esto, necesitamos recordar que la matriz de pro-
yeccion nos proporciona informacién de la distribucion de poblaciones en las di-
ferentes clases en que estd dividida la poblacién total. Esto se da a través de la
expresion.

X = AXy,

donde X; = (z},2%,...,27) es el vector en cuyas entradas se encuentra la pobla-
cién en cada una una de las n clases. De esta forma, si partimos de una distribucién
inicial de poblaciones en cada clase, digamos X, = (zf, 22, ..., zl)) se tiene que
X1 = AXy, Xy = AX; = A(AX,) = A%2X, y en general

Xt = Ath.

Ahora, trataremos de indagar mds acerca de la matriz A para poder estudiar el
sistema matricial.

Definicion 1 Una matriz A = (aij) de tamaiio n X n se dice que es no negativa
(positiva) si aij > 0, (aij > 0). Se denotard por A > 0 (A > 0).

Definicion 2 Sea n > 2. Una matriz A de orden n se dice reducible si existe una
matriz de permutacion P tal que

A A
¢ _ 11 A2
PAP_< ! A22)’

donde Ay, y Asy son matrices cuadradas de orden menor que n'y P! denota la
transpuesta de P. Si no existe tal P entonces se dice que A es irreducible.

Definicion 3 Se dice que un valor propio \; es simple si su multiplicidad alge-
braica es uno.

Teorema 1 (Frobenius) Sea A € R™" una matriz no negativa e irreducible,
entonces

a) La matriz A tiene un valor propio positivo r, igual al radio espectral de A;

b) Existe un vector propio positivo (por la derecha) asociado al valor propio r;
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c) Elvalor propio r tiene multiplicidad algebraica uno.

Es claro que tanto la matriz de Leslie como la matriz de Lefkovitch cumplen
con las condiciones del teorema anterior, por conveniencia a ambas matrices las
denotaremos con A, por lo que ahora sabemos que tienen un valor propio positivo
que es igual al radio espectral de A, al cual denotaremos como A; con multipli-
cidad algebraica uno y el vector propio correspondiente a \; tiene entradas todas
positivas.

Ademads, por la forma de las matrices de proyeccion, se puede ver que son
diagonalizables, es decir, existe una matriz () invertible tal que A = QDQ ™!, se
puede mostrar que en este caso

Xt = QDtQ_lXO

, en este caso D' representa D a la potencia ¢ y no su traspuesta, esta tltima
expresion nos dice que el comportamiento del sistema bédsicamente estd regido por
el comportamiento de D' donde la matriz D es la matriz con los valores propios
de A en la diagonal, y

00 0 0

0 M\ 0 0 0
D'=| :+ : -~ X

0 0 0 -+ M., 0

o 0 0 0 - X

De esta manera se ve que si A\; es el valor propio dominante (con valor abso-
luto més grande), y si |A;| < 1, las poblaciones tenderdn a cero cuando ¢ tienda a
infinito, por le contrario, si |A;| > 1, la poblacién crecera infinitamente.

Matrices de proyeccion con entradas variables

Otra pregunta que surge en este tipo de modelos es ;como modelar cuando
las tasas de fertilidad o las probabilidades de supervivencia no son constantes, es
decir cuando dependen de factores externos? En este caso no se tendrd una tabla
de vida como tal pero si se puede producir la matriz de proyeccion.

Para ver esto, iniciamos con un modelo poblacional clasificado por edad. Di-
vidimos la variable continua edad, que comienza en 0, en un conjunto discreto de
clases de edad, que empiezan en 1. El esquema se muestra en la Figura 2.3] La
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clase de edad I corresponde a las edades : — 1 < x < 7. De acuerdo con este
convenio, la primera clase de edad es el nimero 1. Un nimero de autores toman
la primera clase de edad como 0; se puede utilizar esta numeracion si se desea.
La definicion de clases de edad en la literatura es a menudo confusa (cf. Michod
y Anderson, 1980, Goodman 1982; para eliminar confusiones la antigua numera-
cién con clase de edad 0, ha cambiado a clase de edad 1).

‘ | | | | Clase-edad (i)

0 i 2 3 a Edad (x)

Figura 2.3: La relacion entre la variable edad continua z, utilizado en las funciones
de tabla de vida m(z) y [(x), y las clases de edad discreta i, en la matriz de
proyeccion pardmetros p; y Fj.

Nuestro objetivo es proyectar a la poblacion desde el tiempo ¢ a ¢t + 1. Su-
ponemos que la unidad de tiempo es la misma que el ancho de la clase de edad.
Llamamos a esta unidad el intervalo de proyeccion; su eleccion es uno de los
primeros pasos en la construcciéon de un modelo matricial. Como es 16gico, un
modelo que se proyecta desde un afio a otro serd diferente de uno que lo hace de
un mes a otro, o de una década a otra.

Supongamos que el intervalo de la proyeccién es de un afio y que los indivi-
duos se clasifican en tres clases de edad (0 — 1,1 — 2y 2 — 3 afos). El estado de la
poblacién se describe por un vector n(t), cuyas entradas n,(¢) dan el nimero de
individuos en cada clase de edad.

Los individuos de clases de edad 2 y 3 en el tiempo ¢+ 1 son los sobrevivientes
de las anteriores clases de edad en el tiempo ¢. Es decir,

na(t+1) = Piny(t)

’I'Lg(t + ].) == PQTLQ(t)

donde P, es la probabilidad que un individuo de clase edad i sobrevive por
una unidad de tiempo. Los nuevos miembros de la clase de edad 1 no puede ser
sobrevivientes de cualquier otra clase de edad; deben haberse originado a partir
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de la reproduccion. Asi escribimos

donde F; es la fertilidad per cépita E] de la clase 7; es decir, el nimero de per-
sonas en edad de la clase 1, en el tiempo ¢ + 1, por persona en edad de clase 7 en
el tiempo ¢.

pueden ser conveniente escribir estas ecuaciones en forma matricial.

1 o Fy F ny
ns 0 P2 0 ns

De forma mds compacta
n(t+ 1) = An(¢t) (2.3)

La matriz A es una matriz de proyeccion de la poblacion. Esta matriz clasifi-
cada por edades es una matriz de Leslie.

Como se ha visto los modelos matriciales poblacionales pueden clasificarse
segun la naturaleza de la matriz de proyeccién A (véase la figura[2.4). En el caso
mas simple, la matriz tiene entradas constantes. Sin embargo, puede suceder que
la supervivencia y la reproduccion no sean constantes.

n(t+1) = An(t) (2.4)

Si las entradas de la matriz A no son constantes, observe que pueden variar debido
a factores externos independientes de la poblacién (por ejemplo el clima) o debido
a cambios en el estado interno de la propia poblacidn, las variables de entorno
externo conduce a un modelo lineal variable en el tiempo y su estudio es mas
complejo.

n(t+1) = Am(t) (2.5)

'En este texto, se quiere seguir el uso de los demégrafos y utilizar la fertilidad para descri-
bir el desempefio reproductivo y la fecundidad real para denotar el maximo resultado fisiolégico
reproductivo.
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Constante Variable

Variabilidad Variabilidad Tanto interna
generada generada como
internamente externamente externamente
/\ /\ generada
Dependiente Dependiente Determinista Estocdstico
dela dela
frecuencia densidad
Periddico Aperiodico

Figura 2.4: 1a clasificacion de los modelos de poblacion matricial dependiendo del
tipo de variabilidad incluido en la matriz de proyeccion de la poblacion.

Donde cada entrada de A puede ser una funcion del tiempo. Esta variacion en
las entradas de A puede ser determinista o estocdstico; si es determinista, pueden
ser periddicas o no periddicas.

También puede suceder que la variacion sea debido a la poblacion misma (va-
riables denso-dependientes), esto arroja un modelo no lineal

n(t+1) = Apn(?) (2.6)

Donde cada entrada de A, pueden ser una funcién de la poblacién descrita
en el vector n. Es posible combinar la variacién ambiental y la dependencia de
densidad o la dependencia de frecuencia, para producir un sistema de ecuaciones
no lineales no homogéneos.

n(t+ 1) = Apn(t) (2.7

Como podemos ver, tales modelos son un poco complicados de analizar.
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2.2. Proyeccion: analisis de forma simple

Una de las ventajas de los modelos de matrices es que son faciles de implemen-
tar en una computadora. Dada una poblacion inicial n(0), se calculan las entradas
en A, o, teniendo en cuenta cualquier respuesta no lineal o de variacion del tiempo.
De esta manera se utiliza esta matriz para producir n(t), iterando sucesivamente
se establece la dindmica del modelo.

n(1) = An)on(0)
n(2) = An(1)71n(1)
n(3> = An(2)72n(2)

Vamos a mostrar los resultados de algunas proyecciones simples de este tipo.

Ejemplo 2.1 Un modelo lineal, invariante en el tiempo.
Considere la matriz de proyeccion

0 1 5
A=103 0 O (2.8)
0 05 0

De acuerdo con esta matriz, la probabilidad de sobrevivir de la primera clase
de edad a la segunda es P, = 0,3 y la probabilidad de sobrevivir de la segunda
clase de edad a la tercera es P, = 0,5. Los individuos en las tres clases de edad
producen Fy =0, Fy, = 1y Fy = 5 descendientes por intervalo de proyeccion.

La figura muestra los resultados de la aplicacion de esta matriz al vector
inicial de la poblacion que se presenta a continuacion

1
n0) = |0
0
Durante los primeros 15 intervalos de tiempo, las abundancias de las tres

clases de edad fluctiian de forma irregular, aunque no parece haber una ligera
tendencia al alza. En cuanto a los resultados en escala de tiempo mds largo y
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Nimeros
o
in
MNimeros

Proporciones
o o o
m o

=

0 é W‘D 1‘5 Q‘D 2‘5 B‘D 3‘5 40
Tiermpo

Figura 2.5: Proyeccién de una poblacion inicial que consiste en una sola persona

en la clase de edad 1, utilizando la matriz de (2.8). Los nimeros de la linea indican

las clases de edad.

en escala logaritmica abundante, revela que cada clase de edad (y por lo tanto
la poblacion total) con el tiempo crece de manera exponencial en misma propor-
cion. Las proporciones relativas de las tres clases de edad, finalmente convergen
a valores constantes.

Ejemplo 2.2 Efectos de las condiciones iniciales

Los resultados en la Figura 2.3 son especificos de la poblacion inicial n(0). ;Y
si esta poblacion inicial fue cambiada? La figura 2.4 muestra el resultado de 10
simulaciones, cada uno con una distribucion por edades inicial diferentes, selec-
cionados aleatoriamente. Los 10 crecen con el tiempo a la misma velocidad y
convergen a la misma distribucion por edad. Ellos no, sin embargo, todos alcan-
zan el mismo tamaiio de la poblacion en cualquier momento dado. Uno podria
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sospechar que esto es resultado de la sincronizacion de los acontecimientos en
el ciclo de vida. Una condicion inicial sesgada hacia los individuos en clase de
edad 1 estd en desventaja debido a que estas personas tienen que esperar, con una
probabilidad de asistente de la mortalidad, un paso de tiempo antes de empezar
a reproducir pasos y dos de tiempo antes de que alcancen su fertilidad mdxima.
Una condicion inicial con prioridad a la clase de edad 3 tiene una ventaja de-
bido a que estos individuos se reproducen a su tasa mdxima de inmediato. Esta
poblacion tiene y mantiene, una ventaja sobre los demads.

Ejemplo 2.3 Efectos de las perturbaciones

/Qué sucede si se cambian las entradas de A? Supongamos que un estrés am-
biental reduce la supervivencia o la reproduccion de cada clase de edad en un
10 %. Los resultados de estas perturbaciones se muestran en la Figura 2.5. La
reduccion de la supervivencia o la fecundidad reduce la tasa de crecimiento de
la poblacion (sin sorpresa aqui), pero donde en el ciclo de vida ocurre el cambio
hace una gran diferencia. Una reduccion del 10 % en F, reduce la tasa de creci-
miento, pero la deja positivo. La misma reduccion aplicada a F3, P, o P, parece
conducir a la poblacion a la extincion. Parece que el crecimiento demogrdfico es
mads sensible a un cambio proporcional en P;.

Figura 2.4: Proyeccion de 10 poblaciones iniciales seleccionados al azar, to-
das con el mismo tamaiio total, el uso de la matriz de proyeccién de (2.8).

Figura 2.5: Proyecciones del tamaiio total de la poblacion, la comparacién de
la matriz de proyeccion original de la figura 2.3 (linea de puntos) con los resulta-
dos de la reduccion de cada una de las tasas vitales en un 10 %.

El siguiente ejemplo muestra los resultados de la relajacién de la suposicién
de que las entradas de la matriz son constantes, y que les permite variar aleatoria-
mente a través del tiempo.

Ejemplo 2.4 Una proyeccion estocdstica

Supongamos que la fertilidad de forma aleatoria en el tiempo, por ejemplo,
debido a la variacion aleatoria en las condiciones climdticas. Esta variacion pro-
duce una matriz estocdstica A; que con el tiempo. Podriamos modificar A escri-
biendo
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0 1h(t) 5h(t)
Ay=1.3 0 0 2.9)
0 5 0

Donde h(t) cuenta como las condiciones en el afio t se ven reflejadas en la
reproduccion. Tenemos que especificar h(t) como un proceso estocdstico. En este
caso, suponemos que hay buenos aiios con altas tasas de fecundidad, en la que
h = 2y afios malos con baja fertilidad, en la que h = 1/2 y que los buenos y
malos afios se producen al azar y de forma independiente con una probabilidad
de 0,5.

Para proyectar una poblacion siguiendo este modelo, especificamos un vector
inicial de la poblacion. En cada tiempo t lanzamos una moneda al aire y decidird
si el aiio es bueno o malo, inserte el valor apropiado de h(t) en la matriz y calcular

n(t+1) =Amn(t) (2.10)

La figura 2.6 muestra el resultado de una de las simulaciones. La poblacion
oscila, sin mostrar signos de convergencia hacia un patrén de crecimiento suave.
Seria dificil decir, a partir de la figura 2.6, si la poblacion con el tiempo aumenta
o disminuye. Si replicamos la simulacion 50 veces, vemos que hay mucha incerti-
dumbre sobre como la poblacion se comportard; después de 100 iteraciones, ya
que el tamaiio de la poblacion oscila en mds de 6 ordenes de magnitud.

¢ Hay alguna tendencia subyacente? Si; después de algunas oscilaciones ini-
ciales, tanto la media como la varianza del logaritmo del tamaiio de la poblacion
aumenta linealmente con el tiempo (Figura 2.7). Por lo tanto, aunque hay una
tendencia al alza oculto en la variabilidad de la figura 2.6, la variabilidad en
torno a esa tendencia aumenta incluso mds rdpido que la media.

; Qué pasa con la distribucion por edades que convergio tan bien en el ejem-
plo 2.1? La figura 2.8 muestra la proporcion en la clase de edad 1 para una
realizacion de la modelo. No hay ninguna sefial de la convergencia. Sin embargo,
si realizamos muchas iteraciones, vemos que la media, los percentiles (de he-
cho toda la distribucion de probabilidad de esta proporcion), convergen a valores
constantes a medida que aumenta el tiempo (Figura 2.8). Todavia hay una forma
de convergencia operativa, pero es diferente y mds débil que en el caso invariante
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en el tiempo.

Las tasas vitales también pueden variar en respuesta a cambios en la densidad,
ya sea debido a las interacciones directas entre los individuos o debido a una
retroalimentaciéon mediada a través de la competencia por los recursos.

Ejemplo 2.5 Un modelo dependiente de la densidad

Supongamos que la poblacion se rige por la matriz (2.8) cuando la densidad
es baja, pero que aumenta la densidad de reducir la fertilidad. Podemos escribir

0 1g(N) 5g(N)
A,=13 0 0 @2.11)
0 5 0

Donde N = ny + ny es la densidad total de la poblacion 'y g(N') mide el efec-
to de la densidad. Si la fertilidad disminuye exponencialmente con la densidad,
podriamos escribir

g(N) =V (2.12)

Donde b mide la fuerza de dependencia de la densidad, se supone que es el
mismo para ambas clases de edad reproductiva.

Para construir este modelo, hay que especificar cudl de las tasas vitales se ven
afectados por la densidad, las formas funcionales de esos efectos, y la

Figura 2.6: (Izquierda) Una sola realizacion del modelo de poblacion esto-
cdstico (2.9), con h(t) = 1/2 o h(t) = 2 independientemente con probabilidad
media. (Derecha) Cincuenta realizaciones de la misma proyeccion.

Figura 2.7: El crecimiento de la media y la varianza del logaritmo del tama-
fio total de la poblacion en 1000 repeticiones del modelo de poblacion estocdstico
(2,9).

Figura 2.8: (Izquierda) La proporcion de la poblacion en la clase de edad 1
en una unica realizacion del modelo de poblacion estocdstico (2,9). (Derecha) El
percentil 10(decimo), media y 90(nonagésimo) percentil de la proporcion de la
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poblacion en la clase de edad de 1 a partir de 1000 las realizaciones del modelo.

Valores de los pardmetros de las formas funcionales. La construccion de un
modelo dependiente de la densidad siempre requiere decisiones sobre todas estas
cuestiones.

Comenzamos con una poblacion inicial n(0) y la proyeccion n(t) hacia ade-
lante de acuerdo a

n(t+1) =A,n(t) (2.13)

La figura 2.9 muestra el resultado de una simulacion con b = 0,005 y

1/3
n0)=(1/3 (2.14)
1/3

Después de algunas oscilaciones iniciales, cada clase de edad, y el tamaiio
total de la poblacion, convergen a valores de equilibrio constantes. Veinte pobla-
ciones iniciales seleccionados aleatoriamente todas convergen en el mismo equi-
librio, lo que sugiere que no hay nada especial acerca de esta condicion inicial
(Figura 2.10).

Convergencia al equilibrio no es el vinico posible comportamiento de un mo-
delo dependiente de la densidad. Supongamos que aumentamos la fertilidad por
un factor R, por lo que g(N) = Re "N, La figura 2.11 muestra algunos resulta-
dos. Cuando R = 2, la poblacion todavia converge a un equilibrio, aunque (como
es logico) que el equilibrio es ahora mayor. Cuando R = 20, la poblacion ahora
converge a un ciclo de periodo 2. Cuando R = 100, la poblacion total todavia os-
cila, pero con un periodo mds largo (examen mds detallado de una simulacion ya
sugiere que el periodo es 12). Cuando R = 500, las oscilaciones son sustituidos
por desigual, aleatorias aparentemente irregulares, el sello distintivo de caos.

2.2.1. Un conjunto de preguntas

Los ejemplos anteriores han planteado preguntas que apareceran repetidamen-
te en este texto.
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= Anadlisis asintético. Un modelo describe un conjunto de procesos. Anéli-
sis asintdtico pregunta qué pasa si esos procesos operan desde hace mucho
tiempo. ;Cudl es el comportamiento a largo plazo de la poblacién? ;Crece o
rechazar? ;Se persisten o se extinguen? Convergen a un equilibrio, oscilar,
o hacer algo mas cadtico?

» Ergodicidad. La dindmica de una poblaciéon dependen no sélo en el mo-
delo, pero también de las condiciones iniciales. Un modelo (o la poblacion
que describe) se dice que es ergddico si su dindmica asintéticas son inde-
pendientes de las condiciones iniciales. Resultados ergddicos 1 son utiles
porque implican que las poblaciones patrones podrian revelar algo acerca
de los procesos en lugar de las condiciones iniciales. Muchos cientificos, a
diferencia de los historiadores, tienen una fuerte creencia de que los pro-
cesos son condiciones importantes pero iniciales son accidentes historicos.
Por otro lado, si un modelo se puede demostrar que no sea ergddico, en-
tonces puede ser utilizado para explicar las diferencias en la dindmica en
situaciones en las que los procesos subyacentes son aparentemente la mis-
ma.

= Anadlisis de transitorios. La dindmica de corto plazo pueden ser muy di-
ferentes de la dinamica asintéticas. Analisis de transitorios, centrandose en
el comportamiento a corto plazo, puede ser mas relevante que el andlisis
asintotico en la caracterizacion de la respuesta de la poblacion a las pertur-
baciones.

= Anadlisis de perturbaciones. No importa lo cuidadosamente que se cons-
truye, un modelo siempre deja las cosas y los datos de los que se estiman
valores de los pardmetros son siempre imprecisos. Cualquier conclusion que
dependen de esos valores exactos son inmediatamente sospechoso. Ademas,
por lo general queremos extrapolar los resultados a otras poblaciones, otras
especies, u otros entornos. Por lo tanto, es importante saber como conclu-
siones son sensibles a los cambios en el modelo.

Este tipo de investigacion se denomina andlisis de perturbacion o andlisis de
sensibilidad. En los ejemplos anteriores se aplicé al modelo lineal para ver como

Figura 2.9: Crecimiento de la poblacién Densidad dependiente descrito por la
matriz en (2.11), con b = 0,005. (Izquierda) Crecimiento del tres clases de edad
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ny — no. (Derecha) Tamaiio total de la poblacion.

Figura 2.10: Crecimiento de la poblacién Densidad dependiente descrito por
la matriz en (2.11), con b = 0,005, a partir de 20 condiciones iniciales selecciona-
dos al azar.

Figura 2.11: El resultado de aumento de la fertilidad en el modelo dependiente
de la densidad por factores de R = 2, 50, 100, y 500.

La tasa de crecimiento cambié cuando modificamos la supervivencia y la fer-
tilidad y el modelo no lineal para ver como la dindmica asintéticas cambian segin
variamos la fertilidad.

Cualquier estudio que no aborda el andlisis asint6tico, andlisis transitorio, er-
godicidad, y los resultados de las perturbaciones no ha explorado por completo su
modelo.

2.3. La matriz de Leslie y la tabla de vida

Analisis demogréfico clasico estd basado en un sistema de totalizacion edad
especifica conocida como la supervivencia y la reproduccion de la tabla de Vidaﬂ
Andlisis de tabla de vida ahora estd incluida en la mayoria de los textos de intro-
duccidn a la ecologia. Buenos textos orientados hacia la poblacién de animales se
pueden encontrar en Caughley (1977)[26], y Carey (1993)[18]. Tratamientos en
la literatura demogréfica humana incluyen Keyfitz (1968 [[76], 1977(75]), Pollard
(1973)[133]], Shryock & Siegel (1976)[151]], Namboodiri (1991)[124] y Namboo-
diri & Suchindran (1987)[125] y tambien en Cox & Oakes (1984)[38], Collett
(1994)[34].

?La tabla de vida sensu stricto trata s6lo con la muerte (un eufemismo interesante), pero en
un sentido mas amplio puede ser tomado para incluir la funcién de la maternidad, dando la tasa
especifica por edad de reproduccion.
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2.3.1. La supervivencia

La supervivencia se caracteriza por tres funciones de edad: la funcién de super-
vivencia, la distribucién de la edad al morir y la tasa de mortalidad. Llamaremos
x denotan la edad. La supervivencia se define como la funcién

[(x) = P [supervivencia desde el nacimiento hasta la edad x]

La funcién de supervivencia es monoténicamente no creciente, con [(0) = 1.(a
menudo se ajusta, de forma que [(0) = 10,000 o algiin ndmero, en lugar de 1y
se interpreta como el niimero de sobrevivientes de la cohorte inicial de 10.000, en
lugar de como una probabilidad).

La distribucion de la edad al morir, f(x) es la funcién de densidad de proba-
bilidad para la edad en que las personas mueren. La tasa de mortalidad, o funcién
peligro es

1
p(z) = lim —— Plmuerte en [z, x + Az||supervivencia a x] (2.15)
Az—0 Ax

f(x)
= 2.16
1(z) (2.16)
La tasa de mortalidad también puede calcularse a partir de la /(). La probabi-
lidad de supervivencia de = para Az es [(z+Ax)/l(x).La expansién de [(x+ Ax)

en series de Taylor, ignorando de segundo orden y mayores términos, da

dl
l(z+ Az) =1(x) + Ax% (2.17)
x
Por lo tanto, la probabilidad de muerte en el intervalo comprendido entre = a

x + Az, dada la supervivencia de x es

(2.18)

= (2.19)
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dlogl(x)

= —A 2.20
Dividiendo por Az y tomando el limite como Ax — 0 da
dlogl(x)
=" 2.21
() a(2) (2.21)

Asi p(x) es dada por el negativo de la pendiente de la curva de supervivencia
en un grafico semilogaritmica.

A menudo es util a la hipétesis de una fuerza constante de la mortalidad y en
un intervalo At y uso (2.21) para calcular la probabilidad de supervivencia duran-
te ese intervalo de edad como

Plla supervivencia de t a t + A\t] = e "4 (2.22)

Las tres funciones de andlisis de supervivencia no son independientes; cada
uno de ellos puede calcularse a partir de cualquiera de los otros.

= Si sabes [(x), entonces

() = -2
(z) _8105;(95)

= Sisabes f(x), entonces

I(2) = /:o F(2)dz
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= Si sabes u(z), entonces

() = exp (— /O xu(z)dz)

2.3.2. Reproduccion

La reproduccion esta descrita por la funcién de la maternidad
m(z) = E (descendientes por edades individuales = por unidad de tiempo)

En especies con reproduccion sexual, m(z) se expresa generalmente en térmi-
nos de la hija por mujer. Esta convencion debe estar relajado en dos modelos de
SeX0.

2.4. La construccion de matrices clasificadas por edad

Las entradas clasificadas por edad de las matrices son usualmente derivados
de una tabla de vida. Se ha creado mucha confusién por la incomprensién de esta
derivacion; Caughley (1977), incluso fue tan lejos como para descartar los mode-
los matriciales como inttil porque una parametrizacion parecia irrazonable. Asi
pues, vamos a tomar un poco de cuidado con el problema aqui.

Comenzamos marcando una distincién importante entre el nacimiento de flujo
en poblaciones, en las que los nacimientos ocurren continuamente a lo largo de
la proyeccion, intervalo de pulso y el nacimiento de las poblaciones, en el que
la reproduccién estd limitada a una corta temporada de cria dentro del interva-
lo (Caughley, 1977). Los seres humanos son un ejemplo de flujo de nacimiento,
mientras que la poblacién de mamiferos, aves y muchos otros organismos en am-
bientes estacionales son mds exactamente descrito como el nacimiento de pobla-
ciones de pulso.

Y debe haber aproximaciones. Porque /(x) y m(x) son funciones permanen-
tes, mientras que las entradas de la matriz de proyeccién son coeficientes discre-
tos, cierto grado de aproximacion es inevitable. Lo importante es darse cuenta de
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como las aproximaciones se estdn llevando a cabo.

2.4.1. Poblaciones por nacimiento de flujo
2.4.1.1. Las probabilidades de supervivencia por nacimiento de flujo.

P; es la probabilidad de que una persona de edad clase ¢ sobrevivird desde ¢ a
t+ 1. Esto depende de la edad del individuo dentro de la clase de edad; la probabi-
lidad de supervivencia desde la edad exacta x az+1es[(z+1)/l(x). No obstante,
en la formacion de las clases de edad, hemos renunciado a todo conocimiento de
edad dentro de la clase de edad. Por lo tanto, nosotros aproximadamente /(z) den-
tro de cada clase de edad por su promedio E] durante el intervalo: — 1 < x < 1,
por lo que

P="—— (2.23)
i (@)
@)+ + 1)
TG — 1) +1()
Otras alternativas son posibles. Suponiendo una fuerza constante de la mor-

talidad dentro del intervalo de edad sugiere el uso de las formas geométricas en
lugar de media aritmética como la aproximacion dentro del intervalo, en cuyo caso

f:“ [(x)dx
dx

(2.24)

(1)
f (i i) 22
1Gi+1)\"?
= (—l(z' — 1)) (2.26)

Una segunda alternativa seria calcular la probabilidad de supervivencia para
cada edad y a continuacién, promedio durante el intervalo de edad:

3en la préctica, los demdgrafos pueden tener en cuenta informacién mas detallada sobre la
distribucién de las defunciones en el intervalo de edad, especialmente para los bebés. Esto se
suma a sus célculos un término para el nimero medio de afios vividos por los individuos que
mueren en el intervalo de edad. En este caso estamos asumiendo en efecto que todas las muertes
que se producen en el punto medio del intervalo de edad. Ver Keyfitz (1968).
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P = /_1 1(?(;1) du 2.27)
YRGS
2 (l(z’ —1 ) ) (229

En comparacion de (2.24), (2.26) y (2.28) para varios de los cuadros de vida
sugiere que las diferencias en el P, son pequefias (por ejemplo, menos de 2 % en
una tabla de vida para las mujeres de los Estados Unidos utilizando las clases de
edad de cinco afios), y probablemente irrelevante para la mayoria de las aplicacio-
nes.

2.4.1.2. Fertilidades en nacimientos de flujo.

Las férmulas para fertilidades dependen de la distribucion de los nacimientos
y las muertes dentro de una clase de edad (Leslie 1945[96], Keyfitz 1968][76]). El
F; se definen por la primera fila de 1a matriz de proyeccion:

ni(t+1) =Y Fn(t) (2.29)

El primer paso en la obtencidn de los F; es derivar una expresion para el nlime-
ro total de nacimientos en el intervalo (¢,¢ + 1). Sea B, ;1 indicar este nimero y
sea que el n(z, t) sea el nimero de individuos con edad (z, x + dx) en el momento
t (recuerde que x es una variable continua). En el momento de ¢, las personas de
edad x reproducir en la tasa de m(x) N (z,t). La integracion a lo largo del tiempo
y la edad da la descendencia total produccion:

00 t+1
Bi111) :/ m(x)/ n(x, z)dzdx (2.30)
0 t

Nosotros, sin embargo, ignoramos la dindmica detallada de n(x, t) dentro del
intervalo de tiempo, de manera que hacemos la aproximacion fttﬂ n(x, z)dz por
la media aritmética de n(z,t) y n(x,t + 1). Con esta aproximacion,
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By ~ /O " () ("(”“"’ Nttt ”dw) (231)

A continuacién, podemos aproximar las variables continuas m(z) y n(z,t)
por valores constantes (por ejemplo, sus medios) m; y n;(t) durante el intervalo
de edad i — 1 < x < 1. Dadas estas aproximaciones,

1 o0
B ~ 5 > m <ni(t) + ni(t + 1)) (2.32)
=1

Sin embargo, n;(t + 1) = P;_yn;_1(t) por i > 2. Sustituyendo esta expresion
en (2.32) y reordenando términos rendimientos

o0

1
B & 5 ) (mi + Pamicn)ni(t) (2.33)

i=1

El ndmero de nacimientos en el intervalo no es igual a n1(¢ + 1); algunos de
esos descendientes no sobrevivird al tiempo ¢ + 1. Aquellos nacidos justo después
de t debe sobrevivir a casi todo un intervalo de proyeccién para ser incluido en
ni(t + 1). Aquellos nacidos justo antes de ¢ + 1 estdn en riesgo de mortalidad
s6lo por un breve tiempo. Una persona promedio debe sobrevivir a la mitad del
intervalo de proyeccidn, la probabilidad de que es (0, 5). Por lo tanto

F; = 1(0,5) ( (2.34)

Si 1(0,5) no se conoce directamente, se puede estimar mediante la interpola-
cion lineal (Keyfitz 1.968):

m; + Pimi )
2

1(0) +1(1)
2
La mayoria de los organismos, sin embargo, tienen relativamente alta morta-
lidad neonatal; en tales casos, la interpolacion logaritmica es mds preciso. Supon-
gamos que p(z) = pde 0 <z < 1.
Entonces [(1) = 1(0) exp(—pu) y

1(0,5) ~ (2.35)
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1(0,5) = 1(0)e"/? (2.36)

= 1(0)y/1(1) (2.37)

Segtn (2.34, la tipica persona en clase de edad ¢ produce descendencia en una
tasa que es el promedio de la funcién de la maternidad para esa clase de edad y
la posterior clase de edad, éste ponderados por la probabilidad de supervivencia
a la clase de edad posterior. Los descendientes producidos deben sobrevivir por
medio de la unidad de tiempo para ser contados en la poblacion en el tiempo ¢ + 1.
Una interpretacion alternativa de (2.34) es en términos de un individuo tipico en
el centro de la clase de edad 7. Se gasta la mitad del intervalo de proyeccion de
producir descendencia a la tasa de m; y si sobrevive, pasa a la siguiente clase de
edad y produce descendencia en la tasa de m;, para el resto del intervalo.

2.4.2. Poblaciones por Nacimiento de pulso

En una situacion ideal de nacimiento de pulso de la poblacion, los individuos
se reproducen en su cumpleafios; asi pues, la funcién de la maternidad es una
serie de funciones delta discontinuos (Figura 2.12). La distribucién de edad en
cualquier momento es también una serie de Impulsos discontinuos (Figura 2.13).
La edad de estos pulsos depende de cuando la poblacion se cuenta, en relaciéon con
el tiempo de subida del pulso de la cria. Dejar p (0 < p < 1) denotan la fraccion
del intervalo de tiempo que transcurre entre el pulso de la reproduccion y el censo.
En el momento del censo, la distribucién por edades se compone de una serie de
pulsos de individuos con edad p, 1 + p, 2 + p, y asi sucesivamente.

En muchos estudios (por ejemplo, aves, mamiferos grandes; ver Caughley
1977) se realizan censos ya sea justo antes o justo después de la cria. Estos casos
corresponden a los limites como p — 1y p — 0, y se denominan previa repro-
duccion y posterior a reproduccion en censos, respectivamente. Las formulas de
supervivencia y fecundidad dependen de qué tipo de censo es asumido.

Figura 2.12: La funcién de la maternidad para un pulso al nacer de la pobla-
cion. Los ejemplares se reproducen inicamente en su cumpleafios.

Figura 2.13: La distribucion de edad en el momento del censo para un pulso
al nacer de la poblacién. El momento del censo se define por p, la proporcién del
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intervalo de tiempo transcurrido entre el pulso de la reproduccién y el censo.

2.4.2.1. Las probabilidades de supervivencia al nacer por pulso

En el célculo de las probabilidades de supervivencia del pulso de nacimien-
to, ya no tenemos que usar las probabilidades de supervivencia aproximada para
"tipico"de los individuos; cada individuo en una clase de edad ¢ es idéntica, con
edades : — 1 + p. Por lo tanto

P; = Plla supervivencia para la edad i — 1+ p a i + p| (2.38)
(i + p)

=~ 7 2.39

[(i—1+Dp) (239)

Asi, como se muestra en la figura 2.14, las probabilidades de supervivencia se
calculan como

A 2.40
ll’%)l preproduccion (p — 1) (240)

La mortalidad durante el primer intervalo de edad (es decir, el primer afio) apa-
rece en dos formas diferentes en censos de crianza previa y censos post-reproductivo.
Para un censo post-reproductivo, p; = [(1)/I(0), e incluye el primer afio de la
mortalidad. Para un censo de crianza previa p; = [(2)/I(1) y excluye la mor-
talidad del primer afio; en este caso, falta la mortalidad es incorporado en los
coeficientes de la fertilidad.

P = {lglz‘(—i)1§ postproduccién (p — 0)

2.4.2.2. Fertilidades pulsos nacimiento

Empezaremos por calcular el nimero de nacimientos en el intervalo (¢, + 1).
Estos nacimientos ocurren cuando las personas celebran su cumpleanos, asi que

Biarny) = Y ni(t)mid; (2.41)
=1
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Donde m; es el resultado reproductivo de un individuo al llegar a sus : —esimo
cumpleaios y ¢; es la probabilidad de que una persona de clase de edad 7 sobrevive
a su proximo cumpleafios.

La probabilidad de ¢; de sobrevivir del censo para la reproduccién se puede
aproximar asumiendo una fuerza constante de la mortalidad durante el intervalo
(t,t+1). Dado la probabilidad de supervivenciade ¢t at + 1 es p;, la probabilidad
de sobrevivir una fraccion 1 — p de una unidad de tiempo es de ¢; = Pf*p .
(Informacion detallada sobre las tasas de mortalidad estacional dentro del afio
podria, por supuesto, ser utilizados si se encuentra disponible).

Una vez que ha tenido lugar la reproduccidn, las crias deben sobrevivir una
fraccion de p de una unidad de tiempo para ser contados en n, (¢ + 1). Esa proba-
bilidad esta dada por [(p); puede ser estimado por interpolacién, como (0, 5) fue
para el nacimiento de poblaciones de flujo [las ecuaciones (2.35) y (2.37)]. Asi, el
coeficiente de fecundidad para un nacimiento impulsos dados por poblacion

F; = I(p) P! Pm, (2.42)

(2

I(1)m; preproduccién (p — 1) (2.43)

B { Pym;  postproduccién (p — 0)
Ejemplo 2.6 Parametrizacion de una edad clasificados de Matrix.

Considere la siguiente tabla de vida hipotética para una poblacion en la que
todas las personas mueren por su cuarto cumplearnios.

x Ix)
0 10
1 08
2 0.5
3 0.1
4 0.0

Aplicacion de (2.24) y (2.40) da lugar a las siguientes estimaciones para el P;:
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Nacimientos por pulso
1 Nacimientos por flujo p—0 p—1
08105 _ 08 _ 05 _
TEE fw
0,8+0,5 ) 08 — 05
3 o =067 05 =0200 §7=0
4 0 0 —

Observe que en el censo de crianza previa (p — 1) no hay supervivencia de la
tercera a la cuarta clase de edad, debido a que los individuos en la cuarta clase
de edad en el momento del censo seria empezando a celebrar su cuarto cumplea-
fios, pero la tabla de vida implica que ninguno de ellos sobrevive a hacerlo. En el
post-nacimiento p — 0 el caso, sin embargo, los individuos en la cuarta clase de
edad acabamos de celebrar su tercer cumplearios; de ahi P > (.

Dados los resultados reproductivos para cada clase de edad, podemos utilizar

(2,34) y

(2,43) para calcular los coeficientes de fertilidad F;
Nacimientos por pulso
t | m; Nacimientos por flujo p—0 p—1
1] o 09((%2022) — 0650 (0,8)(0)=0 (0,8)(0) =
2| 2 0920012 — 9052 (0,625)(2) = 1,250 (0,8)(2) = 1,6
316 09 (H2LD) — 2926 (0, 200)(6) 1200 (0,8)(6) = 4,8
4| 3 09 (BN — 1350 (0)(3) = (0,8)(3) = 2,4

La parametrizacion de la matriz afecta a los resultados de los andlisis. Por
ejemplo, las posibles tasas de crecimiento exponencial (calculada utilizando los
métodos de la seccion 4.4) implicada por las tres matrices en este ejemplo son

Nacimientos por flujo

Nacimientos por pulso, p — 0
Nacimientos por pulso, p — 1

1.793
1.221
1.221

Figure 2.14: El cdlculo de las probabilidades de supervivencia para un pulso
al nacer de la poblacion. El cdlculo de P, es mostrado; que de supervivencia a
otras edades es similar. En un censo post-nacimiento, individuos de clase de edad
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2 son apenas 1 aio de edad; para sobrevivir durante un afio deben vivir hasta los
2 aiios de edad y para sobrevivir tienen que vivir un aiio para llegar a los 3 afios
de edad.

2.4.3. Supuestos: Proyeccion y prevision

Nuestro andlisis hasta ahora ha hecho tres tipos de hipoétesis.

= Hemos asumido que es apropiado para clasificar a los individuos por edad.
Esto no es una pura hipétesis; la demografia de muchos organismos depende
mads del tamafio o la etapa de desarrollo que de la edad. El capitulo 3 explora
la importancia relativa de la edad y otras variables de estado.

= Debido a que el modelo es discreto, descarta toda la informacion sobre la
edad de los individuos dentro de las clases de edad. Cuando elegimos las
clases de edad (o cualquier otra categoria), debemos asumir implicitamente
que esta informacién dentro de la clase es irrelevante.

= El modelo lineal invariante en el tiempo en el Ejemplo 2.1 proyectos de la
poblacidn sin cambiar las tasas vitales. Esto parece suponer que las fertili-
dades y las probabilidades de supervivencia se mantienen constantes en el
tiempo.

La tercera suposicion parece absurda. Las tasas vitales de la mayoria de los
organismos varian notoriamente en el tiempo y en el espacio, y los efectos de la
densidad sobre la dindmica de la poblacion estan bien documentados. Entonces,
(como puedo justificar incluso el andlisis mas complejos, como los que acabamos
de discutir? Peor atin, ;cémo puedo justificar el atin mds complejo el anélisis de
modelos simples igualmente que seguird en posteriores capitulos?

La respuesta a esta pregunta es fundamental para la interpretacion de los ané-
lisis demograficos. Se convierte en una distincidon importante entre la proyeccion
y la prevision o prediccion Keyfitz (1972a)[[77]. Un prondstico predice lo que va a
suceder. Una proyeccion describe qué sucederia, dadas ciertas hip6tesis. Gramati-
calmente, la prevision se utiliza el modo indicativo y la proyeccion del subjuntivo.
Por ejemplo, una matriz de proyeccion de A implica una posible poblacién crecer
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a ese ritmo con esa estructura. Una poblacion descrita por A eventualmente po-
drian crecer a ese ritmo con esa estructura, si no pas6 nada para cambiar las tasas
vitales. El uso de este ecoldgico puramente resultado analitico es a veces criticada
como si afirm6 que el medio ambiente es constante. Sin embargo, uno debe asu-
mir una constante del medio ambiente como un hecho sélo si el modelo se utiliza
como una prevision. Ninguna de estas hipdtesis es necesaria para interpretar la
tasa de crecimiento y estructura de la poblaciéon como respuesta a la hipotética
pregunta: ;cémo puede la poblacién comportarse si las condiciones actuales se
mantendran indefinidamente?

Las proyecciones de poblacion revelan algo acerca de las condiciones actua-
les (mds precisamente, sobre la relacion entre las condiciones actuales y de las
poblaciones que experimentan ellos), no sobre el comportamiento futuro de la po-
blacién. Como Keyfitz (1972a)[77] ha sefialado, una de las maneras més podero-
sas para estudiar las condiciones actuales es examinar sus consecuencias habrian
de permanecer como estdn. Un velocimetro funciona de la misma manera. Una
lectura de 60 millas por hora predice que, en una hora, el coche se encontré a 60
millas en una linea recta desde su ubicacion actual. Como prevision, casi siempre
esto es falso. Pero como una proyeccidn, proporciona informacion valiosa sobre
la situacion actual del automévil.

Asi es con las proyecciones demograficas. Son particularmente reveladoras
porque integran el impacto de las condiciones ambientales sobre las tasas vita-
les a lo largo del ciclo de vida. Conocer las probabilidades de supervivencia y de
cada edad fertilities clase bajo un conjunto determinado de circunstancias. Esta
informacién es mds valiosa cuando se combina con un enfoque comparativo, en
el que se miden las tasas vitales bajo dos o més condiciones diferentes. El uso de
andlisis demogréfico en estos estudios no dependen de los supuestos de densidad
de la independencia o la constancia del medio ambiente.

2.4.4. Historia

La idea de proyectar el crecimiento de poblacién aplicando la superviven-
cia y las tasas de fecundidad para clases de edad se remonta al menos a Cannan
(1895[[17]; véase Smith & Keyfitz 1977 [[154] para una coleccién de articulos ante-
riores y Cohen 1995a[32]] para la historia de los intentos de proyectar las poblacio-
nes humanas). El uso de métodos matriciales fue desarrollado independientemente
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por Bernardelli (1941)[9], Lewis (1942)[111] y Leslie (1945)[96].Los articulos de
Leslie (1945[96],1948a[97]],b[98]],1959[101], 1966[104]) fueron de lejos, el més
influyente de los primeros desarrollos.

Patrick Leslie Holt (1900-1974), estudi6 fisiologia en Oxford en 1921, pero
fue impedido por un caso grave de tuberculosis de perseguir una carrera de medi-
cina. En 1935 se incorpord a la Oficina de la poblacién animal en Oxford, bajo la
direccién de Charles Elton. Elton le propuso que seria valioso que la mortalidad y
la fecundidad listas de un organismo de alguna manera podrian combinarse en una
sola expresion. Leslie comenz6 una busqueda a través de la literatura demografica
humana de técnicas apropiadas. Uno de los resultados fue la primera aplicacion
de Lotka la ecuacion de la tasa intrinseca de crecimiento de una poblacién animal
(Leslie y Ranson, 1940[109]]). La otra fue su desarrollo de los modelos de pobla-
cién matricial (Leslie 1945[96],1948a[97],b[98]],1959[101]],1966[104]).

El articulo de Leslie 1945[96] comenzé expresando la edad especifica basica
ecuaciones de proyeccion en forma de matriz. Pasé a considerar la tasa de creci-
miento y a la estabilidad de la distribucién por edades y la relacién de los modelos
matriciales para métodos de la tabla de vida. En un segundo articulo (1948a[97]),
ha examinado la relacion de los modelos matriciales de logistica para el crecimien-
to de la poblacion y las interacciones depredador-presa. Posteriormente investigoé
los efectos de retardos en los modelos matriciales (1959)[101]].

Leslie trabajé en la Oficina de Poblacién animal desde 1935 hasta su jubila-
cion en 1968. Tuvo influencia en muchos de los ecologistas que trabajan o visitd
alli; quiz4 sea justo decir que invent6 el papel del matemédtico ec6logo como es
conocido hoy. Aunque un matematico autodidacta, hizo contribuciones importan-
tes no sélo para los modelos matriciales de poblacién sino también a métodos de
la tabla de vida (Leslie y Ranson 1940[109], Leslie y Park 1949[108]], Leslie et
al. 1955[110]), las estadisticas de marcaje-recaptura (Leslie 1952[99]], Leslie y
Chitty 1951[105],1953,0rians y Leslie 1958[126]) y modelos estocasticos (Leslie
1958[100], 1960[102], 1962[103]], Leslie y Gower 1958[106],1960[107], Bartlett
et al. 1960[6]).Crowcroft (1991)[39] y Chitty (1996)[29] describir el trabajo rea-
lizado en la Oficina y da una idea del papel de Leslie.

Otros dos trabajadores habian utilizado independientemente en modelos de
proyeccion de dlgebra matricial. La primera fue Harro Bernardelli, la OMS ha
publicado un documento en 1941 en la Revista de la Sociedad de Investigacion
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de Birmania con el titulo “Poblaciones ondas”. El articulo de Bernardelli estaba
centrado en oscilaciones, en lugar de una futura estabilidad de la estructura en
la poblacién. El habia observado las oscilaciones en la estructura por edad de la
poblacion de Birmania entre 1901 y 1931. Como un modelo abstracto de estas
oscilaciones, propuso un modelo matricial de poblacién con

0 0
A=11/2 0
0 1/3

Y mostré6 mediante cdlculos numéricos que esto dio lugar a aparentemente
oscilaciones permanentes en la estructura de edad (que esto es una consecuen-
cia de tener una unica clase de edad fértil), pero Bernardelli argumenté que las
fluctuaciones en los sistemas econdmicos y ecoldgicos podria ser producida por
un mecanismo de ese tipo y que intenta encontrar las causas externas para las
oscilaciones podrian ser erroneas.

De los modelos de poblacién matricial también habia sido sugerido en un bre-
ve articulo de Lewis (1942)[111] en la Revista India de las estadisticas, que abar-
caba gran parte del mismo grupo de documento que Leslie 1945[96], pero en
forma mas concisa. Leslie fue consciente de ello hasta después de su articulo de
1945 fue publicado en papel.

6
0
0

Aunque Leslie presentd en articulos los conceptos basicos del enfoque de la
matriz, y aunque tenia estrechas relaciones de trabajo con (y fue muy apreciada
por algunos de los habitantes mds prominentes ecologistas de la época, esencial-
mente no hubo respuesta por parte de los ecologistas. Los Modelos Matriciales no
se mencionan en el libro de texto de Allee et al. (1949)[[1]], o en Smith (1952)[[155]]
la critica de las poblaciones de los modelos, o en Andrewartha y Birch (1954)[4],
o en Slobodkin’s (1961)[153]] 1a ecologia de la poblacién influyente texto. Los de-
mografos humano parecia desconocer en gran medida de los modelos matriciales
hasta después Keyfitz (1967)[/5], Goodman (1967)[52] demostraron su equiva-
lencia a la ecuacion integral y la diferencia de modelos de ecuaciones, y Keyfitz’s
influyente libro de 1968.

Sélo un pufiado de articulos ecoldgicos utilizan modelos de matriz antes de la
decada de los 70’s (Lefkovitch 1963[88]], 1965[92]], Pennycuick et al. 1968[130],
Rabinovich 1969(134]], Usher 1966[163], 1969a[164],b[165], Williason 1959[171]]).
De estos, los mas importantes fueron los de L.P. (Figureb2.6 Lefkovitch), quien
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naci6 en 1929 en Londres. Equipadas con una licenciatura en Zoologia y tras una
menos exitosa carrera como violinista, Lefkovitch sumado y el Consejo de Inves-
tigacion Agricola de Plagas laboratorio en 1954. Después de la publicacion sobre
la sistemadtica e historia natural de los escarabajos, €l se preocupd con la dinami-
ca de su poblacion en los productos agricolas almacenados. Reconocié que, en
el periodo inicial tras una infestacion, la distribucién de edad probablemente no
seria estable y que esto podria ocasionar fluctuaciones (cf. La figura 2.3). En la
bisqueda de un método de modelado tales fluctuaciones, fue dirigido a Leslie los
documentos por M.E. Salomén.

Lefkovitch dice que él no tenia ninguna capacitacién formal en matemaéticas y
encontrd los articulos de Leslie impenetrables. Se reunié con Leslie y también con
M.S. Bartlett, y constaté que el proceso de proyeccion de una poblacién por multi-
plicacién de matrices hechas como mucho sentido biolégico como lo hizo sentido
matematico. El resultado fue importante serie de articulos (Lefkovitch 1962[87],
1963a[88],b[89], 1964a[90],b[9O1]], 1965a[92]],b[93], 1966a[94], 1967[93]]), apli-
cando los modelos matriciales para estudios de laboratorio del escarabajo Lasio-
derma serricorne.

El més influyente de esos articulos (Lefkovitch 1965a[92])) introdujo la idea de
clasificar a los individuos por la etapa de desarrollo mas que por la edad cronoldgi-
ca. Usher (1966)[163] también sugiere clasificar arboles por tamafio, mds que por
la edad, e ideas sobre otras clasificaciones alternativas fueron independientemente
la pavimentacion entre los demdégrafos (Rogers 1966[137], Goodman 1969(353]).
Los ecdlogos vegetales ansiosamente estos métodos adoptados en la década de
los 70, como se puso de manifiesto que el tamafo era a menudo un mejor predic-
tor de suerte que demograficos edad (Sarukhan y Gadgil 1974[143], Hartshorne
1975[62]], Werner y Caswell 1977[170], Caswell y Werner 1978[24] y Ogden En-
right 1979[44]).

Tomé 25 afios para que los ecologistas adoptardn los modelos de poblacion
de Matrices. Esto fue en parte porque el dlgebra matricial fue percibida como un
avanzado y esotéricos, rama de las mateméticasﬂ También se debe en parte a Les-
lie otras contribuciones importantes a la ecologia: la introduccién de métodos de
tabla de vida. Mientras se desarrollan los modelos matriciales, Leslie trabajé con
L.C. Birch y con Thomas Park sobre las aplicaciones de las tablas de vida para

4que no es
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las poblaciones de insectos. Los articulos resultantes (Birch 1948[10], Leslie y
Park 1949[108]]) fueron muy influyentes en la introduccién de este método a la
poblacion los ecologistas. Allee et al. (1949)[1] y Andrewartha y Birch (1954)[4],
incluy6 extensos debates de tablas de vida y su anélisis. Las matemaéticas de ana-
lisis de tabla de vida era mds accesible a los ecologistas en el momento. Ademads,
antes de la llegada de los ordenadores, era poco lo que se podia hacer con un
modelo matricial que no podia hacerse tan facilmente con una tabla de vida. De
hecho, gran parte de Leslie (1945)[96], el articulo se dedica a desarrollar trans-
formaciones de la matriz de proyeccion para que el calculo de mano era factible.
Asi, hubo poco impulso en ese momento para los ecologistas a adoptar métodos
matriciales.

La situacion es diferente ahora.



Capitulo 3

Las etapas dentro del ciclo de la vida

Bueno, puedo ser viejo,
Pero tengo maneras jovenes de moda.

Willie Dixon.

Yo no creo en la edad.

Pablo Neruda

Los modelos en el capitulo 2 suponen que la supervivencia especifica por edad
y las tasas de fecundidad son suficientes para determinar la dindmica de la pobla-
cién. Esto no siempre es cierto. Incluso en las poblaciones humanas, para la cual
la clasificacion de edad demografica fue desarrollada originalmente, otros facto-
res distintos de la edad (como el sexo, estado civil, la ubicacién) que afectan a
las tasas vitales. En alguien con los ciclos de vida mds compleja, la edad es atin
menos adecuada y modelos demograficos deben clasificar a los individuos por un
conjunto més adecuado que las etapas del ciclo de vida.

En este capitulo, consideramos que la eleccién de una variable en términos de
que para describir la estructura de poblacién. Empezamos con un examen formal
de la nocion de “estado” en la teoria de los sistemas dindmicos. Esto proporciona
criterios para elegir entre las posibles variables; luego pasaremos a examinar va-
rias técnicas estadisticas para tomar tales decisiones.

51
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3.1. Variables de estado.

El “estado” de un sistema proporciona la informacion necesaria para predecir
la respuesta del sistema. Por ejemplo, en la mecédnica de Newton, el estado del
sistema se define por las posiciones y momentos de sus particulas componentes,
debido a que la informacién que determina la respuesta a cualquier fuerza. En la
etologia, las ideas de “motivacién” o “accionar” se utilizan para describir el es-
tado de organismos individuales; porque determinan la respuesta a un estimulo.
Los fisidlogos caracterizan a los individuos por sus niveles de reservas de ener-
gia, almacenamiento de lipidos, hormonas, y asi sucesivamente. Los ecologistas
describen ecosistemas por las cantidades de material o energia contenida en cada
uno de un conjunto de compartimentos. En los Modelos demogréficos el estado
de la poblacion es generalmente dada por la distribucion de las personas entre un
conjunto de categorias (por ejemplo, clases de edad). Comenzaremos examinando
la base formal para estas ideas generalmente intuitivos.

3.1.1. Teoria de estado de Zadeh

El punto de partida para la teoria formal del estado (Zadeh y Desoer 1963[174],
Zadeh 1964[172]], 1969[11'/3]], Resh 1967[136]) es la idea de un objeto abstracto
O. Este objeto interactia con su entorno a través de un vector de variables de exci-
tacion o estimulo e y un vector de variables de respuesta r. Sea e(to,t1) y r(to, t1)
indicar el tiempo de la serie e y r sobre el intervalo ¢y < ¢ < ¢;. A continuacion, el
objeto O se define en términos de su dindmica; para ser precisos, se define como
el conjunto de todas las series temporales de estimulo-respuesta que produce:

0= {e(t())tl)?r(thtl)} (31)

Estudio experimental de un objeto consiste en la aplicacion de la serie de ex-
citacion e(tg, t1) y observando el resultado de las respuestas r(tg, t1).

Si consideramos las historias de estimulo durante toda la vida ttil del objeto,
es razonable exigir que el objeto sea determinado, es decir, que la respuesta sea
exclusivamente determinada por la excitacion. E] A continuacién, es posible en
principio para reemplazar el catdlogo de comportamientos (3.1) con una funcién
de estimulo-respuesta.

La condicién correspondiente para sistemas estocdsticos, es que la distribucién de probabili-
dad de la respuesta se determina en forma dnica.
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r(to.t1) = fle(to, t1)] (3.2)

La funcién f(-), Puesto que se refiere a toda la serie de tiempo de las respuestas
y excitaciones, es dificil de trabajar. Una simplificacion obvia es tratar de trabajar
con los valores instantdneos e(t) y r(t):

r(t) = gle(t)] (3.3)
El problema es que tal respuesta de estimulo instantdnea de una ecuacion casi

nunca es el determinante porque la respuesta a una excitacion casi nunca es ex-
clusivamente determinada por la excitacion en ese momento. Por ejemplo,

Es una observaciéon comin que el mismo impulso dado al mismo animal en
diferentes momentos no siempre evocan la misma respuesta. Algo en el animal
debe tener el cambio e invocamos una ‘variable interviniente’. Esto es algo que
viene entre las dos cosas que podemos medir (en este caso el estimulo que damos
y larespuesta que recibimos) y afecta la relacion entre ellos. (Manning 1972[1135])

La “Variable Interviniente” es la variable de estado; se introdujeron para hacer
la relacion respuesta de estimulo determinada. Denotan el estado variable por z,

y suponer que toma valores en un conjunto X . La variable x es una variable de
estado (y X un estado espacio) si cumple con los dos requisitos siguientes:

1. Existe una funcién G(-) que determina la respuesta tnica en cualquier mo-
mento ¢ como una funcion del estimulo y el estado en t:

r(t) = G (x(t), e(t)) (3.4)

La funcién G(-) es conocido como la funcién estimulo-estado-respuesta.

2. Existe una funcién F'(-) que singularmente determina el estado en cualquier
tiempo como una funcién de el estado, en cualquier momento y secuencia
de estimulo temprano de la época anterior a la actual:

o(t+ At) = F(:v(t), e(t,t + At)) (3.5)
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para cualquier ¢, At y e(t,t + At). La funcién F(-) se conoce como la
funcién de transicién de estado. Aparece como una ecuacion diferencial en
sistemas continuos y como una ecuacion de diferencia en sistemas discretos.

El impulso-estado-reaccion ecuacion, la ecuacion de transicion, y la especifi-
cacion de un estado inicial en el tiempo ¢, determinar totalmente todas las series
dindmicas posteriores. A medida que la secuencia de estimulos se desarrolla, los
cambios de estado variable de acuerdo con (3.5) y las respuestas se determinan,
momento a momento, por (3.4).La adecuacion de una variable de estado potencial
se evalia mediante la informacién que contribuye a la especificacion de la res-
puesta al medio ambiente.

3.1.2. Variables de estado en modelos de poblacion.

Teoria del Estado formal fue introducido en la ecologia poblacional por Cas-
well et al. (1972)[25], Boling (1973)[13] y Metz (1977[120]]; véase Metz y Diek-
mann, 1986[122]]). Porque los modelos demograficos que conectan a individuos y
poblaciones, Metz y Diekmann (1986)[[122] reconocié la necesidad de iniciar con
el estado de la persona, a la cual llamaron un ¢ — estado.

Ejemplos de variables i — estado que incluyen la edad, el tamafio, la madu-
rez, la etapa de desarrollo (por ejemplo, estadio) y condicidn fisiolégica (hambre,
almacén de lipidos, etc.). Documentos por Hallam et al. (1990)[60], Gurney et al.
(1990)[S7] y el libro de Kooijman (1993)[82] ilustran cuanto detalle puede ser
incluido en ¢ — estados fisioldgicos.

La ¢ — estado variable de me proporciona la informacién necesaria para pre-
decir la respuesta de un individuo a su entorno. No obstante, estamos interesados
en la modelacion de la poblacién y por lo tanto, necesita una poblacion estado va-
riable, o p — variable de estado. Metz y Diekmann (1986[122]], Metz y de Roos,
1992[121]]) mostré que si se cumplen dos condiciones, la variable de p — estado
puede escribirse como una densidad o funcién de distribucién, dando el nimero
de individuos en cada ¢ — estado. Es decir, si los individuos se caracterizan por
su edad, la poblacién se caracteriza por su distribucion de edad. Si las personas
se caracterizan por su tamaio, la poblacion se caracteriza por su tamafio, distribu-
cion, y asi sucesivamente.
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Las dos condiciones necesarias son las siguientes:

1. Todas las personas experimentan el mismo entorno.

2. El efecto de la poblacion sobre el medio ambiente puede ser escrito como
la suma de las contribuciones de los individuos.

Esta es una conclusién extremadamente importante. Se justifica la prictica de
escribir los p—estados como vector de la abundancia de individuos en diversas ca-
tegorias ¢ — estado, que es fundamental para todos los tipos de modelos demogra-
ficos.Mas pertinentes para la presente discusion, las condiciones Metz-Diekmann
garantiza que podemos probar un posible variable de p — estado mediante la com-
probacién de la idoneidad de la correspondiente variable de ¢ — estado . Esto se
realiza mediante la medicidn de la variables de ¢ — estado de cada uno de un con-
junto de individuos y documentar sus respuestas a un entorno comun. La utilidad
de la variable de estado 1 se mide por su capacidad para predecir la respuesta. Los
métodos estadisticos apropiados dependen de la naturaleza de los datos (Secciéon
3.3).

Las condiciones son a menudo Metz-Diekmann satisfecha, por lo menos apro-
ximadamente. Por ejemplo, en muchos modelos demogréficos,los efectos de la
poblacién sobre el medio ambiente no estd representada de forma explicita. En
lugar de ello, las tasas vitales estdn escritas como funciones de densidad, supo-
niendo que la densidad de algin mecanismo que se traduce en un efecto sobre el
medio ambiente (por ejemplo, consumo de recursos), y de ahi a la poblacién. En
estos modelos, la segunda condicién se satisface automaticamente.

En situaciones en las que se violan las condiciones Metz-Diekmann, el estado
de la poblacién no puede ser descrita por la distribucién de los individuos entre
el i — estados. En su lugar, debe hacer un seguimiento del estado de cada per-
sona; estos modelos son llamados 7 — estado modelos de configuracién (Caswell
y John, 1992[23])). Las condiciones son violados cuando las tasas vitales deter-
minado por las interacciones entre los individuos especificos. El caso mas comun
implica animales sésiles donde individuos interactian tinicamente con sus vecinos
inmediatos. En esas poblaciones, cada individuo puede experimentar un ambien-
te diferente, y los efectos de un individuo sobre el medio ambiente dependen del
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lugar donde se encuentra y no puede ser escrito como la suma de los efectos indi-
viduales.

3.2. Laedad como una variable de estado: ; Cuando
falla?

Los modelos de poblacion simples utilizan el nimero total de individuos N (t)
como una variable p — estado. Esto asegura que todos los individuos son idénti-
cos (Caswell entre otros 1972[235]]). Si el individuo se diferencia, sin embargo, las
poblaciones del mismo tamafio, pero con diferentes estructuras internas se com-
portan de manera diferente en las mismas condiciones, la violacién de los axiomas
de estado.

La clésica teoria demogréfica era usado como una variable ;—estado y la dis-
tribucion de edad como p—variable de estado. Para muchos organismos, sin em-
bargo, la edad de una persona le dice poco o nada acerca de sus propiedades
demogréfica y la distribucién por edad poco o nada dice sobre el comportamiento
de la poblacién.

La exactitud de la edad como una variable de estado depende en gran medida
de la informacién que proporciona sobre los aspectos demograficos del desarro-
llo individual. Varias circunstancias se combinan para limitar esta informacién
y hacer otras variables de estado mds adecuada a la edad. Estas circunstancias
incluyen la combinacién de tamafio o escenario dependientes demograficos con
crecimiento pléstico, la existencia de varios modos de reproduccidn, y heteroge-
neidad ambiental.

3.2.1. Las tasas vitales de tamano dependiente y crecimiento
plastico.

Si las tasas vitales dependen del tamafio del cuerpo y si el crecimiento es su-
ficientemente plastico que los individuos de la misma edad pueden diferir consi-
derablemente en tamaio, edad proporcionan poca informacién acerca del destino
de un individuo. Si las tasas vitales dependientes de la etapa del desarrollo (por
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ejemplo, estadio) y etapa de duracion varia entre los individuos, la edad serd una
variable estado deficiente. Dicha plasticidad es generalizada. No se limita al cre-
cimiento continuo; el ritmo de desarrollo de los artrépodos con discreta instares
varia dramaticamente en respuesta a la temperatura (por ejemplo, Brown 1927[15]
cladocera, McLaren 1978[119] para los copépodos, Wagner et al. 1984[16/]] pa-
ra los insectos). Incluso a temperaturas constantes, la variabilidad de las tasas
de desarrollo conduce a variacion apreciables en duraciones urgentes de Bellows
(1986)[8I].

El tamafno depende de la demografia es probablemente la regla mds que la
excepcion, y especialmente pronunciado en las especies con una amplia gama de
tamano de cuerpo adulto como resultado del crecimiento del adulto indetermina-
do. A continuacidn se muestran algunos ejemplos:

= Algunas especies deben alcanzar un tamafio umbral antes de comenzar a
reproducirse. Los ejemplos incluyen monocarpic plantas perennes (Wer-
ner 1975[169]], Gross 1981[56], Hirose y Kachi 1982[635]], Klinkhamer et
al. 1987a[80], b)[81]],los arboles Zon (1915)[175], salpas (Heron y Ben-
ham 1985)[63], equinodermos (Lawrence, 1987)[86], cangrejos (Somerton
1981[157] y Somerton MacIntosh 1983[158]], Campell y Eagles 1983[[16]])
y pescado (Alm 1959[2])).

= Los artrépodos que se desarrollan a través de una serie de etapas de desa-
rrollo discreto (estadios) debe alcanzar una cierta etapa antes de llegar a la
madurez sexual.

= Una vez que comienza la reproduccién, produccién reproductiva es fuer-
temente dependiente en el tamafio del cuerpo adulto en plantas herbaceas,
arboles (por ejemplo, Forbes 1930[48]]), la gaviota (Chapman 1986)[27],
moluscos (Thompson 1979[162]], Peterson 1986)[131]], cangrejos (Hines
1982)[64]], insectos (Tantawy y Vetukhiv 1960[161]; Palmer 1985), isépo-
dos (Sutton et al., 1984), el pescado (Weatherley y Rogers, 1978 Hourston
et al. 1981), anfibios y Mecham Salthe (1974), y las tortugas (Gibbons et al.
1982)[51]].

» La madurez reproductiva a menudo depende de la interaccion de varios
factores, de los cuales la edad es solo uno. Por ejemplo, véase Haig et al.
(1941)[59] para efectos de tamafio y vigor en la reproduccién mientras pino,
Klinkhamer et al. (1987a[80],b[81]) para efectos de tamaio, edad y tasa de
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crecimiento sobre el florecer de las plantas perennes, y monocarpic Mac-
Kenzie et al. (1983)[118] para los efectos de la edad, el tamafio y el genotipo
de la madurez sexual en peces.

= [a mortalidad es tamafio-dependiente en plantas herbdceas (por ejemplo,

Harper 1977[61]], Solbrig 1981[156l],Cook 1980[35]], Sarukhan et al. 1984[144]),

arboles (por ejemplo, Jiménez y Lugo 1985(73]), corales (Hughes y Jack-
son 1985[69]), e invertebrados marinos en general (Jackson 1985)[71]. En
organismos modulares, la mortalidad generalmente disminuye drasticamen-
te con el tamafno (medido como el nimero de mddulos); grandes ginetas de
tales organismos pueden ser casi inmortal (Cook 1985)[36]].

= El tamafio afecta el cambio de sexo tanto en plantas como en animales (
Policansky 1982[132],Charnov 1982[28]]).

Aunque el tamafio depende de la demografia estd vinculada a menudo con

crecimiento indeterminado Sebens (1987)[149] no se limita a las especies con ese
crecimiento. Sauer y Slade (1987)[1477]], por ejemplo, se han documentado efectos
del tamafio corporal sobre la supervivencia y la reproduccion en los vertebrados,
y han usado modelos demogréficos basados en tamafio de pequefios mamiferos
(Sauer y Slade, 1985, 1986). El peso y el tamafio del cuerpo en la supervivencia y
la reproduccién en los vertebrados, y han usado modelos demogréficos basados en
tamano de pequefios mamiferos (Sauer y Slade, 1985, 1986). El peso y la compo-
sicion corporal son conocidos que influyen en la edad en la madurez reproductiva
en los seres humanos (Frisch, 1984).
Tamafio o fase-dependiente de las tasas vitales, por si solos no son suficientes para
representar la edad inadecuada como una variable de estado. Si el crecimiento es
tan estrechamente regulada, que la edad es buen predictor del tamaiio, incluso en
el caso de la fecundidad y mortalidad dependen del tamafio, edad funcionard como
una variable de estado. Alunos autores (por ejemplo, Stearns y Koella 1986[159])
han utilizado este enfoque para desarrollar modelos redactadas en términos de
tamafio, pero usando edad clasificados de la demografia.

3.2.2. Varios modos de reproduccion.

Algunos organismos presentan ambos sexos como vegetativo o reproduccion
clonal (Jackson et al. 1985[72]). Descendencia vegetativa y sexual de la misma
edad pueden diferir considerablemente en sus propiedades demogréfica. Cook
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(1985)[36], por ejemplo, resume los datos sobre varias especies de plantas clo-
nales, mostrando que la probabilidad de éxito en la creacién de descendencia ve-
getativo es de 3 a 30 veces superior a la correspondiente probabilidad de crias
producidas a partir de semillas. En la medida en que las personas de la misma
edad tienen diferentes tasas vitales, la edad es una variable de i-estado no adecua-
dos para esas especies.

Variable de estado
Continuo Discreto
RespuesContinuo Regresion ANOVA
tf)iscreto Regresion Logistica | Andlisis log-lineal

Tabla 3.1: Técnicas estadisticas apropiadas para valorar las posibles variables
1—estado, en funcién de las variables de estado y las respuestas individuales un
discreto o continuo.

3.2.3. La subdivision de poblacion y demografia estado muilti-
plo

Una tercera situacion que conduce a la insuficiencia de la edad como una varia-
ble de estado de resultados de subdivision poblacional, cuando las subpoblaciones
estan expuestos a diferentes ambientes. Especificacion de un estado del individuo
en una poblacion de ese tipo requiere la especificacion de su edad y de su entorno.
Subdivision espacial es un ejemplo obvio; en individuos migran entre regiones que
se caracterizan por diferentes tasas vitales, la edad x regién distribucién estd obli-
gado a indicar el estado de la poblacion. Existe una extensa literatura sobre tales
“modelos"multiregional (por ejemplo, Rogers 1975[138]], 1985[139]], 1995[1140]).
Estos modelos también se aplican a las poblaciones con otro estado multiplo “de-
mografia"se utiliza para describir los modelos en los cuales los individuos son
clasificados por multiples variables de i-estado (Land y Rogers 1982[84], Schoe
1988[148]).
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3.3. La evaluacion estadistica de las variables de es-
tado

Pasamos ahora al problema estadistico de elegir entre dos o mds variables
de estado de potencial. Los métodos apropiados dependen del estado potencial
variable y la respuesta individual son discretas o continuas (Tabla 3.1). En las
siguientes secciones se examinard cada una de estas categon’asE]

3.3.1. Respuesta continua, estado continua o discontinua.

Cuando la variable respuesta es continuo, regresion multiple y anélisis de va-
rianza métodos pueden ser utilizados para evaluar las posibles variables de estado.
F-pruebas pueden utilizarse para probar la significacion de los efectos de las va-
riables de estado y sus interacciones en la respuesta. Mds directamente util, la
variacion en la respuesta puede ser dividida en las contribuciones de cada una de
las potenciales variables de estado. Estas contribuciones son una medida directa
de cuanta informacion cada variable proporciona acerca de la respuesta individual.

Ejemplo 3.1 La edad, el tamaiio y la fecundidad en el arenque del Pacifico.
Hourston et al. (1981)[167] Informe sobre la fertilidad de 23 poblaciones del aren-
que del Pacifico (Clupea harengus pallasi) en aguas frente a las costas de la Co-
lumbia Britdnica. Peso, longitud y edad fueron medidos para cada individuo y la
fecundidad se midio mediante el recuento de huevos en los ovarios. Las Ecuacio-
nes de regresion fueron calculados para cada una de las acciones relativas a la
fertilidad (log-transformado)edad, longitud, peso y combinaciones de variables.
El promedio de los valores de R?, que indica la proporcién de varianza explicada
por la fertilidad en cada variable es

Claramente, ya sea de longitud o peso hace un mejor trabajo de prediccion
de la fertilidad que la edad. La edad es importante, sin embargo, entender que de
hecho contribuye al conocimiento de la fertilidad. Este resultado no implica que
tanto la edad y tamario deben incluirse en un modelo demogrdfico. Una imagen
mds clara se obtiene comparando los valores de R? de longitud + edad y peso
+ edad con las de longitud y peso solamente. Esta comparacion muestra que

2En realidad, esta presentacién puede ser reescrito en términos de modelos lineales generali-
zados, que incluyen todos los modelos de la tabla 3.1 como casos especiales(McCullagh y Nelder
1983[116]], Dobson 1983([43]))



3.3. LA EVALUACION ESTADISTICA DE LAS VARIABLES DE ESTADOG61

Variable R?

Edad 0.392
longitud 0.606
Peso 0.705
Longitud + edad 0.615
Peso + Edad 0.713

Peso +Longitud + Edad 0.719

la edad de un individuo contribuye muy poco al conocimiento de su fertilidad,
una vez que su longitud o peso es conocida. Los coeficientes de determinacion
parcial de R7, Aw Y RQFW| 4 que mide la proporcion de la varianza de la fertilidad
representado por edad y peso, controlando por otras variables, son

Riy = 0027
2
Riyy = 0582

Es decir, una vez que se conozca el peso, la edad explica un 2,7 % adicional de
la varianza de la fecundidad, mientras que el peso se explica un 58,2 % adicional
mads alld de lo que explica por la edad. En cuanto a la fecundidad se refiere, estos
resultados muestran que el peso es una variable de estado mucho mds importante
que la edad para estas poblaciones. (Se puede ver Peterson 1986[131|] para un
andlisis similar de almeja Mercenaria mercenaria)

3.3.2. Estado discreto, respuesta discreta

Los modelos matriciales poblacionales clasifican los individuos en categorias
discretas. La estructura de datos mds similar a un modelo matricial es aquella que
clasifica a los individuos y sus respuestas en categorias discretas (tales como cla-
ses de edad o tamaio, etapas de desarrollo, o vivo contra muerto. Las categorias de
respuesta no necesitan ser las mismas que las categorias de estado. Tales datos se
analizan més apropiadamente usando modelos log-lineal (Bishop et al. 1975[11]],
Fienber 1977[46], Finglenton 1984[47], Christensen 1991[30]); EIl uso de estos
modelos en eleccién de variables i—estado fue sugerido por Caswell (1986[21],
1988[22]]). También se pueden utilizar modelos log-lineales para evaluar las dife-



62 CAPITULO 3. LAS ETAPAS DENTRO DEL CICLO DE LA VIDA

rencias entre las matrices de proyeccion estimadas bajo diferentes condiciones, en
diferentes momentos o en diferentes lugares.

3.3.2.1. Modelos loglineales

Considere un conjunto de datos en que el estado inicial de cada individuo se
define por dos o mas criterios (por ejemplo, edad y tamafio), y los destinos de esas
personas se registran en un momento posterior. Las categorias de destino pueden
o no ser las mismas que las categorias de estado (por ejemplo, la muerte aparece
a menudo como un destino, pero no como un estado inicial). Dicho conjunto de
datos puede describirse mediante una tabla de contingencia de multiples vias; Los
ejemplos que siguen (de Caswell 1986, 1988) producen tablas clasificadas por
edad (A), tamaifio (S) y destino (F). La entrada m;;;, en la celda (ijk) de la tabla
da el nimero de individuos comenzando en la clase de edad ¢ y el tamaiio j en el
tiempo ¢ y terminando en el destino k en el tiempo ¢ + 1.

La probabilidad que un individuo termine en una celda particular puede con-
siderarse como el producto de un conjunto de probabilidades que dependen de
variables que definen las filas y columnas de la tabla. Asi, el logaritmo de m;
puede escribirse como la suma de un conjunto de efectos de estas variables. El
modelo completo para las tablas de tres vias aqui consideradas es:

log myjr = u + uag) + us) + Upg) + Vas(s)

= FUAR(ik) T USF(jk) T WASF(ijk)

Donde u es el registro del nimero total de observaciones en la tabla, w4
el efecto de la i—€sima clase de edad, uas(;;) el efecto de la interaccion de la
1—ésima clase de edad y la clase de j—ésima clase y asi sucesivamente. Debido
que este modelo contiene todas las interacciones posibles entre los tres factores,
se llama el modelo saturado. Tiene tantos pardmetros como hay células en la tabla
y por lo tanto reproduce automaticamente los datos observados exactamente.

Los efectos de edad y tamafio del destino se miden por las interacciones AF
y AS y por las interacciones de tres vias ASF. Podemos expresar varias hipote-
sis sobre los efectos de edad y tamafio del destino al establecer algunas de estas
interacciones a cero[l

3Siguiendo la practica estdndar, consideramos solamente modelos jerdrquicos, en los cuales la
presencia de una interaccién (por ejemplo, u 4g) implica la presencia de todas las interacciones de
orden inferior que implican esas variables (por ejemplo, u4 y ug)
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Asi, por ejemplo, el modelo

log myjr = u + wa@) + usy) + wr) (3.6)

Afirma que la edad, el tamafo y el destino son mutuamente independientes. El
modelo

log miji = u + wa@) + usy) + Urr) + Uas(y) 3.7)

afirma que la edad y el tamafio no son independientes, el destino no es afectado
por ninguno de los anteriores.

Los parametros del modelo log-lineal se pueden estimar mediante métodos
de méxima posibildad. Las estimaciones a menudo requieren un célculo iterativo,
pero estan facilmente disponibles en la mayoria de los sistemas de software esta-
distico. Sold nos centramos en la bondad de ajuste de varios modelos alternativos
a los datos.

La bondad de ajuste del modelo se mide con proporcién del modelo satura-
do, que se ajusta exactamente a los datos. Sea L(Mj) la probabilidad del mode-
lo saturado y L(M;) la probabilidad de algiin otro modelo. La proporcion log-
verosimilitud

L(M;)
L(M;)
Se distribuye asintéticamente como x“ con grados de libertad igual a diferen-

cia entre el nimero de celdas de la tabla y el nimero de pardmetros instalados en
el modelo. Se puede demostrar que

G* = —2log

(3.8)

2

b d
G* =2 Z (observado) log (w) 3.9

esperado
clulas

Por lo tanto, entre més se aproximan los valores esperados producidos por M;
a los valores observados (que también son los valores predichos por M), menor
serd el valor de G?. Para el modelo saturado,G? = 0. Si G? excede el valor critico
para la distribucién 2% con los grados de libertad apropiados, es improbable que
los datos hayan sido producidos por M;.

3.3.2.2. Efectos de pruebas en variables de estado.

Los paquetes estadisticos informan rutinariamente los valores de bondad de
ajuste G2 y sus niveles que significan para cada modelo probado. Sin embargo,
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queremos evaluar los efectos de factores especificos (como el tamafio y edad).
Esto se hace comparando las probabilidades de dos modelos que difieren en los
términos correspondientes al efecto bajo consideracion.

Consideremos dos modelos, M, y M, y supongamos que los términos en M,
son un subconjunto adecuado de los términos en M. Por lo tanto, el ajuste de M-
no puede ser mejor, tampoco peor que M. La relacién log-probabilidad mide el
impacto de los términos excluidos de M, sobre la bondad de ajuste. Este cambio,
AG?, se distribuye como 2 con grados de libertad igual al incremento en grados
de libertad en los dos modelos que se comparan. Si AG? es significativamente
grande, concluimos que los términos excluidos tienen un efecto significativo.

L(M) L(M,) L(M;)
“Hlos Ty = 7 (log Tor) o L<Ms>)
— -6

= AG?

Al comparar modelos, es conveniente utilizar una notacién que especifique
el modelo anotando solamente las interacciones necesarias para implicar todos
los términos presentes en el modelo. Por ejemplo, el modelo (3.7) contiene los
términos A, S, F y AS. Podemos escribirlo como AS, F, porque la interaccién AS
implica la presencia de los términos A y F.

Existen muchos modelos jerarquicos posibles y las comparaciones entre ellos
se simplifican mediante la identificacion de variables explicativas y de respuesta.
En el presente caso, la edad y el tamafio son variables explicativas y el destino
es una variable de respuesta. El modelo nulo apropiado con el que comenzar las
pruebas incluye todas las interacciones entre las variables explicativas y todas las
interacciones entre las variables de respuesta, pero ninguna de las interacciones
entre las variables explicativas de la respuesta del anuncio (Fingleton 1984[47]).
Por lo tanto, nuestros modelos nulos es (3.7). Incluye la interacciéon AS porque
la distribucion de individuos entre clases de edad y tamafo no es nuestro interés;
Incluso podria haber sido fijado por el investigador. Incluye el término F' porque
la distribucién marginal de diferentes destinos no es de interés. Pero excluye las
interacciones AF, SF y ASF porque miden el efecto de la edad, el tamafio y la
interaccion de la edad y el tamafio en el destino. Son los términos cuya significa-
cién queremos probar. El siguiente conjunto de ejemplos utiliza este modelo nulo
como punto de partida para examinar los efectos de la edad y el tamaiio sobre el
destino en varias especies diferentes.
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Ejemplo 3.2 Plantas perennes monocarpales.
Werner (1975) [169] y Gross (1981) [56] siguieron el destino (muerte, super-
vivencia como roseton vegetativo o floracion) de individuos de tamario y edad
conocidos de plantas perennes monocdrpticas Dipsacus sylvestris y Verbascum
Thapsus, respectivamente.

Los resultados se muestran en la tabla 3.2. El contexto del modelo nulo AS,
E los efectos del tamario (medida por la interaccion SF) y la edad (medidos por
la interaccion AF) son altamente significativos en ambas especies. Sin embargo,
estas pruebas examinan los efectos de la edad y el tamaiio en relacion con un mo-
delo que no contiene otros factores. Mds interesante es la cuestion de si la edad
(tamario) proporciona cualquier informacion adicional, una vez que el tamario
(edad) se ha incluido. Esto se prueba evaluando la interaccion SF contra el mo-
delo AS, AF y la interaccion AF contra el modelo AS, SF. Para el Dipsacus, las
interacciones SF son todavia muy significativas después de incluir la edad, pero
la interaccion AF es solo ligeramente significativa después de que el tamario se
incluye. Para Verbascum, las interacciones SF mantiene su importancia cuando
se incluye la edad, pero la interaccion AF ya no es significativa cuando se incluye
el tamario. En ambas especies, la edad pierde la mayor parte o la totalidad de su
importancia una vez que se tiene en cuenta el tamario. El tamariio es claramente
la variable i-estado mds importante en estas especies.

Ejemplo 3.3 Produccion reproductiva en el alce.

Un patron muy diferente aparece en los datos sobre el destino reproductivo (no re-
productivo, un ternero o gemelos) de los alces (Alces alces) en Noruega (Saether
vy Haagenrud 1983[141]). Las mujeres se clasificaron en tres categorias de peso
y cinco clases de edad. Tanto las interacciones AF como SF son significativas
cuando se prueban contra el modelo nulo AS, F (tabla 3.3), pero la interaccion
SF pierde su significacion completamente cuando se prueba contra el modelo AS,
AF. Por lo tanto, la edad es mucho mds importante que el tamaiio del cuerpo para
determinar la produccion reproductiva en el alce.

Ejemplo 3.4 Crecimiento de colonias y mortalidad en corales de arrecife.
Hughes y Connell (1987) [68] reportan los efectos de la edad y tamaiio sobre el
crecimiento de colonias y la supervivencia de tres géneros de corales (Acropora,
Porites y Pocillopora) en Australia. Las colonias se asignaron a dos clases de
edad y tres clases de tamariio, una de cuatro categorias de destino: crecimiento
negativo, crecimiento de 0 — 100 %, crecimiento> 100 %, o muerte.

Para Porites y Pocillopora, el tamaiio es la mejor variable i—estado que la
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Dipsacus sylvestris Verbascum thapsus
Model df G? P \ df G? P
AS,F 46 1253.19 22 6488
AS, SF 36 55.04 12 20.1
SF 10 1198.15 0.0001 | 10 628.7 0.0001
AS,F 46 1253.19 22 648.8
AS,AF |40 718.23 20 629.79
AF 6 53496 0.0001 | 2 19.01 0.0001
AS,AF |40 718.23 20 629.79
AS, SE, AF | 30  38.56 10 17.72
SF 10 679.67 0.0001 | 10 612.07 0.0001
AS, SF 36 55.04 12 20.1
AS, SE, AF | 30  38.56 10 17.72
AF 6 1648 0.0114 | 2 238 0.3052
AS, SE, AF | 30 38.56 10 17.72
ASF 0 0 0 0
ASF 30 3856 0.1360 | 10 17.72  0.598

Tabla 3.2: Andlisis loglineal de los efectos de edad y tamafio sobre el destino de
Dipsacus sylvestris 'y Verbascum Thapsus (Caswell 1988)

edad (Tabla 3.4). Para el tamaiio y la edad de Acropora cada uno sigue siendo
significativo incluso después de que el otro haya sido incluido en el modelo.

Hughes y Connell (1987) también investigaron los efectos del tamario y la
edad sobre la mortalidad, sin considerar el crecimiento. Los resultados de este
andlisis (Tabla 3.5) son bastante diferentes. Mortalidad de Acropora y Porites
depende del tamaiio pero no de la edad, mientras que tanto el tamafio como la
edad tienen efectos significativos en la mortalidad de Pocillopora.

Ejemplo 3.5 Demografia de brotes en Rhododendron maximum.
McGraw (1989) [117)] examino la demografia de los brotes individuales de este
arbusto clonal. Los brotes se envejecieron contando las cicatrices de las hojas y
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Modelo |df G? P
AS, F 28 24721
AS,SF |24 23434
SF 4 12.87 0.012

AS,F 28 247.21
AS,AF |20 16.66
AF 8 230.55 0.0001

AS,AF |20 16.66
AS,SE, AF | 16  12.05
SF 4 461 03299

AS, SF 24 234.34
AS,SE, AF | 16  12.05
AF 8 22229 0.0001

AS,SE, AF | 16  12.05
ASF 0 0
ASF 16 12.05 0.7404

Tabla 3.3: Andlisis loglineal de los efectos de la edad y el tamafio en el destino
reproductivo de los alces femeninos (Alces alces) (Caswell 1988)
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Acropora Porites Pocillopora
Model daf G? P \ daf G? P \ df G? P
AS,F 15 104.7 15 43.47 15 2599
AS, SF 9 34.03 9 10.82 9 8.72
SF 6 70.67 0.0001 | 6 32.65 0.0001 | 6 17.27 0.0083
AS,F 15 104.7 15 43.47 15 25.99
AS, AF 12 735 12 32.98 12 20.44
AF 3 31.2 0.0001| 3 1049 0.0148 | 3 555 0.1358
AS, AF 12 735 12 32.98 12 20.44
AS,SE AF | 6 14.86 6 1.3 6 231
SF 6 58.64 0.0001 | 6 31.68 0.0001 | 6 18.31 0.0059
AS, SF 9 34.03 9 10.82 9 872
AS,SEAF | 6 14.03 6 1.3 6 231
AF 3 19.17 0.0003 | 3 9.52 0.0231 | 3 641 0.0934
AS,SE,AF | 6 14.86 6 1.3 6 231
ASF 0 0 0 0 0 0
ASF 6 1486 0.0214 | 6 1.3 09717 | 6 6 0.8893

Tabla 3.4: Andlisis loglinear de los efectos de edad y tamafio sobre el crecimiento
de colonias y la mortalidad de tres géneros de corales (datos de Hughes y Connell
1987 [68]) (Caswell 1988)[22]
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Acropora Porites Pocillopora
Model daf G? P \ df G? P \ df G? P
AS,F 5 41.69 5 20 5 1854
AS, SF 3 125 3 3.61 3 747
SF 2 4044 0.0001 | 2 16.39 0.0003 | 2 11.07 0.0039
AS,F 5 41.69 5 20 5 18.54
AS, AF 4 4098 4 18.76 4 1294
AF I 071 03977 | 1 124 0.2664 | 1 5.6  0.018
AS, AF 4 409 4 18.76 4 1294
AS,SE AF | 2 0.37 2 1.15 2 0.63
SF 2 40.61 0.0001 | 2 17.61 0.0001 | 2 12.31 0.0021
AS, SF 3 125 3 3.61 3 747
AS,SE AF | 2 0.37 2 115 2 0.63
AF I 088 0347 |1 246 0.1165| 1 6.84 0.0089
AS,SE, AF | 2 0.37 2 1.5 2 0.63
ASF 0 0 0 0 0 0
ASF 2 037 083122 1.15 0563 | 2 0.63 0.7301

Tabla 3.5: Anélisis loglineal de los efectos de edad y tamafio sobre la mortalidad
de colonias en tres géneros de corales (datos de Hughes y Connell 1987 [68])
(Caswell 1988)[22]]
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se midieron mediante la estimacion del drea foliar. Los brotes individuales fueron
asignados a uno de cuatro destinos: muerte, ramificacion, floracion y superviven-
cia sin ramificacion ni floracion. Tanto la edad como el tamaiio tienen efectos muy
significativos sobre el destino demogrdfico (Cuadro 3.6).

Ejemplo 3.6 Fecundabilidad en mujeres de Bangladesh.

3.4. Descripcion general

La eleccion de una variable de estado adecuada es un paso critico en la cons-
truccion del modelo. Los conceptos de :—estado y p—estado aclarara los proble-
mas estadisticos y bioldgicos involucrados en esa eleccién. Proporcionan criterios
para decidir, a partir de estudios de individuos, qué variables deben incluirse en
un modelo de poblacién.

Los métodos estadisticos para evaluar posibles variables de estado son po-
derosos. Sin embargo, a menudo los datos necesarios (mediciones de multiples
variables de estado en el mismo individuo) no estidn disponibles. En tales casos,
casos, i-variables de estado suelen ser elegidos por analogia (si es una planta, el
tamafo es un buen candidato) o mediante la apelacién a la probabilidad (pare-
ce aprovado que los individuos reproductivos y no reproductivos difieren en sus
respuestas) o por comodidad (es mds facil de medir el tamafio de la edad). Las
consideraciones expuestas en la seccion 3.2 proporcionan una base para la toma
de estas decisiones.

Es importante recordar que las variables de :—estado no son propiedad de la
persona solamente, sino que son especificos para el medio ambiente(s) bajo consi-
deracion. Por ejemplo, la importancia de tamafio como un estado muy bien podria
cambiar dependiendo de si los datos se recogieron en un entorno que contenga un
tamaio selectivo de depredador.



Capitulo 4

Un modelo

En este capitulo plantearemos una aplicacion de los modelos poblacionales
mediante el uso de dos técnicas de modelacién discreta, a saber, un modelo de
ecuaciones en diferencias y un modelo matricial poblacional.

4.1. Planteamiento del Modelo

Para esto es importante mencionar las tasas de natalidad, mortalidad e infec-
cién efectiva.

4.1.1. La tasa de Natalidad

La tasa de natalidad la podemos definir como el total de nacimientos pertene-
ciente a un determinado dmbito en el afio ¢ por cada 1000 habitantes. Es decir:

_N@®)
T = B 1000

Donde:

T = Tasa de Natalidad

N(t) =Nacimientos registrados durante el afio ¢ de mujeres pertenecientes al
ambito de estudio.
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P(t) =Poblacion residente media en el &mbito de estudio, en el afio ¢

Es la cantidad proporcional de nacimientos que tiene lugar en una comunidad
en un lapso de tiempo determinado.

Esta estadistica muestra la cantidad de nifios que nacieron en un determinado
aflo en una cierta poblacién por cada 1000 ciudadanos.
Por ejemplo: Si la tasa de natalidad de un pueblo X es del 13 %, estd sefialando
que se producen 130 nacimientos al afio por cada 1000 habitantes.

4.1.2. La tasa de Mortalidad

La tasa de mortalidad la definiremos como el total de muertes pertenecientes
a un determinado 4mbito en el afio ¢ por cada 1000 habitantes. Es decir:

M(t) = %1000

donde:

M (t) = Mortalidad durante el tiempo t.
P(t) = Poblacién residente media en el ambito de estudio, el tiempo t.

D(t)= Defunciones registradas durante el tiempo ¢ de personas que pertenecen
al estudio.

4.1.3. Tasa de Infeccion efectiva

Transmision de una infeccion requiere tres condiciones:

» Un individuo infectado
= Un individuo susceptible

= Un contacto eficaz entre ellos
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Diremos que un contacto es eficaz cuando se da el contacto entre un individuo
infeccioso y un susceptible y el infeccioso transmite la enfermedad al suscepti-
ble. El que un contacto sea eficaz dependera de varios factores, por ejemplo, del
agente infeccioso, de la via de transmision, de la condicion del sistema inmune
del susceptible, etc.

La tasa de contacto efectivo (denotado [3) en una poblacién determinada para
una determinada enfermedad infecciosa se mide en los contactos efectivos por uni-
dad de tiempo. Esto puede ser expresado como la tasa total de contacto (el nimero
total de contactos, efectiva o no, por unidad de tiempo, denotado ), multiplicado
por el riesgo de infeccion, dado el contacto entre una infeccion y un individuo
susceptible. Este riesgo es llamado el riesgo de transmision y es denotada p, asi:

B=np

La tasa total de contacto, 7 suele ser mayor que la tasa de contacto efectivo, (3,
ya que no todos los contactos como resultado de la infeccion. Es decir, p es casi
siempre inferior a 1 y nunca puede ser mayor que 1, ya que efectivamente es la
probabilidad de que ocurra la transmision.

4.2. Modelo SIR

MODELO SIR El modelo discreto para el modelo SIR estandar divide la po-
blacion en tres subgrupos:(S) susceptibles, (I) infectados y (R)recuperados o ais-
lado. Las ecuaciones de diferencias tienen la siguiente forma:

a/N\t

At
Lo = In(1 — yAE+ O‘Tsn) 4.2)

con Sy > 0, I > 0y Ry > 0 que satisfacen Sy + Iy + Ry = N, donde
v(> 0) es la probabilidad de que un infeccioso sea recuperado de la infeccién
durante el intervalo de un tiempo (tasa de eliminacién relativa), los individuos
del Modelo SIR se recuperan de la enfermedad y se vuelven permanentemente
inmunes (subgrupo R). Es fécil ver que el tamaiio de la poblacién total permanece



74 CAPITULO 4. UN MODELO

constante S + I + R = N. Las soluciones al sistema discreto son positivas para
n = 1, 2... Para todas las condiciones si y sélo si

max yAt, aAt < 1. “4.4)

Por lo tanto, A < minl/a, 1/v; el paso del tiempo debe ser menor que el
tiempo promedio requerido para un contacto exitoso y menor que en el periodo
infeccioso promedio. El comportamiento global del sistema (4.1), (4.2) y (4.3)
es facil de establecer. Sea # = Spa/(N+y) la tasa reproductiva []. El valor de
% determina el comportamiento global del modelo discreto SIR. Es importante
notar que S,, es estrictamente decreciente y R,, es estrictamente creciente. Sea
Seo = lim,, o < 0, que depende de las condiciones iniciales. Si Sy < N/a o
Z% < 1 entonces I; < Iy porque S, esta disminuyendo, ,,;; < I,; No hay
epidemia. En el otro caso, si Sy > N~v/a, entonces I; > Iy; El caso infeccioso
aumenta inicialmente. Debe ser el caso que S,, < N~/a (no mds epidemias
pueden ocurrir) porque de otra manera /,, aumenta a un equilibrio positivo I, que
implica R,, se acerca al infinito como n — oo, una imposibilidad. Ademas, la
clase infecciosa eventualmente disminuye y se acerca a cero. Ademads, se puede
demostrar facilmente que S, > 0 (véase el Lema 1 en el Apéndice); Siempre hay
algunos susceptibles después de que la epidemia haya terminado.

La version continua de este modelo SIR se comporta de la misma manera
que el modelo discreto ecuacién (4.1). El modelo SIR continuo tiene la siguiente
forma:

dS_ «Q

=2 _Zsr
dt N
dl !
ar = s =)
dR

= I
7 R+~

Donde S(0) + 1(0) + R(0) = N. La tasa reproductiva en el caso continuo
es Z = S(O)a/(N~). Si Z < 1, no hay epidemia, pero si #Z > 1, hay una
epidemia []. El tiempo discreto, Multi-poblacién SIR modelo presenta el mismo
comportamiento caracteristico que el modelo de una sola poblacion.

El modelo SIR HIGO. 2. Numero de infecciosos en el modelo SIR discreto,
At=025N=100,S=99,el==1.(a) (Y=2,y=1yLZ’=1.98. (B) cy =
3,y=2,y W =1.485 con subpoblaciones K tiene la siguiente forma: n +1=s:,
II’K aik At nt I =Z Donde i = 1, ..., K y condiciones iniciales Sg> 0, Z, j> 0 0



4.2. MODELO SIR 75

para algunos k ), Y Rb 2 0 que satisface Sb + I, j + Rb = N ’. De nuevo, el tamafio
de la poblacién total permanece constante, SL + 1: + Rf, = N ’para todo n y las
soluciones son no negativas para todas las condiciones iniciales si y s6lo si maxi
C =, ik AtNk/Ni, yj At G 1. Obsérvese que Si es monotonicamente decreciente,
R ’, es monoténicamente creciente, y ambas son limitadas; Por lo tanto, deben
acercarse a un limite. Se deduce de la ecuacion de diferencias para Rk que Ij,
se acerca a cero como n + cc. Determinar si una epidemia ocurre dentro de una
subpoblacién del modelo de SIR multi-poblacional no es tan sencillo como en la

4.2.1. EL MOSQUITO COMO VECTOR

El ciclo de vida del mosquito depende de algunos factores por ejemplo:

La humedad

La temperatura

El sexo del mosquito(solo nos interesan las hembras)

Epoca del afio

Etapas de formacion del mosquito

= Huevo: Dependiendo en la especie, los mosquitos hembra depositan sus
huevos individualmente o en grupos llamados balsas. Cualquier sitio que
acumule agua, como los huecos de arboles, pozetas, charcos, zanjas, y reci-
pientes artificiales como las llantas desechadas y las macetas pueden servir
como criaderos de mosquitos. Algunos mosquitos (mosquitos de inunda-
cién) depositan sus huevos en sitios himedos, pero sin agua en la superfi-
cie. Estos huevos generalmente son resistentes a la desecacion y eclosionan
(empollan, salen del huevo) cuando son inundados por lluvias, mareas, o
desvio de agua al sitio. Otras especies, (mosquitos de poceta 0 mosquitos de
agua estancada) solo depositan los huevos donde hay agua en la superficie
y los huevos no son resistentes a la desecacion. Los huevos son depositados
directemente en la superficie del agua o en los bordes de pocetas o recipien-
tes. En todo caso, el agua debe permanecer sobre la superficie el tiempo
suficiente para que los mosquitos eclosionen y completen su desarollo.
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» Larvas:Luego de eclosionar, la larva del mosquito pasa por una serie de eta-

pas de crecimiento mientras se alimenta continuamente que eventualmente
tranformara al insecto de su forma natatoria acudatica, a una volante terres-
tre. Debido a que las larvas estdn cubiertas con una dura cuticula protectora,
ellas tienen que pasar por una serie de mudas para poder crecer. Basicamen-
te, las larvas tienen una envoltura dura e inflexible la cual es esencial para
la sobrevivencia de la larva, por lo cual no puede ser simplemente desecha-
da. Para poder crecer, las larvas crecen una nueva cuticula bajo la vieja. La
cuticula nueva es inicialmente suave y flexible, lo que permite que la lar-
va crezca. Cuando estan listas para la muda, la larvas desechan la cuticula
vieja, y la nueva endurece cuando se expone al aire. Las larvas de mosquito
pasan por cuatro mudas. A las etapas entre mudas se les llama estadios y se
numeran del I al IV.

Pupa: Luego del cuarto estadio, el desarrollo del mosquito adulto esta a
punto de comenzar. El proceso incluye la descomposicién de los érganos
larvales y su reemplazo por los del adulto. Durante el proceso, el mosquito
toma una nueva forma; la pupa . Se puede considerar la pupa como un sobre
sellado donde los 6rganos adultos se forman de los tejidos larvales. La pupa
no se alimenta ni elimina desechos. Su tinico contacto con el mundo exterior
es a través de tubos respiratorios localizados en el térax. Al paso de trés o
cuatro dias, el mosquito adulto emerge de la pupa (Cuadro 5), y después de
un corto descanso, despliega las alas y vuela.

Mosquito: Por lo general, el mosquito macho emerge primero, y se queda
cerca del sito de crianza esperando a las hembras. En promedio, los mosqui-
tos hembra viven de 3-6 semanas, pero pueden vivir hasta 5 meses; la vida
de los machos es mucho mds corta. En regiones tropicales, los mosquitos
adultos son activos todo el afio, pero en otros sitios la actividad cesa cuando
la temperatura baja a menos de 60°F, y por lo general invernan cuando lle-
gan las temperaturas frescas estacionales. Algunas especies invernan como
larvas, por lo general enterradas in tierras himedas de pantanos y ciénagas,
pero la mayoria invernan en la etapa de huevo, depositados por la dltima
generacion de adultos de la temporada, o como hembras adultas ya apa-
readas que pasan el invierno en sitios protegidos tal como arboles huecos,
madrigueras de animales, sétanos, etc.
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4.3. Mosquitos y enfermedades

Debido a que los mosquitos espitan la cuenca sanguinea, ellos pueden ser
muy eficientes en la transmision de enfermedades a humanos y animales. Los
mosquitos transmiten un gran nimero de efermedades, algunas de menor impor-
tancia, y otras, tal como la malaria y el dengue, que extraen un costo inmenso
en vista de pérdidas de vida, incapacitacion, sufrimiento, y pérdidas econémi-
cas.Presentaremos una descripcién parcial de las enfermedades transmitidas por
mosquitos que nos interesan en este caso:

Dengue y Dengue Hemorrégico - El dengue es una enfermedad viral provo-
cada por mosquitos que existe en regiones tropicales y subtropicales del mundo,
predominantemente en dreas urbanas y sub-urbanas.

Dengue hemorragico es una complicacién que puede ser mortal. Existen cuatro
virus distintos, pero estrechamente relacionados, que pueden causar el dengue.
Infeccién con uno de ellos no resulta en inmunidad a los otros.El dengue es trans-
mitido a los humanos por mosquitos del género Aedes. Los sintomas comienzas
generalmente de 5 a 6 dias después de la infeccion e incluyen fiebre alta, dolor de
cabeza severo, dolor detrds de los ojos, fuerte dolor en las coyunturas y musculos,
ndusea, vomito, y salpullido. Ademds de los ya descritos, los sintomas de dengue
hemorragico incluyen dafios a los vasos saguineos y linfaticos, y flujo de sangre
de la nariz, encias y debajo de la piel. Los ultimos sintomas pueden llevar a san-
gramiento profuso, shock, y muerte (sindrome de choque por dengue).

Fiebre Chicungunya - La fiebre chicungunya es una enfermedad viral esparci-
da por mosquitos en los géneros Aedes y Culex. El nombre deriva de la palabra
en Swahili que quiere decir "que se dobla hacia arriba"lo cual hace referencia a
la postura encorvada que resulta de los sintomas artriticos en los que adquieren
la enfermedad. Normalmente la enfermedad no causa la muerte, pero en 2005-
2006, se han reportado 77 muertes debido a la enfermedad en la isla Reunién en
el Océano Indico. Ocurre principalmente en el sureste de Asia y en Africa. Los
sintomas incluyen dolor de cabeza fuerte, dolor en las coyunturas, escalofrios,
ndusea, y vomitos. En particular, las coyunturas en las piernas y brazos se infla-
man y se vuelven dolorosas al toque. Salpullido también puede ocurrir.

Para este modelo consideraremos las siguientes hipdtesis:
1. Se considerard una sola cepa del virus del dengue.

2. Inmunidad permanente de los humanos que se han recuperado.
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. La poblacién de humanos se divide en tres clases: humanos susceptibles

(H) aquellos que nunca se han enfermado del dengue y son potenciales
para adquirir la enfermedad, humanos infectados (H;) que son aquellos que
se han infectado y son capaces de transmitir la enfermedad a mosquitos
susceptibles, si estos los pican; y humanos recuperados (/) los cuales ya
adquirieron la enfermedad y son incapaces de transmitirla o volverse a in-
fectar.

. El ciclo de vida de los mosquitos consta de cuatro etapas.

. La poblacién de mosquitos, denotada por M, constard inicamente de hem-

bras.

. La poblacién de mosquitos la dividiremos en dos clases: mosquitos suscep-

tibles (M), aquellos que pueden adquirir la enfermedad al picar a un hu-
mano infectado; y mosquitos infectados ()/;), que son capaces de transmitir
la enfermedad a un humano susceptible a través de su picadura.

. El dengue puede incrementar la tasa de mortalidad en humanos y las secue-

las en humanos recuperados pueden igualmente incrementar dicha tasa.

. La enfermedad no disminuye la tasa de reproducciéon en humanos ni en

mosquitos.

La poblacion de humanos se divide en tres clases: humanos susceptibles (H)

aquellos que nunca se han enfermado del dengue y son potenciales para adquirir
la enfermedad, humanos infectados (/;) que son aquellos que se han infectado
y son capaces de transmitir la enfermedad a mosquitos susceptibles, si estos los
pican; y humanos recuperados (f1,.) los cuales ya adquirieron la enfermedad y son
incapaces de transmitirla o volverse a infectar.

Primero tomamos la cantidad total de humanos al tiempo ¢ dentro de una co-

munidad, la cual estara representada por H (t), o simplemente H para no compli-
car demasiado la escritura:

H(t) = Hs(t) + Hz(t) + Hr(t)

La cantidad total de mosquitos dentro de una comunidad al tiempo ¢ se deno-

tard con M (t) o simplemente M:

M(t) = M(t) + Mi(t)
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Las tasas que se usardn en el modelo se describen a continuacion:

Tasa | Descripcion
(1 | Infeccion efectiva en H
(B> | Infeccion efectiva en M
i1 | Nacimientos H
io | Muertes en H,
i3 | Muertes en H;
(4 | Muertes en H,
us | Nacimientos en M
e | Muertes en M,
i7 | Nacimientos en M;
is | Muertes en M;
¢ | Recuperados

M;
H{™ = H{ = BiH =+ H' = o H

La cantidad de humanos susceptibles al tiempo ¢ + 1
M;
Hi™' = Hj + fiH;~— — pusHj — cH,
La cantidad de humanos infectados al tiempo ¢ + 1
H!*' = H! + cH} — pyH!.
La cantidad de humanos recuperados al tiempo ¢ + 1
t+1 t H; t t
Ms = Ms _BQMSE +M5Ms _MGMS
La cantidad de mosquito susceptibles al tiempo ¢ + 1

H;
M = M + By M{ o= — pr M — psM;

La cantidad de mosquitos infectados al tiempo ¢ + 1

4.3.1. Modelacion con sofware
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(4.5)

(4.6)

“.7)

(4.8)

4.9

En este ejemplo tomaremos una poblaciéon de 10000 Humanos susceptibles
(Hg), 100 Humanos infectados (H;),0 Humanos recuperados (H,)(un total de
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10100 poblacién de Humanos),50000 Mosquitos susceptibles(M ) y 10000 Mos-
quitos infectados(M;)(un total de 60000 Mosquitos) para alimentar nuestro primer
programa de como es el ciclo de vida del mosquito, para poder alimentar nuestro
segundo programa que consiste en como afecta el vesctor a una poblacion por me-
dio de un contagio efectivo y tomando en cuenta las tasas de mortalidad, natalidad,
entre otras.

Observemos que en el caso de los mosquitos solo tomamos en cuenta a los
Mosquitos Susceptibles y a los Mosquitos Infectados dado el caso que por el corto
lapso de vida no alcanzan (o no pueden) ser Mosquitos Recuperados.

En este caso tomaremos un lapso de 60 dias para poder observar mejor el
moviento de nuestros contagios

10000 T T T

5000 - =

8000 —

7om - Humanos S i
Humanos Infectados

Humanos Recuperados
6000 =

5000 —

4000 [— —

3000 - =

2000 —

1000 |~ —

Figura 4.1: En este caso tomaremos un lapso de 60 dias para poder observar mejor
el movimiento de nuestros programas.
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10000

;
Humanos 5

Humanos Infectados
9000 - Hurmanos Recuperados (]

6000 -

7000 —

6000 — —

5000 —

4000 —

3000 —

2000 —

1000 — -

Figura 4.2: Este es otro ejemplo de un lapso de 100 dias trans curridos con las
mismas probabilidades de contagio y la misma poblacién.
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Capitulo 5

Conclusion

Uno de los aportes de este trabajo es presentar ala comunidad investigadora
del puerto de Acapulco una interpretacion de un texto bastante escaso en nuestro
entorno. Dicha interpretacién ha sido enriquecida con aportes propios consideran-
do los resultados obtenidos al utilizar algunos de los modelos mencionados en el
libro. Sin duda alguna, los investigadores interesados contaran con un elemento de
referencia en espaiiol a la hora de estudiar los Modelos Matriciales Poblacionales.
Se pretende, representar mas que otro modelo para los mosquitos (Aedes aegypti)
es ser una guia para implementar herramientas en los modelos de poblacionales
matriciales.

Nuestro trabajo se realizé principalmente en Matlab ya que es un software
muy bueno cuando se deas resolver problemas de matrices.
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Apéndice A
Codigos de Matlab

Aln faltan cosas por decir.

% Figuras 1 y 2 de las 2.3
clear
A=[0 1 5;.3 0 0;0 .5 0]
v=[1;0;0]
y=10"—-10:0.02:10
D(:,1)=v
for i=2:15 Isolo se cambia el valor de i=2:60
c=Axv
D(:,i)=c
v=c
end
plot (D(1,:))
hold on;
plot(D(2,:),’r"’)
hold off;
hold on;
plot(D(3,:),°¢g")
hold off;

® N N U A W N = S OV 0 N L R W N =
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1 clear

2 A=[0 1 5;.3 0 0;0 .5 0]
3 v=rand (3,1, single’)

4« %=[1;0;0]

s s=v(1)+v(2)+v(3)

6 p=v/s

7 BE(:,1)=p

s D(:,1)=v

o for 1=2:40

0 c=Axv

1 s=c(1)+c(2)+c(3)

2 p=c/s

3 D(:,i)=c

4 E(:,1)=p

5 v=c

6« end

7 plot (E(1,:))

s hold on;

o plot(E(2,:),’r’)

o plot (E(3,:),’'m”)

vt plot (E(4,:),’g’)

»  xlabel (’Tiempo’)

13 ylabel (’Poblacién_Total’)
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