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Resumen

En este trabajo de tesis consideramos un problema de valor inicial y de frontera
de tipo Cauchy para la ecuacion lineal de Korteweg-de Vries sobre una semirrecta. En
donde, encontramos una representacion integral de la solucion en base a dos métodos
distintos; en el primero, proponemos una transformada de tipo Laplace; y en el se-
gundo, determinamos las ecuaciones de Lax asociadas al problema y, posteriormente,

resolvemos un problema de Riemman-Hilbert simple.
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Introducciéon

En 1834, el ingeniero escocés John Scott-Russell, durante un paseo a caballo por los
alrededores de Edimburgo, observé como una barcaza era remolcada a lo largo de un
estrecho canal por dos caballos que tiraban desde tierra. Mientras Russell contemplaba
el espectaculo, la barcaza se detuvo repentinamente, levantando una ola de agua en la
proa de la nave y fué deslizandose a gran velocidad hacia delante, formando una tnica
ondulacién de gran altura siguiendo su recorrido por el canal, sin variar aparentemente
su forma o reducir la velocidad. Durante un largo tramo, Russell persiguio la ola hasta
que ésta desaparecio entre las curvas del canal. La gigantesca ola que vi6 Russell era
una elevacion tnica sobre la superficie del agua, que mantenia su forma intacta mien-
tras avanzaba. Sorprendido y motivado por el fenémeno, Russell volvio al canal para
hacer nuevas observaciones y en cada ocasion tenfa la oportunidad de contemplar olas
semejantes. A estas olas las llamo6 grandes olas de traslacion y se dedicod a perfeccionar
diferentes técnicas para reproducirlas. Entre sus resultados empiricos obtenidos desta-
can: la amplitud es proporcional a la velocidad de la onda y el volumen de agua en la
onda es igual al del agua desplazada. Fue capaz de obtener una formula que expresaba
la velocidad de la onda en términos de la amplitud y profundidad del canal. Finalmente
pudo recopilar los datos suficientes para redactar un informe coherente que envié a la
Royal Society de Edimburgo. Su publicacién impact6 tanto que algunos investigadores
que experimentaron para poder desvelar los mecanismos de su formacion. Tal es el caso
de Diederick Johannes Korteweg y su estudiante Gustav de Vries que en 1895 presenta-

ron la ecuacién en derivadas parciales no lineal que captura la esencia de este fenémeno



12].

Peter Lax se interes6 en las propiedades matemaéticas de las Ecuaciones Diferenciales
Parciales (EDP) no lineales y sus soluciones. En su articulo de 1968, Lax introdujo el
concepto de un par Lax como una forma de linealizar estas EDP complicadas. Un par
Lax toma una EDP no lineal completamente integrable de orden superior y lo expresa
como un sistema de ecuaciones lineales que involucra un par de operadores diferenciales
o como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden escritas en forma
matricial. Los operadores nos permiten reemplazar la EDP original por un sistema de
ecuaciones lineales de alto orden en una funcién auxiliar, cuya compatibilidad requiere
que la EDP no lineal original se mantenga. Esto evita la dificultad de trabajar con
una EDP no lineal pero introduce el problema de trabajar con operadores diferenciales.
Si se puede encontrar un par Lax no trivial para una EDP determinada, entonces se
garantiza que la EDP serd completamente integrable, es decir, que tiene un ntmero

infinito de leyes de conservacion y soluciones de soliton en cualquier orden [1].

En el presente trabajo, encontramos una representacion integral de la solucion de
un problema de valor inicial y de frontera de tipo Cauchy para la ecuacion lineal de
Korteweg-de Vries (KdV) sobre la semirrecta real positiva, en donde empleamos dos
métodos distintos para este fin; en el primero, planteamos una transformada de ti-
po Laplace y, por medio de su transformada inversa, logramos dicho objetivo. En el
segundo, determinamos las ecuaciones de Lax asociadas al problema, las cuales, nos
disminuyen el orden de la ecuaciéon. A dichas ecuaciones las llevamos a su forma dife-
rencial y, mediante algunos resultados que se planteardn, obtenemos un problema de
Riemann-Hilbert simple, el cual, resolvemos usando el Lema de Plemelj. Posteriormen-
te, aplicando una invarianza sobre las integrales de la representacion integral, logramos
disminuir las condiciones de frontera inmersas en la soluciéon y asi, satisfacer al proble-

ma planteado.



En el primer capitulo mostramos algunos resultados bésicos de algebra muntilineal
cuyas propiedades permiten presentar la nociéon de formas diferenciales, con las que
establecemos algunos resultados importantes como lo es el lema de Poincaré, el cual es

de suma importancia en este trabajo de investigacion.

En el segundo capitulo presenta una breve teoria de conceptos basicos de espacios
de Banach y de Hilbert, ademaés se plantea la idea primordial del problema de Riemann-
Hilbert (RH); podremos ver algunas propiedades y la forma de su solucién en base a

las integrales de Cauchy; estipulado en el lema de Plemelj.

En el tercer capitulo plateamos el problema de valor inicial y de frontera, parte
medular de este trabajo, donde en cada uno de sus apartados correspondientes se deta-
llan los procesos que se realizaron, culminado en algunos ejemplos particulares con sus

representaciones gréficas.



Capitulo 1

Formas Diferenciales y Teorema de Stokes

En este apartado daremos una breve resena para las formas diferenciales, las cuales
seran vistas como objetos formales y mostraremos algunos de los resultados importantes
que éstos cumplen. Posteriormente, presentaremos la operacion de diferenciacion exte-
rior, formas cerradas y formas exactas; mostraremos unos de los resultados importantes

en relacion a las formas.

Dentro de los miultiples roles que tienen las formas diferenciales, esté el describir
sistemas de ecuaciones diferenciales parciales definidos en variedades y el interpretar
las diversas estructuras geométricas que heredan. AplicAndole ciertas operaciones apro-
piadas, varios tipos de éstas formas son inducidas, e integrandolas en variedades se
obtienen algunos invariantes geométricos. Estos invariantes son cantidades que reflejan

la estructura global de variedades y son indispensables en su estudio [11].

Las demostraciones y enunciados de los diversos resultados presentados en este ca-

pitulo se pueden verificar en [11].



1.1. Campos Vectoriales

Definicién 1.1.1. Sea M wuna variedad de clase C* y T,M el espacio tangente en
p € M, es decir, el conjunto de todos los vectores tangentes a p. Diremos que X es
un campo vectorial en M, si para cada punto p € M le asiganamos un vector tangente

X, € T,M de modo que X, es de clase C* con respecto a p.

Definiciéon 1.1.2. Sean U una vecindad abierta de p, V un abierto en R® y ¢ : U — V
un homomorfismo. A las imdgenes de todo punto q € U bajo ¢, las podemos escribir

como n-tuplas
¢(q) = (21(q); - - -, za(q))

las que llamaremos coordenadas locales de q, U serd una vecindad coordenada y los
z;, funciones coordenadas definidas en U. Ademds, ol par (U,¢) = (U;xq,...,2,)

lo llamaremos sistema local coordenado.

Proposicion 1.1.1. Sean (U;zy,...,x,) y (Viyi,...,yn) dos sistemas coordenados

locales alrededor de p en una vecindad M de clase C*°. Entonces

Gy]
6% Z@xz 8y]

Si (U;xy,...,x,) es un sistema coordenado local de M, entonces para cada punto

p € U, X es descrito como:
X, a;(
Z v ﬁxl

donde las a; son funciones definidas en U. X, serd de clase C* con respecto a p, si cada

a; es una funcién de clase C*°.

Observacion 1.1.1. 5% yy,...,y, es un sistema coordenado de funciones definidos
alrededor de p, entonces
n n ayl a
X E — 1.1

Jj=1



Asi, las a; son funciones de clase C* que no depende de la elecciéon de las coordena-

das locales.

Tomemos a X(M) como el conjunto de todos los campos vectoriales en M y sea

f € C®(M), definimos a fX € X(M) como:

(fX)p = F(P) Xp-

Por otro lado, recordemos que un rol importante del vector tangente es la derivada
direccional de funciones. Con este rol, podemos hacer un campo vectorial X que actue

sobre cualquier funcion f € C*(M), es decir,
(X/)(p) = Xp(f) con pe M.
Si le damos una expresion local de X, entonces
XNw = Y a2 o)
P i
v a X f lo llamaremos la derivada de f por el campo X. Donde obtenemos la funcién

X(M) x C*(M) — C*
(X, f) — X[,

la cual satisface
1. X(af+bg)=aXf+bXg
2. X(fg)=(Xf)g+{(Xg)

para a,b € Ry f,g € C*(M).

1.2. El Bracket de un Campo Vectorial

Sean X,Y € X (M) dos campos vectoriales en una variedad M de clase C*°. Enton-

ces X,Y actuan como derivadas en C*(M).



Consideremos la funcién
v:C®(M) — C*(M)
f = X(Yf)-Y(X[).

Note que X (Y f)-Y (X f) = (XY -YX)f, lo cual, implica que XY —Y X es un campo

vectorial en M al que denotaremos [ X, Y.

Tomamos a la funcion
g,:C*(M) — R
[ = [X Y]pf = Xp<Yf) _YZD(Xf)

para cada punto p € M esta funciéon satisface la condicion del vector tangente en p; es

decir, [X, Y], es un vector tangente para M en p.

Por otro lado, si [ X, Y], es de clase C* con respecto a p y damos una expresion local

de X yY;

donde

Entonces

- ob; da;\ Of
Kv1=3 (52~ 052 ) oo
A esta expresion, la llamaremos el Bracket de X y Y, el cual cumple las siguientes

propiedades:
1. [aX +bX" Y] =a[X,Y] +b[X,Y] con a,b € R.
2. [V, X] = —[X,Y].
3. [[X,Y],2] +[[Y, 2], X] + |2, X],Y] = 0.

4. [fX,gY] = fglX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y )X con f,g € C*(M).



1.3. Formas Diferenciales

Definicién 1.3.1. Sea R un campo y A un espacio vectorial sobre R con estructura de

anillo, cuyo producto estd dado por:

o AxA — A
(A p) = Ap
tal que
a(Ap) = (aA)p = Aap)

se satisface con a € R y A\, u € A, entonces diremos que N\ es un dlgebra de R.

Para fines practicos de esta tesis, enunciaremos algunas propiedades relevantes que
caracterizan a las formas diferenciales en R”, ya que una n-variedad, localmente, se ve

como R™.

Denotaremos por A} al algebra generada por dxy,--- ,dx, en R" que satisface la

ecuacion siguiente

con ¢, j arbitrarios. Llamaremos a A} al algebra exterior generada por dz4, ..., dx,.

Observacion 1.3.1. De la expresion (1.2) tenemos que dx; Ndz; = 0 para i arbitrario.

Denotaremos al conjunto de todas las combinaciones lineales de monomiales de

grado k por AF. Asi
* k
n=EP k.
k=0

Una base para AF es:

donde 1 <41 < ... <1 <n.



A la combinacion lineal de los elementos de (1.3) con funciones de clase C* en R™

como coeficientes, le llamamos una k—forma diferencial en R"”, es decir
W = E fil 77777 Zk(xl,,xn)dx“/\/\dxzk

Denotaremos por 2*(R™) como el conjunto de todas las k—formas diferenciales en R",
es decir

AR") = {w:R" = A¥ : w es de clase C*(R")}.

Al algebra de estas formas diferenciales en R" la denotaremos como
A(R") = P A*R")
k=0

En particular, 2°(R") = C>*(R"), es decir, las formas diferenciales de grado 0 son

funciones de clase C*®

1.3.1. Producto Exterior

Definicion 1.3.2. Sean w € A¥(R™) una k—forma diferencial y n € AY(R™) una
l—forma diferencial. Definiremos al producto exterior de dos formas diferenciales, como

w A n € A(R™), tal que
W/\T]:Zfngdxi1/\"'/\dxik /\d$j1 /\-‘-/\dxjm
I,J

donde
w:ZfIdxil/\.../\dmik Y n:Zngle/\.../\dxjk.
I J

En el caso general, donde M es una variedad de clase C*°, podemos definir el pro-

ducto exterior de la siguiente forma
Definicién 1.3.3. Sea p € M, w, € /\"”T;M Yy € /\lT;M. Entonces w, N n, €
/\k“T;M, tal que

(WAN)p=wp Anp



Observacién 1.3.2. Siw = fdx;, A...,dx;, yn=gdx; N... dxj. Entonces,
wAn= fogdz; N... dx; Ndx; A... dz;.
Por otra parte, el producto exterior nos induce a una funcién bilineal

@ AN (M) x A(M) — A(M)

(w,n) = wAn
tal que cumple con las siguientes propiedades:
L nAw=(=1)"wAn.

2. WA 77(X17 s 7Xk+l) = ﬁ Z Sgn0w<XU(l)7 s 7X0(k))77(XU(k+1)7 ce 7Xo(k+l))7

0€G 4

donde &y, es el conjunto de todas las permutaciones de k + [ cartas.

1.3.2. Derivada Exterior

Definicién 1.3.4. Sea d : AF(R") — AMYR") una funcion lineal. Definiremos la

derwada exterior de una k—forma diferencial w, como
j=1""

donde w = f(x1,...,x,)dx;, N... Ndz;,

Si f € A°(R™), entonces su derivada exterior, df € A'(R") es:

N9

la cual, coincide con la derivada total.

Lema 1.3.1. Sea d una funcion lineal definida como en (1.4), entonces dod = 0, es

decir para una k—forma w, d(dw) = 0.

10



Definicién 1.3.5. Sea w una k—forma diferencial. Diremos que w es una forma di-
ferencial cerrada, si dw = 0. Por otra parte, diremos que es exacta, si existe una

(k — 1)—forma diferencial n, tal que dw = 7.

Observacion 1.3.3. Retomando el lema anterior, tenemos que toda forma diferencial

exacta es un forma cerrada.

De esta observacién podriamos preguntarnos si el caso inverso se d4 para forma
diferenciales de orden k. En el caso de R", ésto es cierto cuando k& > 0, el cual se
estipula en el lema de Poincaré, pero en el caso general no siempre es asi. A continuacion

enunciaremos algunas propiedades de la derivada en conjunto al producto exterior.
Proposicién 1.3.1. Sean w € A*(R") y n € A (R"), entonces

1. nAw=(—1)*wAn.

2. dlwAn)=dwAn+ (=1)w A dn.

Denotaremos por ToR"™ al espacio tangente de R" en el origen y a TyR" como el

espacio dual de éste, el cual lo definimos como:
T)R" ={a: THR" — R, « lineal }

Para el caso general, donde M es una variedad n dimensional de clase C*°, denotaremos

a todas las k—formas en M como 2A*(M) y al algebra de éstas, como 2A*(M), donde
A (M) = Pak(m)
k=0

con respecto a k, es decir, el conjunto de todas las formas diferenciales en M y para

este caso, podemos definir algunas operaciones en A*(M).

Definicién 1.3.6. Sea w € A¥(M) una k—forma en M, definimos a dw € A*L(M)

como la deriwada exterior, de tal modo que:
of
dw = Za—%dxj ANdzi; N+ Ndg,
J

donde w = fdx; Ndx;; N+ Ndwg, .

11



Teorema 1.3.1. Sea M una variedad de clase C* y w € A¥(M) una k—forma en M,

entonces para los campos vectoriales Xy, ..., Xgr1 € X(M) se tiene
AR
dw(Xq, ..., Xg1) = Pl <Z(_1)1+1Xi(w(xla---737i—17xi+17~-~,$k+1))>
i=1
1 it
+ il (;(—1) (X, X5], 1, i1, Tig 1y - T 1, Ty 15 - - - 737k+1)>

Cuando k =1, tenemos

d(X,Y) = % (Xw(Y) = Yo(X) — w([X,Y]))

donde w € A (M).

1.3.3. Integrales y el Teorema de Stokes

Definicién 1.3.7. Sea f : X — R una funcion continua en un espacio topoldgico X.
Llamaremos soporte de f a la cerradura del conjunto de todos los puntos donde el valor

de la funcion no es cero, es decir

suppf ={zx € X : f(z) # 0}

Definiciéon 1.3.8. Sea f(x) una funcion de clase C* en R™ con soporte compacto, su

integral estd definida por:

f(z)dzy,...dz, = lim Zf(mj)|aj| (1.5)
R j

loj|—0

donde o son cubos pequerios n-dimensionales que en conjunto cubren un suppf, x; es

un punto en o; y |oj| es el volumen de o;.

Si tomamos a w = f(z)dxy,...dr, una n forma diferencial en R". Asi (1.5) puede

[

ser visto como:

12



Ahora, tomemos un sistema de coordenadas y;,...,y, de R" y ¢ : R" — R" un difeo-
morfismo de clase C* con coordenadas ¥, ..., y, para R" y con coordenadas x1, ..., x,

en R". Asi, x; = x;(y1,...,Ys) es una funcion de clase C>.

Con esto, podemos expresar a w con respecto a las nuevas coordenadas y;, es decir,

Oz

w= f(z(y)) det (ax ) dyy A ... N\ dy,.

J

Por lo tanto, por el cambio de variable, tenemos

flz)dzy ... de, = | f(z, y)‘ det (%) ‘dyl . dyy,
Rn

R J

donde <%> es la matriz Jacobiana del cambio de coordenadas.
J

Observacion 1.3.4. Si especificamos una orientacion en R™, la integral de w en R"
se determina unica e independientemente de la eleccion de las coordenadas. Ademds,
no es necesario asumir que el cambio de coordenadas p se defina en todo R™, basta con

hacerlo para un abierto U que tenga suppf.

Definicién 1.3.9. Sea w una forma diferencial en M. Llamaremos soporte de w al

conjunto cerrado mas pequeno, tal que w es 0 fuera de éste. Es decir,

suppw = {p € M : w, # 0} (1.6)

Definiciéon 1.3.10. Sea M una variedad n dimensional orientada de clase C* y w una

n forma en M con soporte compacto. Entonces, la integral de w en M la definimos

/M v=3 / e (1.7)

donde el soporte de f;w estd contenido en una vecindad coordenada U;.

como:

Dado que el soporte de w es compacto y la cubierta abierta {U;} es localmente finita,
entonces la integral / fiw = 0, excepto para un nimero finito de i y el valor de la suma
U;

total en ¢ queda establecido.

13



Proposicion 1.3.2. Sea w una n forma en una variedad M y a,b € R, entonces la

integral definida en (1.7) es lineal; es decir,

/aw+bn:a/w+b/n.
M M M

1.3.4. Teorema de Stokes

Teorema 1.3.2. Sea M una variedad n dimensional orientada de clase C* y w una

(n — 1) forma en M con soporte compacto. Entonces,

/dw:/ w.
M OM

donde OM es la frontera de M y tiene la orientacion de M.
El siguiente corolario es consecuencia del teorema de Stokes.

Corolario 1.3.1. Sea M una variedad n dimensional orientada de clase C* sin fron-

tera. Entonces, para una (n — 1) forma w en M con soporte compacto, se tiene

/dw—O.
M

Denotaremos por Z*(M) al conjunto de las k—formas cerradas en M y por B*(M)
al conjunto de las k—formas exactas. Luego, si Dy = {d;|d; : A*(M) — A" (M)} y
Dy = {ds|dy : A*1(M) — AR (M)} se tiene que

ZF(M) = ker(D,) y B*(M) = Im(Dy). (1.8)
Note que Z*(M) y B*(M) son subespacios lineales de 21*(M).

Definiciéon 1.3.11. Sea M una variedad n dimensional de clase C* el espacio cociente
formado por (1.8), HEr(M), lo llamaremos el grupo de cohomologia de de Rham
k dimensional en M y a la suma directa le diremos, solamente, que es el grupo de

cohomologia de Rham, el cual estd expresado como

Hpp(M) = @DHR(M) (1.9)
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En otras palabras, la expresion (1.9) es la cohomologia de cocadenas complejas. Asi,
Hpp(M) = H*(A*(M); d)
es decir, para una funcién d, se tiene que
0 AV (M) = A (M) > - = A" (M) = 0.
Al cual, llamaremos el complejo de Rham

Proposiciéon 1.3.3. Sea M una variedad de clase C*°(M), ¢ : M x R — M una
proyeccidn del primer factor e i : M — M x R una funcion definida por i(p) = (p,0)
con p € M. Entonces, la funcion ¢* : Hjp(M) — H})p(M x R) inducido por ¢, es un

isomorfismo y i* : Hjyp(M X R) — H},p(M) es su inversa.

A continuacion, enunciaremos un resultado derivado de esta proposicion, el cual es

conocido como el Lema de Poincaré.

Corolario 1.3.2. La cohomologia de Rham de R"™ es trivial, es decir

R st =0
0 si >0

HMR™) =

En otras palabras, este corolario nos dice que:

Observacién 1.3.5. Dada una forma diferencial cerrada w € 2A*(R™) con k > 0,

entonces eziste una (k — 1)-forma n, tal que w = dn.
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Capitulo 2

Problema de Riemann Hilbert

En este capitulo trataremos algunos conceptos basicos sobre el problema mas basico
de Riemann-Hilbert, donde la idea primordial es resolver una funcion seccionalmen-
te analitica en el plano complejo, que satisface una condicién de salto especifica sobre

una curva dada; siempre y cuando, la curva cumpla con ciertas condiciones en especifico.

Primordialmente, definiremos lo que es un espacio de Hilbert y de Banach, donde
veremos la relacion que tiene con este tipo de problemas. Posteriormente, se mostrara
las condiciones y algunos resultados para poder dar las soluciones a estos problemas,

cuyas demostraciones se pueden consultar en [7].

2.1. Espacios de Banach y Hilbert

Definicién 2.1.1. ||z|| se llama una norma en un espacio lineal X, si es una funcion

de valor real definida para cada x € X y cumple lo siguiente:
1. |z|| >0y [|z|| =0, si y solo si x=0.

2. || x| = |M||x|| para cualquier escalar X.
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3 Nz +yll < el + lyll-

Un espacio normado es un espacio métrico, pero el inverso es falso; hay espacios

métricos lineales que no estan normados.

Definicion 2.1.2. Un espacio completo normado se dice que es un espacto de Ba-

nach.

Ejemplo 2.1.1. Tomemos a C¥)(Q), donde Q C R™ es un dominio cerrado y acotado.
Este espacio consiste en aquellas funciones que estin definidas y son continuas en 2

y tales que todas sus derivadas hasta la de orden k son continuas en €2 . La norma en
C*)(Q) se define por:
@) = mix| ()] + 3 mix| D F ()]
|la|<k
Ejemplo 2.1.2. Sean H** con 0 < X\ < 1 un espacio de Hélder; el cual consiste en

todas las funciones de C*(Q)) cuya norma estd definida por:

[f@)] = > max|D*f()] + Y sup D f(x) = D*f(y)|

A
o :C —_—
0<lal<k o =KV [z =l

Definicién 2.1.3. Sea H un espacio vectorial en R o C. Un producto interno, (x,y)

es una funcion que va de H x H a R (C), tal que:

1. Para todo x € H, la funcion y — (x,y) es lineal.

2. (z,y) = (z,y) para todo x,y € H
3. (x,x) > 0 para todo x € H y la igualdad se cumple si, y solo si x =0

Definicién 2.1.4. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno que es

completo.

Ejemplo 2.1.3. Sea Q un abierto en H. El espacio L*(2) con producto interno

(f.g) = / F@g(a)d

es un espacio de Hilbert.



2.2. Problema de Riemann Hilbert

Un problema de Riemann-Hilbert (RH) consiste en construir una funciéon seccional-
mente analitica dictada por su comportamiento en la frontera de la region de analiti-
cidad. Sea s en algin contorno I' C C, usamos ®* y ®~ para referenciar los valores
de frontera para los que ®(z) toma cuando z — s por la izquierda y derecha de T,

respectivamente, siempre que el limite existe.

Esencialmente, un problema de RH tiene la forma:

Sea I un contorno, zg € CU {0}, Cy € C"*™ un punto y una constante de norma-

lizacion y las funciones de salto
G:I'—-C™" y F:.:I' —»C"™™,
también llamadas matrices de salto. Encontrar ® : C\ I' — C™*™ tal que:
1. ®(z) es analitica en C\ T
2. ®(z) esta acotado en oo
3. D(z9) = Cy
4. ®(z) satisface la condicion de salto. Si s € T,

Ot (s) =D (s)G(s) + F(s). (2.1)

Definicion 2.2.1. Sea I' C C una curva en el plano complejo. Diremos que es un
contorno completo si estd orientada de tal forma que C\ T se descompone en regiones

a la izquierda y a la derecha, es decir
C\T=Q,UQ_ tal que Q. NQ_ =1,

donde Q. estd a la izquierda y Q) a la derecha de T'.
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Se usan componentes disjuntos {24 para definir los valores de los limites de la fron-
tera, es decir

Ot (s) = lim®P(z) y P (s) = HmP(z).

Z—rS Z—rS
cuando z € €2, y z € (), respectivamente. Asumiendo que z — s a lo largo de una

curva que no es tangencial a I'.
Para que la primera condicion del problema de RH de arriba sea definida precisa-
mente, ®* requiere de:

1. ®*(s) exista en todo punto interior del contorno y sean continuas, excepto en
los extremos de I', donde es localmente integrable, es decir, un problema de RH

continuo.

2. ®*(s) existe en casi todas partes (con respecto a una medida de Lebesgue de
longitud de arco) y esté en un espacio L? apropiado, es decir, un problema de RH

LP.
Asi, resolver un problema de RH especifico depende del sentido con que se tome.

Definiciéon 2.2.2. Diremos que una funcion ® es de grado finito en el infinito si

lim sup|z|™"|®| < oo para algin n.
|z| =00

Observacion 2.2.1. Para resolver una problema de RH, la funcion debe ser de grado

finito en el infinito.

Para los problema de RH continuos especificamos algunos términos en las series

asintoticas de ® en el co. Asi,
P(2)=T+0(1) o ®(2)=1+C/z+o0(z")

para la primera igualdad, ®(oc0) = I.
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Estas condiciones comparten una analogia con las condiciones iniciales y de frontera

en el sentido de los ecuaciones diferenciales. Usamos la convergencia uniforme, es decir
O(2) =p(2) +o(z7") cuando z — oo,

lo que equivale a

lim sup |®(z) — p(2)||2|" =0

R—>OO|Z‘:R

Si I' esta acotado, entonces
P(2)=T+0(z"1) 0o ®)=1+C/2+0(z?),

donde
O(2) =p(z) + O(z™") cuando z — oo

equivalentemente

lim sup sup |®(z) — p(2)||z|" < oc.

R—oo |z|=R

2.2.1. Integrales de Cauchy

Definiciéon 2.2.3. Sea I' una curva orientada y f : I' = C una funcion. Definiremos

la integral de Cauchy como

Crf(z) = (5) os, (2.2)

rs—~%

ds

donde 0s = o
YI¥3

Observacion 2.2.2. La funcidon integral de Cauchy funciona en un entorno para fun-

citones analiticas fuera del contorno.

Definicion 2.2.4. Sea 2 C C. Diremos que una funcion f : Q — C es a—Hdélder

continua en ), si para cada s* € ), existe N\(s*), 0(s*) > 0 tal que
[f(s) = F(s)| S A(sT)[s = s7[% s = s"[ < (s7), s € Q.

Note que esta definicion es util cuando « € (0,1]. Si o = 1, f es Lipschitz y si es

a > 1, entonces f es constante.
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Definicién 2.2.5. Sea f : Q2 — C una funcion. Diremos que f es uniformemente a—

Hélder continua en €2, si A y 6 lo podemos elegir independientemente de s*.

Lema 2.2.1. Una funcion uniformemente a— Holder continua en una curva acotada I

con constantes 6 y N\, satisface

{|f(31) — [(s2)]

|51 — 8o

}<CA<oo,

sup
s1,52€l’

donde C' depende de 6 en I" y s1 # so.

Definiciéon 2.2.6. Sea I' una curva suave, cerrada y acotada, un espacio de Banach,

C%(T), consiste de las funciones uniformemente a— Hélder continuas con norma

Hf”O,a = ilelII‘) |f(8)| + |f|0,a-

|s1—s2|*

donde | flo,a = SUPg; soel {w}y 51 # Sa.

2.2.2. Lema de Plemelj

Lema 2.2.2. Seq I' una curva suave y acotada, f : I' — C una funcion a—Hdlder

continua y f(s*) para algin s* € T'. Entonces,
1. Crf(s*) existe.

2. Para cada 0 > 0, existe 6 > 0 tal que Crf(z) es continua en By o(s*,0), donde O
es el angulo que hace la tangente de I' a s* con la horizontal.
Donde By(x,0) = {y € B(z,9) : |%‘E;y)\ > senﬁ} con 0 € (0,7).
Observacion 2.2.3. Bys(z,0) = (Bg(r,08) — x)e'®.

Ahora, hablaremos del valor del limite de Cr f(s*) cuando f es una funcion a—Hdlder

continua.
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Tomemos a s* € I' y consideremos a

st = [HO IOy [ 2

9
S —Zz

por el teorema de Cauchy, tenemos

/ s 1 si z€QF
rs—=z 0 en otro caso.

Por el lema anterior, tenemos los limites de izquierda y derecha de la integral de Cauchy.

Ca) =l Gesto = [ FE=T

donde los limites son notangenciales. Asi, si s* € I', el valor principal de la integral de

(s) os = lim/ /(s) os.
§—8* 340 Jr\B(s*,5)S — 5"

SiI's =T'N B(s*,0), entonces
/—f(s) — f(s*)as = lim —(S) — f(s*)os
r Ss—s*

00 I\[s s — 8*

Cauchy es:

i S i oS
= lim 1(s) os — lim .
310 I'\Ts s — s* 410 I\l s — s*

Asi, llegamos a un resultado, el cual, nos dice que la integral de Cauchy es la solucién
(inica) para un problema de RH (Problema simple escalar de RH), el cual es conocido

como el Lema de Plemelj.

Lema 2.2.3. Sea I' un arco suave que va de a hasta b y f una funcion a—Hdélder

continua en T'. Entonces, para s* € T'\ {a,b}

(3)

s — s*

Clf(s*) = %f(s*)jL os
Crf(s*) = —%f(s*) —1—%%05.

Equivalentemente

Chf(s*) —Crf(s*) = f(s*) o CLf(s")+Crf(s*) = 2%%05.
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Capitulo 3

Ecuacion Lineal de Korteweg-de Vries sobre una

Semirrecta

3.1. El Método Unificado

En este apartado haremos el andlisis de un problema de valor inicial y de frontera
para la ecuacion de KdV lineal. Con base a dos métodos distintos lograr encontrar una
representacion integral de solucién y poder parametrizar sus términos, de tal modo, que
se puedan dar estimacién numérica y, conseguir asi, una representacion grafica de su

comportamiento.

Consideremos un problema de valor inicial y de frontera para la ecuacion de KdV
homogénea lineal. Asi, tomemos a A > 0y a q : C3(Q) — R, tal que Q = Rf x R y

satisface
gz, t) = —A0iq(x,t)

q(z,0) = qo(x) (3.1)

q(0,t) = ho(t).
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Utilizaremos una transformada para poder resolver la ecuacion (3.1), la cual definiremos

COoImo:

Definiciéon 3.1.1. Sea t > 0. Entonces definimos la transformada ¢ de q como:

k)= [ ey )y, (32
0
stempre y cuando la integral sea convergente.

Ahora para poder encontrar la expresion de ¢, definimos la transformada inversa de

la expresion (3.2) como sigue.

Definicion 3.1.2. Sea ¢(k,t) la transformada que se define en (3.2) y sea y > 0.

Entonces definimos la transformada inversa, q, como:

1 )
q(z,t) = e*rq(k,t)dk. (3.3)

2 Jy
Teorema 3.1.1. Sean q : C3(Q) — R, tal que satisface la ecuacion (3.1) y ¢(k,t)
definida en (3.2), entonces (3.1) tiene una representacion integral de la solucidn de la

forma

A ) Ny
q(z,t) = / MR (g5 (NKP 1) + (i) g1 (AK® £) + (k)2 g0 (MK, )] dk
R

2
1 . .
/ezkx-l-z)\k?’th(k? O)dkf
R

oo

Demostracion. Derivamos a (3.2) y sustituyendo a (3.1), obtenemos que:
G (K, t) = X400 (0,1) + (i) (0, 5) + (ik)?q(0, 8) — (ik)°q(k. )]

la cual es una ecuacion lineal de primer orden con respecto a t. Asi, solucionamos por

factor integrante y obtenemos que
eii)\k:sth(ka t) - (j(k7 0) = )\QQ()\]C?’, t) + (Zk))‘gl<)\k37 t) + (Zk)Q)\QO(/\k?’? t)v (34)

donde
t
s(0.0)= [ 0ia(0.5)ds
0
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Por lo que, por la transformada inversa de Fourier, se tiene:
g(z,t) = 21 / RN Tg (MRS 1) + (ik) gy (MRS, ) + (ik)2g0 (AK®, )] de (3.5)
TJR

1 N3
/elk$+l)\k t(j(k, 0)dk‘
R

oo

3.2. Pares de Lax

Con el método precedente, se logré obtener una representacion integral al problema
de valor inicial y de frontera propuesto en (3.1), cuya base primordial esta dada por
una propuesta de una transformada que actua sobre la recta real, la cual, tiene cier-
tas desventajas, si deseamos restringir el dominio de ésta a un intervalo, dado que la
transformada propuesta, al ser un alterado de la transformada de Laplace y Fourier, no
podemos adaptarlas a que actuen sobre un intervalo. Por lo que, el siguiente método
nos dara mayor libertad en ese ambito, dado que no requiere de una transformada, solo
que los dominios cumplan ciertas propiedades, las cuales en el transcurso de la seccion

se irdn detallando.

Dado el problema de valor inicial y de frontera mostrado en (3.1), podemos calcular

el operador adjunto de la ecuaciéon del problema. Asi, la podemos ver como
(0 + 22)q = 0. (3.6)

Definicion 3.2.1. Sea £ : C3(Q2) — C°%(Q) que define al operador diferencial de (3.1),
tal que

donde L = (0, + \J2)

Definicién 3.2.2. Definiremos el producto interior vinculado a la ecuacion (3.1) como

la funcion (-,-) : C3(Q) x C3(QY) — R* tal que

(0 + A02)a,p) =//(@+Aa§)q-pdxdt-
Q
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Teorema 3.2.1. Sean Q = [0,00) x [0,T] y p,q : C3(Q) — R, entonces el operador

adjunto de la ecuacion (3.1) estd dado de la forma
—pr = ADop. (3.7)

Antes de demostrar que este teorema se cumple, vamos a considerar el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Sea p,q: C3(Q2) — R. Tomando el producto interior de estas dos funcio-

nes, tal como en la definicion (3.2.2) entonces

/qudx + A/(pqm\g — Palzlg + Deatla)dt = 0.

Demostracion. Utilizando el hecho que p estd contenido en un conjunto con soporte

compacto, entonces se tiene que p(0,t) = p(oo,t) = 0. Asi, se tiene la demostracion. [
Con este lema, podemos dar pie a la demostracion del teorema (3.2.1).

Demostracion. Utilizando la definicion (3.2.2) e integrando por partes, tenemos que

(8 + 2\0)q,p) = /PQ|§2dt + /\/(pq$x|ﬂ — Pallalg + Paatla)dt + (g, — (0, + AO2)p).

Tomando en cuenta el lema anterior, llegamos al resultado deseado. O]

Con los resultados previos, vemos que la forma adjunta p relacionada a la ecuacién

de inicio, satisface la equacion (3.7).

Ademés, podemos notar que este operador es en particular, un operador autoadjun-

to, tal y como veremos en el siguiente enunciado.

Corolario 3.2.1. Sea p: C3(Q) — R el operador adjunto de la ecuacion (3.1), tal que

p(z.t) satisface la igualdad (3.7), entonces p es un operador autoadjunto.

Demostracion. Sea p: C3(Q) — R. De la expresion (3.7), podemos observar que

(8, + \2)p = 0,
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de donde se puede notar que el operador (9; + \J2) es el mismo que de la expresion

(3.6). 0

Multiplicando la ecuacion (3.1) por p y a la ecuacion (3.7) por g, restandolas y

completando la derivada del producto, se tiene que:

(pQ)t - )‘(_sz’p + Paqz — psz)x =0. (38)

Supongamos que la ecuacion (3.1) es valida en un abierto, suave a trozos, Q C R? y sea
2° un subdominio de 2. Aplicando el teorema de Green a (3.8) en el subdominio Q° y

el corolario (1.3.1), entonces

// ()t — M —Gzap + P2le — Pzaq)s] dudt = / [(pq)d€ — A(—qeep + Peqe — peeq)ds] = 0. (3.9)
Qo a0e

Una familia uniparameétrica de soluciones de (3.7) esta dada por:
px, by k) = e oMt (3.10)
Luego, al sustituir a (3.10) en (3.8) y (3.9) se obtiene:

(ebemng) = (e oW gy + (<ik)q, — (<ik)q] ) =0 (3.11)

xT

/ [e—ikf—ikkgs (¢d€ = X [~qua + (—ik)qe — (—ik)?q] ds)} = 0. (3.12)
ane
Ahora, de la ecuacion (3.11), si desarrollamos las derivadas y eliminamos términos se-

mejantes, entonces cumple ser una forma diferencial exacta, cuando (3.1) se satisface y

es valida en ©, entonces existe una O-forma M = p(z, t, k)e et (M)t

Como la ecuacion estd formulada en la semirrecta y siendo
N ={0<¢<00,0<s<t},

entonces (3.12) llega a ser la relacion global.



Si la ecuacion (3.1) es valida en €, entonces de la expresion (3.11) , tenemos la

existencia de una funcién M tal que:
M, = e—ikaz—i/\kth (3.13)
M, = e hmWIN (g, + (—ik)g, — (—ik)%q)] .
Por otro lado, tenemos que
M, = e MWy 4 (—ik)p) (3.14)
M, = e—ikr—i)\kSt(Mt + (—i)\k)3,u).
Asi, de las ecuaciones (3.13) y (3.14), obtenemos el sistema:
pa + (—ik)p = ¢
pe+ (=i 1 = M(—Gaa + (—ik)qe — (—ik)?q).
Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado

Teorema 3.2.2. El problema de valor inicial y de frontera (3.1) es equivalente al

sistema

pa + (—itk)p = ¢ (3.15)

pe+ (—iNeP = M=o + (—ik)q. — (—ik)%q).

Este sistema de ecuaciones es conocido como las Ecuaciones de Lax.

3.3. Problema de Riemann Hilbert

Dado el problema de valor inicial y de frontera definido en (3.1), en este apartado lo
reduciremos a un problema de RH; en el cual, buscaremos una funcion seccionalmente

analitica que cumplan la condicion de salto.

Asi, del sistema (3.15), vemos que su forma diferencial est4 dada por

W (z,t; k) = e =M (qdz 4 [N(—ew + (—ik)qz — (—ik)?q)] dt) . (3.16)
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Proposicién 3.3.1. La forma diferencial (3.16) del sistema (3.15) es cerrada.

Demostracion. Sea W la forma diferencial estipulada en (3.16), entonces

dW = Wydx + W,dt

e (03B 1 ) dE A d
Esta tultima ecuacion serd cerrada si se cumple la expresion (3.1). O

Dado que € es una abierto, suave a trozos, por el lema de Poincaré (corolario (1.3.2)),
la forma diferencial cerrada W es también exacta. Asi existe una 0—forma diferencial
ue—z‘kx—u\k%’ tal que:

d <M6—ikx—z’>\k3t) — W, (3.17)

para la cual, ¢(x,t) satisface a (3.1) en el dominio

Q°={(x,t):0<z<o00,0<t<T}.

Asi integrando la expresion (3.17) de (x;, ;) a (x,t) y multiplicando el lado izquierdo

ikx+i\k3t

por e , se tiene:

(m,t) o
iz, t, k) = /( M@= OFNTE=) Tgde + X [—qee + (—ik)qe — (—ik)?q] ds] , (3.18)

Zj,t;5)
donde
pi(a,t, k) = ple,t, k) — plag, by, k)@= Hdw =),

Observacion 3.3.1. Si integramos por partes la expresion (3.18), cuando k tiende a

00, entonces la integral tiende a 0. Por lo tanto,
1
=0(—-].
=0 ()

Ahora, elegimos el punto (z;,t;) € Q de tal modo que podamos definir una funcion

1

FEs decir, p es de orden ;.

seccionalmente analitica p(z, ¢, k). Como Q es un dominio poligonal, entonces los puntos

(x,t;) los podemos tomar como los puntos de las esquinas. Asf,

(x1,t1) = (0,T), (xa,t2) =(0,0), vy (3,t3) = (00,1).
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Por lo que, para « = 1,2, 3 tenemos que

(z,t) ) . s , . '
iz, t, k) = /( eR@=OFIMNTE=9) Tgde + X [—qee + (—ik)qe — (—ik)%q] ds],

Z4,ti)

Ahora, tomamos el punto (x,t) = (0,0), entonces
p1(0,0,k) = / ke qd€ + X [—qee + (—ik)qe — (—ik)’q] ds]
p2(0,0,k) = O,T (3.19)
p3(0,0,k) = —/Oooe““‘x‘g)Q(f,t)df-
Asi, obtenemos las siguientes condiciones de salto
Apa(r,t, k) = =™ (G(k)),
Apzs(a,t k) = e* M (Go(k)), (3.20)
Al t k) = "N (=g (k) + Go(k)).

donde Ay, ; las diferencias de las expresiones dadas en (3.19), coni =1,2y j = 2,3.

Siendo
t 5
gk) = / g hr—iAk"s [qd€ + X [—qee + (—ik)qe — (—ik)?q] ds]
0

o
Go(k) = / e Mq(y, 0)dy.
0
Por el lema (2.2.3) y la integral de cauchy podemos encontrar una soluciéon explicita

para la condicion de salto (3.20), es decir

t/{ — lxz+il°t o l _/ ilx+il°t ~ l ) 321
M($77 ) QWi{/aDe q0<)l—t ]Re g()l—t ( )
Asi, de (3.21) y (3.15) llegamos a la solucion de (3.1). Este proceso se resume en

el siguiente teorema, el cual refleja al problema de RH vinculado al problema de valor

inicial y de frontera inicial.

Teorema 3.3.1. Dado el problema de valor inicial y de frontera (3.1), podemos obtener
un problema de RH con las condiciones de salto (3.20). Asi, el problema (3.1) tiene

como solucidn a

1 ikx+iAk3t A A ikx+izk3t ~
IRTT1 _—— KT . .22
q(w,t) = —2 /e (Zo(k)dk 5 ; +e g(k)dk (3 )
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3.4. Invarianza

Ahora, buscaremos una v # k, de tal modo que M\v® = \k?; es decir,
Ul = Mk y U2 — ﬂk (323)

Proposicion 3.4.1. Dada las invarianzas (3.23) y la transformada definida en (3.2),

entonces ésta tendrd como dominio a
T, = {k e Im(k) > \/§Re(k)}, (3.24)
T, — {k e C: —Im(k) < \/§Re(k;)} ,
donde Ty y Ty son los dominios de la transformada, evaluada en las invarianzas, res-
pectivamente.

Demostracion. Si sustituimos (3.23) en la transformada (3.2), tenemos que

o0
G(vi2,t) = / etz t)da. (3.25)
0
Dado que ¢(x,t), por definicion de la transformada, es de orden exponencial, enton-

ces ésta estd acotada. Para que la integral tenga sentido, entonces debe de converger;

es decir, siendo k = Re(k) + iIm(k) con Re(k),Im(k) € R; en el caso de la inva-
V3Re(k)—Im(k) H
2 e

V3Re(k) < Im(k). Analogamente para la invarianza v, resuminos que converge cuando

iRe(k)+\/§Im(k) V3Re(k)—Im(k)
2 2

rianza vy, |e | =le |, 1o cual tiende a 0, siempre que

V3Re(k) > —Im(k) y asi, los dominios son los conjuntos (3.24) O
L ‘ T
Figura 3.1: Dominio de convergencia de Figura 3.2: Dominio de convergencia de

(j(l)l,t). (j(vg,t).



Sustituyendo las expresiones de (3.25) en (3.4) y despejando a g»(k3,t), se tiene que:

QQU{?S, t) = €_i>\k3th(Ul72, t) — Cj(ULQ, 0) — “}17291(1{:37 t) —|— 1}5290(1{33, t) (326)

Dado que las funciones que componen a estas expresiones son analiticas y convergen en
cada uno de sus dominios, respectivamente. Entonces, la combinacion lineal de (3.26)
usando los factores (k —v9) y —(k — v1) seguira siendo analitica. Sustituyéndo estas go

en la expresion (3.22), obtenemos

1 ika+irk>t
t) = — [Tt k,0)dk
e e (X
1 oot [ €T - -
+ o] e ——— ((k = v2)¢(v1,t) — (k —v1)q(ve,t)) | dk (3.27)
T™JoD V1 — V2
1 e (k= E—
- 5 / eihatiARE (“2 Q(v1,0) — — cj(vz,O)) dk
T™JoD V1 — VU2 V1 — VU2
3\ ik
o 2n ezkac+z)\k‘°’tk2.go(/\kfi7 t)dk
2T oD

Teorema 3.4.1. Sea (3.1) un problema de valor inicial y de frontera, entonces tiene

como solucion a (3.27), el cual es equivalente a la expresion (3.5) y (3.22).

3.5. Dominio de Convergencia

Para que las integrales propuestas en (3.18) estén bien definidas, en general, para
que yu; tenga sentido, se tendra que ver donde éstas convergen, es decir, la regiéon donde

el integrando es analitico.

Basta con analizar el exponente de la funcion exponencial, ya que su convergencia

es mucho mas acelerada que el factor acompanante. Asi, tomemos a k = a+ bi, tenemos

‘eik(z—£)+ik3(t—s)| _ |€—b(z—§) | ’e—(t—s)(3a2b—b?’)’
y para que converja, —b(z — &) <0y —(t — 5)(3a®h — b3) < 0.

Para la funcion 4, si el punto (£, s) esta sobre la curva de integracion, entonces

t—¢>0yt—s<0,dejando que b > 0y +v/3a < +b; de donde definimos al conjunto

Dt ={keC:b>0 y ++3a < +£b}.
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Analogamente para la funcion s, tenemos que © — & >0y t—s > 0. Asi, b >0y
++/3a > +b; teniendo que

Ef={kecC:b>0 y ++3a>+b}.

En el caso de la funcion us, tenemos que s = ¢, donde t es un numero fijo, anulando asi

el segundo factor y ds = 0. Por lo que, v — £ <0,b< 0y

ps(x,t, k) :/ e*@=9gde. (3.28)

o0

El conjunto para este caso es
F={keC:b<0}.

Por lo tanto,

w1 si ke DT
M(I,t, k’) = e st k€ E"*'7 (329)
us st kevF.

Figura 3.3: Regiones donde p; es sec-
Figura 3.4: Region Q.

cionalmente analitica.
Por otro lado, para analizar la convergencia de ¢(x,t) de la expresiéon (3.5) tomamos

g
el factor exponencial y desarrollando, tendremos que si k% = (a® — 3ab?) + (3a®b —
b3)i, entonces |eFi| = |e®i||ebr| = 1]eb?| y |e~(@*=3ab%)i||e=(Ba*b=0")| — 1 Luego, e " y

eB@*0=0")(s=1) tienden a 0, cuando |k| igual lo hace. Es decir, si z > 0y (s —t) < 0,
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entonces b > 0y 3a?b — b® > 0. Por lo que, el domino donde ¢ asegura su existencia,
y la transformada tenga sentido, es en el semiplano superior donde se cumple que

++/3a < +b, de donde obtenemos el dominio de convergencia, el cual esta dado por

D= {z € C:arg(z) € (g %ﬁ) U (w,%ﬂ> U (‘%”,2%) } (3.30)

Geométricamente, en el plano ab son rectas que pasan por el origen con pendiente

++/3 = tan 6, entonces § = 60° 0 § = —60° o equivalentes. Por lo que, con el analisis

(kx+k3(s—t))i

anterior, e es analitica en D (Figura 3.5).

Anéalogamente, para la ecuacion (3.27) vemos que converge en el conjunto

D’:{zeczarg(z)e <g2§)}

como se muestra en la figura 3.6.

Figura 3.5: Dominio de convergencia de

(3.22) y (3.5).

Figura 3.6: Dominio de convergencia de

(3.27).

3.6. Lema de Jordan

Teorema 3.6.1. Sea f(k) = eike i’ (f ((k — v2)d(or, t) — (k — v1)d(vs, t))) una
funcion analitica en Dy, C D', entonces
f(k)dk = 0. (3.31)

"

oD’
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Demostracion. Sea 0D la frontera del dominio D/}'{ c D', tal que 8D;fB =Cgr+ 1+,
donde

2
MWR%Cy%:Eé%%Q

tal que

T

Yi(R) = Re%', v(R)=Re3' y Cr(0) = Re”.

Por lo que, usando el teorema de Cauchy, la integral de f(k) en 9D, cuando R tiende
a infinito, es igual a cero (véase [10]). Por lo tanto, queda demostrado el enunciado.

]

Por otro lado, tomando a

((k —v2)q(v,t) = (k — v1)4 (v, 1))

V1 — V2

Cr(0) = R(cos(0) +isen(f)) y h(k)=

y k € C tenemos que

27

" Re~ 2| R(cos(0) + isen(6)))|df

/ e““”h(k)dk‘ <
Cr

o

27

S MR/ 3 eRsen(Q)dQ
5
TMRe
< 3

Asi, cuando R tiende al infinito, la integral sobre Cg es cero. Llegando asi, al siguiente

resultado conocido como el Lema de Jordan.

. . . .. o /
Corolario 3.6.1. Sea Cgr un arco de circunferencia y h una funcion analitica en D,
entonces

lim | e*h(k)dk = 0. (3.32)

R—o0 Cr

Dado que la curva 0D}, es cerrada y siguiendo de los resultados (3.31) y (3.32),

tenemos

- CRf(k)dk:/Mf(k)kor/wf(k)dk.
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y de esto se sigue que

Por lo tanto, la solucion (3.27) queda expresada como

1 [ i
q(z,t) = %/Re”km'“’\k tG(k,0)dk
1 ik +')\k3t k*UQ R k*’Ul R
- — LR _— 0) — 0) | dk 3.33
5] e g (01,0) — T (v2,0) (3.33)
%

/ eikm+i)\k3tk2go(>\k3’ t)dk.
277 oD

3.7. Funciones de Green

En esta secciéon veremos la representacion integral de la solucion del problema dado
en (3.1), la podemos asociar en términos de las condicion inicial y de frontera propues-

tos; la cual sera equivalente a las expresiones (3.5) y (3.22).

Tomemos la soluciéon (3.33) y en conjunto a la transformada (3.2), tenemos que:

q(z,t) = / q(y,0)G (x,y, t; N)dy +/ q(0, )G (z, y, t; N)ds, (3.34)
0 0
donde
G(I)(ZL‘ y, t; /\) — i 6ik(ac—y)+)\k3tdk
) ) ) 27r R
(1B / k(= (F ) u) ik (3.35)
47 oD
n —1 —V/3i / eik(xf(77172‘/§i>y>+i)\k3tdk7
47 oD
1 .
G(BO)(QJ, y, t; )\) - (_3)\]{2)€zk1+2)\k3(tfs)dk.
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3.8. Parametrizacion de las Funciones de Green

Ahora reescribiremos a las ecuaciones dadas en (3.35). Asi, para el caso de las
integrales de frontera tomaremos a k = 7 + iv/3r cuando Re(k) € (0,00) y 7 > 0; y
tomamos a k = r — iv/3r cuando Re(k) € (—00,0) y r < 0, siempre que Im(k) > 0.

Por lo que

/ eik(”_(%@y))ﬁ’\kstdk = /ooe_\/gm (cos(B) — isin(B)) (1 — iv/3)dr
oD 0

N / e VI (cos(a) + isin(a)) (1 + iv3)dr,

/ eik@_(_lgﬁiy))“’\k%dk = /Ooe_\/gr(”y) (cos(a) —isin(a)) (1 — iv/3)dr
oD 0
+ /0 V37 (cos(B) + isin(B)) (1 + iv/3)dr,

/ (—BAR?) bt AR g = / 24\r%e™ V3" cos(y)dr.
oD 0

Por otro lado, para parametrizar a la integral con respecto a la recta real, tomamos a

k =1 con Re(k) € (0,00); y a k = —r para Re(k) € (—00,0). Asi la integral queda:
/ e+t g — / 2cos(r((z —y) — Ar’t))dr.
R 0

Por lo tanto,

1 o
GU(z,y,t;\) = —/ cos(r(x —y) 4+ A\r’t)dr
0

7r
- l/ e V3r(ety) (cos(a) + \/§sin(a)) dr
TJo
2 o
- —/ e V3 cos(p)dr,
TJo

24\ [
GBI (z,y,t;\) = —= r26"/§’"“c0s(’y)dr,
T Jo

siendo

a=r(r—y) -8\, B=r(z+2y) -8\, y v=rz—8\’(t—s).
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3.9. Analisis Numérico

En este apartado se da una representacion grafica de algunos ejemplos particulares
de la solucion, en los cuales, podemos observar el comportamiento de ésta para diferen-

tes valores de la constante A con tiempos ¢ < 1.

En los gréficos de las figuras 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10 se tomanron como condiciones inicial
y de frontera a las funciones ¢(x,0) = ze™" y ¢(0,t) = sen(7), donde se fijaron un valor

de A, variando el tiempo con un paso regular.

Asi, en la figura 3.7, se muestra la grafica de la solucion ¢(z,¢; \) donde A = 1. Se
puede ver que a medida que el tiempo va variando, las curvas van descendiendo y la
dispersion va desapareciendo. En el caso, donde el tiempo es t = 0.5, la dispersion se

hace mas evidente.

Analogamente, en las figura 3.8 y 3.9 se toma una valor de A mayor o igual que 1, y
en comparacion a la deméas graficas, en ésta se logra apreciar mayor el efecto dispersivo
para los tiempos menores de 0.5. En la figura 3.10 su comportamiento no varia compa-

rando con el grafico 3.8.

En todas estas graficas, a medida que va avanzando el tiempo, éstas tienden a des-

aparecer como consecuencia de la condicién exponencial.
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0.8 — q0(x)

— 90 5 A(%,0.2;1.5)

0.6 q(x,0.5;1) 4(%,0.5,1.5)

04 q(x,1;1) 1.0 — q(x,1;1.5)

— q(x,1.5;1) — q(x,1.5;1.5)

0.2 — q(x,2;1) 0% q(x,1.7;1.5)
Figura 3.7: Gréfica de g(z,1; \) con A = Figura 3.8: Gréfica de g(z,t; \) con A =
1y tiempo t = 0,0.5,1, 1.5, 2. 1.5 y tiempo ¢t = 0,0.2,0.5,1, 1.5, 1.7.

0 — q0(x) 0 — q0(x)
15 q(x,0.2;1) 15 q(x,0.2,0.5)
q(x,0.5;1) q(x,0.5:0.5)
o — qx1;1) o — q(x,1;0.5)
05 — q(x,1.5;1) 05 — q(x,1.5;0.5)
q(x1.7;1) q(x,1.7,0.5)
Figura 3.9: Grafica de ¢(z,t; \) con A = Figura 3.10: Grafica de q(x,t;\) con
1y tiempo t = 0,0.2,0.5,1,1.5,1.7. A=0.5y tiempo t = 0,0.5,1,1.5, 2.

En las figuras 3.11, 3.12, 3.15 y 3.16 se tomaron como condiciones iniciales y de
fronteras a las funciones ¢(x,0) = sen(A\x) y ¢(0,t) = sen(At), respectivamente. Ademas
se vario el parametro A < 1, de tal modo que fuese pequeno, respetando la relacion
A= #, donde n € N y valores del tiempo t < 1. Se puede notar que, a medida
que A se acerca a 0, las ondulaciones van aumentando pero la amplitud de éstas van
descendiendo, de tal modo que se van pegando al eje real; en el caso donde n = 2, las

ondulaciones son mas notorias, las cuales no varian mucho cuando el tiempo cambia.
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15 — g0

10 — q(x,0.2;1/8)
~—— q(x,0.5;1/8)
05 — q(x,0.7;1/8)
x
5 10 15 20
-05
-1.0

Figura 3.11: Gréafica de ¢(x,t;\) con
A= % y tiempo t = 0.2,0.5,0.7.

1.5 — q0(x)
- 2
0 q(x,0.2;3/8)
— q(x,0.5;3/8)
05 — q(x,0.7;3/8)

X
5 w 15 20

Figura 3.13: Grafica de ¢(x,t;\) con
A =2y tiempo t = 0.2,0.5,0.7.

— q0(x)

10 —— q(x,0.2;1/4)

—— q(x,0.5;1/4)

0.5 — q(x,0.7;1/4)

x

5 10 15 20

-05
-1.0
-15

Figura 3.12: Grafica de ¢(x,t;\) con
A= ;11 y tiempo t = 0.2,0.5,0.7.

— q0(x)
1.0 — q(x,0.2;1/2

— q(x,0.5;1/2)
05

— q(x,0.7;1/2)

x
5 1 15 20

-05
-1.0
-15

Figura 3.14: Grafica de ¢(x,t;\) con
A =1y tiempo t = 0.2,0.5,0.7.

Figura 3.15: Gréafica de ¢(x,t;\) con

A =1y tiempo t = 0.5.

Figura 3.16: Grafica de ¢(x,t;\) con

A= 6%1 y tiempo t = 0.5.
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Conclusion

En este trabajo de tesis se analiz6 un problema de valor inicial y de frontera para
la parte lineal de la ecuacion KdV en base a dos métodos distintos; via pares de Lax
y usando el Método Unificado [2]|, donde se pudo corroborar que, en ambos, se llego a
la misma representacion integral de la solucion. Cabe mencionar que usando los pares
de Lax se pueden resolver problemas donde el dominio espacial es un intervalo o una
semirecta. Por otro lado, el método unificado como se utiliza la transformada de Laplace,
se pueden resolver problemas solo sobre una semirecta. En nuestro caso se pudo expresar
la solucién en términos de integrales que involucran solo una condicién de frontera y una

inicial(Véase 2], pag. 37). Ademas, presentamos ejemplos de soluciones particulares.
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