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Resumen

En la investigacion en Educacién Matematica, se han reportado modelos para analizar
conexiones matematicas en los que se consideran categorias de conexiones especificas. En
la literatura se identifico que el modelo mas usado es el Businskas con aportaciones de otros
investigadores. No obstante, la problematica refiere a que algunas categorias de conexiones
limitan el analisis de la actividad matemaética y, por tanto, la investigacion sugiere que las
categorias establecidas se validen y si es posible se reporten nuevas categorias de conexiones.
Otras investigaciones enfocadas en la exploracion de conexiones matematicas y en la
comprension sobre la derivada, revelan que los estudiantes de bachillerato, los futuros
profesores y algunos profesores de matematicas en servicio presentan dificultades para
conectar multiples representaciones de la derivada (e.g., algebraica o simbdlica, verbal,
grafica, tabular) y establecer conexiones entre significados parciales sobre este concepto.

Para atender a esta problematica se planteo el objetivo general: desarrollar un networking de
teorias de dos perspectivas (la Teoria de las conexiones matematicas y el EOS) sobre la
actividad matematica involucrada en los procesos de conexion matematica necesarios para
resolver problemas de derivadas, el cual se concreta en los objetivos siguientes: 1) identificar
las categorias de conexiones matematicas que debe contemplar una Teoria Ampliada de las
Conexiones (TAC) que permita sintetizar, englobar y ampliar las categorias de conexiones
existentes en la literatura, 2) explorar las concordancias y complementariedades desde la
articulacion entre la TAC y el EOS para un andlisis mas detallado de las conexiones
matematicas, 3) caracterizar las conexiones matematicas que establecen los estudiantes
universitarios al resolver problemas sobre la derivada mediante el uso combinado de la TAC
y el EOS, 4) explicar por qué los estudiantes tienen dificultades para establecer determinadas
conexiones matematicas que son clave para la resolucion de tareas sobre derivadas con base
en el uso combinado de la TAC y el EOS. El trabajo se fundamentd en la teoria de las
conexiones matematicas que propone una definicion de conexidén y sus categorias de
conexiones extramatematicas e intramatematicas, algunas herramientas del EOS y la
fundamentacion tedrica metodoldgica para hacer redes de tedricas.

Para alcanzar los objetivos, la investigacion se desarrollé con base en una metodologia
cualitativa en tres etapas: En la etapa 1 se seleccionaron los participantes de la investigacion
que fueron un profesor y sus estudiantes. Posteriormente, en la etapa 2 se recolectaron los
datos a través de dos métodos de recoleccion implementados en dos momentos. En el primer
momento (MR1), se realizé una observacion no participante a siete clases impartidas por el
profesor, interactuando con sus estudiantes sobre el concepto de derivada. En el segundo
momento (MR2) se realizaron entrevistas semiestructuradas a los estudiantes cuando
resolvian siete tareas en el contexto de la derivada. En la etapa tres, se analizaron los datos
considerando dos momentos de analisis (MA1 y MA2) correspondientes a cada uno de los
momentos de recoleccién de la etapa 2 (MR1 y MR2) respectivamente. En los resultados,
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inicialmente se presento el surgimiento de la Teoria Ampliada de las Conexiones, donde se
considerd el primer momento de analisis (MA1) fundamentado en un andlisis tematico
deductivo, tomandose como categorias previas las propuestas en el modelo de Businskas
ampliado con las aportaciones de otros investigadores (nueve tipos de conexiones a priori).
En este andlisis se reconocieron dos niveles de ambigliedades y por tal motivo emergio la
nueva categoria de conexion metafdrica para la conformacioén de la TAC.

Posteriormente, en el segundo momento de analisis (MA2) se siguieron las estrategias de
creacion de networking of theories propuestas por Prediger et al. (2008) entre la TAC y el
EOS, lograndose concordancias entre ambas teorias, las cuales entienden a la conexion
matematica como la punta de un iceberg conformada por un conglomerado de précticas,
procesos, objetos primarios activados en estas practicas y relacionados por medio de
funciones semioticas (FSs), lo que posibilita un analisis profundo que detalla la estructura y
funcionamiento de la conexion. Por ultimo, se usé el anélisis tematico sugerido por la TAC
y el modelo para el andlisis de la actividad matematica propuesto por el EOS para caracterizar
las conexiones matematicas sobre la derivada, donde se evidenciaron conexiones de
significado, representaciones diferentes, parte-todo, metaférica, modelado, reversibilidad,
implicacion y caracteristica.

Palabras clave. Networking of theories; Conexiones matematicas; Enfoque ontosemidtico,
funcién semidtica; derivada; profesor; estudiantes.
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Abstract

In research in Mathematics Education, models have been reported to analyze mathematical
connections in which specific connection categories are considered. In the literature, it was
identified that the most used model is the Businskas with contributions from other
researchers. However, the problem refers to the fact that some categories of connections limit
the analysis of mathematical activity and, therefore, the research suggests that the established
categories are validated and, if possible, new categories of connections are reported. Other
investigations focused on exploring mathematical connections and understanding the
derivative reveal that high school students, pre-service teachers, and some in-service
mathematics teachers have difficulty connecting multiple representations of the derivative
(e.g., algebraic, or symbolic, verbal, graphic, tabular) and establish connections between
partial meanings about this concept.

To address this problem, the general objective was proposed: to develop a networking of
theories from two perspectives (the Theory of mathematical connections and the OSA) on
the mathematical activity involved in the mathematical connection processes necessary to
solve derivative problems, which is specified in the following objectives: 1) to identify the
categories of mathematical connections that an Extended Theory of Connections (ETC)
should contemplate that allows synthesizing, encompassing and expanding the existing
connection categories in the literature, 2) exploring the concordances and complementarities
from the articulation between the ETC and the OSA for a more detailed analysis of the
mathematical connections, 3) characterize the mathematical connections that university
students establish when solving problems in the derivative context through the combined use
of the ETC and the OSA, 4) explain why students find it difficult to establish certain
mathematical connections that are key to solving tasks on derivatives based on the combined
use of ETC and OSA. The work was based on the theory of mathematical connections that
proposes a definition of connection and its categories of extra-mathematical and intra-
mathematical connections, some tools of the Onto-semiotic approach and the methodological
theoretical foundation to make networking of theories.

To achieve the objectives, the research was developed based on a qualitative methodology in
three stages: In stage 1, the research participants who were a teacher and his students were
selected. Subsequently, in stage 2 the data were collected through two collection methods
implemented in two moments. In the first moment (MR1), a non-participant observation was
made to seven classes taught by the teacher, interacting with their students on the notion of
derivative. In the second moment (MR2), semi-structured interviews were conducted with
the students when they solved seven tasks in the context of the derivative. In stage three, the
data were analyzed considering two moments of analysis (MA1 and MA2) corresponding to
each of the collection moments of stage 2 (MR1 and MRZ2) respectively. In the results, the
emergence of the Extended Theory of Connections was initially presented, where it was
considered the first moment of analysis (MAL1) based on a deductive thematic analysis, taking
as previous categories the proposals in the expanded Businskas model with the contributions
from other researchers (nine types of a priori connections). In this analysis, two levels of
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ambiguities were recognized and for this reason the new category of metaphorical connection
emerged for the conformation of the ETC.

Subsequently, in the second moment of analysis (MA2), the theoretical networking strategies
proposed by Prediger et al. (2008) between the ETC and the OSA, achieving concordances
between both theories, which understand the mathematical connection as the tip of an iceberg
made up of a conglomerate of practices, processes, primary objects activated in these
practices and related through semiotic functions (SFs), which enables a deep analysis that
details the structure and operation of the connection. Finally, the thematic analysis suggested
by the ETC and the model for the analysis of mathematical activity proposed by the OSA
were used to characterize the mathematical connections on the derivative, where connections
of meaning, different representations, part-whole, metaphorical, modeling, reversibility,
implication and feature were evidenced.

Keywords. Networking of theories; Mathematical connections; Onto-semiotic approach;
semiotic function; derivative; teacher; students.
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Introduccion

El establecimiento de conexiones matematicas entre conceptos, procedimientos,
representaciones, etc., es importante, porque contribuye a que los estudiantes comprendan
conceptos matematicos y los usen adecuadamente, asi como organizar su conocimiento y
para dar argumentos que les permitan explicar por qué algunos hechos son consecuencias de
otros (National Research Council [NRC], 2001). En esta linea, muchos investigadores
coinciden en que las conexiones matematicas favorecen, entre otros aspectos, la integracion
de conocimientos y la interdisciplinariedad (Hiebert y Carpenter, 1992; Koestler, Felton,
Bieda y Otten, 2013; National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000; 2014;
Sari, Sudirman y Chandra, 2018; Garcia-Garcia, 2019; Zengin, 2019). Segun Alsina (2014),

las conexiones matematicas se refieren a: las relaciones entre los diferentes bloques de
contenido matematico y entre los contenidos y los procesos matematicos
(intradisciplinariedad); las relaciones de las matematicas con otras areas de
conocimiento (interdisciplinariedad); y las relaciones de las matematicas con el entorno
que nos rodea (enfoque globalizado) (p. 14).

En particular, los principios y estandares del NCTM (2000) consideran el proceso de
conexion, que es entendido como aquel que permite conectar diferentes contenidos
matematicos entre si y también conectar las mateméticas con contextos extramatematicos,
como un aspecto clave para la comprension de las matematicas “cuando un estudiante
conecta ideas matematicas, su comprension es mas profunda. Pueden ver conexiones
matematicas en la rica interaccién entre temas matematicos, en contextos que relacionan las
matematicas con otras materias, y en sus propios intereses y experiencia” (NCTM, 2014, p.

64).

Este interés por las conexiones matematicas ha llevado a la aparicion de una agenda de
investigacion cuyo objetivo es explorar las conexiones en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas en distintos niveles escolares (Campo-Meneses y Garcia-
Garcia, 2020; Dolores-Flores y Garcia-Garcia, 2017; Kenedi et al., 2019). Especialmente los
estudios sobre conexiones y derivadas manifiestan que los estudiantes tienen mejor
comprension de este concepto cuando realizan conexiones entre representaciones diferentes,

significados, caracteristicas, entre otras (Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2019; Rodriguez-
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Nieto, Rodriguez-Vasquez y Garcia-Garcia, 2021).

Otras investigaciones se han centrado en las dificultades que manifiestan los estudiantes al

resolver tareas que involucran la derivada y/o en explorar la comprension matematica que

estos logran; y su conclusion es que las dificultades en estudiantes y profesores se relaciona

con conectar diferentes representaciones del concepto derivada, asi como en establecer la

reversibilidad entre los diferentes ordenes de la derivada y con la funcion original

(Fuentealba, Badillo y Sdnchez-Matamoros, 2019). Por lo tanto, se podria considerar que este

tipo de conexiones mencionadas son las mas relevantes para explicar las dificultades de los

alumnos y su comprension, o, dicho de otra manera, serian unas conexiones de mas calidad

que otras que también pueden emerger en la resolucion de una tarea.

La literatura revisada, desde distintos enfoques tedricos sobre conexiones (Evitts, 2004;
Businskas, 2008; Lapp, Nyman y Berry, 2010; Eli et al., 2011; Garcia-Garcia y Dolores-
Flores, 2018; 2019) dejan ver que, no solo es importante investigar sobre conexiones
matematicas con fendmenos empiricos sino las conexiones o redes entre teorias, lo cual
permite mejorar la comprensién y analisis de los fenémenos estudiados (Bikner-Ahsbahs
y Prediger, 2014; Radford, 2008). Particularmente, en esta investigacion se considera el
EOS porque es un enfoque creado con el fin de articular teorias y también, asume
importante el establecimiento de conexiones en términos de FSs. De hecho, Garcia-
Garcia (2019) enfatiza que, en la teoria de las conexiones matematicas, las categorias de
conexiones se deben validar, refinar e incluir unas nuevas categorias si se requieren. Esta
valoracion de las conexiones se considera un problema de interés tedrico y practico
suficientemente relevante para ser investigado, por esa razén, en esta investigacion el
objetivo es desarrollar un networking de teorias de dos perspectivas (la Teoria de las
conexiones matematicas y el EOS) sobre la actividad matematica involucrada en los
procesos de conexion matematica necesarios para resolver problemas de derivadas, para
dar respuesta a la siguiente pregunta: ;De qué manera la aplicacion de los constructos
ontosemioticos complementan el analisis, desde una perspectiva cognitiva, de los

procesos de conexion matematica necesarios para resolver problemas de derivadas?

Esta pregunta se concreta en las siguientes preguntas mas especificas:
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P1: ¢(Qué categorias de conexiones debe contemplar una Teoria Ampliada de las
Conexiones (TAC) que permita sintetizar, englobar y ampliar las categorias de

conexiones existentes en la literatura?

P2: ¢Qué concordancias y complementariedades existen entre TAC y EOS acerca de

las conexiones, que permitan un anélisis mas detallado de las conexiones matematicas?

P3: ¢(Como caracterizar, mediante el uso combinado de la TAC y el EOS, las
conexiones matematicas que establecen los estudiantes universitarios al resolver

problemas usando la derivada?

P4: ;Cdémo el uso de las complementariedades entre la TAC y el EOS permite explicar
por qué los estudiantes tienen dificultades para establecer determinadas conexiones

matematicas que son clave para la resolucion de problemas sobre derivadas?

Se proponen las preguntas de investigacion, porque se han identificado problematicas
relacionadas con la necesidad de detallar las categorias de conexiones matematicas a la luz
de la articulacién de marcos tedricos para enriquecer la teoria de las conexiones a partir de
las complementariedades y concordancias, donde el contexto sobre la derivada tiene lugar
por las dificultades que presentan los estudiantes universitarios sobre este concepto. Por tal
motivo, esta investigacion tiene dos intereses, uno tedrico referido a la ampliacion del modelo
de conexiones y el otro empirico ligado al estudio de las conexiones sobre la derivada en un

aula de clases que involucra al profesor y sus estudiantes.

Por otra parte, esta tesis doctoral se constituye por cinco capitulos. En el Capitulo 1 se
muestra un estado actual de las investigaciones sobre conexiones matematicas, que se han
clasificado en las investigaciones enfocadas en las conexiones en diferentes niveles
educativos, investigaciones que han aportado tipologias de conexiones matematicas al campo
de la investigacion en Educacion Matematica, investigaciones sobre Networking of theories

0 redes tedricas y, por ultimo, se muestran las preguntas y objetivos de la investigacion.

En el Capitulo 2 se presenta el marco tedrico que fundamenta esta investigacion, donde se
describe la teoria de las conexiones matematicas y su tipologia de conexiones, algunas

herramientas tedricas del EOS, las bases conceptuales y metodoldgicas de la creacion de
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redes teoricas y luego, se muestra el concepto de derivada enfatizando en su significado y en

las representaciones diferentes.

En el Capitulo 3 se presenta la ruta metodologica de la investigacion enmarcada en tres etapas
como la seleccion de los participantes del estudio que fue guiado por la problemética de
frontera identificada en la revision de la literatura, la segunda etapa se refiri6 a la recoleccion
de los datos realizada en dos momentos: 1) observacion no participante a un profesor de
matematicas y sus estudiantes de primer afio de licenciatura en Matematicas, y 2) se disefio
un cuestionario, el cual fue aplicado a los estudiantes y, simultaneamente se realizaron
entrevistas semiestructuradas de manera individual. En la tercera etapa se describieron los

métodos de analisis como el andlisis tematico y el andlisis de la actividad matematica.

En el Capitulo 4 se presenta detalladamente el analisis de datos y los resultados de la
investigacién que dan respuesta a las preguntas formuladas. Por ejemplo, se muestra el
surgimiento de la Teoria Ampliada de las Conexiones y la nueva categoria de conexion
metaforica; el networking de teoria que muestra la concordancias y complementariedades
entre la TAC y el EOS; se caracterizan las conexiones matematicas establecidas por los
estudiantes universitarios en tareas relacionadas con la derivada, considerando que una
conexion esta conformada por practicas, procesos, objetos y funciones semioticas que los
relacionan. Por Gltimo, se presenta una reflexion sobre las conexiones que no realizan los
estudiantes, que son las causas de las dificultades para resolver problema y, por ende,

comprender la derivada.

Por ultimo, en el Capitulo 5 se presenta la discusion que gira en torno a la importancia de la
incorporacion de la nueva categoria de conexion metaforica y la ampliacion de la teoria de
las conexiones (TAC). Asimismo, se reflexiona sobre la contribucion del networking entre
laTAC Yy el EOS para el anélisis de las conexiones. Posteriormente, se discute con la literatura
especializada sobre las conexiones y comprension de la derivada para dar a conocer el aporte
de esta investigacion. Finalmente, se concluye mencionando futuras investigaciones y los

productos de esta tesis doctoral al conocimiento cientifico en Educacion Matematica.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema

1.1. Estado actual de la investigacidn sobre conexiones matematicas

Para diversos autores y organismos curriculares, las conexiones matematicas son importantes
para que los estudiantes comprendan conceptos matematicos en distintos niveles educativos
(Association of Mathematics Teacher Educators [AMTE], 2017; Koestler et al., 2013;
Ministerio de Educacion Nacional [MEN], 2006; NCTM, 2000), dado que permiten
relacionar significados, representaciones, proposiciones, situaciones cotidianas con las
matematicas institucionalizadas (Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2018; Hiebert y Carpenter,
1992; Kaur y Lam, 2012; Novo, Berciano y Alsina, 2019; Rodriguez-Nieto, 2020;
Rodriguez-Nieto et al., 2021; Rodriguez-Nieto, Rodriguez-Vasquez, Font y Morales-
Carballo, en prensa; Rodriguez-Véasquez y Arenas-Pefialoza, 2021; Sugiman, 2008;
Wittmann, 2021; Zengin, 2019; Zohar, 2006). En particular, las conexiones se tuvieron en
cuenta en los estandares y principios del NCTM (2000) ya que en esta propuesta se afirma
que ‘“cuando los estudiantes pueden conectar ideas matemadticas, su comprension es mas
profunda y duradera. Pueden ver conexiones matematicas en la rica interaccion entre temas

matematicos, en contextos que relacionan las matematicas con otras materias” (p. 64).

En esta linea, Pambudi, Budayasa y Lukito (2018) afirmaron que “las conexiones
matematicas tienen una estrecha relacion con la ‘resolucion de problemas’, donde la
capacidad de los estudiantes para conectar ideas matematicas determinara el éxito de los
estudiantes en la resolucion de problemas matematicos” (p. 74). Estudios como este
evidencian que para resolver problemas es importante realizar determinadas conexiones
matematicas; de hecho, las conexiones surgen cuando los estudiantes o docentes resuelven
tareas y se pueden identificar en las hojas de trabajo, en argumentos orales 0 mimicos

(Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2018), y aparecen en el plan de estudios.

En el curriculo de diferentes paises las conexiones matematicas juegan un papel relevante,

por ejemplo, se consideran una competencia basica para que los estudiantes resuelvan
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problemas, establezcan relaciones entre ideas matematicas, entre conocimientos previos y
nuevos conocimientos como se evidencia en el curriculo de ensefianza Secundaria de
Cataluna (Departament d’Ensenyament, 2017), en Colombia (MEN, 2006), en Singapur
(Ministry of Education [MOE], 2006a;2006b), en Sudafrica (Mwakapenda, 2008), en los
Estados Unidos de América (NCTM, 2000); en Turquia (Ozgen, 2013), en Brasil (Sdo Paulo
State, 2012). Particularmente en el curriculum mexicano, que es el pais donde se desarrolla
esta investigacion, la Direccion General de Bachillerato (DGB, 2018) propone que en el
desarrollo del contenido de la derivada se deben tener formulas de derivacion, teoremas,
criterios maximos y minimos aplicado en la solucion de situaciones reales o de la vida
cotidiana, evidenciando implicitamente las conexiones intramatematicas y extramatematicas.
Asimismo, el Curriculo de Matemaéticas de nivel superior de la Universidad Auténoma de
Guerrero [UAGro] (2009; 2020) sugiere que se promuevan diferentes significados e
interpretaciones de la derivada (velocidad, tangente, tasa de cambio y la definicion formal de
la derivada), ademas de resolver problemas de aplicacion, dando a entender que se deben

promover las conexiones matematicas.

Asi como las conexiones matematicas en el curriculo son importantes, también son de interés
en el campo de investigacion en Educacion Matematica, por ejemplo, Rodriguez-Nieto
(2020) muestra el papel de las conexiones internas, externas y de significado en los sistemas
de medicidn en las practicas diarias desde un punto de vista etnomatematico. En esta misma
linea, Rodriguez-Nieto (2021) considera que una conexién etnomatematica es la relacion
entre los conocimientos matematicos de las personas que emergen en las practicas cotidianas
con los conceptos matematicos institucionalizados. Ademas, en varias investigaciones se han
reportado tipologias de conexiones matematicas que han emergido de analisis de datos

cualitativos y cuantitativos, en especial el analisis tematico.

1.1.1. Las conexiones matematicas en distintos niveles educativos

En los diferentes niveles escolares establecidos por todas las instituciones a nivel mundial,
las conexiones son importantes. Por ejemplo, en Educacion primaria se considera
fundamental que los alumnos establezcan conexiones matematicas. Al respecto, Frias y
Castro (2007) investigaron acerca de la influencia de las conexiones en la representacion

simbolica de problemas aritméticos de dos pasos o etapas con estudiantes de quinto y sexto
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de primaria. Sus resultados evidenciaron que los nodos o conexiones influyen en la
resolucion de los problemas aritméticos de dos etapas, por ejemplo, este tipo de problemas
son dificiles de trasladar del enunciado verbal a la expresion matematica.

Barmby, Harries, Higgins y Suggate (2009) adoptaron un modelo de razonamiento
representacional enfatizando en la representacion de la matriz en la multiplicacion donde la
comprension se entiende como las conexiones que se hacen entre las representaciones
mentales de los conceptos, y el razonamiento une las diferentes partes de la comprension.
Los resultados mostraron que los nifios realizaron calculos de multiplicacion con el uso de

matrices. Por su parte. Kenedi et al. (2019) afirmaron que:

La capacidad de los estudiantes para conectarse matematicamente es una de las cosas
esenciales que deben lograr los estudiantes en el proceso de aprendizaje porque si los
estudiantes conocen la relacion entre los conceptos, comprenderan rapidamente las
matematicas en si y abrirdn oportunidades para que los estudiantes desarrollen sus
habilidades matematicas (p. 70).

McMillan (2018) trabajo con estudiantes de quinto grado de primaria de una escuela publica
del sur de California, dado que estos estudiantes no tienen la oportunidad de desarrollar su
propio pensamiento para conectar ideas matematicas relacionadas con el campo
multiplicativo desde la escuela primaria hasta la secundaria. De hecho, la investigacion
dentro del campo multiplicativo se ha centrado principalmente en las matematicas y no lo
suficiente en las conexiones dentro del pensamiento matematico de los estudiantes. Sus
hallazgos revelaron que los estudiantes mejoraron su comprension de las propiedades
matematicas desde la planificacion implicita a explicita hasta la planificacion intencionada
del uso de las propiedades distributivas y asociativas de la multiplicacion y conectaron las

soluciones con representaciones graficas.

En educacion secundaria y en el preuniversitario, se han realizado trabajos de investigacion
sobre conexiones matematicas con estudiantes enfocados en diferentes conceptos
matematicos. Por ejemplo, ante las dificultades de los estudiantes para explicar su
razonamiento, comprender conceptos matematicos y desarrollar sus significados,
Haltiwanger y Simpson (2013) investigaron sobre la preocupacion de los profesores por
ayudar a sus estudiantes a explicar sus maneras de pensar, utilizando herramientas que

fortalecieran la escritura matematica. Sus resultados revelaron la comunicacion y
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organizacion del pensamiento, porque la escritura ayudo a ver las matematicas como
conceptos interconectados, ayudandolos a establecer conexiones entre el contenido del aula
y las situaciones de la vida real. Adu-Gyamfi, Bossé y Chandler (2016) se centraron en como
los estudiantes de precélculo de una escuela del suroeste de Estados Unidos de América
hacen conexiones matematicas cuando resuelven tareas que involucran representaciones

graficas y algebraicas de funciones polinomiales.

Kayhan, Yalvac y Yeltekin (2017) en sus resultados mostraron que la habilidad de los
estudiantes de octavo grado para conectar las matematicas con la vida real no esta en un nivel
suficiente, y, observaron que la mayoria de los estudiantes solo pueden relacionar las
matematicas en la vida real con nimeros y formas. Safi y Desai (2017) enfatizaron en la
importancia de explorar representaciones algebraicas y geomeétricas para reforzar y mejorar
la coherencia de las matematicas y resaltar el papel que los manipuladores como bloques 2D
y 3D pueden jugar en la conexion de multiples representaciones de los estudiantes de
secundaria. Lianawati y Purwasih (2018) en su investigacion reportaron que, la comprension
de la capacidad de conexién matematica se basa en el concepto de "construccién
sociocultural™ y su diferencia radica en la perspectiva de género, dado que, los hombres hacen
mejores conexiones entre conceptos matematicos basicos, pero, los autores sostienen que en

las mujeres influyen roles, deberes y otros factores socioculturales.

En el contexto de la resolucién de problemas verbales, Sari, Surdiman y Chandra (2018)
describieron las conexiones matematicas (modelado, entre conceptos y procedimental) de un

(13

estudiante de secundaria cuando resolvid problemas. Los autores concluyeron que, “el
proceso de conexion matematica se demuestra por la capacidad de los estudiantes para
traducir el problema en modelos matematicos y conectar conceptos y procedimientos
matematicos” (p. 715). Pambudi et al. (2020) investigaron acerca de las conexiones
matematicas y la comprension de estudiantes de octavo grado de una escuela secundaria en
Jember, Indonesia en la resolucién de problemas matematicos relacionados con la geometria
y la aritmética social con el contexto de la venta de terrenos y el costo de cercados. En sus
resultados reportaron que aquellos estudiantes que resolvieron adecuadamente los problemas,
es porque tienen buenas habilidades de conexion matematica, mientras que otros no tuvieron

éxito por las deficientes habilidades de conexiones.
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Rohmah, Kusmayadi y Fitriana (2020) en su estudio reportaron que la mayoria de los
estudiantes de octavo grado tienen habilidades de conexiones matematicas y presentan alta
resiliencia dado que establecieron relaciones entre ideas matemaéticas y la aplicacion de un
contenido matematico a otro contenido matematico (hacer conexiones matematicas).
Mientras que otros estudiantes no pudieron recuperase y proceder exitosamente (baja
resiliencia) y las principales causas de este rendimiento son: 1) la comprensién deficiente de
los conceptos de las preguntas dadas 2) la falta de conocimiento sobre la materia que se
evalla, 3) no poder modelar problemas de historias en modelos matematicos y no poder

realizar procedimientos matematicos.

Es oportuno mencionar que esta investigacion se ha desarrollado en el contexto mexicano,
donde se han realizado varias investigaciones sobre conexiones matematicas con estudiantes
del preuniversitario, entre las que se destacan Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018) quienes
exploraron las conexiones intramatematicas en el contexto de la resolucion de problemas de
Célculo, donde identificaron doscientos veintitrés conexiones matematicas que corresponden
a representaciones diferentes, procedimental, significado, caracteristica y, por ultimo, la
conexion de reversibilidad que contribuyen a la comprensidn de conceptos. Garcia-Garcia 'y
Dolores-Flores (2019) identificaron las conexiones matematicas cuando los estudiantes
dibujaban la gréfica de la derivada y la antiderivada, donde los estudiantes usaron la

visualizacion para resolver tareas gréaficas.

En Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2020) se reconocieron las conexiones matematicas en la
resolucion de problemas de aplicacion (que involucran a la derivada y a la integral) por
estudiantes del preuniversitario. En este mismo contexto, Dolores-Flores, Rivera-Lépez y
Garcia-Garcia (2019) investigaron las conexiones matematicas que hicieron treinta y tres
estudiantes en la resolucion de tareas sobre la razén de cambio. En sus resultados
evidenciaron que algunos estudiantes consideraron la pendiente como un concepto

desconectado de otros conceptos como la velocidad, rapidez y aceleracion.

Por otra parte, se presentan investigaciones sobre conexiones matematicas con estudiantes
universitarios, por ejemplo, Dolores-Flores y Garcia-Garcia (2017) reportaron las conexiones
gue un grupo de estudiantes universitarios establecen al resolver problemas en contexto,

evidenciandose conexiones extramatematicas (modelado) e intramatemaéticas de
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representaciones diferentes, procedimental, parte-todo. También, los estudiantes usaron la

relacion entre la derivada y la integral establecida en el Teorema Fundamental del Célculo.

En relacion con las investigaciones sobre conexiones realizadas con futuros profesores, Eli
et al. (2011) argumentaron que los futuros profesores tienen dificultades para ensefiar
conceptos geométricos, debido a la falta de conexiones entre dominios matematicos, por
ejemplo, relacionando el area del circulo en su representacion simbolica con la representacion
gréfica de una curva y en particular, la mayoria de los futuros profesores no hicieron
conexiones entre diferentes representaciones de una funcion (algebraica/geométrica). Eli,
Mohr-Schroeder y Lee (2013) examinaron el conocimiento matematico de los futuros
maestros de grados intermedios para la ensefianza de la geometria y las conexiones realizadas
al completar tareas de clasificacion de tarjetas abiertas y cerradas. Los autores encontraron
que el conocimiento matematico de los futuros profesores para ensefiar geometria estaba por
debajo del promedio, y, las conexiones curriculares (relacionar ideas o conceptos en términos
de impacto en el curriculo) realizadas tuvieron un impacto positivo para la ensefianza de la

geometria.

Moon et al. (2013) afirmaron que los futuros profesores de secundaria tienen dificultades
cognitivas en el tema de las curvas cénicas (es decir, conexion cartesiana, grafica como lugar
geométrico de puntos), lo cual los limita para hacer conexiones entre representaciones. Ozgen
(2013) identifico las conexiones matematicas en las producciones escritas de futuros
profesores de matematicas en la resolucion de problemas no rutinarios. Encontr6é que las
habilidades de conexidn de los profesores en formacion no estan al nivel adecuado y fueron
limitaciones de muchas formas en el contexto de la resolucién de problemas, por la falta de

conexiones entre otras disciplinas y en el mundo real.

Pirasa (2016) examind los conceptos geométricos que dieron los futuros profesores de
matematicas junto con su capacidad de hacer conexiones matematicas, donde los futuros
profesores en su mayoria dieron ejemplos de lo que habian aprendido desde la escuela
primaria y de los términos que usaban en las lecciones frecuentemente. Se concluyé que los
ejemplos dados por los profesores son insuficientes, porque no poseen conocimientos
adecuados en el campo de la geometria y bajos niveles de conexiones con la vida cotidiana.

En un contexto geométrico, Caviedes, De Gamboa y Badillo (2019) indagaron acerca de las
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manifestaciones del area asociadas al calculo de superficies planas, realizadas por maestros
en formacion o futuros profesores. Encontraron que los futuros profesores privilegian el uso
de procedimientos numeéricos y el uso de férmulas, dejando de lado algunos procedimientos
geométricos importantes e intuitivos que facilitarian la cuantificacion del area de superficies

planas.

Ante la afirmacion “después de que los futuros profesores presentaron mdaltiples estrategias
de solucidn, ;Qué sigue?”, Gil, Zamudio-Orozco y King (2019) identificaron tres tipos de
conexiones hechas por los futuros profesores (conexiones de conocimiento superficiales,
conexiones de conocimiento procedimentales y conexiones de conocimiento conceptual), y,
en sus respuestas, los autores identificaron una disminucion en la cantidad de conexiones de
conocimientos superficiales y un aumento en la cantidad de conexiones de conocimientos
procedimentales y conexiones de conocimientos conceptuales. Otro trabajo se enfoco en las
conexiones con GeoGebra, por ejemplo, Zengin (2019) concluy6 que este software podria
usarse como una herramienta importante para el desarrollo de habilidades de conexion
matematica, dado que les permitio a los futuros profesores hacer conexiones entre conceptos
geométricos como area y volumen de soOlidos de revolucion, graficas de funciones
trigonométricas y generalmente, pudieron establecer conexiones entre las representaciones

concretas y abstractas de los conceptos.

Yavuz-Mumcu (2018) exploraron las habilidades de conexién matematica de futuros
profesores de Turquia, cuyos resultados indicaron que la mayoria de los futuros profesores
conservan algunos conocimientos aprendidos de los libros de texto con respecto al concepto
de derivada, pero no pueden comprenderlos y utilizarlos en situaciones problemas y para una
comprension mas significativa y relacional de las matematicas, de hecho, en menor
frecuencia hacen conexiones entre representaciones diferentes acerca de la derivada. El autor
sugiere que los profesores de matematicas deberian enfocarse en la comprension conceptual
e incluir actividades y practicas que permitan que los conceptos se aprendan de manera

significativa y en conexiédn con la vida real en sus clases.

Rodriguez-Nieto et al. (2021) identificaron que los futuros profesores de matematicas
hicieron conexiones de significado, procedimental, caracteristica, implicacion vy

representaciones diferentes cuando resolvieron tareas sobre la derivada. Sin embargo,
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algunos futuros profesores conciben a la derivada como la recta tangente y no hacen énfasis
en la pendiente de dicha recta, lo cual los conduce a hacer procedimientos desconectados y
dificultades para graficar. Otros estudiantes emplean equivocamente la férmula punto

pendiente (e.g., y + y; = m(x — x;)) cuando desean hallar la ecuacion de la recta tangente.

Asi como es importante que los estudiantes hagan conexiones matematicas, los profesores
también deben promoverlas, por lo cual, las conexiones matematicas se logran cuando los
profesores son capaces de proporcionar a los estudiantes oportunidades para resolver
situaciones cotidianas donde experimenten relaciones entre las matematicas y otras
asignaturas (Kaur y Lam, 2012; Ozgen, 2013; NCTM, 2000). Para que esto se logre, es
necesario establecer relaciones entre el conocimiento conceptual, procedimientos y
representaciones equivalentes de conceptos matematicos (Coxford, 1995). En este sentido,
sin la comprensidn de los conceptos matematicos y su funcionalidad, los profesores podrian
carecer de la adecuada preparacion para involucrar a sus estudiantes a hacer conexiones
matematicas, en el razonamiento y en la resolucion de problemas (Eli et al., 2013).
Especificamente, el NCTM (2000) reporta que, en el contexto de las unidades de medida,
conversiones, célculos y procedimientos algebraicos, “los profesores deben ayudar a los

estudiantes a ver las conexiones entre la formula y el objeto real” (p. 46).

Diversas investigaciones se han centrado en las conexiones que hacen los profesores de
matematicas. Al respecto, Businskas (2008) analizé las conexiones realizadas por profesores
de secundaria en la resolucion de tareas que implican a la ecuacién y funcion cuadrética.
Ademas, destaco que las repuestas de los profesores fueron analizadas a partir de un modelo
que construyd con cinco tipos de conexiones: representaciones diferentes, implicacion, parte-
todo, procedimental y conexiones orientadas a la instruccion, donde se encontré que los
profesores se refirieron a la ensefianza de las matematicas y consideraron que las matematicas
son una red de conceptos interconectados. Asimismo, Businskas afirmo que una conexion
matematica es una relacion verdadera entre dos ideas matemaéticas. Sin embargo, seria

importante reflexionar acerca de aquellas conexiones que no son verdaderas.

Asimismo, en Mhlolo (2012) se indag0 acerca de la calidad de las conexiones matematicas
que hacen profesores, enfocados especialmente en las conexiones de representaciones

diferentes, quienes propusieron una herramienta para analizar las conexiones en funcion de
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tres niveles: cuando el sujeto hace procedimientos incorrectos y no hay conexion matematica
(nivel 0), cuando el sujeto hace conexiones matematicas, pero superficial o rutinariamente
algoritmica, sin ninguna explicacion o justificacion adicional (nivel 1), y cuando el sujeto
establece conexiones matematicas y justifica matematicamente consistentemente sus
respuestas se encuentra en el nivel 2. Con base en la herramienta sobre la calidad de
conexiones y las representaciones diferentes vistas desde Businskas (2008), en el estudio de
Mhlolo, Venkat y Schéfer (2012) se reportd que los profesores establecieron conexiones
matematicas sobre un tema de algebra y algunos hicieron representaciones defectuosas o

superficiales ubicadas en el nivel 0y 1 en su mayoria.

Después de conocer estudios que exploran las conexiones en distintos niveles educativos
(e.g., Kayhanetal., 2017; Kenedi et al., 2019; McMillan, 2018; Rodriguez-Nieto et al., 2021;
Zengin, 2019), también, es importante conocer que en estos trabajos se abordan diferentes
conceptos matematicos, por ejemplo, sobre problemas aritméticos que involucran a la
adicion, la sustraccion, la multiplicacion y la division (Frias y Castro, 2007), acerca de
funciones polinomiales y sus graficas (e.g., Adu-Gyamfi et al., 2016), sobre la razén de
cambio (e.g., Dolores-Flores et al., 2019), derivada e integral (e.g., Garcia-Garcia y Dolores-
Flores, 2018; 2019; 2020), entre otros, donde los estudiantes presentan dificultades para
conectar las matematicas con la vida cotidiana, conciben la pendiente como un concepto
desconectado de otros conceptos como la velocidad, rapidez y aceleracion, por ejemplo,
algunos futuros profesores tienen dificultades para conectar los registros analiticos y graficos,

lo cual es la principal causa para no comprender conceptos geométricos, entre otros.

Particularmente los estudios sobre el concepto de derivada que es de interés en esta
investigacion, algunos trabajos han identificado las conexiones de estudiantes en el contexto
de la derivaday la integral (Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2018; 2019; 2020) y conexiones
en la resolucién de problemas sobre la razon de cambio (Dolores-Flores et al., 2019). En el
nivel universitario, los estudiantes de licenciatura en matematicas hacen conexiones intra y
extramatematicas en problemas de Calculo (Dolores-Flores y Garcia-Garcia, 2017). Por su
parte, Yavuz-Mumcu (2018) estudié las conexiones matematicas que hacen los futuros

profesores sobre la derivada. En Rodriguez-Nieto et al. (2021) algunos futuros profesores
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presentaron algunas dificultades para hallar la ecuacion de la recta tangente, producto del

significado inadecuado que tienen de la derivada.

Es importante resaltar que el foco principal en otras investigaciones no son las conexiones
matematicas sobre la derivada, sino la comprension de este concepto. Sin embargo, cabe
sefialar que estas investigaciones han reportado que muchos estudiantes de bachillerato,
universitarios, futuros profesores (y algunos profesores en servicio) tienen dificultades para
establecer conexiones o relaciones entre las diferentes representaciones de la derivada
(Badillo, 2003; Badillo, Azcarate y Font, 2011; Borji, Font, Alamolhodaei, y Sdnchez, 2018;
Font, 2000; Fuentealba et al., 2019; Fuentealba et al., 2018; Hashemi, Abu, Kashefi y
Rahimi, 2014; Pino-Fan, Godino, & Font, 2015; 2018; Pino-Fan, Guzméan, Font y Duval,
2017; Sanchez-Matamoros, Fernandez y Llinares, 2015; Sanchez-Matamoros, Garcia y
Llinares, 2008; Sari et al., 2018), y entre los significados parciales del concepto de derivada
(Fuentealba et al., 2019; Fuentealba et al., 2015; Pino-Fan et al., 2015; 2018). Por ejemplo,
Pino-Fan et al. (2018) afirman que, algunos futuros profesores no conectan significados de
la derivada tales como: la tasa de cambio de y con respecto a x es cero en aquellos puntos

donde la recta tangente de la funcién es horizontal.

Ahora bien, sobre la grafica de la derivada, Berry y Nyman (2006) y Ubuz (2007) reportaron
que los estudiantes tienen dificultades para conectar la representacién grafica de la funcion y
la de su derivada. De hecho, Ubuz (2007), considerd que era dificil para los estudiantes
utilizar la informacion gréfica para dar sentido a las representaciones simbélicas. Ademas,
los estudiantes no comprenden la derivada porque tienen dificultades para relacionar tanto el
crecimiento como la disminuciéon de f y el signo de /"y /7’ y trabajan méas con informacion
gréfica y el significado analitico puntual de la derivada (Fuentealba et al., 2018; Fuentealba,
et al., 2018; 2019).

Por su parte, Nemirovsky y Rubin (1992) reconocieron que muchos estudiantes dibujan la
grafica de f” similar a la grafica de f. Asimismo, Nemirovsky y Rubin (1992) y Oehrtman,
Carlson y Thompson (2009) coinciden en que los estudiantes no consideran la relacion logica
entre la funcion y su derivada y viceversa en un contexto grafico. Ferrini-Mundy y Graham
(1994) identificaron que los estudiantes desean hallar la ecuacion de una funcion cuando se

les da solo graficamente, y, de manera similar lo reportaron Garcia-Garcia y Dolores-Flores
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(2019) quienes evidenciaron que los estudiantes del preuniversitario necesitan la expresion
algebraica de la funcion para hacer una representacion gréfica de ella mismay de su derivada,
de lo contrario no grafican. En este sentido, se considera que es un aspecto clave investigar
sobre las conexiones matematicas teniendo en cuenta las propiedades de los graficos, como
transitar de la representacion grafica de una funcion g al gréfico de la derivada g’ (Garcia-

Garcia y Dolores-Flores, 2020).

Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2020) manifiestan que es un aspecto clave investigar sobre
las conexiones matematicas considerando las propiedades de los graficos, por ejemplo,
transitar de la representacion gréfica de una funcion g al grafico de la derivada g’, pero
también es importante invertir el proceso, debido a que genera mejor comprension de los
conceptos del Célculo en su representacion gréfica. Estos enfoques relacionales ayudan
sustancialmente al aprendizaje basado en el establecimiento de conexiones, ya que son Utiles
para formar parte del panorama general del Calculo y no enfatizar en el uso de algoritmos y

reglas (Berry y Nyman, 2003).
1.1.2. Investigaciones que han aportado tipologias de conexiones matematicas

En la literatura, en particular en algunos de los trabajos citados en el apartado anterior, se han
propuesto modelos de tipologias de conexiones matematicas (Evitts, 2004; Businskas, 2008;
Lapp et al., 2010; Eli et al.,, 2011; Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2018; 2019). A

continuacion, se describen sintéticamente cada uno de ellos.

En el estudio exploratorio de Evitts (2004) se reconocieron cinco tipos de conexiones
matematicas establecidas por profesores cuando resolvieron problemas seleccionados de los
planes curriculares (Ver Tabla 1). El autor reconoce que “el establecimiento de conexiones
en el contexto de la resolucion de problemas a partir de planes de estudio basados en
estandares puede proporcionar informacién a otras personas interesadas en el pensamiento
matematico, a los profesores y proponentes del cambio del plan de estudios y a los
disefiadores de experiencias de profesores en formacion” (p. 8).

Tabla 1. Sintesis de las categorias de conexiones matematicas propuesto por Evitts.
Conexion Descripcion
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Modelado

Estructural

Representacion

Procedimental-

conceptual

Entre conceptos

matematicos

Vinculos entre las matematicas y la vida real o la cotidianidad de los
estudiantes.

Se manifiesta cuando se reconoce la similitud de dos ideas o

construcciones matematicas.

Se establece cuando las relaciones matematicas pueden ser
representadas en formas graficas, numéricas, simbdlicas, pictéricas y

verbales.

Se identifica cuando se vinculan conceptos matematicos con
procedimientos, disminuyendo la percepcion de las matematicas como

regla-orientada.

Vincular distintos conceptos matematicos, es decir, como un todo

integrado.

Nota. Informacién retomada de Evitts (2004).

Posteriormente, se presentan las conexiones matematicas propuestas en el modelo de

Businskas (2008) (ver Tabla 2). Cabe destacar, que estas conexiones fueron identificadas

después de un analisis de las transcripciones de entrevistas realizadas a profesores sobre

conceptos de ecuacion cuadratica.

Tabla 2. Sintesis de las categorias de conexiones matematicas propuesto por Businskas.

Conexion

Descripcion

Representaciones

diferentes

Implicacion

El mismo concepto se representa de dos o méas formas. Las
representaciones alternativas son aquellas en diferentes modos de
representacion. Las representaciones equivalentes son aquellas en el

mismo modo.

Un concepto lleva a otro en forma ldgica, Sl..., ENTONCES. Esta
conexion matematica indica una dependencia de un concepto con otro

en forma logica.
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Relaciones
Parte-todo

Procedimental

Orientada a la

instruccion

Un concepto esta vinculado a otro en algun sentido de parte y todo.
Las relaciones parte-todo incluyen ejemplos, inclusiones Yy

generalizaciones.

Un procedimiento algoritmico estd asociado con un concepto

particular.

Se manifiestan de dos formas principales. Primero, los maestros
hicieron referencia general a la importancia de vincular el nuevo tema
con el conocimiento previo de los estudiantes. A menudo, las
conexiones especificas con el conocimiento previo podrian describirse
como extensiones de lo que los estudiantes ya sabian. En segundo
lugar, los grupos de conceptos y procedimientos matematicos se
vincularon como requisitos previos, conceptos, habilidades o
vocabulario que los estudiantes deberian haber dominado antes de

embarcarse en el nuevo tema.

Nota. Informacién retomada de Businskas (2008).

Seguidamente se muestran las categorias de conexiones matematicas propuestas por Eli et al.

(2011) que se presentan en la Tabla 3, las cuales emergieron en un analisis mixto (Card-Sort

Activity), usando tarjetas y el método comparativo constante con una guia de codificacién

para proporcionar una descripcion de cada uno de los cinco tipos de conexién matematica

emergentes junto con ejemplos para cada tipo.

Tabla 3. Sintesis de las categorias de conexiones matematicas propuesto por Eli et al. (2011).

Conexion

Descripcion

Categoricas

Procedimiento

Uso de caracteristicas superficiales principalmente como base para

definir un grupo o categoria.

Relacionar ideas basadas en un procedimiento matematico o algoritmo
posiblemente mediante la construccién de un ejemplo; puede incluir una

descripcion de la mecénica involucrada en la realizacion del

35



procedimiento en lugar de las ideas matemaéticas integradas en el

procedimiento.

Caracteristica/ Definir caracteristicas o describiendo las propiedades de los conceptos en

. términos de otros conceptos.
propiedad

Conocimiento de un concepto para construir o explicar otro concepto;
Derivacion  incluido, entre otros, el reconocimiento de la existencia de una

derivacion.

Relacionar ideas o conceptos en términos de impacto con el plan de

Curricular o o
estudios, incluido el orden en que uno ensefiaria conceptos / temas.

Nota. Informacién retomada de Eli et al. (2011).

Por su parte, Lapp et al. (2010) propusieron cuatro categorias de conexiones que giran en
torno a relaciones entre conceptos que verbalizaron los estudiantes en las entrevistas (ver
Tabla 4).

Tabla 4. Sintesis de las categorias de conexiones entre conceptos propuestas por Lapp et al.
(2010).
Conexion Descripcion

Computacional/ Toma la forma de algoritmos o procedimientos que se pueden aprender

) con poca comprension de los conceptos.
Procedimental P P P

Caracterizado por utilidad para llegar a otro resultado. Esto es diferente
Recurso de computacional / procesal en que esta categoria se refiere al uso de un

concepto general en lugar de un algoritmo o procedimiento especifico.

] _ Este tipo de enlace se refiere al mismo concepto matematico en una
Figurativo ] )
forma representativa diferente.

Este tipo de enlace se refiere a las conexiones de los estudiantes entre
Relacional conceptos relacionados a traves de propiedades, teoremas, definiciones

0 patrones de comportamiento.

Nota. Informacion retomada de Lapp et al. (2010).
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Con base en la descripcion de las tipologias de conexiones, se evidencia que todas comparten
el tipo de conexion procedimental y solo los trabajos de Evitts (2004), Businskas (2008) y
Lapp et al. (2010) consideran la categoria de conexion entre representaciones diferentes.
Cabe resaltar que, el modelo de Lapp y colaboradores hace referencia a conexiones entre
conceptos matematicos, pero involucra algunos aspectos de los otros modelos, por ejemplo,
las conexiones entre representaciones.

En cuanto a las conexiones matematicas en Calculo, Garcia-Garcia (2018; 2019), Garcia-
Garcia y Dolores-Flores (2018; 2019) en los hallazgos teoricos de sus trabajos han propuesto
y organizado tipologias de conexiones matematicas que fueron confrontadas con las
investigaciones de Evitts (2004), Businskas (2008) y Eli et al. (2011). En este sentido, Garcia-
Garcia (2018; 2019) clasifico a las conexiones matematicas en dos grandes tipologias:
extramatematicas e intramatematicas (ver Figura la en la Figura 1), las cuales fueron
reorganizadas por Campo-Meneses y Garcia-Garcia (2020) enfatizando en que las
conexiones intramatematicas también emergen de problemas de aplicacion y solo las
conexiones de modelado emergen cunado el sujeto resuelve problemas no matematicos (ver

Figura 1b en la Figura 1).

Tipos de concxiones Tipos de conexiones
matemiticas matematicas
Clonexignes m
2 Conexh Ci
2 . Inframatemiticas rd
extramatemiticas intramatemiticas
Lo Anengen a parth Emergen a partirde
Tareas 5 e
matemiticas = Eracrgen @ portiv de
| il | I Protlemas dg 1 Problemasno | i Problemas de Tareas
L matemdticos = aplicacidn matemiticas
f:MrJuﬂ'u:.’.'l i x
e i z 3 8 I n T 1
lanten de indle et i Representacicnes i C al P
difirentes ok pleutten de un| 1
bocai " [ Gones |
----------- ok 1 et |
Ema deolpo matemdtico
hacoa b — a1
Reversibilidad Permite o T .
Conexidn hacer o ConeTiones
mitemitica i — Reversibilidad  f———— de4j
modelada Conexidn
ica de | rer———
| Farte-todo )
Couloce o eoudauser o Socer L Pincwodo p—
Figura 1a. Figura 1b.

Figura 1. Tipologia de conexiones matematicas (Tomado de Garcia-Garcia (2018, p. 166) y
Campo-Meneses y Garcia-Garcia (2020)).

Los tipos de conexiones matematicas presentadas en la Figura 1, se explican en la seccion de
marco tedrico, y, se puede afirmar que el modelo de Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018;

2019) es una ampliacion del modelo de Businskas (2008).
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Ahora bien, existen otros enfoques tedricos donde las conexiones matematicas juegan un
papel fundamental, por ejemplo, la Ethomatematica (Cortes y Orey, 2020; Rosa y Orey,
2020; D’ Ambrosio, 2001; 2014; Rodriguez-Nieto, 2020; 2021), la teoria de la metafora
conceptual (Acevedo, 2008; Lakoff y Nufiez, 2000; Font, Bolite y Acevedo, 2010), el
enfoque ontosemiotico (Godino, Batanero y Font, 2007; 2019; Breda, Font y Pino-Fan, 2018;
Rondero y Font, 2015) donde las conexiones matematicas se conceptualizan en términos de
FSs, entre otros. Desde otra perspectiva, en Educacion Matemética son relevantes las
conexiones entre marcos teoricos para analizar mejor fendmenos en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas (Arzarello y Olivero 2006; Prediger, Bikner-Ahsbahs y
Arzarello, 2008; Radford, 2008).

Con relacion a las diferentes propuestas de categorias de conexiones hay que sefialar que en
algunos casos contemplan el mismo de tipo de conexion, en otros casos proponen diferentes
tipos de conexiones e incluso hay autores que sugieren la necesidad de ampliar las categorias
propuestas en funcion de los resultados empiricos de nuevas investigaciones. Ante esta
situacion, se considera relevante realizar una investigacion que aporte una tipologia de
conexiones gque permita sintetizar, englobar y ampliar las categorias de conexiones existentes
en la literatura. Por ejemplo, en la investigacion sobre Etnomatemaética se han reconocido
dos tipos de conexiones internas y externas para el analisis de précticas cotidianas y sistemas
de medidas (Rodriguez-Nieto, 2020).

En este contexto, una conexiodn interna se refiere a “las relaciones que hace un sujeto entre
unidades de medidas (convencional o no convencional) de un mismo sistema de medida
usado en una préctica cotidiana, considerando equivalencias y conversiones” (Rodriguez-
Nieto, 2020, p. 12), y, las conexiones externas “se promueven cuando una unidad de medida
(convencional o no convencional) es usada de manera similar en diferentes sistemas de
medidas de practicas cotidianas distintas” (Rodriguez-Nieto, 2020, p. 26). Las conexiones
internas y externas dependen del significado y el uso que la persona le da a la unidad de

medida en su préactica cotidiana (ver Figura 2).
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Figura 2. Modelo de conexiones internas y externas desde la Etnomatematica.

Por otra parte, si bien se han investigado las conexiones con los enfoques tedricos que
acabamos de comentar, asimismo se han investigado con muchos otros marcos teoricos, por
lo que también se considera relevante explorar qué tipo de concordancias son posibles entre
las teorias de las conexiones propuestas hasta el momento con otros enfoques tedricos que se
han interesado por investigar las conexiones en los procesos de ensefianza y aprendizaje de

las matematicas.

1.1.3. Investigaciones sobre Networking of theories

En la investigacion en Educacién Matematica se ha optado por el uso de marcos teéricos para
analizar fendbmenos o problemas de investigacién de manera separada, asi como el uso de
dos 0 mas marcos tedricos integrados para desarrollar una investigacion. El interés por los
procesos de integracion de diferentes teorias se debe a dos complejidades, una es la de los
objetos matematicos y la otra su ensefianza y aprendizaje (Boero et al., 2002). Otra
motivacion para articular teorias es porque en varios casos los datos recolectados en una
investigacion se tornan complicados de analizar con una sola teoria (Arzarello y Olivero,
2006; Font, 2016).

Por su parte Radford (2008) propuso que las redes teoricas consisten en la diferenciacion y
complementariedad basada en una visién tripartita referida a los principios teoricos,

metodologias y preguntas de investigacion, las cuales han emergido y son necesarias para
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robustecer las colaboraciones entre investigadores a nivel internacional y generar estructuras
de conocimiento tanto educativas como social, politica, cultural, entre otras. A su vez se
manifiesta el potencial de las conexiones tedricas que surgen de las limitaciones que puede
presentar una teoria A y la complementariedad que le puede dar una teoria B y viceversa, 0

bien concordancias entre las dos teorias A y B para analizar fendmenos.

Prediger et al. (2008) muestran una discusion sobre la variedad de teorias en Educacion
matematica, sistematizando las estrategias y métodos para la creacion de redes teoricas, que,
de hecho, proponen que las estrategias de trabajo en red buscan reducir el niUmero de teorias
inconexas respetando su especificidad, principios y métodos. Ademas, propuso cuatro pares
de estrategias para articular marcos (comprender otras teorias-comprender las teorias a usar;
contrastar-comparar; coordinar-combinar; sintetizar-integracion local) contenidas entre dos
polos, la no relacion de ignorar otras teorias y la unificacion de teorias globalmente (ver
esquema en la Figura 7 de la seccién 2.3.). En este contexto, Bikner-Ahsbahs y Prediger

(2010) caracterizaron cada par de estrategias de la siguiente manera:

El primer par de estrategias en el panorama anterior describe que la comprension
mutua de las teorias es necesaria cuando los investigadores comienzan a practicar la
creacion de redes; el segundo par se enfoca en estrategias de comparacion; el tercer
par capta el paso que hay que dar hacia otras teorias al vincularlas; y el cuarto describe
el equilibrio de las teorias reductoras integrando al menos partes de una teoria en otra
y construyendo nuevas teorias que subsumen otras. Incluso si los investigadores desean
integrar partes tedricas solo localmente en una nueva vision teérica, deben comprender
profundamente las otras teorias antes de usar las estrategias de compararlas,
contrastarlas, coordinarlas y combinarlas en el curso de la integracion (p. 147).

Font, Malaspina, Giménez y Wilhelmi (2011) vincularon el EOS, la teoria APOE y Ciencia
cognitiva de las Matematicas (CSM) para un mejor uso de la nocion de objeto dado que, estas
teorias asumen elementos similares acerca de dicha nocién. Ademas, concluyeron que las
teorias APOE y CSM solo resaltan aspectos parciales de la complejidad y emergencia de los
objetos matematicos en las practicas matematicas, mientras que desde la perspectiva del EOS
los objetos matematicos permiten explicar dos aspectos: el primero es la emergencia de los
objetos matematicos primarios de las configuraciones construidas a través de practicas y, la

segunda es la muestra de la vision realista de las matematicas en las aulas.
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Por su parte, Kidron y Monaghan (2012) trabajaron sobre la complejidad del dialogo entre
teorias, enfocandose en las dificultades y beneficios, dejando ver que las redes de teorias
desarrollan més las teorias por los didlogos entre investigadores con visiones fundamentadas
en distintas culturas cientificas. Drijvers, Godino, Font y Trouche (2013) analizaron un
episodio sobre el uso del algebra computacional para el aprendizaje del concepto de
pardmetro con la teoria de la génesis instrumental (TGI) y el enfoque ontosemiético (EOS).
Encontraron que los enfoques instrumentales y ontosemioticos en red se complementan y
uno de los principales resultados es que en la TGI el concepto de artefacto puede asimilarse
en la perspectiva del EOS como un objeto primario (material o simbélico) involucrado en la
practica matematica junto con otros objetos primarios. Concluyeron que los avances tedricos

de hecho pueden beneficiarse como red de actividades teoricas.

Seguidamente, en el desarrollo de la empresa o proyecto ReMath, Artigue y Mariotti (2014)
después de clarificar las diferentes perspectivas teoricas y el trabajo en red, presentaron sus
constructos metodolégicos con base en el proyecto, quienes se centraron en identificar
conexiones y complementariedades entre teorias, en la identificacion y elaboracion de
objetos de frontera entre diferentes culturas y la construccién progresiva de un marco teoérico
compartido sobre representaciones semioticas y enfatizaron en las praxeologias de
investigacion. Este proyecto no fue obra de un solo investigador, sino de equipos de
investigadores de culturas diferentes que en un dialogo profundo compartieron las mismas

culturas.

En este contexto, Bikner-Ahsbahs y Prediger (2014) editaron un libro titulado: redes de
teorias como practica de investigacion en educacién matematica, donde se comparte los
puntos de partida para abordar la diversidad de teorias entre las que se destacan: el enfoque
de accion, produccion y comunicacion (Arzarello y Sabena, 2014), la teoria de las situaciones
didacticas (Artigue, Haspekian y Corblin-Lenfant, 2014), la teoria antropoldgica de lo
didactico (Bosch y Gascon, 2014), la abstraccion y contexto (Dreyfus y Kidron, 2014), la
teoria de situaciones densas de intereses (Bikner-Ahsbahs y Halverscheid, 2014). También,
se desarrollaron casos de estudio sobre redes teoricas (Prediger y Bikner-Ahsbahs, 2014;
Dreyfus, Sabena, Kidron y Arzarello, 2014; Kidron, Artigue, Bosch, Dreyfus, Haspekian,
2014; Sabena, Arzarello, Bikner-Ahsbahs, Schéfer, 2014; Bikner-Ahsbahs, Artigue,
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Haspekian, 2014). Particularmente, en Artigue y Bosch (2014) extendieron la nocion de
praxeologia a las practicas de investigacion, la cual, desde un principio habia sido introducida
para modelar actividades matematicas y didacticas.

Con el objetivo de promover investigaciones mediante interconexiones tedricas, Kidron y
Bikner-Ahsbahs (2015) mencionaron que, “al trabajar con la red de teorias, l0s investigadores
deben comprender las teorias ajenas involucradas y comunicar las propias para ayudar a los
colegas a comprender sus principios, metodologias y preguntas paradigmaticas” (p. 6).
Asimismo, hicieron énfasis en la evolucion de las redes de teorias que ha sido punto de
discusién en diferentes ediciones del congreso CERME. Ademas, plantearon las estrategias
para conectar teorias y los distintos casos: 1) el trabajo en red entre dos teorias, 2) articulacion
de tres teorias y complementariedades, 3) Aclarar el papel de los conceptos en las teorias a
través del trabajo en red, y, 4) ejemplo de ReMath de un proyecto de disefio maltiple. Bikner-
Ahsbahs (2016) afirmé que, “el trabajo en red de teorias permite trabajar explicitamente con
diferentes teorias para beneficiarse de sus fortalezas tedricas con un enfoque especifico en
informar la practica, asi como en inspirarse en situaciones empiricas de la practica” (p. 34).
Para estos autores trabajar en red significa construir relaciones tedricas para abordar mejor

la complejidad de los fendmenos y no hacer interpretaciones simplistas.

Por su parte Font (2016) manifiesta que en la investigacién en Educacion Matematica es
necesario usar marcos tedricos porgue existe un consenso que debe seguir un trabajo de
investigacioén, siguiendo algunos pasos clave como 1) la formulacion de la pregunta de
investigacion, 2) la seleccion de un marco con las posibilidades de coordinacion de la
pregunta con el marco seleccionado y coherencia con las decisiones metodoldgicas, 3)
operatividad del marco teorico y 4) aplicacion de técnicas de investigacion. Este autor afirma
que la diversidad de marcos puede ser conveniente dado que, cada teoria desarrolla un
aspecto parcial, pero, los resultados de las investigaciones que abordan un mismo problema
de investigacion con diferentes teorias, la mayoria de las veces son dispares, por la
complejidad, lenguajes y fundamentos distintos. Por tal motivo es necesario comparar,
coordinar y combinar las teorias para un marco integral con herramientas teoricas y

metodologicas para abordar un problema de investigacion.
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Font, Trigueros, Badillo y Rubio (2016) articularon la teoria APOE con el EOS para
contrastar y comparar la conceptualizacion de la nocion de objeto desde ambas perspectivas
tedricas, donde hicieron una descomposicion genética del concepto derivada y la analizaron
con las herramientas tedricas y metodoldgicas del EOS. Asimismo, hicieron confrontaciones
entre las nociones de accién y practica, procesos y procedimientos, encapsulacion y objeto
primario, configuracion cognitiva y esquema, tematizacién y segundo nivel de emergencia
de un objeto. Los autores concluyeron que la articulacion de estas teorias es Util en la
coordinacion local subyacente que proporciona herramientas para explicar las dificultades
asociadas con el aprendizaje de conceptos especificos, en especial, la derivada. Bosch,
Gascon y Trigueros (2017) establecieron didlogos entre la teoria antropoldgica de lo
didactico y la teoria APOE para analizar la nocion de praxeologia.

En otro estudio basado en las redes tedricas, Pino-Fan et al. (2017) articularon la teoria de
los registros de representacion semioticos (TRRS) con el EOS para analizar la actividad
matematica asociada a la resolucion de problemas sobre la derivabilidad de la funcion valor
absoluto. Los autores concluyen que las nociones de la TRRS son importantes para
comprender la actividad cognitiva necesaria para resolver una tarea matematica, y el EOS
permite analizar la actividad cognitiva del sujeto que muestra objetos matematicos que
intervienen en los procesos de tratamientos y conversiones entre los registros de
representacion. Ademas, el andlisis con el EOS “complementa el analisis realizado utilizando
las herramientas de TRRS, pues con las herramientas de configuracién de objetos y procesos
y funcién semidtica (FS), los contenidos de las representaciones se vuelven explicitos y se

utilizan como parte de dicha actividad cognitiva” (p. 121).

Bikner-Ahsbahs y Vohns (2019) presentan la articulacion entre la teoria de la vision
semiotica de las matematicas, la cual, a partir del uso de signos y juego semidético explica la
dindmica de hacer matematica para analizar el razonamiento esquematico; y la teoria de la
actividad de aprendizaje aplicada a las matematicas para desarrollar las competencias de los
estudiantes al hacer matematicas considerando objetivos de aprendizajes a alcanzar. Se
concluye que las redes teoricas de precursores alemanes, presenta un programa de
metainvestigacion que enfatiza en como mejora la resolucion de problemas en el campo de

las matematicas. En el estudio de Fonger y Altindis (2019) integraron la teoria del
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razonamiento cuantitativo y la teoria de las representaciones multiples (lentes
constructivistas y semioticos sobre la cognicion) con el objetivo de realizar investigaciones
empiricas del estudio de la comprension significativa de la funcion. Los autores afirman que
se basaron en estas teorias porque permiten el aprendizaje de los estudiantes a partir de la
creacion, interpretacion y conexion entre diversas representaciones matematicas desde una
visién de razonamiento covariacional para favorecer la comprension de los estudiantes acerca
de las funciones. Borji, Erfani y Font (2009) usaron de manera combinada la teoria APOE y
el EOS para estudiar la comprension matematica de estudiantes sobre las coordenadas

polares.

Por su parte, Godino, Beltran-Pellicer y Burgos (2020) se motivaron explorar las
concordancias y complementariedades entre la Teoria de la Objetivacion y el Enfoque
Ontosemiotico, donde encontraron que ambas teorias comparten principios teoricos y
socioculturales sobre las matematicas en los procesos de ensefianza y aprendizaje. Ademas,
analizaron las dimensiones: epistemolodgica, ontoldgica y semiotico-cognitiva con sus
respectivas implicaciones en la ensefianza, tomando como contexto de reflexion un informe

de un grafico cartesiano.

Tabach, Rasmussen, Dreyfus y Apkarian (2020) consideran que articular teorias es un
enfoque poderoso para saber sobre la posibilidad de nuevos conocimientos y vinculos entre
enfoques tedricos diferentes. Estos autores coordinaron dos enfoques teéricos como el
RBC+C (sus siglas en inglés: Recognizing, Building, Constructing y Consolidating)
complementado con la Abstraccion en Contexto (AiC) y la teoria DCA (sus siglas en inglés:
Documenting, Collective y Activity). Especialmente, el modelo RBC + C es usado en la
mayoria de los casos para analizar la construccion del conocimiento de individuos o grupos
pequefios, mientras que el enfoque DCA se caracteriza por permitir el analisis del progreso
matematico de toda la clase completa o un grupo de estudiantes. Despues de lograr la
articulacion, la usaron para analizar y reflexionar sobre la gramatica argumentativa que revela

la estructura implicita de niveles de andlisis de combinacién y coordinacion de teorias.

Actualmente, Thanheiser, Melhuish, Sugimoto, Rosencrans y Heaton (2021) coordinaron
cinco enfoques tedricos (cohesion de la leccion, demanda cognitiva de tareas, argumentacion

colectiva, tipos de contribucion de los estudiantes y actividad de participacién cognitiva de
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los estudiantes), con el proposito de presentar una perspectiva holistica de la cultura del aula
que involucre a los estudiantes en torno a la justificacion e ilustrar las relaciones observables

entre el maestro, los estudiantes y el contenido (ver articulacion en la Figura 3).
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Figura 3. Articulacion de los cinco marcos en un marco para examinar aulas de
matema@ticas de alta calidad centradas en involucrar a los estudiantes en la justificacion
(Adoptado de Thanheiser et al. (2021)).

En la Figura 3 se presenta un modelo de tridngulo para la coordinacion de los cinco marcos
y las conexiones entre los principales actores (estudiante, profesor y el contenido). En este
sentido, segun Thanheiser et al. (2021) el andlisis depende del funcionamiento del triangulo

centrado en:

1) la relacion entre el estudiante y el contenido a través de los tipos de contribucién de
los estudiantes, 2) el maestro y el contenido a través de la cohesion de la leccion, 3) la
forma en que los maestros dan forma al contenido de los estudiantes a través de la
demanda cognitiva; 4) estudiantes-estudiantes y docente a través de la argumentacion
colectiva; y 5) estudiante-estudiante y contenido a través de la actividad de
participacion cognitiva del estudiante (p. 14).

Las investigaciones revisadas sobre “networking” muestran la diversidad de redes entre
diferentes enfoques teoéricos para analizar fenémenos en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, proponiendo ejemplos con objetos matematicos como la derivada, funciones,
razon de cambio en problemas de aplicacion, o bien, tema como gréaficos cartesianos, entre
otros. Particularmente, la Teoria de las conexiones no se ha articulado con otros marcos
tedricos, aun reconociéndose que existe la necesidad de que esta teoria se complemente para
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detallar las conexiones. En este sentido, luego de analizar las diferentes teorias involucradas
en los networking, identificamos que el EOS es un enfoque tedrico articulador de teorias y,
ademas, considera importante la nocion de conexion matematica, por lo cual seria adecuado

para complementarse y coordinarse con la Teoria de las conexiones.

1.1.4. Justificacion

Luego de revisar la literatura relacionada con la importancia de las conexiones matematicas
a nivel curricular, las diferentes investigaciones que proponen tipologias de conexiones, las
conexiones para hacer redes teoricas y estudios sobre la exploracion de conexiones en
distintos niveles educativos se han identificado problematicas relacionadas con la necesidad
de detallar las categorias de conexiones matematicas a la luz de la articulacién de marcos
teoricos para enriquecer la TAC a partir de las complementariedades y concordancias, donde
el contexto sobre la derivada tiene lugar por las dificultades que presentan los estudiantes
universitarios sobre este concepto. Atendiendo a la problematica en cuestién, surge la

siguiente pregunta de investigacion:

¢De qué manera la aplicacion de los constructos ontosemioticos
complementan el analisis, desde una perspectiva cognitiva, de los procesos

de conexion matematica necesarios para resolver problemas de derivadas?

Esta pregunta se concreta en las siguientes preguntas mas especificas:

1.2. Preguntas especificas de investigacion

P1: ¢(Qué categorias de conexiones debe contemplar una Teoria Ampliada de las
Conexiones (TAC) que permita sintetizar, englobar y ampliar las categorias de

conexiones existentes en la literatura?

P2: ;Qué concordancias y complementariedades existen entre TAC y EOS acerca de

las conexiones, que permitan un analisis mas detallado de las conexiones matematicas?

P3: ¢(Como caracterizar, mediante el uso combinado de la TAC y el EOS, las
conexiones matematicas que establecen los estudiantes universitarios al resolver

problemas usando la derivada?
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P4: ;Cdomo el uso de las complementariedades entre la TAC y el EOS permite explicar
por queé los estudiantes tienen dificultades para establecer determinadas conexiones

matematicas que son clave para la resolucion de problemas sobre derivadas?

Para responder a las preguntas de investigacion, se plante0 el siguiente objetivo general:

Desarrollar un networking de teorias de dos perspectivas (la Teoria de las
conexiones matematicas y el EOS) sobre la actividad matematica
involucrada en los procesos de conexion matematica necesarios para

resolver problemas de derivadas.
Este objetivo general se concreta en los siguientes objetivos especificos:

1.3. Objetivos especificos

O1: Identificar las categorias de conexiones que debe contemplar una Teoria
Ampliada de las Conexiones (TAC) que permita sintetizar, englobar y ampliar

las categorias de conexiones existentes en la literatura.

0O2: Explorar las concordancias y complementariedades desde la articulacion
entre la TAC y el EOS para un andlisis més detallado de las conexiones

matematicas.

03: Caracterizar las conexiones matematicas que establecen los estudiantes
universitarios al resolver problemas en el contexto la derivada mediante el uso
combinado de la TAC y el EOS.

O4: Explicar por qué los estudiantes tienen dificultades para establecer
determinadas conexiones matematicas que son clave para la resolucion de tareas

sobre derivadas con base en el uso combinado de la TAC y el EOS.
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Capitulo 2

Marco teorico de la investigacion

En esta seccion se presenta en un primer momento la Teoria de las conexiones matematicas
(conceptualizacion de conexion matemaética y sus categorias). En segundo se muestra un
resumen de las herramientas del EOS. Tercero, se explica brevemente en qué consiste una
red de teorias y las estrategias de articulacién. Por ultimo, se describen algunas

interpretaciones del concepto de derivada.

2.1. Teoria de las Conexiones matematicas

Inicialmente se presentan diferentes conceptualizaciones acerca la conexion matematica. En
principio Brown (1983) asegurd que las conexiones matemdticas “son una relaciéon o
asociacion causal o logica, una interdependencia” (p. 481). Desde la perspectiva metaforica,
las conexiones se entienden como parte de una red jerarquica, como una telarafia, donde una
interseccion o nodo puede verse como parte de la informacion representada, y los hilos entre
los nodos pueden entenderse como conexiones o relaciones (Hiebert y Carpenter, 1992). Para
Businskas (2008) las conexiones matematicas son entendidas como “una relacion verdadera

entre dos ideas matematicas, A y B” (p. 18).

En Eli et al. (2013) las conexiones se describen como componentes de un esquema 0 grupos
de esquemas conectados dentro de una red mental. En el caso de De Gamboa y Figueras
(2014) las conexiones matematicas son “redes de enlaces que coordinan definiciones,
propiedades, técnicas y procedimientos para construir interconceptos. Dichos enlaces son
vinculos légicos y coherentes entre representaciones” (p. 340). En esta investigacion se
entiende una conexion matematica desde la perspectiva de Garcia-Garcia y Dolores-Flores
(2018) como “un proceso cognitivo a través del cual una persona relaciona dos o mas ideas,
conceptos, definiciones, teoremas, procedimientos, representaciones y significados entre si,
con otras disciplinas o con la vida real” (p. 229), quienes para definirla se basaron en las
posturas previas de conexion matematica compartiendo la idea de que son relaciones

verdaderas.
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Cabe destacar que en la literatura sobre conexiones matematicas se han reportado dos grandes
grupos de conexiones: las intramatematicas “se establecen entre ideas, conceptos,
procedimientos, teoremas, representaciones y significados matematicos entre si”” (Dolores-
Flores y Garcia-Garcia, 2017, p. 160). Mientras que, las extramatematicas se reconocen
cuando “se relaciona un concepto o modelo matematico con un problema en contexto o de
aplicacion o, viceversa. Incluyen las conexiones entre contenidos matematicos con otras
disciplinas curriculares y con situaciones de la vida diaria” (Dolores-Flores y Garcia-Garcia,
2017, p. 161). Las conexiones matematicas “surgen cuando los estudiantes resuelven tareas
especificas y pueden identificarlas en sus producciones escritas o en los argumentos orales o

mimicos que desarrollan” (Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2018, p. 229).

En total, se consideran nueve categorias de conexiones, una extramatematica donde emerge
la conexidn de modelado (Evitts, 2004), y ocho intramatematicas: conexion orientada a la
instruccion, diferentes representaciones, procedimental, implicacion, parte-todo (Businskas,
2008), caracteristica (Eli et al., 2011; Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2019), significado,
reversibilidad (Garcia-Garcia, 2018; Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2019), que se describen

a continuacion.

2.1.1. Conexién de modelado (MD)

Se caracterizan por ser un vinculo entre las matematicas y la vida real o la cotidianidad de
los estudiantes y, se evidencian cuando el sujeto resuelve problemas no matematicos o de
aplicacion donde tiene que plantear un modelo o expresién matematica (Evitts, 2004; Garcia-
Garcia, 2018).

2.1.2. Conexion orientada a la instruccién (COIl)

Se refiere a la comprension de un concepto C con base en dos 0 mas conceptos previos Ay
B, requeridos para ser entendidos por un sujeto. Ademas, estas conexiones se manifiestan de
dos formas: a) asociacion de un nuevo tema con conocimientos previos, b) conceptos y
procedimientos matematicos conectados entre si se consideran prerrequisitos o habilidades
que los estudiantes deben dominar antes del desarrollo de un nuevo concepto (Businskas,
2008; Garcia-Garcia, 2018).
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2.1.3. Representaciones diferentes (RD)

Se identifican cuando el sujeto representa un concepto matematico utilizando
representaciones alternas o equivalentes (Businskas, 2008; Garcia-Garcia y Dolores-Flores,
2019). Las representaciones equivalentes son transformaciones de representaciones
realizadas en la misma representacion o registro (algebraico-algebraico), por ejemplo,
P(t) = 10t* — 5 es equivalente a P(t) = 5(t> — 1). Las representaciones alternas se
refieren a aquellas representaciones donde el registro en el cual fueron formadas se modifica,
por ejemplo, las representaciones graficas de las funciones exponencial y logaritmo natural
(ver Figura 4) son representaciones alternas de y = e* y y = Inx respectivamente, las cuales
son dos representaciones diferentes (grafico-algebraico) que representan un mismo objeto.
En términos de la teoria de las representaciones semioticas, las representaciones alternas se

refieren a conversiones y representaciones equivalentes a tratamientos (Duval, 2006).

Figura 4. Representaciones gréaficas de y = e* y y = Inx (Stewart, 1999, p. 71).
2.1.4. Procedimental (P)

Estas conexiones se manifiestan mediante el uso de reglas, algoritmos o férmulas para
completar o resolver una tarea matematica, son de la forma, A es un procedimiento utilizado
para trabajar con el concepto B (Businskas, 2008). Por ejemplo, la derivada de f(x) =
ax™ se encuentra a través de la formula f'(x) = anx™ ! (Garcia-Garcia y Dolores-Flores,
2018).
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2.1.5. Implicacién (1)

Esta conexion se identifica cuando un concepto A conduce a otro concepto B mediante una
relacion légica (A — B) (Businskas, 2008). Por ejemplo, si f’(x) > 0 en el intervalo I,
entonces f(x) es creciente en ese mismo intervalo I. Para identificar este tipo de conexiones,
se considerd la primera forma linglistica propuesta por Selinski, Rasmussen, Wawro y
Zandieh (2014) quienes enfatizaron que, un estudiante hizo una conexion a través de una
implicacion ldgica explicita, puesto que, en las implicaciones légicas usaban frases como si-

entonces o palabras de enlace como cuando, porque, deberia, etc.

2.1.6. Parte-todo (P-T)

Se presentan cuando las relaciones logicas se establecen en dos formas: particular-general e
inclusion. El caso particular-general es de la forma A es una generalizacion de By B es un

caso particular de A (Businskas, 2008; Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2019). Por ejemplo,
el polinomio P(x) = 3x3 — 8x? + %x — 4 es un caso particular del polinomio de grado n
P(x) = apx" + ap_x" 1+ +ax* +a;x +a, cuando  ayaqdp, .., a,  SON
coeficientes y a,, # 0. La relacion de inclusion se da cuando un concepto matematico esta

contenido en otro (Garcia-Garcia, 2019).

2.1.7. Significado (S)

Se identifica cuando un alumno atribuye un sentido a un concepto matematico (expresion-
contenido), es decir, lo que significa para él o ella. Incluye aquellos en los que un estudiante
da una definicién que él o ella ha construido para estos conceptos. Es diferente del tipo de
conexion caracteristica porque no se describen las propiedades y cualidades de los conceptos
matematicos (Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2020). Por ejemplo, cuando el sujeto da un
significado de la derivada en un punto como la pendiente de la recta tangente a la curva en

un punto.

2.1.8. Caracteristica (C)

Se identifica cuando el sujeto manifiesta algunas caracteristicas de los conceptos o describe

sus propiedades en términos de otros conceptos que los hace diferentes o similares a otros
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(Eli et al., 2011; Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2019). Por ejemplo, f(x) = ax™ tiene un

coeficiente (a), una literal (x) y un exponente (n) (Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2018).

2.1.9. Reversibilidad (R)

Esté presente cuando un sujeto parte de un concepto A para llegar a un concepto B e invierte
el proceso partiendo de B para volver a A (Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2019; 2020). Por
ejemplo, la conexion matematica de reversibilidad se establece cuando se reconoce la
relacién bidireccional entre derivada e integral como operadores, y cuando se utiliza el
Teorema Fundamental del Céalculo como forma de vincular ambos conceptos (Garcia-Garcia
y Dolores-Flores, 2018).

Para esta investigacion se considera que el conjunto de categorias de conexiones matematicas
permite caracterizar la actividad matematica especifica de las conexiones desde una
perspectiva cognitiva. Se trata de una mirada local, que, para efectos de esta investigacion,
se entiende como una teoria, en el sentido de que: 1) asume como principio que un buen
proceso de ensefianza y aprendizaje de un tema matematico es aquel en el que se anima al
estudiante a realizar conexiones relevantes, ya que contribuyen a una mejor comprension. 2)
se plantean preguntas de investigacion referidas a ¢ Qué conexiones matematicas establece
un sujeto cuando resuelve tareas matematicas? ¢ Qué conexiones matematicas se evidencian
en los materiales curriculares? y, 3) usa un método de analisis tematico de tipo inductivo

para responderlas.

A continuacion, se presenta un enfoque tedrico, que, a diferencia de la teoria de las

conexiones, proporciona herramientas para el analisis de cualquier actividad matematica.

2.2. El Enfoque Ontosemidtico

Segun Godino y Batanero (1994), el EOS es un sistema tedrico inclusivo sobre el
conocimiento y la instruccion matematica, el cual surgié por la necesidad de clarificar,
articular y mejorar nociones teoricas y metodoldgicas de diferentes marcos tedricos usados
en Educacion Matematica desde una vision unificada. Ademas, algunos de sus propositos
son dar respuesta a preguntas fundamentales, por ejemplo: ¢Qué es un objeto matematico?;
¢ Cual es el significado de un objeto matematico?; o bien, ¢ Qué tipos de objetos intervienen

en la actividad matematica?
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En el EOS es fundamental describir la actividad matematica desde una perspectiva
institucional o personal, la cual se modela en términos de précticas y de configuracion de
objetos primarios y procesos que son activados en dichas practicas (Font, Godino y Gallardo,
2013). En este sentido, una practica matematica se concibe en esta teoria como una secuencia
de acciones, reguladas por reglas institucionalmente establecidas, orientadas hacia una meta

que es generalmente la resolucion de un problema (Drijvers et al., 2013).

Para llevar a cabo estas practicas matematicas y para la interpretacion de sus resultados como
satisfactorios es necesario, ademas del problema, poner en funcionamiento otros objetos
matematicos—en la ontologia del EOS segln Font et al. (2013) el “objeto” se usa en un sentido
amplio para referirse a cualquier entidad que, de alguna manera, esta involucrada en la
practica matematica y puede identificarse como una unidad. En efecto, la resolucion requiere
el uso de lenguajes (verbales, simbolicos, graficos, etc.), que son la parte ostensiva de una
serie de definiciones, proposiciones y procedimientos involucrados en la elaboracion de los
argumentos para la resolucion del problema. En consecuencia, cuando un agente realiza y
evalla una secuencia de practicas matematicas, activa un conglomerado formado por
situaciones-problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos y
argumentos, articulados en lo que, en términos del EQS, se denomina configuracion de
objetos primarios (Font et al., 2013). En el EOS, el término configuracion se utiliza con el
propdsito de designar un conjunto o sistema heterogéneo de objetos relacionados. Asimismo,
cualquier configuracién de objetos primarios puede verse tanto desde una perspectiva
personal como institucional, lo que permite distinguir configuraciones cognitivas

(personales) y epistémicas (institucionales) de objetos primarios (Font et al., 2013).

En el EOS, la nocion de juego de lenguaje ocupa un lugar importante, al considerarla, junto
con la nocidn de institucion, como los elementos contextuales que relativizan las formas de
ser y existir de los objetos matematicos (Wittgenstein, 1953). Por otra parte, los objetos
primarios que intervienen en las practicas matematicas y los emergentes de las mismas, segun
el juego de lenguaje en el que participan, se pueden considerar desde las siguientes formas
de ‘estar participando’, que se agrupan en facetas o dimensiones duales: personal-
institucional, extensivo-intensivo, unitario-sistémico, ostensivo-no ostensivo y de expresion-

contenido (Font et al., 2013), ver Figura 5.
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Figura 5. Representacion ontosemidtica del conocimiento matematico (tomado de Fonty
Contreras (2008)).

En términos de EOS (Font et al., 2016), si la perspectiva proceso-producto se aplica a los
objetos primarios de las configuraciones, por ejemplo, una representacion (objeto primario)
puede considerarse como el resultado de un proceso de representacién, un argumento es el
resultado de un proceso de argumentacion, un procedimiento esta relacionado con el proceso
de automatizacion, etc. Por tanto, para analizar la actividad matematica, ademas de las
practicas y configuraciones de objetos primarios, el EOS considera los procesos derivados
de la aplicacién de la perspectiva proceso-producto a los objetos primarios, junto con los
procesos derivados de las cinco dualidades (personalizacién-institucionalizacion; sintesis-
andlisis;  representacion-significado;  materializacion-idealizacion;  generalizacion-
particularizacion), ver Figura 5. Otros procesos que se toman en cuenta son el modelado,
visualizacion, entre otros (Font et al., 2016). Este listado de procesos derivados de la
tipologia de objetos primarios y facetas duales utilizados como herramientas de anélisis de
la actividad matematica en el EQS, si bien contempla algunos de los procesos que se
consideran importantes en la actividad matematica, no pretende incluir todos los procesos

involucrados en la actividad matematica, porque algunos de los mas importantes (por
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ejemplo, resolucion de problemas 0 modelado) mas que procesos son hiper 0 mega procesos
(Godino et al., 2019), ya que involucran procesos mas elementales: representacion,

argumentacion, idealizacion, generalizacion, etc.

Un ejemplo esencial para distinguir la préctica, los objetos primarios y los procesos es cuando
se considera la actividad matemaética involucrada en la resolucion de la tarea: Calcula la
derivada de la funcion g(x) = (x3 — 2x? + 4)(5x — 1). Para la resolucion, el estudiante
realiza una secuencia de acciones (practicas), como leer el enunciado y calcular la derivada
usando la regla para la derivada del producto de funciones: g'(x) = (3x? — 4x)(5x — 1) +
5(x3 — 2x% + 4), que es un procedimiento (objeto primario). Ahora, cuando el estudiante
resuelve ejercicios similares, se involucra en un proceso de automatizacion (Font et al.,
2016).

Una nocion clave para asociar practicas con objetos primarios y los procesos que se activan
en ellos es la nocidn de FS. En el EOS, la FS se concibe, de manera metaférica, como una
correspondencia entre conjuntos que pone en juego tres componentes: un plano de expresion
(objeto inicial), un plano de contenido (objeto final) y un criterio o regla de correspondencia
(Godino et al., 2007). La FS estd asociada, desde el principio, a la dualidad expresion /
contenido y al proceso de significacion; por ejemplo, cuando se le pide a alguien que
comprenda la derivada en un punto (expresion) y responde que es la pendiente de la recta
tangente en un punto (contenido). Esta forma de entender la FS se extiende en EOS y
considera gue tanto el plano de expresion como el plano de contenido pueden ser objetos
materiales 0 mentales que podrian ser cualquiera de los seis tipos de objetos primarios de la
configuracion y, ademds, cualquiera de las formas de involucrarse en las practicas

matematicas consideradas en las dualidades.

Teniendo en cuenta los objetos primarios que son la expresion (6) o el contenido (6) de una
FS, se consideran 6x6 (36) tipos de FSs basicos. Por otro lado, cada uno de ellos puede dar
lugar a otras FSs como resultado de la mirada que ofrecen las diferentes dualidades -por
ejemplo, la FS que relaciona el teorema de Pitdgoras con el teorema de Pitadgoras
generalizado, desde la perspectiva de objetos primarios relacionados, es una FS que relaciona

una proposicioén con otra, sin embargo, al contemplar la dualidad extensiva-intensiva,
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también se puede convertir, si es el caso, en una FS que relaciona un particular (un extensivo)

con un general (un intensivo).

Ademas, al cruzar las facetas aparecen nuevas FSs, por ejemplo, si consideramos la doble
faceta extensiva / intensiva desde la perspectiva expresion / contenido, aparecen cuatro
nuevas FSs: extensional-extensional, extensional-intensional, intensional-extensional,
intensional- intensional (ver Tabla 5). Por otro lado, las FSs no suelen establecerse de forma
aislada, suelen formar parte de cadenas o conjuntos de FSs, que, a su vez, pueden
considerarse globalmente como una FS. Desde esta perspectiva, en el EOS (Rondero y Font,
2015) se han considerado tres tipos de agrupaciones de FSs: 1) un conjunto de FSs que
determina niveles de generalizacion, 2) un conjunto de FSs que determina proyecciones
metafdricas, y 3) una trama de FSs semidticas en general. A continuacién, se muestra un

ejemplo de la ultima categoria para ilustrar lo que se ha dicho.

Por ejemplo, si alguien respondiera a la pregunta ¢ Cudl es la definicion de la derivada? y su

respuesta es:

<< Dada lafunciény = f(x), su derivada es otra funcion que asocia a cada punto

flat+i)-f(a)
h

a en el dominio de f su derivada f'(a) = %i?’rol (cuando existe). Esta

funcién es representada con y’' 0 '(x) = Ihingf(“'?]‘f(x)»

Se puede considerar que esta persona ha realizado una FS, donde la expresion es el término
derivada (considerado como un objeto lingiistico primario) y el contenido es la definicion
de derivada como limite de la tasa de variacion media de la funcion (considerado como otro
objeto primario). Ahora bien, la tipologia de FS contemplada por el EOS permite la
comprension de esta FS de definicion de lenguaje como resultado de un conjunto de FS que
el estudiante ha puesto en funcionamiento para expresar este significado. En otras palabras,
una recursividad o un zoom a esta FS podria establecerse y entenderse como el resultado de

un conjunto de otras FSs.

Segun el EOS para entender esta definicion de una manera significativa, el estudiante tiene

que activar (plausiblemente) un encadenamiento de FSs como el siguiente (ver Figura 5).
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Figura 6. Encadenamiento de FSs (Adaptado de Font y Contreras (2008)).

Es decir, tiene que activar, entre otras, la siguiente tipologia de FSs relacionada con la faceta

extensiva e intensiva de los objetos matematicos (ver Tabla 5):

Tabla 5. Tipos de FSs (Adaptado de Font y Contreras (2008)).

Extensional Intensional
Extensional FS1 FS2
Intensional FS3 FS4

1. FS1 relaciona una entidad extensional con otra entidad extensional.

= FS1.1 relaciona un objeto con otro de la misma clase.

= FS1.2 relaciona un objeto con otro que no es de la misma clase.

2. FS2 relaciona una entidad extensional con una entidad intensional.
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= FS2.1 relaciona un objeto con la clase a la que pertenece.
= FS2.2 relaciona un objeto con una clase a la que no pertenece.
3. FS3 relaciona una entidad intensional con una entidad extensional.
= FS3.1 relaciona una clase con un ejemplo de la clase.
= FS3.2 relaciona una clase con un objeto que no pertenece a esa clase.
4. FS4 relaciona una entidad intensional con otra entidad intensional.
= FS4.1 define una clase de objetos de una manera diferente.
= FS4.2 relaciona una entidad intensional con otra entidad intensional diferente.

Esta tipologia de ocho FSs surge de la reflexion sobre uno de los elementos cruciales de la
actividad matematica: el uso de elementos genéricos y la observacion de episodios de aula
en los que se establecen sus reglas de uso. En Font y Contreras (2008) la plausibilidad de este
tipo de encadenamiento se justifica con argumentos como los siguientes: cuando, en la
respuesta anterior dada para definir la derivada se dice “dada una funcion y = f (x)”, hay
que tener en cuenta que el autor pretende dar la definicion de la funcién derivada de cualquier
funcion. Para ello, lo primero que hace es llamar la atencidon sobre “una funcion”, es decir,
va de lo general a lo particular, y, por tanto, se ha introducido un objeto particular a través de
una FS intensiva / extensiva (una FS 3.1). Para obtener mas informacion sobre la justificacion

de este encadenamiento, consulte Font y Contreras (2008).

2.3. Networking of theories en Educacion Mateméatica

La perspectiva de investigacion sobre redes de teorias no es nueva, por ejemplo,
investigaciones previas han realizado este tipo de estudios (e.g., Arzarello y Olivero 2006;
Prediger et al., 2008; Radford, 2008). El trabajo de redes de teorias ha comenzado a
proporcionar ejemplos concretos para la investigacion, sefialando sus beneficios y posibles
dificultades y limitantes de un enfoque multiteorico (Bikner-Ahsbahs y Vohns, 2019). En
general, el objetivo principal de la investigacion centrada en el desarrollo de redes de teorias
es explorar y comprender como se pueden conectar (0 no) diferentes teorias con éxito,
respetando sus principios conceptuales y metodoldgicos subyacentes, para comprender mejor

la complejidad de los fendmenos involucrados en los procesos de ensefianza y aprendizaje
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de las matematicas (Prediger et al., 2008; Kidron y Bikner-Ahsbahs, 2014; Pino-Fan et al.,
2017).

En este sentido, el interés de varios autores es el reconocimiento de los principales aspectos
que caracterizaron las teorias para poder compararlas, contrastarlas y conectarlas (e.g.,
Radford, 2008; Bikner-Ahsbahs y Prediger, 2010; Artigue y Mariotti, 2014; Tabach et al.,
2020). Por lo tanto, es importante reconocer la conceptualizacion de teoria, por ejemplo, en
la literatura se evidenciaron diversas posturas sobre el término “teoria”, no obstante, en esta
investigacion se reconocen dos visiones que comparten aspectos en comun. Primero, Niss
(2007) define una teoria como un sistema de conceptos y afirmaciones con ciertas

propiedades, considerando que:

e Una teoria consiste en una red organizada de conceptos y afirmaciones sobre algin
dominio extenso o una clase de dominios, que consta de objetos, procesos, situaciones
y fendmenos.

e En una teoria, los conceptos estan vinculados en una jerarquia conectada, en la que
un cierto conjunto de conceptos, considerados basicos, se utilizan como bloques de
construccion en la formacion de otros conceptos.

e En una teoria, las afirmaciones son hipétesis basicas, supuestos o axiomas, tomados
como fundamentales, o afirmaciones obtenidas de las afirmaciones fundamentales
mediante derivacion formal o material (p. 308).

Para Radford (2008) las conexiones entre teorias son posibles, pero sostiene que este proceso
esta limitado por el propdsito de la conexion y las particularidades de los componentes de las
teorias (P, M, Q) a conectar. Por tanto, en esta investigacion se asume la postura de Radford
(2008, p. 320), quien define que una teoria puede verse como una forma de producir
entendimientos y formas de accién basadas en:

e Un sistema, P, de principios basicos, que incluye visiones implicitas y enunciados

explicitos que delimitan la frontera de lo que sera el universo del discurso y la
perspectiva de investigacion adoptada.

e Una metodologia, M, que incluye técnicas de recopilacion e interpretacion de datos
respaldadas por P.

e Un conjunto, Q, de preguntas de investigacion paradigmaticas (plantillas o esquemas
que generan preguntas especificas a medida que surgen nuevas interpretaciones o
cuando los principios se profundizan, amplian o modifican).
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El trabajo sobre redes teoricas no solo enfatiza en las teorias, sino que es “un enfoque
metodoldgico para la investigacion tedrica y empirica que conecta diferentes teorias para
ampliar y profundizar la comprension de los problemas” (Kidron y Bikner-Ahsbahs, 2014,
p. 221). Existen diferentes estrategias y métodos para realizar este tipo de investigacion. Por
ejemplo, Prediger et al. (2008) y Bikner-Ahsbahs y Prediger (2010) informan que conectan
estrategias y métodos para articular teorias, que van desde ignorar por completo otros marcos
tedricos en un extremo, hasta unificar globalmente diferentes enfoques en el otro extremo.
Como estrategias intermedias, los autores mencionan la necesidad de hacer comprensible la
propia perspectiva y otras perspectivas tedricas, y las estrategias de comparar y contrastar
diferentes enfoques, coordinar y combinar perspectivas y lograr la integracion y sintesis local
(ver Figura 7).

Estrategias de redes
Networking strategies
integrating

(g [neos
jocal
contrasting combining ly

synthesizing
otras teorias
Hacer Comparar
comprensible
Comprender Contrastar
otras teorias

Figura 7. Estrategias para articular marcos teoricos (Prediger et al., 2008, p. 170).

Grado de integracion

. standable
other theories understand-
ing others

Unificar
globalmente
localmente

Sintetizar

Coordinar

Combinar

De manera detallada, ignorar las teorias se refiere a que el autor reconoce que existen
diversas teorias en Educacion Matematica, pero, se encuentran aisladas menos una (s) que se
van a usar. La comprension de las teorias es una condicién o requisito previo antes de
conectarlas y se trata de que los investigadores deben fomentar la empatia con el fin de ayudar
a los colegas a comprender los principios, metodologias o0 métodos y preguntas
paradigmaticas. Seguidamente, la comparacion y contrastacion es un par de estrategias que
no difiere sustancialmente, por ejemplo, al impulsar la comparacion se buscan similitudes y
diferencias de manera general para percibir componentes tedricos, mientras que la
contrastacion es la extraccion de diferencias tipicas (Bikner-Ahsbahs y Prediger, 2010;
2014).
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El par de estrategias de coordinacion y combinacion aluden a la comprension mas profunda
sobre un fendbmeno empirico o episodio (Bikner-Ahsbahs y Prediger, 2010). Particularmente,
la combinacién “se realiza cuando las teorias se yuxtaponen y conducen, por ejemplo, a
puntos de vista complementarios. Mediante la coordinacion, la conexion entre las teorias se
vuelve mas estrecha mientras se pueden construir marcos y metodologias comunes para la
investigacion” (Kidron y Bikner-Ahsbahs, 2015, p. 225).

Segun Bikner-Ahsbahs y Prediger (2014) el par de estrategias de integracion local y sintesis
se enfocan en:

el desarrollo de teorias reuniendo un pequefio niamero de enfoques tedricos en un nuevo
marco. Hacemos una distincién gradual entre las dos estrategias relacionadas que esta
vez se refiere al grado de simetria de los enfoques teéricos involucrados. La nocién de
sintesis se utiliza cuando dos (0 mas) teorias igualmente estables estan conectadas de
tal manera que surge una nueva teoria. Pero a menudo, el alcance y el grado de
desarrollo de las teorias no es simétrico, y solo hay algunos constructos o aspectos de
una teoria integrados en una teoria ya mas elaborada o convertidos y elaborados en
otra. Esta integracion no debe confundirse con unificar totalmente, por lo que
enfatizamos el "local” en el nombre de la estrategia de integracion local. Llamamos
simétrica a una integracién local si un concepto en la frontera de dos teorias se elabora
e integra en ambos enfoques teoricos. Este Gltimo puede desarrollarse mas y dar como
resultado una sintesis (p. 120).

2.4. La derivada

En este apartado, que hace referencia al objeto matematico, se estan considerando algunos

de los significados de la derivada que podrian ser Gtiles en el desarrollo de la investigacion.

Para Stewart (1999) la derivada de una funcién en x = a, denotada con f’(a), es

Q) = lim f@rm-r@
f'(a) = h%n_)() -

, Si este limite existe. Si escribimos x = a + h, entonces h = x —

a 'y h tiende a 0 si y solo si x tiende a a. En relacion con la definicion de la derivada como

el limite del cociente incremental, Spivak (1992) resalta que, la funcion f’ recibe el nombre

W) Por su parte,

de derivada de £,y f’ es el conjunto de todos los pares (a, lir’p .
Apodstol  (2001) sostiene que la derivada f’(x) estd definida por la igualdad

1) = lim L5 con al que el limite exista.
h—-0 h

Asimismo, de forma detallada se dice que la funcion f debe estar definida por lo menos en

un intervalo (a,b) del eje x, y tomando un punto x del intervalo se forma el cociente
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w de diferencias siendo h un numero positivo o negativo diferente de cero, de tal

forma que, x + h pertenezca también a (a, b). En el numerador se mide la variacion de la
funcion cuando x varia de x a x + h, este cociente presenta la variacion media o el cambio
de la funcion f en el intervalo que une x a x + h. Si h tiende hacia un cierto valor como
limite (y sera el mismo, tanto si h tiende a cero con valores positivos como negativos),

entonces ese limite indica la derivada de la funcion f en x.

También, a la derivada f’(a) se le conoce como la razon de cambio instantanea de y = f(x)
con respecto a x cuando x = a. En esta definicién, Stewart (1999), primero considera la
razén promedio de cambio sobre intervalos cada vez mas pequefios haciendo que x, tienda
a x, Y, por lo tanto, al hacer que Ax tienda a cero, el limite de las razones de cambio se Ilama
razdn de cambioy con respecto a x en x = x,. Esto a su vez es interpretado como la pendiente

de la tangente a la curva y = f(x) en P(xq, f(x1)). La razon de cambio instantanea se

. i ; . A . X2)—f(x
representa simbdlicamente a través de:  lim =~ = lim fxa)7 (1)
Ax—0 Ax Xy,—Xx,  X2—X1

Stewart (1999) define “la velocidad o velocidad instantanea v(a) en el instante t = a como

el limite de las velocidades promedio” (p. 145). El cual se representa simbdlicamente de la

siguiente manera: v(a) = lim &M@

m P y se conoce como la interpretacion fisica de la
-

derivada, refiriéndose a la velocidad media, considerando la distancia y el tiempo.

Por otra parte, es importante considerar conceptos previos a la derivada como lo es la

pendiente de la secante mpy = % ;¥ Sih =x—a,entonces x = a + hy la pendiente

viene dada por mpy =

f—(a”;"f (@) (ver Figura 8), y la recta tangente. Stewart (1999) afirma

que, la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(a, f(a)) es la recta que pasa por P

cuya pendiente m = lim %i(a) indica la existencia del limite.

x-a X
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Figura 8. Pendiente de la recta secante que pasa por los puntos P(a, f(a))y Q(a +
h, f(a + h)) (tomado de Stewart, 1999, p. 144).

En este contexto, geométricamente la derivada de f en a es: “la recta tangente a y = f(x),
en (a, f(a)), es la recta que pasa por (a, f(a)) cuya pendiente es igual a f’(a)” (Stewart,
1999, p. 152). A continuacion, en la Figura 9 se muestra la representacion grafica de la

interpretacion geometrica de la derivada.

YA .
' ré}:i ) g f&
P } fla+m-f@ @ -f@
I h | |l x—al
| | | |
0 : 1' 3 0 ! !
\‘]‘/ a a+h x N7 7 = 5
2)f (@) = lim L@+ B =f@ b) £ (a) = lim{ ¥ =F@
h=0 h X—a X—-a
= pendiente de la tangente en P = pendiente de la tangente en P
= pendiente de la curva en P = pendiente de la curvaen P

Figura 9. Interpretacién geométrica de la derivada (tomado de Stewart (1999, p. 152)).

En los parrafos anteriores se hace evidente que la derivada es un objeto matemético de una
cierta complejidad (con diferentes significados, interpretaciones, tipos de problemas donde
se aplica), lo cual implica que para entenderlo es necesario establecer muchas conexiones, y

de diferente tipo, entre las diferentes partes que forman esta complejidad.

Para el objeto matematico derivada, Pino, Godino y Font (2011) caracterizan su complejidad
en términos de plurisignificaciones, mas en concreto, mediante nueve configuraciones de
objetos primarios: 1) tangente en la matematica griega; 2) variacion en la edad media; 3)

métodos algebraicos para hallar tangentes; 4) concepciones cinematicas para el trazado de
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tangentes; 5) ideas intuitivas de limite para el calculo de maximos y minimos; 6) métodos
infinitesimales en el célculo de tangentes; 7) calculo de fluxiones; 8) calculo de diferencias;
y 9) derivada como limite (ver Figura 10).

La derivada coma
lirmnite

El Célculo de
Fluxiones

El Caleuln de N
Diferencias .

.
“ 7
ATr

Tangantes | | Maximos y Minimos | | Variacidn, Velocidades

Niveles de generalizacion

CE1

Calculo de
tangentes y
subtangentes
mediante métodos

infinitesimal

Caleulo da Trazado de Céleuln de maximos
subtangentes y tangentes mediante ¥ minimos mediante
tangentes con el consideraciones Iz idea intuitiva de
algebra cinematicas limite

Trazado de Problemas sobre
tangentes en la variacion en la Edad
matematica griega Media

Figura 10. Significado epistémico global de la derivada (tomado de Pino-Fan, Godino y
Font (2011, p. 174)).

La definicion de derivada como limite de las tasas medias de la funcion (CE9) se puede
considerar, metaféricamente, como la cuspide de una pirdmide de organizaciones
matematicas donde alguna version de la derivada tiene un papel central. En este esquema se
observa como la derivada a lo largo de la historia ha tenido diferentes interpretaciones
(sentidos o significados parciales), entre los cuales queremos destacar, ademas del
significado como limite de las tasas medias de variacion de la funcion, el significado como

velocidad instantanea y el geométrico, como pendiente de la recta tangente.
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En Pino-Fan, Castro, Godino y Font (2013) se utilizan estas nueve configuraciones para la
reconstruccion del significado global de la derivada, el cual es utilizado para valorar la
representatividad del significado pretendido en el curriculo de Bachillerato de México (a
partir de las configuraciones de objetos primarios activadas en las practicas matematicas

propuestas tanto en el Plan de Estudios como en los libros de texto de dicho nivel).

La caracterizacion de la complejidad de la derivada realizada en Pino-Fan, Godino y Font
(2011) facilita tener elementos para disefiar cuestionarios que permiten caracterizar la
comprension de los estudiantes, futuros profesores o profesores en servicio sobre la derivada.
En Pino-Fan, Godino y Font (2018), se disefi0 un cuestionario para determinar la
comprension de futuros profesores sobre la derivada en el que se incluyeron tareas que
activan los diversos significados parciales de la derivada caracterizados en Pino-Fan, Godino
y Font (2011).
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Capitulo 3

Metodologia de la investigacion

Esta investigacion es cualitativa exploratoria (Cohen, Manion y Morrison, 2018) desarrollada
en tres grandes etapas. En la etapa 1 se seleccionaron los participantes de la investigacion
que fueron un profesor y sus estudiantes. Posteriormente, en la etapa 2 se recolectaron los
datos a través de dos métodos de recoleccion implementados en dos momentos. En el primer
momento (MR1), se realizé una observacion no participante a siete clases impartidas por el
profesor interactuando con sus estudiantes sobre el concepto de derivada. En el segundo
momento (MR2) se realizaron entrevistas semiestructuradas a los estudiantes cuando

resolvian tareas sobre la derivada.

En la etapa tres, se analizaron los datos considerando dos momentos de analisis (MA1 y
MAZ2) correspondientes a cada uno de los momentos de recoleccién de la etapa 2 (MR1 y
MR2) respectivamente. En este sentido, con el fin de responder a la primera pregunta de
investigacion sobre el surgimiento de la Teoria Ampliada de las Conexiones, en el primer
momento de analisis (MAL) se realizd un analisis temético deductivo o basado en teoria,
donde se tomaron como categorias previas las propuestas en el modelo de Businskas
ampliado con las aportaciones de otros investigadores (nueve tipos de conexiones
matematicas a priori). Para responder a la segunda pregunta de investigacion, en el segundo
momento de analisis (MA2) se siguieron las estrategias de creacién de redes teoricas
propuestas por Prediger et al. (2008) entre la TAC y el EOS vy, para responder a la tercera y
cuarta preguntas se uso el analisis tematico sugerido por la TAC y el modelo para el analisis
de la actividad matematica propuesto por el EOS para caracterizar las conexiones

matematicas sobre la derivada (ver esquema de la metodologia en la Figura 11).
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Figura 11. Esquema de metodoldgico de la investigacion.

3.1. Participantes y contexto

La investigacion se llevo a cabo con la participacidn de un profesor con titulo de Doctor en
Ciencias con Especialidad en Matematica Educativa y sus estudiantes que se encontraban en
el aula de trabajo. El profesor cuenta con trece afios de experiencia impartiendo el curso de
Calculo Diferencial en una Universidad del suroeste de México. El profesor fue seleccionado
por su buena comprensién del concepto derivada y, ademas, permitié voluntariamente la
participacion de sus estudiantes y la observacion durante las clases que se referian a la
derivada. En este contexto, participaron diez estudiantes (E1, E2, E3, ..., E10), seis hombres
y cuatro mujeres entre 18 y 26 afios quienes cursaban el primer afio de licenciatura en

matematicas donde se desarrolla la tematica de la derivada y sus aplicaciones.

3.2. Recoleccion de los datos
3.2.1. Momento de recoleccién de datos 1: Observacidn no participante

La observacion no participante se uso para recopilar la informacion (Caldwell y Atwal, 2005;
Cohen, Manion y Morrison, 2018). Este método se usé porque permite capturar la accion
social y la interaccién a medida que ocurre, entre el profesor y los estudiantes (Caldwell y
Atwal, 2005). También, se considerd la perspectiva de Cohen et al. (2018) quien afirma que,
“la mejor ilustraciéon del papel de observador no participante es quizas el caso del
investigador sentado al fondo de un aula codificando cada tres segundos los intercambios
verbales entre profesor y alumnos” (p. 259). En esta linea, la posicion que se adoptd fue la

de situarse en el fondo del aula como se ilustra en la Figura 12.
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Figura 12. Evidencia de la observacion no participante en el aula de clases.

Por lo tanto, en el MR1 de la etapa 2 se observo el desarrollo de las clases de un profesor
desde el 8 de enero hasta el 4 de junio de 2019, donde se escucho, se videograbd y se tomaron
notas sin intervenir en el proceso de ensefianza y aprendizaje. Se observaron siete clases, y
se selecciond la primera porque en ella se identificaron la mayoria de las conexiones
matematicas del modelo de Businskas ampliado con las aportaciones de Garcia-Garcia y
Dolores-Flores (2018; 2019). Ademas, en esta clase (ver extractos de la transcripcion en la
Tabla 7), se explica la derivada, que requiere el establecimiento de diferentes conexiones por

parte del profesor y de los estudiantes.

3.2.2. Momento de recoleccion de datos 2: Entrevista semiestructurada

En el MR2 de la etapa 2, se realizaron entrevistas semiestructuradas a los estudiantes
participantes cuando resolvian un cuestionario constituido por siete tareas sobre la derivada

(ver seccién 3.2.3.). Se uso la entrevista semiestructurada porque,

Es un intercambio verbal en el que una persona, el entrevistador, intenta obtener
informacidn de otra persona haciendo preguntas. Aunque el entrevistador prepara una
lista de preguntas predeterminadas, las entrevistas semiestructuradas se desarrollan de
una manera conversacional ofreciendo a los participantes la oportunidad de explorar
temas que consideran importantes (Longhurst, 2010, p. 103).
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Algunas preguntas planteadas en las entrevistas fueron: ¢En qué otro contexto o asignatura
se puede definir la derivada? ¢ Como se trabaja? ¢Qué significa ese hueco o interrupcién que
mencionaste? ¢Cuando te refieres a continuidad a qué haces referencia? ¢(Por qué es
importante hablar de continuidad? ¢ Qué caracteristicas tiene ese punto? ¢Si el limite no existe
que pasaria? Estas preguntas se realizaron con base en las respuestas de los estudiantes para

profundizar en la temética de interés.

Cabe destacar que, las entrevistas se realizaron cara a cara o presencial entre el investigador
y los estudiantes de manera individual desde el 4 hasta el 13 de junio de 2019, pero, hubo
situaciones donde se hicieron entrevistas adicionales y aclaraciones por medio de Skype,
Google Meety Zoom (e.g., 12 de octubre de 2019), especialmente en tiempos de la pandemia
generada por la Covid-19 procedente del virus SARS-CoV-2 (e.g., 22 de mayo de 2021), ver
Figura 13.

Figura 13. Modalidades de las entrevistas semiestructuradas (presencial y en linea).
3.2.3. El cuestionario

Para la recoleccion de los datos se disefié y propuso un cuestionario constituido inicialmente
por seis tareas, con el objetivo de explorar las conexiones matematicas. Para ello, se
considerd la revision de la literatura donde se obtuvo informacién importante sobre la
problematica relacionada con las conexiones y la comprension del concepto derivada y qué
tipo de tareas son pertinentes (e.g., Garcia-Garcia, 2018; Fuentealba et al., 2019). Otro
elemento importante que se tuvo en cuenta fue la revision del Plan de Estudios de la
licenciatura en Matematicas de la Universidad Autonoma de Guerrero (UAGro, 2009), dado

que localmente el trabajo se implementa en dicha institucion de nivel superior.

El plan de estudios se reviso con el objetivo de saber qué contenidos se abordan en la
asignatura de Calculo Diferencial y en que semestre se imparte el curso. Asimismo, se

identificd el contenido curricular sobre el tema derivada, en el cual se presenta un objetivo

69



de aprendizaje, habilidades del egresado respecto del programa de Calculo y unidades de
aprendizaje. En este contexto, se describen sintéticamente aspectos esenciales del documento
curricular avalado y sugerido por la Facultad de Matematicas. El objetivo general de la
unidad de aprendizaje es fundamentar y ampliar los conocimientos de Céalculo adquiridos
durante la preparatoria e introducir a los estudiantes en el pensamiento abstracto, y, a
continuacion, se presentan algunas habilidades que tendrd el estudiante egresado del
programa de licenciatura en matematicas (UAGro, 2009):

e Formular y aplicar las proposiciones que caracterizan al conjunto de los nimeros
reales.

o Definiry utilizar los conceptos de funcion, funcion compuesta y funcion inversa, asi
como las funciones elementales.

e Enunciar, interpretar y aplicar los conceptos de limite de una funcion real de una
variable real, asi como formular, demostrar y aplicar propiedades de estos.

e Calcular limites de funciones elementales, incluyendo casos indeterminados

e Enunciar e interpretar el concepto de continuidad de una funcion en un punto o en un
intervalo, asi como analizar y determinar la continuidad de ciertas funciones

e Enunciar, demostrar y aplicar las proposiciones que dependen de la continuidad de
una funcién en un punto o en un intervalo.

e Formular el concepto de derivada y sus aplicaciones e interpretaciones (haciendo
énfasis en las interpretaciones fisicas y geométricas de la misma. Se analizaran

conceptos de area, volumen, velocidad, aceleracion, maximos y minimos).

Ahora bien, el contenido a desarrollar en el curso de Calculo Diferencial programado para el
primer semestre de la licenciatura en matematicas (UAGro, 2009), esta constituido por tres
unidades de aprendizaje. En la primera se identificé el contenido relacionado con los nimeros
reales. En la segunda se desarrolla el contenido de limite y continuidad, y la tercera unidad
hace referencia al tema de derivada, el cual es de interés en esta investigacion. Ademas, es
importante mencionar que, el objetivo que se debe lograr en el curso de derivada es: hacer
que el estudiante domine el concepto de derivada y sus diferentes aplicaciones. Tambien, que
el estudiante sea capaz de usar este conocimiento en problemas de aplicacion de maximos y

minimos. Para el logro de los objetivos, se deben considerar algunos contenidos, por ejemplo,
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a) el concepto de derivada y sus interpretaciones: velocidad, tangente, razén de cambio,
interpretacion intuitiva y definicion formal de la derivada; b) propiedades de las funciones
diferenciables: propiedades de la derivada, ejemplos y contraejemplos; c) aplicaciones:

maximos y minimos, funciones convexas.

La revision del Plan de estudios permiti6 entre otros aspectos, evidenciar que en la primera
unidad deben promoverse conexiones matematicas entre significados e interpretaciones de la
derivada (velocidad, tangente, razon de cambio, interpretacion intuitiva y definicion formal
de la derivada). Asimismo, lo que sugiere el plan de estudios coincide con la exigencia de la
investigacion sobre las conexiones y comprension del concepto derivada: que los estudiantes

resuelvan problemas extramatematicos y de aplicacion sobre maximos y minimos.

El cuestionario fue validado por de dos formas: 1) por usuarios (cuatro estudiantes de
licenciatura en matematicas), a quienes se les aplicé el cuestionario en el contexto de una
aplicacion piloto con los siguientes propoésitos: a) verificar la claridad de las tareas del
cuestionario. b) Obtener retroalimentacion sobre la validez de las tareas del cuestionario, la
operacionalizacion de los constructos y los prop6sitos de la investigacion para eliminar
ambigliedades en la comprension de las tareas, y, c) identificar omisiones, elementos o
palabras redundantes e irrelevantes (Cohen et al., 2018). 2) por dos profesores-investigadores
expertos en la tematica de la derivada, conexiones matematicas y las perspectivas tedricas
usadas en esta investigacion, uno de la Universidad Autdnoma de Guerrero y el otro profesor
de la Universidad de Barcelona. La validacion implicé la revision detallada de las tareas,
considerandose que al resolverse emergieran conexiones matematicas. También, que las
tareas fueran adecuadas para los estudiantes, comprensibles y coherentes con el nivel
educativo. Por ultimo, uno de los profesores sugirié la incorporacion de una tarea al
cuestionario (actualmente es la tarea 5 de 7) para que emergiera la conexion matematica de

reversibilidad.

En este sentido, la revision de la literatura y del plan de estudios de la UAGro, los resultados
obtenidos del pilotaje fueron Utiles para el redisefio de las tareas y conformar un instrumento
final que se constituyd por siete tareas. Ademas, el cuestionario se aplic6 presencialmente en
una sesion de tres horas con entrevistas semiestructuradas y, posteriormente se hicieron

algunas entrevistas complementarias de manera virtual para corroborar algunas respuestas de
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los estudiantes. A continuacion, se presentan las tareas, el propdsito de cada unay su relacion

con el problema de investigacion.

3.2.3.1. Tareas

3.2.3.1.1. Tarea 1l

Nombre: Edad: Semestre:

Carrera/Asignatura: Fecha:

a) Para ti ¢ Qué significa la derivada? Explica tu respuesta y si es posible da ejemplos.
b) ¢Cuando una funcidn es derivable en un punto? Argumenta tu respuesta.

La tarea 1 se propuso con el objetivo de explorar las conexiones matematicas de significado
de la derivada que tienen los estudiantes universitarios. Ademas, esta tarea es adecuada
porque manifiesta su importancia y necesidad de profundizar sobre el significado de la
derivada, de hecho, la literatura reporta que los estudiantes, futuros profesores y algunos
profesores en servicio tienen dificultades para conectar significados parciales del concepto

de derivada.

3.2.3.1.2. Tarea 2

Dada la funcién f(x) = 2x? — x, halla la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa

5
X = 5 . Argumenta tu respuesta.

La tarea 2 fue retomada y adaptada de la investigacion de Orts, Llinares y Boigues (2018),
que se habia propuesto en el disefio de una trayectoria de aprendizaje sin superar la
concepcion euclidea. No obstante, en esta investigacion se propuso para explorar conexiones
de significado, procedimientos y representaciones diferentes.

3.2.3.1.3. Tarea 3

Dada la funcion g(x) = x; —2x%24+3x + 1,

a) Encuentre los intervalos en los que g es creciente o decreciente.
b) Determine donde la funcion tiene maximo relativo o minimo relativo.
c) Halle los puntos de inflexion de la funcién.

d) Determine donde la grafica es concava hacia arriba o concava hacia abajo.
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e) Realice una gréafica de la funcién derivada g'.

) Explique ampliamente ¢ Qué relacion tiene la grafica de g con la grafica de g’?

Dado que la literatura sugiere que los estudiantes resuelven adecuadamente problemas sobre
la grafica de la derivada cuando se les da la expresion algebraica de g o0 g’, en esta
investigacion se propone la tarea 3 con el objetivo de identificar las conexiones cuando los
estudiantes encuentren los intervalos de crecimiento y decrecimiento, valores extremos,

puntos de inflexion y concavidad de la funcion dada por una expresion algebraica.

3.2.3.1.4. Tarea 4

Dada la grafica de una funcién f (ver Figura 14), determina:

a) Los intervalos en los que f es creciente o decreciente.

b) En qué puntos la funcidn tiene maximo relativo o minimo relativo.

c) Los puntos de inflexién de la funcion.

d) En qué intervalo la gréfica de f es cdncava hacia arriba o concava hacia abajo.

e) Realiza una posible grafica de la funcion derivada /.

Ay

Figura 14. Grafica de la funcién f (Leithold, 1998, p. 248).

3.2.3.1.5. Tarea 5

Dada la grafica de la derivada de f (ver Figura 15), bosqueja la(s) posible(s) grafica(s) de la
funcion f. Argumenta tu respuesta y, ademas, determina:

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
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b) Los valores maximos o minimos de f.

¢) Los puntos de inflexion.

d) Los intervalos donde f es concava hacia arriba o concava hacia abajo.

e) Esboza la gréfica de f considerando la informacion de la grafica de /.
¥y

=

Figura 15. Gréafica de la funcion derivada f/” (Leithold, 1998, p. 228).

Las tareas 4 y 5 fueron propuestas para que los estudiantes establecieran conexiones
matematicas, en especial la de reversibilidad donde a partir de la grafica de la funcion
derivada, se debe bosquejar la grafica de la funcién original o viceversa. Estas tareas fueron
retomadas del libro de Calculo de Leithold (1998) y, ademas, fueron de interés en este estudio
porque la literatura afirma que los estudiantes tienen dificultades para graficar a f dada /” o
viceversa, lo cual requiere del establecimiento de conexiones o relaciones logicas.

3.2.3.1.6. Tarea 6

La gréfica (ver Figura 16) corresponde a la derivada f/” de la funcion f, bosqueja la(s)
posible(s) grafica(s) de la funcion f, y determina:
a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Los valores maximos o minimos de f.
¢) Los intervalos donde f es concava hacia arriba o concava hacia abajo.

d) Los puntos de inflexion.
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Figura 16. Grafica de la derivada f ' (Spivak, 1992, p. 284).

La tarea 6 fue retomada del libro Calculo de Spivak (1992, p. 289), y tuvo el proposito de
que los estudiantes bosquejaran la grafica de f a partir de la grafica de la derivada sin
considerar la expresion algebraica, de tal forma que emergieran las conexiones matematicas
de reversibilidad. Cabe resaltar que, esta tarea ha sido utilizada en los trabajos de Fuentealba
et al. (2015), Fuentealba (2017) y Fuentealba et al. (2019) para analizar los esquemas de la
derivada desde la teoria APOE.

3.2.3.1.7. Tarea 7

ﬁn fabricante de cajas de cartm o [

quiere elaborar cajas abiertas a partir
de trozos rectangulares de carton con
dimensiones de 10 pulgadas por 17
pulgadas, cortando cuadrados en las
cuatro esquinas y doblando los lados
hacia arrtba. Con base en la
informacion anterior, determine la
longitud del lado de los cuadrados
que se deben cortar de modo que la ¥ gl e i
( ~2x) p =,

wja tenga el mayor volumen posibly :
— 10 pulg

Figura 17. Problema de aplicacion (Leithold, 1998, p. 208).

(17-2x) pulg
— 17 pulg

La tarea 7 (ver Figura 17) fue retomada del libro de Calculo de Leithold (1998), con el
objetivo de que los estudiantes establecieran conexiones matematicas de modelado, dado que

se les pide hallar la longitud del lado de los cuadrados que se deben cortar de tal forma que
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la caja tenga el mayor volumen posible. En este sentido, es indispensable que los estudiantes

identifiquen un modelo que les permita resolver la tarea.

3.3. Analisis de los datos
3.3.1. Momento de andlisis 1

En la etapa 3, en el momento de analisis 1 (MAL1) se siguidé una adaptacion del analisis
tematico propuesto por Braun y Clarke (2006), que “es un método para identificar, analizar
y reportar patrones (temas) dentro de los datos” (p. 79). Segun Braun y Clarke (2006) el
analisis tematico puede ser inductivo o deductivo basado en teoria y, se lleva a cabo en seis
fases (ver Tabla 6). El analisis inductivo se basa en la codificacion de los datos sin intentar
encajarlos en un marco tedrico previo que sea de interés para el investigador (Brauny Clarke,
2006). Mientras que, el analisis deductivo se desarrolla a partir de un proceso de codificacion
con base en unas categorias previas. En la investigacion que se presenta se ha usado en
diferentes momentos los dos tipos de analisis, ya que se ha evolucionado desde un enfoque
deductivo a un enfoque inductivo, lo cual, segiin Braun y Clarke (2006), es una evolucion de
codificacion que se da en algunos casos “puede codificar una pregunta de investigacion
bastante especifica (que se asigna al enfoque mas teodrico) o la pregunta de investigacion
especifica puede evolucionar a través del proceso de codificacion (que se asigna al enfoque
inductivo)” (Braun y Clarke, 2006, p. 84).

Tabla 6. Fases del andlisis tematico.
Fases Descripcion

Familiarizacion Las grabaciones de clases del profesor fueron transcritas y leidas para

con los datos  familiarizarse con la informacion obtenida.

» Se generaron cddigos iniciales donde se identificaron palabras o frases
Generacion de _ ) ) )
i relacionadas con la tipologia de conexiones matematicas (las nueve
codigos o ) . )
o categorias a priori sobre conexiones matematicas mencionadas en el
iniciales .
marco teorico).

Busquedade  ge jdentificaron las relaciones entre los codigos generados en la fase

temas anterior con el fin de establecer un conjunto de codigos, es decir, tipos
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de conexiones matematicas que, de ser necesario, se usaron para la

conformacion de temas.

Revisionde  La asignacion de temas a los extractos codificados se triangula con

temas expertos sobre conexiones matematicas y el EOS.

Nombramiento Se hace un analisis detallado para cada codigo para ver si cae bajo el
de temas 'y dominio de un tema, si es un cédigo ambiguo que podria asignarse a

temas varios temas (conexiones) o deberia asignarse a un nuevo tipo de

) conexion matematica.
ambiguos

Reporte de Finalmente, se hizo una confrontacion de los codigos ambiguos con la
conexionesy literatura para generar nuevos tipos de conexiones o afinar algunas de

nuevos temas  las categorias a-priori.

También consideramos las notas de campo tomadas durante la observacion no participante
para este analisis, conformadas por interpretaciones del investigador sobre la practica del
profesor. Cabe destacar que, a partir de la quinta fase se inici6 un proceso de triangulacion

donde se tuvieron en cuenta dos niveles de ambigiedades para analizar las conexiones.
3.3.2. Momento de analisis 2

En el momento de analisis 2 (MA2) se consideraron los cuatro pares de estrategias de
creacion de redes (descritas en el marco tedrico), con el prop6sito de coordinar y combinar
las teorias. Segun Prediger et al. (2008) y Bikner-Ahsbahs y Prediger (2010) es importante
seguir estrategias para articular teorias, que van desde ignorar por completo otros marcos
tedricos en un extremo, hasta unificar globalmente diferentes enfoques en el otro extremo.
El primer par de estrategias se refieren a la compresion de ambas teorias por parte de los
investigadores (doctorando y asesores en este caso). El segundo par de estrategias invita a la
comparacion y contrastacion de las teorias para identificar puntos en comun o diferencias
entre las teorias. El tercer par dirige a los investigadores a la combinacion y coordinacién de
las teorias dejando un marco de complementariedades conceptuales para generar una nueva
teoria 0 metodologia. En el cuarto y Gltimo par de estrategias, se integray sintetiza localmente

las complementariedades que llevan a la conformacion de un marco teorico holistico. No
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obstante, en esta investigacion se sintetizan localmente ambas teorias, dado que, la
conceptualizacion de conexion es de frontera y comdn para ambos enfoques teoricos, lo cual

permite el analisis mas detallado de las conexiones.

Particularmente, en esta investigacion las primeras tres estrategias de redes fueron usadas
para comprender, comprar y combinar las teorias. Ahora bien, para responder a la tercera y
cuarta preguntas de investigacion, en la cuarta estrategia de redes (integracion y sintesis), se
utilizaron las concordancias entre las dos teorias (TAC y EOS) para analizar un contexto de
aplicacion referido a la resolucion de tareas sobre la derivada por parte de estudiantes
universitarios, pertenecientes al curso impartido por el profesor participante en la etapa 1. En
sus respuestas se caracterizaron las conexiones matematicas a través de dos analisis que se
complementan: el analisis tematico deductivo usado en la TAC y el modelo de analisis de la

actividad matematica propuesto por el EOS (ver la seccion de 4 de analisis y resultados).
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Capitulo 4

Analisis y resultados

En este apartado se presentan los resultados basados en el analisis de los datos. Primero,
siguiendo las fases del analisis tematico del MA1 de la etapa 3, se presenta la Teoria
Ampliada de las Conexiones matematicas y se justifica su necesidad. A continuacion, con
base en el MA2, se presentan los resultados del networking de teorias entre la TAC y el EOS,
y, por ultimo, su aplicacion para el estudio de las conexiones matematicas en el proceso de

aprendizaje de los estudiantes sobre la derivada.

4.1. Surgimiento de la Teoria Ampliada de las Conexiones matematicas

Primero se tomd una posicion propia a partir de la revision de la literatura sobre conexiones.
En particular, se tuvieron en cuenta los modelos de Evitts (2004), Businskas (2008), Lapp et
al. (2010), Eli et al. (2011) y los aportes de Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018; 2019). Lo
anterior permitié establecer nueve categorias de conexiones matematicas para ser usadas a

priori en el analisis tematico.

4.1.1. Desarrollo de las fases del anélisis tematico e identificacion de las conexiones
matematicas

En la fase 1 del anélisis temético, se transcribi6 toda la informacion contenida en el video de
la observacion no participante y se dejoé en forma de texto. De manera simultanea, se
reprodujo lo que el profesor escribid en el pizarrdn y, en algunos casos, se colocaron fotos
de gestos significativos del profesor (ver Figuras 18 - 23). En la fase 2 de la Tabla 6 se dividio
el texto transcrito en unidades de analisis denominados codigos. La seleccion de un péarrafo
como codigo viene determinada por la presencia de algunas palabras o frases que sugieren
uno de los nueve tipos de conexiones matematicas. En total, las transcripciones se agruparon
en 59 cddigos. En la Tabla 7 se muestra una seleccién de estos 59 cddigos, que fueron
seleccionados para ilustrar el tipo de conexiones del modelo extendido de Businskas (que se
ha tomado como categorias a priori en el marco tedrico) o para presentar un nivel de

ambigiedad en la asignacion del tipo de conexién matematica.
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Tabla 7. Extractos de la transcripcion del discurso del profesor.

Cadigo

Extractos de la transcripcion

C3

Mire esto, el uso del método de cuatro pasos es el uso de la definicion (ver
Figura 18). Dijimos que hay una variable dependiente que condiciona la
funcién, luego podriamos darle un incremento, diferente de cero, que podria
ser positivo 0 negativo y asignarlo a la variable independiente (x + Ax).
Entonces, dijimos que, bajo este cambio, también habra otro cambio en la
otra variable; esto significa que, si asignamos un valor, nombraremos
incremento, a esta variable dependiente, que escribimos asi en nuestro caso
(Ay = f(x + Ax) — f(x)). Una vez que tengamos esta asignacion (Ay), y
esta asignacion (Ax), colocaremos el cociente incremental y luego
pasaremos a la situacién limite de este cociente incremental. Luego
asignamos un valor positivo o negativo a la variable independiente, digamos
un incremento. Podriamos hacer que tienda a cero, dijimos que es
infinitesimal. Para este incremento asignado a la variable independiente,
también es posible medir un cambio en la variable dependiente a través de
diferencias; luego forme el cociente incremental, muévase a la situacion
limite y, si el limite existe como un numero real, entonces este limite sera la

derivada de la funcién.

X — Yo v u\«) l{ 1'('){‘ ’J[,Hc\u {\,\‘l’g Ib\j £ A (X4 AX) - ‘\“\\‘
—o)- i A 2
Qy #O ) X-“A)(

A\A— = g(,‘(‘P A/“X '4(:\“)

Figura 18. Regla de los cuatro pasos.

Recordemos que, una de las interpretaciones de la derivada es la pendiente

de la recta tangente a la curva en un punto dado.
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Cé

Consideremos esto en un gréafico, un pedazo de grafico (dibuja un gréfico en

la pizarra (ver la Figura 19)).

Figura 19. Grafico para iniciar la interpretacion geométrica de la derivada.

Cc7

Trabajemos en el dominio de los reales (apunta al eje x). El gréfico se
comporta bien (sefiala el grafico); no tiene huecos ni picos, no tiene

dificultades (ver Figura 20).

Figura 20. Caracteristicas de la funcion continua.

En este grafico, colocaremos un punto A sobre él y trazaremos la recta
tangente en este punto. Entonces, lo que estamos diciendo es que la recta

tangente y la curva se encuentran en este punto; tienen este punto en comun.

C17

Tomemos un valor x que cumpla con (x,y), y le damos un incremento
positivo Ax, el cual es x + Ax; entonces, ¢cudles seran las coordenadas de
este nuevo punto? De aqui para aca, ¢cuanto es?f (x + Ax); entonces, ¢cual
sera f(x)? (se responde a si mismo Ay). (Ver Figura 25, cuando el maestro
esta dibujando los segmentos correspondientes de los incrementos mientras

explica).

C34

Ahora tenemos una interpretacion geométrica de la derivada ... ya tenemos,
que la derivada se puede interpretar como la pendiente de la recta tangente a

una curva en uno de sus puntos.
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C36

Quiero que miren; primero, usé la definicion y luego, la interpretacion
geométrica para ver si esta funcion tiene una derivada en este punto. El
segundo esta en el origen (antes, en C35, el profesor dibujo6 cuatro graficos,
el primero esta en C42, el segundo es el grafico del valor absoluto, el tercero

estd en C48 y el cuarto esta en C50).

C42

La situacion [gréfica con pico] habilita la posibilidad de un namero infinito
[de rectas tangentes] porque rompe con el esquema de la definicion de
derivada; por lo tanto, esta funcién, con un pico en su gréafico justo ahi, en el

pico, no es derivable (sefiala el pico del gréfico) (ver Figura 21).

W.‘t § F M
! \JA“O‘")-’J: 5
? =

. o

Figura 21. Ejemplo de la gréfica de una funcion con un pico.

C46

Si una funcion tiene un limite, su limite es Unico; por lo tanto, si una funcion

tiene una derivada, su derivada es Unica.

C48

Este grafico estd formado en dos partes; para todos los valores de x que sean
menores o iguales a cero, la funcién siempre sera menos uno (-1), su imagen
es menos uno. El pequefio hueco aqui (lo sefiala con el dedo) significa que
esta rama del grafico tiene un significado para todo x estrictamente mayor

que cero; entonces, para todo x mayor que cero, la funcion siempre sera mas

uno (+1), ver Figura 22.

Figura 22. Gestos que hacen referencia a la continuidad de la funcion.
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C50

Esta pequefia curva, tal como est, ¢creen ustedes que tiene derivada? Puede
tener, bajo ciertas restricciones, a diferencia de las otras, cuando analizamos
la continuidad, podemos recorrer (movernos) a través de ella sin levantar el

lapiz del papel (ver Figura 23). Debemos atender a las condiciones que se

deben cumplir.

| - P

Figura 23. Gestos para recorrer por la grafica de una funcion.

Cs1

Dijimos que todas las férmulas de derivadas, la mayoria de ellas aparecen en
libros de texto, se deducen de la definicion de derivada. En cada caso se
construye el cociente incremental y luego la situacion limite. El resultado es
la derivada de la funcion y se corresponde con la definicion dada y con las

interpretaciones que estamos obteniendo.

C52

Como tenemos que resolver las siguientes situaciones, dada una funcion y
un punto, prueba que tiene una derivada en el punto dado. Realmente
necesitamos usar la definicion de derivada; tenemos que construir el cociente

incremental y demostrar que existe el limite.

C53

Tenemos que usar la definicion para la prueba. Utilice la regla para calcular
el valor; particularmente, cuando se usa la definicion se pueden ver algunas
cosas que no son evidentes. Se encuentran inconsistencias y contradicciones.

Nos ayuda a decidir si hay una derivada de la funcion o no.

C54

Dibujo los graficos con un propésito. Asi como existen los limites laterales
a la izquierda y a la derecha, se puede estudiar la continuidad lateral a la
izquierda y a la derecha; también hay derivada lateral, a la izquierda y a la
derecha del punto. Una condicién necesaria y suficiente para que una funcién
sea derivable en un punto es que sus derivadas a la izquierda del punto y a la

derecha existan y coincidan.

C55

La férmula para obtener expresiones de esta forma, ¢como dijimos que era

la derivada de esta expresion? n por x elevado a la potencia n menos uno
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(x™)" = nx™"1. Lo dedujimos ayer; por lo tanto, si usamos esta formula, la
derivada de esta constante es cero y la derivada de esta expresion es ...

Dos x al cuadrado menos uno (2x271), dos x (2x).

Como nos interesa este punto, colocaremos aqui la pendiente en este punto,
¢como quedard? Si reemplazamos este valor por este otro, obtendremos la

Co8 pendiente, ¢si 0 no? Bueno, entonces obtenemos la pendiente m = 4 y un
punto (2, 6), puede utilizar Geometria analitica.
La formula punto-pendiente y —y, = m(x — x,), obteniendo y —6 =
57 4(x —2) = y — 6 = 4x — 8. {Me estan siguiendo? Lo igualas a cero 4x —

8+ 6 —y = 0entonces 4x —y — 2 = 0. Esta seréd la ecuacion de la recta

tangente a la gréafica en este punto.

En la fase tres, Busqueda de temas (ver Tabla 6), los cddigos de la Tabla 7 se agruparon por
tipos de conexiones matematicas (las nueve categorias de conexiones consideradas a priori).
En la transcripcion solo se identificaron siete de los nueve tipos de conexiones matematicas,
especificamente: significado, representaciones diferentes, procedimental, parte-todo,
orientadas a la instruccidn, caracteristica e implicacion (ver Tabla 8). Finalmente, los codigos
agrupados en un tipo de conexion matematica se definen en temas que agrupan los tipos de

conexiones y el parrafo que se analiza.

Tabla 8. Sintesis de los tipos de conexiones matematicas establecidas por el profesor.

Temas donde se evidencia algun tipo de conexion Conexm_nes Frecuencia
matematicas

Significados o interpretaciones asociados con la
derivada (limite del cociente incremental o o

1 ) Significado (S) 11
pendiente de la recta tangente a una curva en un

punto).

Representacion y relacion entre los conceptos )
Representaciones

2 matematicos a través de representaciones ) 8
diferentes (RD)

verbales, algebraicas y simbolicas.
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Procedimientos realizados utilizando las formulas  Procedimental

de derivadas o la definicion. (P)

Relacion entre casos de conceptos particular-
4 . _ . Parte-Todo (P-T) 7
generales y la relacion de inclusion.

o ] ) Orientada a la
Requisitos 0 conceptos previos relacionados con ) y
5 instruccion 15
plantear un nuevo concepto.

(Col

Caracteristicas y propiedades de la funcion 10

g (continuidad de una funcion). Caracteristica
©)

Si existe el limite de una funcidn, es Unica. 3

Si se conoce el comportamiento de la recta

tangente, también se conoce el comportamiento de 2

la curva.
7T : : Implicacion (1)

Si existe el cociente incremental, entonces es la 3

pendiente de la recta secante.

Derivabilidad de una funcién en un punto. 4

Total 71

Las frecuencias de las conexiones matematicas en la Tabla 8 difieren del nimero de c6digos
en la Tabla 7, porque algunos extractos estdn en mas de una categoria de conexion
matematica. Por ejemplo, la conexion matematica de significado se infirié en el cddigo C3;
sin embargo, también es posible identificar este extracto con una conexion de tipo parte-todo
y con una conexion de tipo procedimental. Por lo tanto, la frecuencia correspondiente de C3

es de tres conexiones matematicas.

Una de las nueve categorias de conexiones consideradas a priori, la reversibilidad, no se
infirid de ningln cddigo (creemos que esto se debe al texto utilizado como contexto de

reflexion). A continuacion, se muestra el analisis de algunos de los extractos considerados en

85



la Tabla 7, donde estan presentes los siete tipos de conexiones matematicas, siguiendo el

mismo orden que los temas (conexiones) presentados en la Tabla 8.

4.1.1.1. Conexiones matematicas de tipo significado

El término <<derivada>> en C5, C34, C38 da evidencia del significado geométrico
(pendiente de la recta tangente a la curva en un punto) como se observa en la Tabla 7; ademas,
esta conexion también se infiere en otros cddigos (C33, C38, C58 y C59), que no estan
contemplados en la Tabla 7. En algunos de estos codigos (C3, C33, C58), el término derivada
se asocia con el significado de limite del cociente de las tasas medias de variacion de la
funcién. Estos codigos se consideran evidencia de las conexiones matematicas del tipo
significado (Tema 1 de la Tabla 8). Por ejemplo, en el codigo C33, el profesor menciono que
“la pendiente de la recta tangente se calcula utilizando el limite del cociente incremental de
la funcion original..., que es la derivada de la funcion”, 10 que indica que ha conectado dos
significados con el objeto derivada. Asimismo, en C58 el profesor comento a sus estudiantes
que habia definido la derivada como “el limite del cociente incremental, analizando la

interpretacion geométrica” (ver Figura 24).

Codigo de correspondencia

™

s

Antecedente/Expresion C33,C38,C58y
C59

. /| La pendiente de la recta
La derivada | > tangente a la curva en
un punto.

Consecuente/Contenido

Codigo de correspondencia

Antecedente/Expresion ‘ C33yC58 Consecuente/Contenido
N /| Limite del cociente de

La derivada | > las tasas medias de
variacion de la funcion.

Figura 24. Esquema de la conexion matematica de significado.
4.1.1.2. Conexiones matematicas de tipo representaciones diferentes

Las conexiones matematicas entre representaciones diferentes se identificaron en C6 (Tema

2 de la Tabla 8) cuando el profesor mencion6 “consideremos esto en un grafico, un trozo de
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grafico” y escribe la representacion simbolica y = f(x) y dibuja un grafico que es la
representacion gréfica de esta funcion. Posteriormente, en C17, conecta los incrementos

simbdlicos de las variables de la funcion con su representacion grafica (ver Figura 25).
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Figura 25. Produccion escrita del profesor en relacion con los codigos C1y C34.

Ademas, en la Figura 25 y en C20 se evidencio la conexion matematica de representaciones
diferentes de tipo equivalente, cuando el profesor comentd “entonces f(x +
Ax) menos f(x) sobre x + Ax menos x, hace cuentas ahi” mientras escribe en la pizarra:

JOAAIJ () — JOAAITC) s conexion matematica de tipo representaciones
(x+Ax)—x Ax

diferentes (equivalentes) se observo en C33, cuando el profesor, después de escribir en la
lim flx+Ax)—f(x)
m Ax

Ax—0

Mgee =

pizarra: m; = , escribio que es igual a f’(x).

4.1.1.3. Conexiones matematicas de tipo procedimental

Las conexiones matematicas del tipo procedimental se identificaron en C3 (Tema 3). Incluso
cuando C3 se considerd anteriormente como una conexion de significado, también se puede
considerar una conexion de tipo procedimental, porque la definicién de derivada como limite
se convierte en la regla de los cuatro pasos. Otro ejemplo de conexidn esta en C55, donde se
usa la regla de la derivada de una funcién potencia (x™)" = n x™~1. Otros ejemplos de este
tipo de conexion se evidencian en C56 y C57. Por ejemplo, en C57 el maestro explicé que
puede usar la formula punto-pendiente (y — y, = m(x — x;)), ya que tiene el valor de la
pendiente (m = 4) y un punto (2, 6), puede sustituir en la formula y obtendra la ecuacion de

la recta tangente a la grafica en un punto dado (4x — y — 2 = 0), ver Figura 26.
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Figura 26. Evidencia de la conexion matematica de tipo procedimental.

4.1.1.4. Conexiones matematicas de tipo parte-todo

Un ejemplo de este tipo de conexion se da en C48 (Tema 4), donde el profesor da un ejemplo

de la gréfica de una funcion que no tiene derivada en un punto (una de las cuatro gréficas

dibujadas por el profesor en C35; especificamente, el tercero). Antes de C48, el profesor

explicaba que las gréaficas con pico en un punto no tienen derivada, y ahora explica que las

gréficas con discontinuidad no son derivables. Consideramos que se establece la conexién

matematica del tipo parte-todo, porque trabajé con cuatro casos particulares de funciones no

derivables, y estableci6 implicitamente una categoria general de funciones no derivables en

un punto. Por otro lado, cuando el profesor expreso “esta gréafica esta formada por dos

partes”, hizo otra conexion matematica de tipo parte-todo, porque hizo referencia a las partes

donde se define la funcion (ver Figura 27).

Figura 27. Un ejemplo de funcion discontinua en un punto. Evidencia de la conexion

matematica de tipo parte-todo.
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En C6 y C45 se reconocieron otras conexiones matematicas de tipo parte-todo, ya que el
profesor se refirid a “partes de la grafica” en ambos cddigos. Por ejemplo, en C45 cuando
el profesor preguntd a sus estudiantes sobre la pendiente de cada parte de la gréficadef (x) =
|x|: “;Cudl es la pendiente de esta parte de la grafica? Menos 1, ;y qué pendiente tiene esta

parte? Uno” (ver Figura 28).

Figura 28. Evidencia de la conexion de tipo parte-todo.
4.1.1.5. Conexiones matematicas de tipo orientadas a la instruccion

La conexion matematica orientada a la instruccion se identifico en C36 (Tema 5), porque el
profesor sugirié a los estudiantes una conexion entre nociones que podria ayudarlos a resolver
la tarea propuesta “Quiero que miren; primero, use la definicion y luego, la interpretacién
geométrica para ver si esta funcion tiene una derivada en este punto”. Ademas, en C53 el
profesor recomienda que sus alumnos utilicen la definicion de derivada, que es importante

para identificar si una funcion tiene derivada o no.

Otro caso de la conexién matematica orientada a la instruccion se identific6 en C51, porque
el maestro hizo un repaso de todo lo estudiado hasta ese momento. Se pueden ver mas
ejemplos de esta conexion en C52 y C53 cuando el profesor sugirié considerar conocimientos
especificos para resolver las tareas de céalculo de derivadas. Particularmente, en C52 el
profesor dijo: “Ya que tenemos que resolver las siguientes situaciones, dada una funcion y
un punto, demuestre que tiene una derivada en el punto dado. Realmente necesitamos usar
la definicion de derivada; tenemos que construir el cociente incremental y demostrar que
existe el limite”. Otro ejemplo de conexion matematica orientada a la instruccién se observo
en el C11, donde el profesor afirmo que “para saber como se comporta la tangente hay que

determinar su angulo de inclinacion o su pendiente o la tangente del &ngulo de inclinacion”.
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4.1.1.6. Conexiones matematicas de tipo caracteristica

Este tipo de conexién se identifico en C7 (Tema 6) cuando el profesor menciond
“Trabajemos en el dominio de los reales. El gréafico se comporta bien; no tiene agujeros ni
picos. No hay dificultades” con la intencién de que los estudiantes tomen nota de que la
gréfica es una funcion derivable en todos los puntos. Asimismo, en C12 cuando el profesor
menciono que la grafica es “una curva bien comportada, no tiene huecos, no tiene picos”.
Este tipo de conexion matematica también se infirio en C50 cuando el profesor se refirié a la
continuidad de la curva al afirmar que “podemos recorrerla [la gréfica] sin levantar el 1apiz
del papel”. Otra conexiédn de tipo caracteristica se evidencio en C42 cuando el profesor se
refirié a una de las cuatro gréficas, sefialando que la funcion no tiene derivada en el punto
con pico, porque se podrian dibujar infinitas lineas tangentes en ese punto (ver Figura 29), o

en C8 cuando comento que la recta tangente y la curva tienen en comun el punto de tangencia.

Figura 29. Evidencia de la conexién matematica de tipo caracteristica.
4.1.1.7. Conexiones matematicas de tipo implicacion

La conexion matematica de tipo implicacion se infirio en C54 (Tema 7) cuando el profesor
argumento “(...) asi como existen los limites laterales por la izquierda y por la derecha, se
puede estudiar la continuidad lateral por la izquierda y por la derecha; también hay
derivada lateral, a la izquierda y a la derecha del punto. Una condicion necesaria y
suficiente para que una funcion sea derivable en un punto es que sus derivadas a la izquierda
del punto y a la derecha existan y coincidan”. Esta conexion también se identifica en C46 y
parte de C48. Ademas, otras conexiones matematicas que inicialmente se consideraron de
tipo de caracteristica (C42, C43y C44), se observo que tambien pueden ser consideradas del
tipo implicacion, es decir, caen en el dominio de dos tipos de conexiones matematicas
simultaneamente. Por ejemplo, en C42 el profesor afirmo que: “la situacion [grafica con

pico] habilita la posibilidad de un nimero infinito [de rectas] porque rompe con el esquema

90



de la definicion de derivada; por lo tanto, esta funcién, con un pico en su grafica justo ahi,
en el pico, no es derivable”, de lo cual se interpreta que, si una funcion es continua y tiene
puntos angulosos o picos, entonces no es derivable en ese punto (ver esquemas de la conexion

de implicacién en la Figura 30).

Codigo de correspondencia

Antecedente/Expresion

C42 Consecuente/Contenido

> Funcioén no
derivable

Figura 30. Esquema de la conexion de implicacion.

4.1.2. Triangulacion

En la fase cuatro del analisis tematico, se triangularon todas las conexiones matematicas
identificadas en la Tabla 8 (Aguilar y Barroso, 2015) con un experto en el estudio de las
conexiones matematicas, quien estuvo de acuerdo con el tipo de conexion asignada excepto
en dos casos. Por ejemplo, en principio se codificd a C46 como una conexion matematica de
implicacion, pero finalmente se consideré como una conexién de tipo caracteristica. En el
caso de C48, inicialmente se consideraron dos tipos de conexiones (implicacion y parte-
todo); sin embargo, después de la triangulacion la conexién de implicacion se modificd a una

conexion de tipo caracteristica.

Por otro lado, se destaca que el experto coincidid con el tipo de conexion matematica
asignada al C50 deberia ser la conexién de tipo caracteristica; no obstante, el experto no

identificd que algunas partes del extracto (frases) sugieren otros tipos de conexiones.

Seguidamente, como resultado de la triangulacion, en las fases 5y 6 de la Tabla 6 se muestran
algunos de los codigos en la Tabla 7 donde se identificaron ambiguedades durante el analisis
utilizando el modelo extendido de Businskas. Estas ambigiiedades no permiten la
codificacion con un solo tipo de conexién matematica, por lo tanto, se han generado dos
niveles en la clasificacion de estas ambiguedades: 1) los que no necesitan nuevos tipos de

conexiones matematicas, y 2) los que requieren del establecimiento de un nuevo tipo de
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conexion matematica, diferente a los planteados en el marco tedrico. Los primeros se refieren
a los codigos que podrian asignarse a dos 0 mas tipos de conexiones, mientras que en los

segundos se tiene la necesidad de crear nuevos tipos de conexiones matematicas.

En las ambigiiedades de nivel 1, la conexion matematica de significado se identifico en C3
durante el primer andlisis, cuando el docente explicd la <<derivada>> como el limite del
cociente incremental. Sin embargo, este parrafo también evidencia el uso de la regla de los
cuatro pasos; esto significa que este cddigo también podria asignarse a la conexién
matematica de tipo procedimental. Desde otra perspectiva, también se observo que el
cociente incremental se considerd implicitamente como cualquier cociente de una clase de
tasas medias durante el discurso del profesor. En este sentido, en C3 también se identifica la
conexion matematica de tipo parte-todo. Una posible forma de avanzar en estos casos es la
triangulacion entre expertos para concretar la conexién mas relevante en este contexto. Otra
posibilidad es asignar el mismo coédigo a varios tipos de conexiones matematicas

simultaneamente.

En las ambigiiedades de nivel 2, se mostrard a continuacion un ejemplo de los problemas
producidos utilizando las tipologias a-priori de conexiones matematicas tomadas del marco
teorico. El cddigo C50 se relaciond con la conexion matematica de tipo de caracteristica
durante el primer andlisis (ver Figura 31), porque el profesor animo6 a sus estudiantes a

visualizar que la funcién tiene la propiedad de ser continua en todos sus puntos.

Codigo de correspondencia

Esta curva, tal como esta, ;cree que tiene una derivada?

A mgcedente/Erpres ion Puede tener, bajo ciertas restricciones, a diferencia de las Consecuente/Contenido
¥ demas, cuando analizamos la continuidad, podemos

recorrer (movernos) a través de ella sin levantar el ldpiz
del papel. Debemos cefirnos a las condiciones que

deben cumplirse. La funcion es

s % > continua.

Figura 31. Conexidn matematica de tipo caracteristica (Creacion propia).

Sin embargo, si este es el Unico tipo de conexion considerada, dejaria de mostrarse la
evidencia de los otros tipos de conexiones que también podrian ser relevantes para explicar
los errores y las dificultades de los estudiantes. La continuidad asociada con el dibujo de un

trazo de grafica con un lapiz se considera una idea intuitiva que ayuda a comprender una
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funcién continua; sin embargo, varias investigaciones sefialan algunas dificultades y
limitaciones relacionadas con esta idea intuitiva. Por ejemplo, Jayakody (2015) mencion6
algunas dificultades de los estudiantes cuando dicen que una funcién continua es la que se
podria dibujar sin levantar el 1apiz del papel. Ademas, Hanke (2018) afirmo que esta idea
debe usarse con cuidado para hacer demostraciones matematicas en los cursos de topologia,
y Millspaugh (2006) expreso las dificultades y limitaciones para conectar esta idea intuitiva

con una definicion mas formal de una funcién continua.

Por otro lado, la idea de que un gréafico pueda ser considerado como el trazo que deja el 1apiz
sugiere la idea de que “la grafica es un camino” (Lakoff y Nufez, 2000); incluso puede
ayudar a generar el error conceptual comun de que los graficos son simples «dibujos» de las
situaciones representadas (Shell Center for Mathematical Education, 1990). Por ello, este
codigo (C50) también puede ser considerado como una expresion metaférica (podemos
recorrer (movernos) a través de él sin levantar el lapiz del papel) que sugiere la metafora
conceptual del tipo grounding “la gréafica es un camino”. En otras palabras, el profesor podria
pensar gue ha explicado en C50 que la funcion es continua; y de hecho, es posible pensar que
esto es cierto para algunos estudiantes (ver Figura 32). No obstante, la literatura sobre

funciones ha documentado que muchos estudiantes mantienen la idea de que una gréafica es

un camino.
Cédigo de correspondencia
Esta curva, tal como estd. ;cree que tiene una derivada?
Antecedente/Expresion Puede tener, bajo ciertas restricciones, a diferencia de las Consecuente/Contenido
- demas, cuando analizamos la continuidad, pedemos
[ recorrer (movernos) a través de ella sin levantar el ldpiz
| del papel. Debemos ceflirnos 2_1 las condiciones que La grziﬁca de la
| deben cumplirse. o
, > funcion es un
P — > L =
H camino.

Figura 32. Conexién matematica de tipo metaforica (Creacion propia).

En consecuencia, se propone la incorporacion de un nuevo tipo de conexion a los nueve tipos
de conexiones matematicas presentadas en el marco tedrico inicial, a saber, la conexion
metaforica. Esta conexion surge de la revision de la literatura sobre como las metaforas
afectan (en pro o en contra) la comprension de las nociones matematicas. Este nuevo tipo de

conexion funciona como se muestra en la Figura 33, donde se resume el proceso de la
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conexion metaforica “la grafica es un camino”. Esta nueva tipologia responde al llamado
hecho por Garcia-Garcia (2019) donde manifiesta que se pueden incluir otras categorias de

conexiones matematicas a las ya existentes.

EXPERIENCIAS ESQUEMA DE
CORPORALES —> IMAGENES CAMINO

=0} @
OAC
VI CRUZ

GUERRERO

Atapuino

DOMINIO
DE
LLEGADA

Proyeccion
metaforica

Gréfica de
funciones

Metafora conceptual
La grafica de la funcién es un camino

Expresion
metaforica

Cédigo de correspondencia

Antecedente/Expresion Esta curva, tal como estd, ;cree que tiene una derivada? Puede Consecuente/Contenido
i tener, bajo ciertas restricciones, a diferencia de las demas, cuando
analizamos la continuidad, podemos recorrer (movernos) a través
de ella sin levantar el ldpiz del papel. Debemos ceirnos a las La gréﬁca de la
// condiciones que deben cumplirse. funcién es un
. camino.

Figura 33. Caracterizacién y proyeccion de la conexion metaférica (Tomado de Rodriguez-
Nieto et al. (2020)).

En la Figura 33, se evidencia que el profesor utiliza expresiones verbales como “podemos
recorrer (movernos) a través de €l sin levantar el 1apiz del papel” (llamadas expresiones
metaforicas) que implicitamente sugieren en el estudiante la metafora conceptual “la gréfica
es un camino”. Se trata de una proyeccion metaforica del tipo grounding en la que el dominio
de salida es el esquema de imagen del camino (Johnson, 1987) cuya estructura es “Fuente-
Camino-Meta” que todos tenemos desde la infancia como resultado de nuestras experiencias

fisicas al caminar (ver Figura 34).
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Goal Llegada
I 4 o meta
/
/
/ Unrealized Trayectoria
Localizaciones previas ¢ lrajeclory  no realizada

Previous localions 4

Lo ‘

Trajeclor
(moving entily)
(moviéndose suavemente)

Path Camino

Source Localizacion de
location origen o inicial

Figura 34. El “Origen-Camino-llegada” (tomado de Font et al. (2010, p.136)).

Este esquema de imagen (Figura 34) surge de nuestras experiencias fisicas al caminar desde
un punto de partida (origen), una ruta a seguir (camino) y un punto de llegada (meta). Se
experimenta el mismo patron en una variedad de actividades y experiencias motoras basicas,
e incluso se podria proyectar en otras experiencias de dominios no basicos que podrian
entenderse con esta estructura. Estas experiencias no serian significativas para nosotros sin
la participacion de este patron. La proyeccion de este esquema de imagen nos permite hablar
y razonar sobre los diferentes tipos de entidades abstractas (funciones en este caso) como si
fueran el resultado de seguir un camino. En términos de Lakoff y NGfiez (2000), esta es una
proyeccion metaférica del tipo grounding (conectada a tierra), que se describe en la Tabla 9.

Tabla 9. La grafica es un camino.

DOMINIO DE PARTIDA DOMINIO DE LLEGADA
Camino Gréfica de la funcion
Una localizacion en el camino Punto de la grafica
Estar sobre el camino La relacion de pertenencia (ser un punto de la gréfica)
Origen del camino Origen del camino (por ejemplo, menos infinito)
Final del camino Final de la grafica (por ejemplo, mas infinito)
Estar fuera del camino Puntos que no pertenecen a la grafica

Note. Informacién tomada de Font et al. (2010, p. 139).

Cabe destacar que, el profesor participante utiliza otras expresiones metaforicas durante sus
clases que implicitamente sugieren la misma metafora conceptual a la que nos referimos; por

ejemplo, en los codigos C7, C8 y C12. También, se debe tener en cuenta que esta proyeccion
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metaforica no solo se activa a través de las expresiones verbales, sino también por los gestos
que realiza el profesor mientras sigue el recorrido del grafico con el dedo (ver Figuras en los
cbdigos C6, C42, C48 y C50). En este sentido, en Font et al. (2010) afirma que las metéaforas

conceptuales

Permiten agrupar expresiones metafdricas. Una expresion metaforica, por otro lado, es
un caso particular de metafora conceptual. Por ejemplo, la metafora conceptual “la
gréfica es un camino” aparece en el discurso del aula a través de expresiones como “la
funcion pasa por el origen coordenado” o ““si antes del punto M la funcidn es ascendente
y después descendente entonces tenemos un maximo”. Es poco probable que el
profesor diga a los estudiantes que “la gréfica es un camino”, sino que utilizara
expresiones metaforicas que lo sugieran (p. 19).

Asimismo, se consideran dos tipos de metéforas conceptuales (Font, Bolite y Acevedo, 2010;
Lakoff y Nufiez, 2000): 1) Metaforas de tipo grounding: estas relacionan un dominio de
Ilegada de las matematicas con un dominio de origen fuera de las matematicas. 2) Metaforas
de tipo linking: mantienen los dominios de origen y llegada dentro de las matemaéticas e

intercambian propiedades entre diferentes campos matematicos.

Se considera que, si no se introduce la idea de conexidn metaforica, se podria ignorar la sutil
diferencia que existe entre los cddigos C8 y C48 que va mas alla de la consideracion de que
el primer extracto se considera como una conexion de tipo caracteristica y el segundo como
una conexion de tipo parte-todo. En C8, el profesor dijo que el punto esta arriba del gréafico,
en este sentido, la metafora “la grafica es un camino” esta en uso porque las personas estan
por encima del camino y no son parte del camino en el dominio inicial. Por otro lado, el
grafico en C48 se entiende como algo formado por partes, y estas partes estan formadas por
puntos; esto implica que los puntos son parte del grafico, lo que da como resultado una vista
estatica del grafico, mientras que C8 tiene una vista mas dinamica del grafico. Ademas de la

conexion de caracteristica, C8 también utiliza una conexidon matematica metaforica.

La conexidon metaférica es la nueva categoria que permite detallar y conformar la Teoria

Ampliada de las Conexiones matematicas (TAC) (ver Figura 35).
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Teoria Ampliada de las Conexiones matematicas (TAC)

Conexion
matemdtica
Es “un proceso cognitivo en el que una persona establece una relacion entre dos o mas

conceptos, ideas, teoremas, procedimientos, significados, etc., entre si, con la vida real o con
otras disciplinas” (Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2018, p. 229).
|

¥ | ¥
Conexiones | Emergen a partir de la resolucién de I Conexiones
fﬁiﬁzg Extramatemdticas tareas matemsiticas T i s
resuelven %
5 . . .
! — 3 | Orientada a la instruccion |
Problema no matematico e
- . b 1 H
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matematico < | Implicacia —
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Figura 35. Conexiones matematicas con adaptaciones de Garcia-Garcia y Dolores-Flores
(2018; 2019; 2020) y ampliaciones realizadas en esta investigacion.

Seguidamente, se concluy6 que la conexion metaférica permitié un mejor andlisis de las
conexiones matematicas en el proceso de ensefianza y aprendizaje, que es esencial para
comprender las nociones matematicas y son un recurso muy utilizado por los profesores de
matematicas durante sus clases. Ademas, esto llevo a la extension del modelo de Businskas
(2008) que se habia reforzado con aportaciones de otros autores (Garcia-Garcia y Dolores-
Flores, 2018; 2019), es decir, con la nueva categoria de conexion se estructura la Teoria
Ampliada de las Conexiones (TAC). No obstante, de este analisis solo se profundizé en la
conexion de tipo caracteristica, pero se identificO una nueva categoria “la conexion
metaforica”, sugiriéndose que esta conexion debe ser incluida en las categorias existentes.
Ademas, las otras categorias de conexiones deberian ser detalladas y refinadas para un mejor
analisis de las conexiones en la actividad matematica de estudiantes y profesores o bien, en

libros de textos y otros materiales curriculares.

Teniendo en cuenta que la TAC considera importante las conexiones y la metafora, tambien,
en la literatura se reconoce que el EOS asume importante las conexiones en términos de
funciones semidticas y, por ejemplo, se reflexiona sobre la metafora desde la dimension

expresion/contenido, que actua de manera iconica, dado que una representacion iconica,
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ademas de representar al objeto, nos informa de la estructura de dicho objeto (Font, 2007).
Ademaés, en el EOS cuando se construye una configuracion cognitiva, se hacen conexiones

entre los objetos primarios y procesos que emergen en la actividad matematica.

Cabe destacar que, la necesidad de refinar las tipologias de conexiones que constituyen a la
TAC podria dirigir la mirada de investigacion hacia la articulacion de teorias para generar un
enfoque tedrico mas detallado de analisis de las conexiones matematicas. De hecho, cuando
se hacen articulaciones teoricas se establecen conexiones entre los elementos que las
conforman (Bikner-Ahsbahs, 2016; Radford, 2008). En este sentido, profundizando sobre
conexiones tedricas, se reconoce en la literatura una amplia agenda de investigaciones sobre
redes de teorias (por sus siglas en inglés: Networking of theories), que se presenta a

continuacion.

4.2. Networking entre la TAC y el EOS

Para responder a la segunda pregunta de investigacion, en la etapa dos se realizd un
networking entre la TAC y el EOS, teniendo en cuenta los cuatro pares de estrategias de
creacion de redes tedrica propuestas por Prediger et al. (2008) y Bikner-Ahsbahs y Prediger
(2010) aunado con la de Radford (2008) sobre la teoria, asumiendo que, los elementos
esenciales de una teoria incluyen principios, métodos y preguntas de investigacion
paradigmaticas, los cuales orientan la comprension, comparacion y el contraste entre los dos
enfoques tedricos. En este sentido, se consideraron las cuatro estrategias de creacién de redes
de teorias (ver Figura 7), y, en la primera estrategia abordamos la comprensién mutua de los

fundamentos y conceptos tedricos y como se aplican a la nocién de conexion matematica.

La segunda estrategia, consiste en la comparacion y contrastacion de los principios,
conceptualizaciones de conexion (de la TAC) y FS (del EOS), puntos de vista de la
comprension matematica para ambas teorias y preguntas de investigacion. Con base en los
resultados conseguidos en la estrategia anterior, en la tercera estrategia se realizd la
coordinacion y combinacion de las teorias, donde se evidenciaron puntos en comin entre
ambas teorias y su compatibilidad para el analisis de las conexiones. En el desarrollo de esta
estrategia y siguiendo la perspectiva de Bikner-Ahsbahs y Prediger (2010), se us0 un
contexto de aplicacion de la red teérica lograda, donde se seleccionaron diez estudiantes

universitarios quienes resolvieron siete tareas sobre la derivada, con el objetivo de responder
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a las preguntas de investigacion tres y cuatro. Por Gltimo, en el desarrollo de la cuarta
estrategia de integracion y sintesis, se evidencio que las dos teorias se complementan en
cuanto a los métodos, pero en realidad el EOS complementa a la TAC en relacion con la
nocion de conexion, por lo cual en la Tabla 14 se presenta la integracion local asumiendo que
una conexion esta conformada por un conglomerado de practicas, procesos, objetos y

funciones semiéticas.

Cabe destacar que, el autor de la investigacion y los asesores son especialistas en las teorias
seleccionadas para articularse. Un tipo de estudio similar donde sigui¢ esta consideracion de
los autores fue en Drijvers et al. (2013), donde los dos marcos teéricos fueron Teoria de la
Génesis Instrumental (TGI) y el EOS.

4.2.1. Estrategia 1: comprension de las teorias

Inicialmente, se reconocieron las teorias que, de alguna manera consideran importante las
conexiones matematicas, pero en este trabajo se consideran teorias que enfatizan en las
conexiones en diferentes aspectos. En este sentido, el autor de la investigacion y los asesores
compartieron informacion sobre la conformacion y uso de cada teoria con el fin de llevar una
articulacion o no exitosa, es decir, se comprendieron profundamente las teorias
reciprocamente y, especialmente para reconocer que cada teoria tiene principios, preguntas
y métodos. En este sentido, en el contexto de la investigacion en Educacién Matematica, la
TAC se posiciona sobre una base cognitiva; su objetivo es estudiar las conexiones que
ocurren durante la actividad matematica para inferir un tipo especifico de comprension de
ellas. Ademés, en la TAC se consideran dos grandes tipos de conexiones intra y
extramatematicas (orientada a la instruccion, procedimental, representaciones diferentes,
implicacion, parte-todo, significado, reversibilidad, caracteristica, modelado y metaférica)

que dependen y emergen de la resolucion de una tarea por parte de un sujeto.

Por otro lado, el EOS considera que deben abordarse aspectos descriptivos, explicativos y
predictivos inherentes al conocimiento cientifico, asi como aspectos prescriptivos y
evaluativos propios del conocimiento tecnoldgico. Segin el EQOS, la Didactica debe
proporcionar resultados que permitan la adecuada actuacion en un campo de la realidad: la
ensefianza y el aprendizaje de la matematica en los diferentes contextos en los que se

desarrolla. Para ello, se debe tener en cuenta cuatro tipos de areas problematicas y sus
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interacciones:  epistemologicas,  ontologicas,  semiotico-cognitivas,  educativo-
instruccionales, ecoldgicas y de optimizacion del proceso instruccional (Godino et al., 2019).
Algunas de las herramientas desarrolladas para dar respuestas a estas areas problematicas se

utilizaron en las secciones anteriores.
4.2.2. Estrategia 2: Comparacion y contrastacion de las teorias

Segun Radford (2008), los elementos esenciales de una teoria incluyen principios, métodos
y preguntas de investigacion paradigmaticas. Por esta razon, estos tres elementos orientan la
comparacion y el contraste entre las dos teorias, y, ademas se consideran conceptos tedricos
como la comprensién matematica y como se aplican a la nocion de conexion matematica.
Ademas, la comparacion se orientd hacia las diferencias y aspectos similares de cada teoria,
mientras que la contrastacion se direcciond a resaltar elementos diferentes, por ejemplo, en
el EOS se enfatiza en los criterios de idoneidad donde se consideran las conexiones, pero en
la TAC no se contemplan todos, dado que solo considera el criterio de realizar y fomentar las

conexiones en los estudiantes.

4.2.2.1. Principios de ambas teorias

Desde un punto de vista epistemolédgico-ontologico, la TAC se posiciona en un punto de vista
representacional, mientras que el EOS lo hace en un tipo de constructivismo convencionalista
que es antirrepresentacional (en particular, cuestiona la dualidad interna / externa
caracteristica de perspectiva cognitivo representacional), pero no afecta que ambos enfoques
compartan la nocion de representacion. La TAC asume el principio de que un buen proceso
de ensefianza y aprendizaje de un tema o concepto matematico es aquel en el que se anima
al alumno a realizar conexiones matematicas relevantes, ya que contribuyen a una mejor
comprension. Por tanto, la TAC asume, segun el NCTM (2000) entre otros organismos
curriculares, que un estandar de calidad de un proceso de ensefianza y aprendizaje es la
consecucion de procesos de conexion, entendidos como aquellos que permiten conectar
diferentes contenidos matematicos entre si y entre las matematicas y contextos

extramatematicos o de la vida cotidiana.

La nocion de idoneidad didactica (Breda, 2020; Breda et al., 2018) ha sido incluida en el
sistema tedrico que configura EOS, como criterio sistémico para optimizar la instruccion

matematica. Se define como el grado en que el proceso (0 parte del mismo) tiene
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determinadas caracteristicas consideradas Optimas o adecuadas para lograr la adaptacion
entre los significados personales de los estudiantes (aprendizaje) y los significados
institucionales (ensefianza), tomando en consideracion las circunstancias y 10s recursos
disponibles (medio ambiente). Es un constructo multidimensional que se descompone en

idoneidad parcial, componentes e indicadores.

Ademas, consideramos importantes algunos componentes e indicadores de los criterios de
idoneidad epistémica y ecologica méas estrechamente relacionados con las conexiones
matematicas (Breda et al., 2017). Por ejemplo, en la idoneidad epistémica, se consideran dos
componentes: a) riqueza de procesos: los procesos relevantes en la actividad matematica
(modelado, argumentacion, resolucion de problemas, conexiones, etc.) se consideran en la
secuencia de tareas, y b) representatividad de la complejidad: los significados parciales
(definiciones, propiedades, procedimientos, etc.), son muestras representativas de la
complejidad de la nocion matematica elegida para ser ensefiada como parte del curriculo.
Para uno o mas significados parciales, se proporciona una muestra representativa de
problemas y el uso de diferentes formas de expresion (verbal, grafica, gestual, simbdlica...),

tratamientos y conversaciones entre ellos (Breda et al., 2017).

Asimismo, la idoneidad ecoldgica tiene en cuenta el componente de conexiones intra e
interdisciplinarias. Este componente significa que el contenido ensefiado esta relacionado
con otros temas matematicos (conexion de la matematica avanzada con la matematica
curricular y la conexion entre diferentes contenidos matematicos cubiertos en el plan de
estudios) o con el contenido de otras disciplinas, (extramatematicas 0 mas bien vinculos con

otros sujetos de la misma etapa educativa) (Breda et al., 2017).

El proceso de conexidn aparece en el componente de riqueza de procesos (como uno de los
procesos a considerar) de idoneidad epistémica y también aparece en el componente de
conexiones intra e interdisciplinarias de idoneidad ecoldgica. En otras palabras, promover las
conexiones se considera un aspecto que mejora la idoneidad del proceso de instruccién de un

tema matematico.
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4.2.2.2. Conexidon matematica versus funcion semibtica

En la TAC se entiende la conexion matematica como “un proceso cognitivo mediante el cual
una persona relaciona dos o mas ideas, conceptos, definiciones, teoremas, procedimientos,
representaciones y significados entre si, con otras disciplinas o con la vida real” (Garcia-
Garcia y Dolores-Flores, 2018, p. 229) que se infieren en las producciones escritas, verbales,
gestuales y mimicas que realiza un sujeto al resolver una tarea matematica. Mientras que en
el EOS la FS se entiende como la “relacion entre un antecedente (expresion, sentido) y un
consecuente (contenido, sentido) establecido por un sujeto (persona o institucion) segin un
determinado criterio o codigo de correspondencia” (Font, 2007, p. 105). Los diferentes tipos

de objetos primarios también seran expresion o contenido de las funciones semioticas.

4.2.2.3. Comprensién matematica para ambas teorias

Como se argumento en Font (2007) y Godino et al. (2007) existen dos formas basicas de
concebir la “comprensiéon matematica”: como un proceso mental o como una competencia,

que corresponden a concepciones epistemoldgicas divergentes o incluso conflictivas.

Los enfoques cognitivos en Educacion Matemaética consideran la comprensién como un
proceso mental que es el resultado de tener una red bien conectada de representaciones
mentales, siendo esta la forma en que la TAC concibe la comprension. Sin embargo, el
andlisis de las investigaciones que utilizaron este modelo revela que lo que realmente hacen
es el analisis de la actividad matematica que realiza el sujeto para encontrar conexiones entre

los diferentes elementos involucrados en esta actividad mediante el andlisis tematico.

Por otro lado, la posicion pragmatica del EOS considera la comprension como competencia,
dado que, se dice que un sujeto comprende un objeto matematico cuando lo utiliza de manera
competente en diferentes practicas (Font, 2007). Ahora bien, para realizar las practicas que
resuelven la tarea matematica, el sujeto necesita activar una configuracion de objetos

primarios y establecer la FS adecuada entre el objeto primario y esta configuracion.

Ambos enfoques tedricos consideran la activacién de conexiones / FSs entre diferentes
elementos involucrados en la actividad matematica por parte del sujeto como un tema
importante en la comprension matematica. Ademas, se interpreta la comprension de un objeto

O por parte de un sujeto X (individuo o institucion) en términos de las funciones semiéticas
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que X puede establecer, en circunstancia fijadas, en las que pone en juego O como funtivo

(expresion-contenido) (Font, 2007).
4.2.2.4. Concordancia de métodos

El método utilizado por la TAC analiza la actividad matemética que realiza el sujeto para
encontrar conexiones entre los diferentes elementos involucrados en esta actividad. Sin
embargo, esta actividad matematica es analizada desde el punto de vista de un observador
que conoce las reglas matematicas que regulan la practica matematica y, por tanto, puede dar
sentido (o no) a las conductas observables del estudiante, lo cual concuerda, en parte, con el
método onto-semidtico de andlisis de la actividad matematica realizado por el EOS. En otras
palabras, lo que la TAC lleva a cabo, de hecho, es méas un enfoque cognitivo-semidtico que
un enfoque cognitivo. La coherencia de esta forma de analizar la actividad matematica es lo

que permite la complementariedad y coordinacion de los dos enfoques teoricos.
4.2.2.5. Concordancia de preguntas de investigacion

Las preguntas de investigacion de la TAC se centran en las conexiones matematicas, por
ejemplo, ¢qué conexiones se hacen al estudiar un objeto matematico en particular? ¢;Cual es
la calidad de las conexiones matematicas? ;COmo generamos una nueva tipologia de
conexiones matematicas? ¢ Cuales son las conexiones matematicas presentes en los libros de
texto de matematicas escolares y cuales se promueven en los planes y programas de estudio,
y cuales son las conexiones gque hace el profesor en el aula de clases? ¢ Como desarrollamos
intervenciones de ensefianza que ayuden a desarrollar en los estudiantes la capacidad de
utilizar conexiones matematicas en diferentes dominios matematicos y extramatematicos?
¢Cuales son las creencias que tanto los estudiantes como los profesores atribuyen al uso y la
importancia de las conexiones matematicas y cual es su percepcion del papel que desempefian
en la ensefianza-aprendizaje? (Garcia-Garcia, 2019; Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2020).
Ademas, es necesario construir y validar un marco de referencia para estudiar la comprension

matematica a partir de conexiones (Garcia-Garcia, 2019).

Enel EOS (Godino et al., 2019), la intencidn es dar respuesta a diferentes tipos de problemas:

1) Problema epistemologico: ;Como surgen y se desarrollan las matematicas?
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2) Problema ontologico: ¢(Qué es un objeto matematico? ;Qué tipos de objetos estan

involucrados en la actividad matematica?

3) Problema semidtico-cognitivo: ¢Qué es conocer un objeto matematico? ¢Que significa el

objeto O para un sujeto en un momento y circunstancia determinada?

4) Problema educativo-instruccional: ¢Qué es ensefiar? ;Qué es aprender? ;Como se

relacionan?

5) Problema ecoldgico: ¢Qué factores y normas condicionan y apoyan el desarrollo de los

procesos instruccionales?

6) Problema de optimizacion del aprendizaje - Criterios de idoneidad didactica: ¢ Qué tipo
de acciones y recursos deben implementarse en los procesos instruccionales para optimizar

el aprendizaje matematico?

Por otra parte, Bikner-Ahsbahs y Prediger (2010) afirman que, el par de estrategias de
comparacién y contrastacion son usadas para la compresion de ambas teorias estableciendo
diferencias, similitudes y la vista de desarrollo de una nueva teoria 0 metodologia, mientras
que, “las estrategias de coordinacion y combinacion se utilizan principalmente para una

comprension en red de un fendmeno empirico o una parte de datos tedricos” (p. 10).

La comparacién y contrastacion realizada permite resaltar la especificidad de cada teoria, las
fortalezas de cada unay sus posibles interrelaciones, asi como las limitaciones que dificultan

su vinculacion e integracion.

4.2.3. Estrategia 3: Coordinacion y combinacion de las teorias

A efectos préacticos, la conexion matematica y la FS pueden considerarse equivalentes, ya
que, de hecho, la TAC define la conexion matematica como una FS. La idea de FS es mas
general que la idea de conexion matematica como se conceptualiza en la TAC ya que las
conexiones se consideran casos particulares de FSs (personales o institucionales).
Inicialmente, la conexion matematica en el trabajo fundamental de Businskas (2008) tenia
que ser cierta incluso cuando un sujeto la establecio; esto significa que, de hecho, se
consider6 como una FS institucional (es decir, cualquier miembro de la institucion

matematica podria reconocer la conexién como valida desde un punto de vista matematico).
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El desarrollo de la TAC establecié mas tarde que una conexion puede ser verdadera o no
(cuando la conexion del sujeto es correcta, coincide con la institucional, y la conexion se

considera personal pero diferente de institucional si no es correcta).

En el EOS segun Rondero y Font (2015), las conexiones matematicas se consideran como
FS, las cuales se pueden agrupar en tres categorias: 1) un conjunto de FSs que determina
niveles de generalizacion, 2) un conjunto de FSs que determina proyecciones metaforicas, y
3) un conjunto de FSs en general. Por otro lado, teniendo en cuenta los objetos primarios que
son expresion o contenido de una FS, se consideran 36 tipos de FSs basicos, que se
incrementan si, ademas, se tienen en cuenta las dualidades. En contraste, la TAC considera
diez categorias de conexiones extramatematicas (modelado) e intramatematicas:
representaciones diferentes, implicacion, parte-todo, procedimental, orientada a la

instruccion, caracteristica, significado, reversibilidad y metaforica.

Los métodos utilizados por ambas teorias, basicamente, son el andlisis de contenido. Ahora
bien, en el andlisis temético de la TAC, realizado de acuerdo con la propuesta de Braun y
Clarke (2006), se utiliza una tipologia de conexiones matematicas establecidas a priori y se
les denomina temas. Mientras que el analisis realizado con el EOS utiliza diversas
herramientas (practicas, procesos, objetos matematicos, FSs, etc.) aunque el nivel de detalle
de los dos métodos de analisis es diferente, ambos son complementarios como se muestra en

el ejemplo de la Tabla 14.

Las preguntas de investigacion planteadas por el EOS maés relacionadas con las planteadas
por la TAC se derivan del problema semiotico-cognitivo. Respecto a esta problematica, en
la EOS se asume el conocimiento como el conjunto de relaciones que el sujeto (persona o
institucion) establece entre objetos y préacticas, relaciones que se modelan utilizando la
nocion de FS. Concluimos que las preguntas de investigacion que se formulan desde la TAC
pueden enmarcarse en cualquiera de las areas problematicas del EOS o en la interseccion de
algunas de ellas (en especial en la problematica semiotica-cognitiva). En otras palabras, las
herramientas desarrolladas en el EOS para dar respuesta a estas areas problematicas pueden

ser muy Utiles para responder a las preguntas formuladas desde el TAC.

Por tltimo, coordinando y combinado las posturas sobre la “comprension matematica” de la

TAC y el EOS, en esta investigacion se considera que la comprension matematica es el
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proceso cognitivo que emerge en la actividad matematica mediante la cual un sujeto X en su
practica matematica relaciona objetos primarios O (situaciones problemas,
conceptos/definiciones,  proposiciones/propiedades, representaciones, argumentos,
procedimientos) entre si, con otras asignaturas o con la vida cotidiana, relaciones que
establece por medio de funciones semidticas (agrupadas en conexiones matematicas de la
TAC). Ademés, comprender un concepto matematico le permite al sujeto usarlo
competentemente en la resolucién de problemas. De esta manera, la comprension entendida

en términos de conexiones queda englobada en una vision mas amplia de la comprension.

En este trabajo también se asume la perspectiva de Bikner-Ahsbahs y Prediger (2010) cuando
mencionan que, al coordinar y combinar las teorias no necesariamente se debe direccionar
la articulacion de las teorias completas, sino que se pueden usar algunas herramientas
analiticas de ambos marcos tedricos coordinadas para el analisis de fendmenos empiricos. En
esta linea, en el momento de recolecciéon de datos 2 (MR2) descrito en la etapa 3 de la
metodologia, se describié un contexto de aplicacion de siete tareas sobre la derivada a diez
estudiantes universitarios, las cuales se analizaron con base en el analisis tematico (TAC) y
con el modelo de analisis de la actividad matematica (EOS) con el fin de analizar las
conexiones matematicas. Se trata de un paso previo a la coordinacion y combinacion de las

teorias en su totalidad.

En resumen, la combinacion se realiza dado que las dos teorias se yuxtaponen y conducen a
puntos de vista complementarios para el analisis de las conexiones matematicas. Ahora bien,
esta combinacién en el caso concreto de la TAC y el EOS se convierte en una coordinacion,
dado que la relaciéon entre ambos enfoques tedricos permite construir un marco teérico-

metodoldgico comUn para la investigacion sobre conexiones matematicas.

4.2.3.1. Analisis de las conexiones matematicas de E1 con la TAC

En el momento de anélisis 2 (MA2), especificamente en el desarrollo de la estrategia tres de
redes tedricas, se realiza un analisis tematico donde los temas se dieron a priori (categorias

de conexiones consideradas en el marco teorico), y se siguieron las seis fases siguientes:

En la fase uno del analisis tematico “familiarizacion con los datos” se transcribid y leyo la
entrevista y se considerd la produccidn escrita (ver Figura 36 y extractos de la transcripcion
en la Tabla 10). Cabe destacar que, a manera de ejemplo se tendra en cuenta las respuestas
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del estudiante 1 (E1) acerca de la primera tarea del cuestionario: a) ¢Qué significa la

derivada? Explica tu respuesta y si es possible, da ejemplos. b) ¢Cuando una funcion es

derivable en un punto? Argumenta tu respuesta.
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Figura 36. Produccion escrita de la resolucion de la tarea por parte de E1.

La entrevista se fundamento en las respuestas escritas del estudiante en su hoja de trabajo. El

entrevistador (1) le hizo preguntas sobre su respuesta y E1 responde verbalmente y sefiala
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partes del texto que escribia simultdneamente (ver Tabla 10). Cabe destacar que, cuando se

requeria hacer aclaraciones en la transcripcion, se consultaba directamente el video de la

entrevista, asi como las producciones escritas de la respuesta de E1.

Tabla 10. Extractos de la transcripcion de la entrevista.

NUmero
de fila

Transcripcion de la entrevista

I: ¢ Qué significa la derivada?

E1: La derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto,
es decir geométricamente (apunta con el dedo al primer gréfico en la hoja
de respuestas y mas o menos reproduce el texto que escribio), ver Figura
36.

El: En si la derivada es el limite de la funcion mas un incremento menos
la funcion original sobre ese incremento cuando ese incremento tiene a cero
(sefala la siguiente expresion simbdlica que se halla en la hoja de

respuesta), ver Figura 36.
I: En otro contexto ¢Cémo has trabajado la derivada?

E1l: Como la velocidad de algun cuerpo movil, de alguna particula en
movimiento (sefiala con el dedo el texto que escribi6 al final de la respuesta

al apartado a), ver Figura 36.

I: 'y ¢En relacion con el gréafico que hiciste? (el entrevistador sefiala el

gréafico de la izquierda que se halla en la hoja de respuesta del estudiante).

E1: Ahi yo trate de definir lo que es geométricamente la derivada, o sea lo
que escribi aqui lo representé en este dibujo, como la pendiente de la recta
que toca a la curva en el punto (sefiala la grafica mientras hace este

comentario).

I: ¢Cuando una funcién es derivable en un punto?
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11

12

13

14

15

16

17

18
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E1: Unafuncion es derivable en un punto si es continua alli y no tiene picos,
porque por ese pico puede trazar infinitas rectas tangentes, por lo que se
dice que no tiene derivada. La funcion de valor absoluto es continua en el
punto x = 0, pero tiene un pico y podemos trazar infinitas rectas en ese pico
(apunta a la grafica del valor absoluto que habia dibujado en su respuesta a
la pregunta b), ver Figura 36.

E1: Si una funcién es derivable, es continua, pero segun la definicion de
continuidad para que una funcion sea continua, debe estar definida y el
limite debe existir.

E1l: La funcién es derivable cuando el limite existe alli como un numero
real y, ademas, que el punto evaluado en la funcién coincida con el limite,

es igual al limite.

I: ¢ Qué entiendes por continuidad?

E1: Que la funcion no presente ninguna interrupcion ...
I: ¢ Interrupcion?

E1: Significa que la funcidn se puede dibujar sin levantar el 1apiz del papel,

seria relacionarlo con el hecho de que es continua.
E1: No tiene cortes ni huecos en el medio de la curva.
I: ¢Podrias dar un ejemplo?

E1: Esta grafica es continua (indica la gréafica continua de la Figura 36), no
presenta ninguna interrupcion ..., esto (indica la grafica discontinua en la
parte inferior de la Figura 3) ya presenta una discontinuidad en este punto

(ver Figura 36).

. ¢Por qué afirmas eso?
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E1: Hay una interrupcion, no es continua, no se puede dibujar sin levantar
20 el lapiz del papel, habia que quitarlo, y en este caso no, aqui tiene una

discontinuidad (ver Figura 36).

E1: Este grafico (continuo) se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel,
en este caso he levantado el l&piz del papel, por lo que tiene una
21 discontinuidad (ver las dos gréaficas en la parte inferior de la Figura 36).
Entonces, se podria decir que se puede dibujar cualquier grafico continuo

sin levantar el lapiz del papel.

Cabe destacar que, la entrevista transcrita y la produccion escrita del estudiante E1 fue
triangulada para generar un texto ampliado de la transcripcién para distinguirlo de la

transcripcion de la entrevista.

En la fase dos “generacion de cddigos iniciales”, el texto obtenido en la fase uno
(transcripcion ampliada) se dividié en unidades de andlisis denominadas cddigos (la
seleccion de un parrafo como cddigo viene determinada por la presencia de algunas palabras,
simbolos, figuras o frases que sugieren uno de los diez tipos de conexiones matematicas), lo
gue nos permitié una primera asignacion implicita de conexiones del alumno a partes
especificas de esta transcripcion ampliada. La transcripcién ampliada se dividié en 20
codigos. La Tabla 11 especifica los cddigos (Cl1, ..., C20). Sin embargo, aqui solo se
reproducen las frases de la entrevista; las producciones escritas que acompafian a la
transcripcion ampliada, lo cual es importante para entender las razones para ser consideradas
como un codigo, no se colocan debido al espacio limitado. Por ejemplo, la razén béasica para
considerar el codigo C4 como una unidad es el dibujo de la produccién escrita anterior que

el estudiante sefiala al contestar al entrevistador.

Tabla 11. Asignacion de codigos.

Cadigos Extractos de la transcripcion

c1 La derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto
(geomeétricamente). (Fila 2 de la entrevista, ver Tabla 10).
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La derivada es el limite de la funcion mas un incremento menos la funcion
C2 original sobre ese incremento cuando ese incremento tiende a cero (fila 3 de

la entrevista).

3 La velocidad de algin cuerpo movil, de alguna particula en movimiento (fila
5 de la entrevista).

Yo traté de definir la derivada geométricamente, lo que escribi aqui lo
C4 representé en este dibujo, como la pendiente de la recta que toca la curva en

el punto. (Fila 7 de la entrevista).
C5 Una funcidn es derivable en un punto si es continua alli (fila 9 de la entrevista).
C6 Si la funcidn es derivable, no presenta picos (fila 9 de la entrevista).

o7 No presenta picos, porque por ese pico se pueden trazar infinitas tangentes,
por lo que se podria decir que no tiene derivada (Fila 9 de la entrevista).

La funcién de valor absoluto, es decir, la funcion si es continua en el punto
C8 x=0 pero termina en un pico y podemos dibujar infinitas lineas sobre ese pico

(fila 9 de la entrevista).

o La funcidn |x| es continua en x=0 pero no es derivable en x=0 (fila 9 de la
entrevista).

C10  Siuna funcién es derivable, es continua (fila 10 de la entrevista).

o1 Por definicion de continuidad, para que una funcién sea continua, debe estar
definida y el limite debe existir (fila 10 de la entrevista).

La funcion es derivable cuando el limite existe alli como un numero real y
Cl12  ademas que el punto evaluado en la funcion coincide con el limite, es igual al

limite (fila 11 de la entrevista).
C13  Que la funcién no presente ninguna interrupcion (fila 13 de la entrevista).

oL Significa que la funcion se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel, seria
relacionarlo con si, es continuo (fila 15 de la entrevista).
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C15  No tiene cortes ni huecos en el medio de la curva (fila 16 de la entrevista).

Esta grafica es continua (indica la grafica continua de la Figura 36), no
Cl6 presenta ninguna interrupcion, ..., esto (indica la grafica discontinua de la
Figura 36) ya presenta una discontinuidad en este punto (fila 18 de la

entrevista).

Hay una interrupcion, no es continua, no se puede dibujar sin levantar el lapiz
C17  del papel, habia que quitarlo, y en este caso no, aqui tiene una discontinuidad

(Fila 20 de la entrevista), ver Figura 36.

Esta gréfica (continua) se puede dibujar sin levantar el 1apiz del papel (fila 21

C18 _
de la entrevista).

c19 En este caso, he levantado el lapiz del papel, por lo que tiene una
discontinuidad (fila 21 de la entrevista).

20 Entonces, se podria decir que se puede dibujar cualquier grafico continuo sin

levantar el 1apiz del papel (fila 21 de la entrevista).

Durante la fase tres “busqueda de temas” del analisis tematico, los codigos de la Tabla 11 se
agruparon por los tipos de conexiones matematicas que se infieren (segun las categorias de
conexiones consideradas a priori en la referencia conceptual). En la transcripcién se
identificaron seis de los diez tipos de conexiones matematicas de la TAC, estos son:
significado, diferentes representaciones, parte-todo, implicacién, caracteristica y metaférica
(segunda columna de la Tabla 12). Al mismo tiempo, también se realiza una primera
agrupacién por temas (columna uno de la Tabla 12), permitiendo asociar los tipos de

conexiones matematicas con el tema del texto que se analiza.

En la cuarta fase “revisando temas” se verifica la agrupacion por temas (se obtiene la version

final de la columna uno de la Tabla 12).

Tabla 12. Conexiones matematicas establecidas por el estudiante E1.

. Conexiones .
Descripcion del tema . Frecuencia
matematicas
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La derivada es la pendiente de la recta tangente a la

curva en un punto.

La derivada es el limite del cociente de las medias de

variacion de la funcién.
La derivada es la velocidad de un cuerpo movil.

La funcién estd definida, el limite debe existir y el

punto evaluado en la funcion coincide con el limite.

Significado

Relaciona la expresion simbolica f(x) y su grafico

(simbdlico-gréfico).

Relaciona la expresion simbdlica de la funcion de

valor absoluto |x| y su gréfica (simbolico-gréafico).

Relaciona la expresién simbdlica de la derivada como
el limite del cociente incremental y la expresion
simbdlica de la derivada de f (x) (simbdlico-

simbdlico).

Relaciona las representaciones verbales y graficas de

la funcion continua.

Representaciones

diferentes

Ejemplo de funcion de valor absoluto (continua pero

no derivable en un punto).

Una parte de la gréfica de la funcién f(x) es un caso
particular de la gréfica de la funcion general f(x).

Caso particular de una grafica continua.

Caso particular de una grafica discontinua.

Parte-Todo

Si una funcion es derivable, es continua.

Implicacion
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Si el gréfica no tiene una interrupcion, entonces es

) 2
continua.
Se pueden dibujar infinitas rectas tangentes a través de .
este pico.
La grafica de la funcion valor absolute |x| es continua o
) Caracteristica 1
en x=0, pero no es derivable en x=0.
Se puede dibujar el grafico sin levantar el lapiz del 5
papel.
Se puede dibujar el grafico sin levantar el lapiz del .
Metaforica 6
papel.
Total 35

En la fase cinco “definiendo y nombrando temas” del anélisis tematico se refinaron y se
definieron las conexiones identificadas en la fase cuatro, analizando si las partes de la
transcripcion ampliada consideradas como codigos coinciden con una sola categoria de
conexion matematica del marco teorico, o si hay cddigos ambiguos en los que podria
inferirise mas de una categoria de conexién matematica; de esta manera, se refinan las
columnas dos y tres de la Tabla 12. Ejemplos de asignacion de dos tipos de conexiones a un
solo cddigo son los cddigos C14, C15, C17, C18, C19 y C20 donde, ademas de la conexion
metaforica, se podria inferir una conexién matematica de tipo caracteristica. Estos codigos
tienen expresiones metaforicas, por ejemplo, “se puede dibujar sin levantar el lapiz del
papel” que sugiere la metafora conceptual “la grafica es un camino” y, por otro lado, se

puede considerar como un tipo de conexién caracteristica.

En cierto modo, la Tabla 12 podria considerarse como la fase seis “produccion de un reporte”
del analisis tematico, porque perfila los resultados obtenidos. No obstante, el total de todas
las conexiones matematicas establecidas por los estudiantes se detallaran en la seccion 4.2.4
y 4.3.

4.2.3.2. Andlisis de las conexiones matematicas de E1 con el EOS
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El método seguido por el EOS para analizar la actividad matematica realizada por E1 es: 1)
Se realiza una narrativa temporal para explicar, en términos matematicos, lo que hizo el
estudiante para resolver la tarea (esta narrativa también considera los comentarios realizados
sobre la resolucion de su tarea durante la entrevista). Implicitamente se encuentran en esta
narrativa las practicas matematicas realizadas por el estudiante y algunos objetos primarios
que, metaféricamente, juegan el papel de los protagonistas principales de la narrativa. 2) Las
practicas matematicas se describen a partir de la narrativa. 3) Se realiza la configuracion
cognitiva de los objetos primarios involucrados en estas practicas. Siguiendo la metafora de
los personajes de la narracion, los protagonistas principales que han aparecido explicitamente
en la narrativa se completan con otros personajes que han quedado en el fondo de la
narracion. Finalmente, 4) se establecen las FSs entre los objetos primarios de la configuracion
(Font y Rubio, 2017).

4.2.3.2.1. Transcripcion de la entrevista

La entrevista primero fue transcrita, leida y organizada para familiarizarse con la informacion

obtenida (ver Tabla 10); también se consideraron las producciones escritas (ver Figura 36).

4.2.3.2.2. Narrativa

Se propuso latarea a E1, donde se le pregunt6 ¢ Qué significa la derivada? S respondié dando
la definicién de derivada como la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto.
Posteriormente, dio una segunda definicién, como el limite del cociente de las tasas medias

de variacion de la funcion y escribié la expresion simbolica: limw=f’(x)
h—-0 h

(representacién). Luego, dio una tercera definicion como velocidad instantanea, como la
velocidad de un cuerpo movil o una particula en movimiento. Esta definicion volveria a
utilizarse cuando el entrevistador le preguntara: “En otro contexto, ¢cémo ha trabajado la
derivada?” Luego, El respondié a la pregunta del entrevistador: “¢,Qué podria decir sobre
la grafica que hizo?” de la siguiente manera: “esa es la derivada vista geométricamente” y
la representd, mediante un dibujo, como la pendiente de la recta que toca la curva en un
punto. Luego menciond que una funcion es derivable en un punto si es continua alli y no
tiene picos, y ademas explico en la entrevista que se pueden trazar infinitas lineas rectas en

un pico vy, por lo tanto, no tiene derivada (proposicién). Ejemplific este argumento con la
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funcién de valor absolute |x|, explicando que es continua en el punto x = 0, pero tiene un
pico donde se pueden trazar infinitas lineas rectas. E1 también dijo que una funcion derivable
es continua, y si es continua el limite coincide con la imagen. Finalmente, respondi6 a la
pregunta: ¢Qué quiere decir con continuidad? expresando que la funcién no mostré ninguna
interrupcion, es decir que se puede dibujar sin levantar el 1apiz del papel y dio ejemplos de

funciones continuas y discontinuas.

4.2.3.2.3. Préacticas matematicas (Pm1, ..., Pm14)

Pm1: E1 comprende la primera pregunta.

Pm2: Enuncia la definicién de la derivada como pendiente de la recta (interpretacion
geométrica).

Pma3: Hace la representacion de la recta tangente a la grafica de la funcién en un punto y hace
un gesto resaltando la inclinacion de la recta para indicar su pendiente.

Pm4: Enuncia la definicion de la derivada como limite del cociente de tasas medias de
variacion de la funcion.

Pm5: Representa simbdlicamente la funcién derivada como limite de las tasas medias de

f(x+h)—f(x) _f (X)

variacion: %1111(1)
Pm6: Enuncia una nueva interpretacion de la derivada (como la velocidad instantanea de un
objeto).

Pm7: Comprende la segunda pregunta.

Pm8. Enuncia la siguiente propiedad: una funcion es derivable en un punto si es continua en
este punto y no presenta picos.

Pm9: Argumenta porque una funcién que presenta picos no es derivable y lo ejemplifica para
el caso x=0 con la gréfica de la funcion valor absoluto (al tener un pico podemos trazar
infinitas rectas que toquen en este pico).

Pm10: Enuncia la siguiente propiedad: si una funcion es derivable es continua

Pm11: Enuncia la siguiente definicion de funcién continGa en un punto: una funcién es
continua en un punto cuando existe el limite y coincide con la imagen de la funcion en este
punto (de hecho, responde a la tercera pregunta).

Pm12: Comprende la tercera pregunta.

116



Pm13: Explica que la funcion es continua cuando se puede dibujar sin despegar el lapiz del

papel (no presenta interrupciones).

Pm14: Da ejemplos de funciones continuas y discontinuas.

4.2.3.2.4. Configuracion cognitiva de objetos primarios

El primer objeto primario identificado es la tarea, porque las tareas propuestas

desencadenaron las précticas. Entonces, se reconoce un significado asociado a la derivada

(definicidon). A continuacion, la Tabla 13 muestra la configuracion cognitiva.

Tabla 13. Configuracion cognitiva activada de objetos primarios.

Objetos
primarios

Descripcion

Situaciones

problemas/Tareas

(M

Conceptos/

Definiciones (D)

Elementos

linglisticos

T1: Explicar el significado de la derivada.
T2: Explicar cuando una funcién es derivable en un punto.
T3: Explicar el significado de continuidad de una funcion.

D1: La derivada de una funcion es la pendiente de la recta tangente a

la curva en un punto.

D2: Derivada como el limite del cociente de las tasas medias de

variacion de la funcién.

D3: Derivada como velocidad instantanea.

D4: La funcion estd definida, el limite tiene que existir y el punto

evaluado en la funcion coincide con el limite.

D5: La funcién es continua cuando se puede dibujar sin despegar el
lapiz del papel (no presenta ni interrupciones ni huecos).

Verbal: Derivada, derivada en un punto, funcién, pendiente, recta,
gréfica, recta tangente, funcion continua, funcion discontinua,

funcién derivable. ..

Simbélico: f(x) (RS1), /'(x) (RS2)
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lim L&) _ f'(x) (RS3)

h—=0 h
x| (RS4)
Gréfico: ver Figura 37.
Gréfica de la derivada (la Gréfica de la funcion
gréfica dibujada) RG1 valor absoluto RG2

Gréfica de la funcion Gréfica de la funcion
continua RG3 discontinua RG4
7 \
S l
e = | ot =
e
— “*

Figura 37. Representaciones graficas.
Pr1: Si la funcion es continua y no tiene puntos angulosos, entonces es

derivable.
Proposiciones/
Pr2: La funcion valor absoluto es continua en x = 0 pero no es

Propiedades (Pr) 4 1ivaple

Pr3: Si la funcion es derivable, es continua.

Argumento 1 (Al)

Tesis: Si una funcion es continua y no tiene puntos angulosos,

Argumentos (A) entonces es derivable.

Razén 1 (R1): Debido a que por ese pico se pueden trazar infinitas

rectas, se podria decir que no tiene derivada.
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R2: Ejemplifica la razén 1 con el punto de abscisa x=0 de la funcién
de valor absoluto.

Ademas de los objetos primarios de la Tabla 13, existen otros objetos que podrian tomarse
en consideracion como, por ejemplo, el procedimiento para esbozar una representacion
gréafica que esta implicita en las representaciones graficas realizadas por el alumno, u otras
definiciones, como la recta tangente, pendiente, etc. En otras palabras, por las caracteristicas
de la tarea, en la configuracion emergente de los objetos primarios, los procedimientos, un
tipo de objeto primario, no se considera relevante; sin embargo, es muy importante en otro

tipo de tareas.

4.2.3.2.5. Funciones semidticas

Una vez obtenida la configuracion cognitiva del alumno, la herramienta de FS nos permite

visualizar las relaciones entre los objetos primarios de esta configuracion (ver Figura 38).
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Elementos lingiiisticos

Recta, pendiente, tangente, funcion, funcion
continua en un punto, funciéon continua
velocidad instantinea, derivada enun p
derivada;

Verbal

velocidad instantinea, limit

funcion d

en un punto, funcién derivab

Simbolica:

[, 1 (x), Ixl

Grafica: _

1vable

L e
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/

Situaciones problemas/Tareas
Explicar el significado de la derivada

xplicar cuando una funcidn es derivable en un punto.
Explicar el significado de continuidad de una funcion.

/

Conceptos/Definiciones

L- recta tangente a la curva en un punto.

Proposiciones \@:)

. 5 } ™*Ta derivada como la velocidad instantinea.
12 )Si la funcién es continua y no

iene puntos angulosos,
entonces es derivable

La funcion valor absofuto es

confimua en X = 0, pero no es
derivable.

definida y el limite tiene que existir).

huecos).

L ,La derivada de una funcidn es la pendiente de la

™ La derivada como el limite del cociente incremental
de las tasas medias de variacion de la funcion.

~aFunciéon continua (la funcidon tiene que estar

La funcion es continua cuando se puede dibujar sin
levantar el lapiz del papel (sin inferrupciones ni

\

\Si una funcion es derivable, es

continua. ﬁ

Y Argumentos
derivable.

tiene derivada.
R2: Coloca como ejemplo el punto de abscisa x=0 de la funcién valor absoluto.

rgumento 1 (fesis): Si una funcién es continua v no tiene puntos angulosos, entonces es

Reasor 1 (RI): Por ese pico se pueden trazar infinitas rectas, entonces se podria decir que no

Figura 38. Funciones semidticas identificadas en la actividad matematica de E1.
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4.2.4. Estrategia 4: Integracion y sintesis local entre la TAC y el EOS

En el desarrollo de la estrategia 4 se muestra el analisis integrador de la actividad matematica
del estudiante E1 con herramientas del EOS y su relacion con los tipos de conexiones
consideradas en la TAC. En esta linea, la Tabla 14, por un lado, resume el analisis de la
actividad matemaética realizada por el estudiante con herramientas del EOS (las cuatro
primeras columnas); mientras que la quinta columna sintetiza el anélisis siguiendo la TAC,
realizado en la Tabla 12; y cada fila relaciona el analisis realizado con ambos métodos. Por
otro lado, la Tabla 14 muestra que ambos métodos se complementan ya que el analisis mas
detallado realizado con las herramientas del EOS, visualiza una conexion matematica como
la punta de un iceberg de un conglomerado de practicas, procesos, objetos primarios
activados en estas practicas y funciones semioticas que los relacionan; y, a su vez, la TAC
categoriza un segmento de la actividad matematica como un cierto tipo de conexion

matematica.

Tabla 14. Analisis detallado de la actividad realizada por E1 utilizando herramientas del EOS

y su relacion con las conexiones de la TAC.

Préacticas Procesos Objetos FS Conexiones
matematicas

-Significacion /
Comprension.

-Problematizacion.  T1: Explica el
(Estos dos primeros
procesos  siempre
estan presentes,
aunque la tarea es
sencilla, ya que el
estudiante debe
entender lo que se
pregunta y asumirlo
como algo que tiene
que resolver).

-Resolucidn de D1: La derivada es Significado

significado de la

derivada.

Pm1 FS1

Pm2 problemas. la pendiente de la FS2

-Enunciacion.
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recta tangente a la

curva en un punto.

-Resolucion de

Representacion

Representaciones

problemas. grafica (RG1) diferentes
Pm3 PSS,
-Representaciones Representacion FS4,
graficay simbolica.  simbdlica (RS1y FS5
RS2).
-Resolucion de D2: La derivada es FS6 Significado
problemas. el limite del
o4 -Enunciacion. cociente de las
tasas medias de
variacion de la
funcion.
-Representacion. RS3 FS7, Representaciones
Pm5 FS8, diferentes
FS9
-Resolucién de D3: La derivada FS10 Significado
Pm6 problemas. como la velocidad
-Enunciacion. instantanea.
-Significacion / T2: Explica cuando
o7 Comprension. una funcion es Es11
-Problematizacion.  derivable en un
punto.
-Resolucion de Propl: Si una Implicacion
problemas. funcidn es continua
Pm8 -Enunciacion. y no tiene angulos,  FS12

entonces es

derivable.
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-Resolucion de Argumento 1 FS13 Implicacion
problemas. FS17
-Argumentacion. Proposicion Propl
y Prop2 FS15 Caracteristica
Pm9 -Representacion y Representacion
conversion de grafica (RG2) FS16 Caracteristica
representaciones.
Representacion FS14
-Particularizacion. simbolica (RS3) Parte-todo
-Resolucion de Prop3: Silafuncién  FS18 Implicacion
Pm10  problemas. es derivable es
-Enunciacion. continua.
-Resolucion de D4: Una funciénes  FS19 Significado
problemas. continua si esta
-Enunciacion. definida, el limite
om11 tiene que existir y
el punto evaluado
en la funcion
coincide con el
limite.
-Significacion / T3: Explica el FS20
Bm12 Comprension. significado de
-Problematizacién.  continuidad de una
funcion.
-Resolucion de D5: La funcion es FS21 Caracteristica
problemas. continua cuando se
-Enunciacion. puede dibujar sin
Pm13 levantar el 1apiz del

papel (la gréafica no
tiene interrupciones

ni huecos).
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-Resolucion de
problemas.
Pm14

-Representacion.

-Particularizacion.

Representaciones
diferentes

FS22
Parte-todo

FS23

Tanto el EOS como la TAC contemplan la conexion metaforica que algunos estudiantes

podrian establecer simultaneamente con la conexion de tipo caracteristica. Es decir, algunos

estudiantes pueden entender que la grafica es un camino cuando dicen “una funcion es

continua si puedes dibujar la gréfica sin levantar el 1apiz del papel” (ver Figura 39).

Objeto 1

Antecedente/Expresion

Codigo de correspondencia

Objeto 2

P
f

C14

i .
' Consecuente/Contenido

La grafica es un

camino (conexion

metaforica).

Figura 39. Relaciona el gréafico de funcidn continua con un esquema basico (camino).

En general, se puede decir que las conexiones matematicas contempladas en la TAC se

pueden reinterpretar como FS o conjuntos de FSs en el EOS. Por ejemplo, en la tarea 1 se

considerd que la siguiente produccion escrita del estudiante era evidencia de una conexion

matematica de tipo significado entre el término derivada y su significado como el limite del

cociente de las tasas medias de variacion de la funcién (ver Figura 40).
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Figura 40. Evidencia de una conexion matematica de significado desde la TAC.
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En el texto de la Figura 40, el EOS de acuerdo con la TAC, considera que una FS del tipo
lenguaje-definicion también es una evidencia (el término derivada estd asociado con su

definicién como el limite de las tasas medias de variacion de una funcién).

Por otro lado, la tipologia de FSs proporcionada por el EOS nos permite entender esta FS de
lenguaje-definicion como el resultado de un encadenamiento de FSs que el estudiante ha
puesto en funcionamiento para expresar este significado (similar al que se encuentra en la
Figura 6 del marco teorico). En otras palabras, una recursividad o un zoom a esta FS puede
establecerse y entenderse como resultado de un encadenamiento de otras FSs. El
establecimiento de una recursividad o un zoom a las conexiones matematicas que se
contemplan en el TAC es un aporte de la EOS a este enfoque teorico, ya que las conexiones
se entienden de forma unitaria y no se consideran sistematicamente (como resultado de una

red de conexiones) en la TAC.

Otra contribucion del uso de las herramientas del EOS para analizar la actividad matematica
del estudiante es que, como se muestra en la Tabla 14, una conexion matematica (recuadro
en la dltima columna) es como la punta de un iceberg (recuadros en las primeras cuatro
columnas) de un conjunto de practicas, procesos, objetos primarios activados en estas
practicas y funciones semioéticas que las relacionan. Las herramientas de EOS establecen una
lupa que permite un analisis profundo y minucioso que detalla, define e ilustra la estructura

y funcionamiento de la conexion matematica (ver Figura 41).
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Conexion matematica
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(Dibujo creado por el autor).

Figura 41. Conexion matematica definida metaféricamente como la punta de un iceberg

En este sentido, en esta investigacion se propone que, una conexion matematica vista desde

una perspectiva de integracion de la TAC y el EQS, en términos metafdricos se entiende

como la punta de un iceberg conformada por un conglomerado de practicas matematicas,
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procesos, objetos primarios identificados en la actividad matematica de un sujeto cuando
resuelve una tarea (intra o extramatemdtica) y funciones semidticas que las relacionan.
Ahora bien, un caso particular de la conexion matematica que se presenta en la Figura 42 es
la de tipo significado, representada a través de un esquemay su funcionamiento basado en la

metafora del iceberg.

Conexién matematica de significado

La pendiente de la | .|
recta tangente a la ‘
curva en un punto.

W

Figura 42. Conexion matematica de significado basada en la informacion de la Tabla 14
(Dibujo creado por el autor).
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Se afirma que no se ha hecho una reflexion ontoldgica profunda sobre lo que debe entenderse
como objeto matematico en la TAC, y no existe una definicion explicita de lo que debe
entenderse como objeto matematico en la TAC. Sin embargo, hay un uso implicito de objetos
primarios del EOS que son los dos elementos asociados con una conexion (significados,
propiedades, diferentes representaciones, etc.). En otras palabras, el EOS estructura la TAC
en un sentido que muestra la red de objetos primarios, procesos, practicas que componen una

conexién matematica.

En el analisis de la actividad matematica de E1 realizado con las herramientas integradas de
la TAC y el EOS, solo se usaron las evidencias escritas y verbales de la respuesta a la tarea
1. No obstante, a continuacion, en la seccion 4.3. se mostrard la caracterizacion de las
conexiones matematicas establecidas por E1 en la resolucion de las seis tareas restantes, y,
simultaneamente por cada tarea se daran a conocer algunas conexiones activadas por los otros
estudiantes (E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8, E9 y E10).

4.3. Conexiones matematicas evidenciadas en la resolucion de las tareas propuestas
4.3.1. Conexiones matematicas en la resolucion de la tarea 1

Enla Tabla 12 de la seccion 4.2.3.1. y en la Tabla 14 de la seccion 4.2.4. se realizd un analisis
detallado de la actividad matematica realizada por E1 cuando resolvid la tarea 1, donde se
evidenciaron las conexiones matematicas de tipo significado, representaciones diferentes,
parte-todo, caracteristica, implicacion y metaforica. No obstante, en esta investigacion
participaron otros estudiantes quienes establecieron conexiones matematicas al resolver las
siete tareas propuestas. En este sentido, en la resolucion de la tarea 1, los estudiantes E2, E3,
E4, E5, E7, E8, E9 y E10 también hicieron conexiones de significado. Por ejemplo, en las
producciones verbales y escritas de E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8 y E10 se identificaron
significados de la derivada como 1) la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto,
2) como el limite de las tasas medias de variacion de la funcion, 3) como la tangente del
angulo, 4) la primera derivada como la velocidad en funcion del tiempo, 5) la segunda
derivada como la aceleracion el espacio respecto al tiempo, y, la derivada se puede interpretar
como 6) la raz6n de cambio instantanea (ver extractos de las transcripciones y esquemas de

conexion de significado en la Figura 43).
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E2: La derivada es la pendiente de la recta tangente en un punto determinado de la
funcién (...). al dibujar la tangente, podemos completar un tridngulo rectangulo y de
esa forma tenemos un angulo le asignamos un nombre a este lado h y a este I, utilizando
la formula tangente del &ngulo 6 en este caso puedo encontrar el valor de la pendiente

. . h .
en ese punto cero que es igual al cociente de T esa es la pendiente y el valor de la

derivada. la otra forma es usando limite de la forma lim % podemos obtener
X—C -

la derivada porque las pendientes cercanas tienden al valor en ese punto.

E3: La derivada es la pendiente de la recta tangente (...), es que estoy viendo la
derivada con los limites liﬁn . w lo que recuerdo de mi curso de bachillerato.

E4: La derivada es la pendiente de una recta que pasa por una curva en un punto

definido. La derivada como el limite, la definicion formal: liAm O%}i_ﬂ’o. La
X—

primera derivada como la velocidad en funcién del tiempo y la segunda derivada como
la aceleracién en funcién de espacio y tiempo.

E6: Es el resultado de un limite de la funcion en un punto y donde esta el punto, es la
pendiente de la recta tangente a la curva en un punto.

E7: La derivada se puede interpretar como la razon de cambio de la recta tangente a la
curva (ver Figura 44).

E8: La derivada para mi significa la pendiente de la recta tangente a la curva, aqui viene
la curva, aqui esta el punto, aqui esta la linea morada que es la tangente, la derivada
marca la pendiente esta recta tangente y aqui la anoté en forma de limite cuando el
incremento de x tiende a cero de f(x) mas el incremento de x menos f(x) entre el
incremento de x.

E9. La derivada permite conocer la recta tangente de la funcion.

E10: La pendiente de la recta.
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Cédigo de correspondencia

E2: La derivada es la pendiente de la recta Consecuente/Contenido

Antecedente/Expresion

tangente en un punto determinado de la -
L funcion. .. ) La pendiente de la recta
ILa derivada | > tangente a la curva en
un punto.

Procesos: Resolucion de problemas - Significacion - Enunciacion.

Cddigo de correspondencia
E3: es que estoy viendo la derivada con los

e ™

Antecedente/Expresion Consecuente/Contenido

limites lilgl . W, lo que recuerdo de

N mi curso de bachillerato. .. Y, Es el limite del cociente
La derivada || > de las tasas medias de
variacion de la funcidn.

Procesos: Resolucion de problemas - Significacion - Enunciacion.

Cédigo de correspondencia

Antecedente/Expresion E4: La primera derivada como la velocidad Consecuente/Contenido
en funcion del tiempo...
La derivada | > L,a velo?ldad
Instantanea

Procesos: Resolucion de problemas - Significacion - Enunciacion.

Figura 43. Esquemas de conexion matematica de tipo significado.

‘0 Lo dvvada e Qo vendente Q/&WRL@OMQ q gna OOV er

wm pmto Jado. T
Tambear Schcdy ///f/ﬂtfﬂm Come ,& voih ce cambio gt yecle

Yangente @ ora corecr,

Figura 44. Produccidn escrita de donde se infirié la conexidn de significado de E7.

Otras conexiones matematicas de tipo significado se identificaron cuando los estudiantes
respondieron a la pregunta ¢ Cuando una funcion es derivable en un punto? Por ejemplo, E2,
E3, E4, E5, E6, E7 y E8 coinciden en que una funcion es derivable en un punto cuando es
continua es ese punto y los limites laterales respecto de ese punto son iguales (ver extractos
de las transcripciones).
E2: La funcion es derivable cuando es continua, quiere decir que no hay huecos en la
gréfica de la funcion, que si los hubiera en ese punto no hay una tangente. De esta
funcién tenemos la posibilidad de sacar lo limites por la izquierda y por la derechay si

los limites son iguales de ambos lados, entonces es derivable. Un ejemplo de cuando
no es derivable es cuando hay picos en la funcion, porque cuando hay un pico se pueden
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trazar infinitas rectas a ese punto, pero la derivada es Unica, asi que debe haber una sola
tangente, cuando hay picos no es derivable.

E3: La funcidén es derivable en un punto si es continua y no presenta curvas
pronunciadas, picos.

I: Pero ¢Esa funcidn es continua en ese punto?

E3: que sea continua y no presente curvas pronunciadas. Este ejemplo, es continua en
este punto, pero no presenta picos entonces es derivable.

I: ¢A qué te refieres con continua?

E3: A que no presente huecos, por ejemplo, una funcién asi que esté definida a trozos
aqui y ac, supongamos que este es el intervalo (a, b). Si nosotros queremos derivar en
un punto de este intervalo como no es continua nuestra funcién porque aqui corta y
aqui vuelve, entonces no vamos a poder obtener la derivada.

I: ¢ A que te refieres con hueco?

E3: Que no es continua y esta definida a trozos, en el comportamiento de la grafica esta
truncada, no vemos seguimiento, por eso no es continua.

E8: La funcidn es derivable en un punto cuando es continua en ese punto, que el limite
existe, existe una épsilon y un delta. Se habla de continuidad cuando el limite existe en
este caso en Calculo, si el limite existe entonces se puede derivar porque es continua.
I: ¢Podrias explicarme eso?

E8: Tengo aqui mi plano cartesiano, aqui estd mi funcion y quiero saber si aqui en este
punto sea derivable. Para que sea derivable, el limite de una funcion f(x) cuando x
tiende a x1 de f(x), debe ser igual limite y a la funcion evaluada en ese punto f(x1)
cuando esto se cumple es continua y por ende es derivable la funcion.

I: ¢Cuando una funcién es continua?

E8: Cuando pasa esto (sefiala que el limite debe ser igual a la imagen), no tiene cortes
es una linea asi (recorre la grafica con el 1apiz sin levantarlo del papel), por ejemplo, la
funcion valor absoluto no es continua en ese punto.

Ahora bien, en los extractos de la transcripcién presentados anteriormente, se evidencia que
los estudiantes mencionan caracteristicas sobre el concepto de funcion continua, por ejemplo,
afirman que una funcién es continua cuando no tiene cortes en su grafica, o bien, que la
grafica no tenga huecos ni picos, lo cual sugiere una conexion de tipo caracteristica (ver

esquema de conexion caracteristica en la Figura 45).
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Codigo de correspondencia

{ E2: La funcién es derivable cuando es continua, quiere decir que no
hay huecos en la grafica de la funcion.
E3: La funcion es derivable en un punto si es continua ¥ no presenta
curvas pronunciadas picos.
E3: A que no presente huecos, por ejemplo. una funcion asi que esté
definida a trozos aqui y acd, supongamos que este es el intervalo (a, b).
E3: Que no es continua vy estd definida a trozos, en el comportamiento

Antecedente/Expresion de la grifica esta truncada, no vemos seguimiento. por eso 10 es Consecuente/Contenido
continua.
= ES8: Cuando pasa esto (sefiala que el limite debe ser ignal a la imagen),
( i {(-x } no tiene cortes es una linea asi (recorre la grafica con el lapiz sin
\ levantarlo del papel)... J s
=4 La funcién es

Seal o S | > continua

z =

i 3 ;)9 .

Procesos: Resolucion de problemas - Significacion —

representaciones - Emmeiacion.

Figura 45. Esquema de la conexion de tipo caracteristica.

Reflexionando sobre los extractos de la transcripcidn contenidos en la casilla de cddigos de
correspondencia de la Figura 45, se identifica que los estudiantes mencionaron caracteristicas
y propiedades de las funciones para que sean continuas. Sin embargo, en estos extractos hay
expresiones metaforicas como las mencionaba el profesor de los estudiantes cuando hacia
referencia a la continuidad, por ejemplo, las frases “quiere decir que no hay huecos en la
gréfica de la funcion”, “no tiene cortes”, “en el comportamiento de la grafica est4 truncada”,
entre otras, que, realmente son expresiones metaforicas que sugieren la metafora conceptual

“la grafica es un camino”, de lo cual se infiere la conexion metaférica (ver esquema de la
conexion metafdrica en la Figura 46).
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EXPERIENCIAS ESQUEMA DE
CORPORALES |[——> IMAGENES CAMINO
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Proyeccion
metaforica

Grafica de
funciones

Camino

Metafora conceptual
La gréfica de la funcion es un camino

Expl%sién
metaforica

Cadigo de correspondencia

E2: La funcién es derivable cuando es continua, quiere decir que no hay huecos
en la grafica de la funcion.
E3: La funcién es derivable en un punto si es continua y no presenta curvas
promunciadas picos.
E3: A que no presente huecos, por ejemplo, una funcion asi que esté definida a
trozos aqui y acd, supongamos que este es el intervalo (a, b).

Antecedente/Expresion E3: (%116 no 4:5f continua y esta definida a Itro.zos, enel comportamiento de la Consecuente/Contenido
grifica estd truncada, no vemos seguimiento, por eso no es continua.
2 [er) ES8: Cuando pasa esto (sefiala que el limite debe ser igual a la imagen), no tiene
ol Kt f T : s i . -
v - L cortes ¢s una linea asi (recorre la grafica con el lapiz sin levantarlo del papel). .. La grafica de la

ol ot - | funcionesun

o S =
TN L Yy * o ; 5 camino.

X Procesos: Resolucion de problemas - Significacion
representaciones - Enwnciacion.

Figura 46. Esquema de la conexion metafdrica.

Profundizando en el cddigo de correspondencia que soporta a la conexidn de tipo metaforica,
en la Figura 47 se muestran como el estudiante usa su lapiz para recorrer la grafica sin
levantar el 1apiz del papel.
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El estudiante E8 recorre
la grafica sin levantar el
lapiz del papel para
referirse a que la
funcién es continua y

. \
3 i ] : . no tiene huecos o
I13 =] = % - cortes.

Figura 47. Evidencia de la conexion metaforica.

Por otra parte, en los extractos de la transcripcion y en las producciones escritas de los
estudiantes se evidenciaron conexiones matematicas de tipo implicacion, dado que
establecen relaciones légicas (P — Q) para definir a la funcién continua, haciendo referencia
a que “si f es derivable en x=a, entonces f es continua en x=a o bien, “si f'(a”) = f'(a%)
y f es continua en x=a, entonces f posee un punto cuspide o anguloso en x=a”.
Especificamente, los estudiantes E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8 y E9, realizaron la conexion de

implicacion como se muestra en los extractos de la transcripcién y en la Figura 48.

E2: La funcién es derivable cuando es continua (...), de esta funcion tenemos la
posibilidad de sacar lo limites por la izquierda y por la derecha y si los limites son

iguales de ambos lados, entonces es derivable.

E3: La funcidén es derivable en un punto si es continua y no presenta curvas
pronunciadas, picos, como, por ejemplo, el valor absoluto en este punto especifico no
es derivable. El ejemplo que estudiamos es el del valor absoluto la gréfica, si nosotros
gueremos tener la derivada en el punto (x, y), vamos a ver que si la evaluamos por la
izquierda y por la derecha utilizando los limites vemos que van a ser diferentes por lo
tanto no van a ser derivables en ese punto.

E3: Es que al evaluar este limite por la izquierda y por la derecha de este puntito, los
limites van a ser diferentes entonces no puede decirse que es derivable en ese punto.

E4: Una funcién es derivable si, su grafica describe a una curva suave.
I: ¢A qué haces referencia con suave?
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E4: Que sea continua, que la funcion esté definida en cierto dominio que yo quiera
trabajar. En este caso especifico que no es derivable en ese punto (sefiala una grafica
con punto anguloso). Una funcion es continua cuando se cumple que este definida en
el dominio, que el limite exista y no recuerdo la Gltima condicion...

E5: Para que sea derivable tiene que ser continua en (a, b) entonces deben existir los
limites laterales.

E6: Si una funcién no tiene limite se dice que no es derivable.
E9: Es derivable cuando existe una recta tangente y debemos tomar en cuenta que la

funcidn sea continua, si la funcion es continua entonces va a existir una tangente en ese
punto.

Cédigo de correspondencia

ona foncibn es deimable en on ponla 81 es condinva g
bombién 5100 Presenta Corvas proneaciadas ( pices)

d (
M e (E6 ) A
Antecedente/Expresion Consecuente/Contenido

) < )
Unet [m(\'on o) o\c-i\l‘oi;)\t €y N r’)‘)"‘"o Etlo C""l‘m’c‘

<< (\,» ﬂl( r{u t’lO

=€\

Si una funcion es | Es continua y no
derivable enun |, > debe tener puntos
punto angulos.

Procesos: Resolucion de problemas - Significacion —
Argumentacion - Enunciacion.

Figura 48. Esquema de la conexién de tipo implicacion.
Cabe destacar que, en la resolucién de la tarea 1 por parte de los estudiantes se identificaron

conexiones matematicas de tipo representaciones diferentes. Por ejemplo, E2, E3, E4, ES5,
E6, E7, E8 y E9 establecieron conexiones matematicas de representaciones diferentes
alternas cuando dibujaron la gréfica de la funcién y al lado ubicaron su expresion algebraica
o simbdlica: f o f(x). De igual manera se identificaron las conexiones de representaciones
diferentes cuando los estudiantes dibujaron la gréafica de la funcion derivable y la no derivable

(ver Figura 49).
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Representacion grafica

\/4 

Representacion simbolica
o algebraica @

Figura 49. Conexiones matematicas entre representaciones diferentes alternas.
En la Figura 49 ademas de presentarse evidencias de la conexion de representaciones

diferentes, se reconocen conexiones matematicas de tipo parte-todo dado que, las
representaciones realizadas por los estudiantes con casos particulares de graficas de
funciones en todo el dominio de definicion, es decir, en la Figura 48 solo se muestran partes
0 pedazos de graficas de funciones mas generales. Por ejemplo, E2, E6, E7 y E8 propusieron
bosquejos de graficas de funciones f(x), donde sefialan la recta tangente y evidencian que la
curva esté definida y tiene derivada en un punto. Mientras que E7 y E8 comparten la idea de
que la funcion f(x) = |x|, es un caso particular de funciones continuas en todos sus puntos,

pero no son derivables en uno de sus puntos (e.g., en el punto de abscisa x=0).

Ahora bien, los estudiantes E3, E6 y E7 también propusieron casos particulares como
ejemplos de derivadas de las funciones y = x y f(x) = x2, donde se infirié la conexion de

tipo parte-todo (ver Figura 50).

= 2x
Lo devivada <8 lo pendiente de la recto e @\{mP[di 224 o Funat? JCA) = X% ey @i{l"”:;ill;eo‘)
Lo Sc dc/rVdda‘w =
) e 9= % Lal oo o i
o ; o= <
7 9 =1 M,cc\o
/ pandreare 2 o
argonte alt @
=1 <n of pnto x=—12
. = -
ex i AN £ q-x Tz
CE3D Q’)C'“Flo ZyE s e < CEE

Figura 50. Casos particulares de derivadas de funciones polinémicas.
En la Figura 50, los estudiantes E3, E6 y E7 evidenciaron la conexion matematica de tipo

procedimental dado que, usaron implicitamente la férmula para la derivada de una potencia
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(% = nx"‘l). También, en cada ejemplo propuesto se evidencia este tipo de conexion

matematica cuando los estudiantes hicieron un sistema de coordenadas cartesianas, ubicaron

puntos y dibujaron la gréfica de la funcion polindmica. Ademas, E3 enfatiz6 en encontrar la

pendiente de la recta, y para ello, usé la formula m = 22222 como razén algebraica.

Xo—X1
4.3.2. Conexiones matematicas establecidas en la resolucién de la tarea 2
Se presenta el analisis detallado de las conexiones matematicas identificadas en la actividad

matematica del estudiante E1 desde una perspectiva integrada de la TAC y el EOS vy, luego,

se reflexiona brevemente sobre las conexiones realizadas por los otros estudiantes.

4.3.2.1. Narrativa

Se le propuso la tarea a E1 pidiéndole encontrar la ecuacion de la recta tangente. El estudiante

leyé y comprendio la tarea y primero derivé la funcion dada obteniendo f'(x) = 4x — 1.
Posteriormente, encontré la ordenada (y) evaluando la funcion en x =§ y haciendo
operaciones algebraicas equivalentes, de lo cual obtuvo que y = 10 y simultdneamente

afirmé que el punto de tangencia es (g 10). Luego, calculd la pendiente evaluando en la

., . Ly . . 5 . .
expresion simbolica de la derivada el valor de la abscisa x = Py consiguiendo como resultado

M = 9. En este momento el investigador (I) le preguntd: ¢Para qué te sirve la derivada?
Luego, el estudiante respondié: “para encontrar la pendiente de esta recta”. Una vez
conseguida la pendiente y el punto de tangencia, el estudiante los evalué en la formula de la

ecuacion punto pendiente (y —y; = M(x — x;)) para obtener la ecuacion implicita de la
recta 9x — y —22—5 = 0. Cabe destacar que, en este proceso usO operaciones algebraicas
(propiedades distributiva y conmutativa), y, despejando la ecuacion implicita, hall6 la

S ;- ., . T 25
ecuacion implicita de la recta en su expresion simbélica (y =Ox — 7).

Seguidamente, el estudiante hace una grafica para verificar el proceso realizado y su

afirmacion que habia encontrado la ecuacion de la recta tangente. En este contexto, primero

dibujé un sistema de coordenadas, hallé y ubicé los puntos de corte de y = 9x — 22—5 con el

eje x ey en el plano. Luego, dibujo larecta y = 9x — 275 que pasa por los puntos de corte con
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los ejes y ubicd el punto (2,10). También, realizé una tabla de valores para gréaficar la

funcion, ubicé los puntos en el plano y dibujo la gréfica. Por Gltimo, concluy6 que Encontro

la ecuacion de la recta tangente.

4.3.2.2. Practicas matematicas (Pm1, ..., Pml5)

Pm1. El estudiante comprendio la tarea propuesta.

Pm2. Calculé la derivada de f(x) = 2x? — x, obteniendo f’(x) = 4x — 1.

Pm3. Encontrd la ordenada (y) sustituyendo x = gen f(x) = 2x? — x , obteniendo y = 10.

Para ello, realizd operaciones algebraicas que le permiten ir obteniendo expresiones

equivalentes.

Pm4. Identifico el punto (g 10) como el punto de tangencia por donde pasa la recta tangente.

, . . 5
Pm5. Calculé la pendiente de la recta reemplazando el valor de la abscisa x = S en la

expresion simbolica de la derivada f’(x) = 4x — 1, obteniendo que la pendiente es M = 9.

Pm6. Utilizo la formula de la ecuacion punto pendiente (y — y; = M (x — x;)) para obtener
la ecuacion de la recta. Para ello, sustituy6 los valores de x; = % y; = 10 y la pendiente

M =9enlaformulay —y; = M(x — x,), Y, después realizd operaciones algebraicas que le

permiten ir obteniendo expresiones equivalentes, para hallar la ecuacion de la recta en su

forma general o implicita 9x — y — 275 = 0.

Pm7. Obtuvo la ecuacién explicitay = 9x — 22—5 despejando la y en la ecuacion implicita.

Pm8. Para verificar el proceso analitico realizado, us6 un razonamiento grafico que inicia

construyendo un sistema de coordenadas cartesianas.

25

Pm9. Encontré los puntos de cortes de y = 9x — 22—5 conel ejey (si x=0=>y= —7) y

. . 25 . .
con el eje x (sz y=0 =x= E) y los ubicd en el plano cartesiano.
Pm10. Dibujo larecta y = 9x — % que pasa por los puntos de corte con los ejes.

Pm11. Ubicé el punto (g 10) en la recta, sefialando sus coordenadas.
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Pm12. Construyd una tabla de valores para graficar f(x) = 2x? — x.
Pm13. Ubicd los puntos conseguidos en la tabla de valores en el plano cartesiano.

Pm14. Bosquejo la grafica de f(x) = 2x? — x.
Pm15. Dado que la recta tangente se aproxima mucho a la gréfica de la funcién, concluy6
que ha calculado correctamente la recta tangente.

4.3.2.3. Configuracion cognitiva de objetos primarios

Con base en las practicas matematicas identificadas, se obtiene la configuracion cognitiva de

objetos primarios (ver Tabla 15).

Tabla 15. Configuracion cognitiva del estudiante.
Objetos primarios Descripcion

T1: Dada la funcién f(x) = 2x? — x con dominio en los reales, halla
Situacion B _ g
la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa x = =.
problema/Tarea 2

Argumenta tu respuesta.

Verbal: punto, recta, gréafica, ecuacién, recta tangente, derivada,
Elementos ' .
derivada en un punto, punto de tangencia, ...

linguisticos - i
Gréfico: (ver Figura 51).
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Figura 51. Representacion grafica de la funcion y la ecuacion de la

recta tangente a la funcion.

simbolico: f(x) = 2x2 —x, x =2, f(x) =4x—1,M =9, y; = 10,

5 25 25
(5,10), y—y1=M(x—xq), Ix-—y-—5=0 y=9x—-—.

Recomendamos ver mas evidencias de simbolos en los

procedimientos.

Conceptos previos: punto, recta, grafica, ecuacién, recta tangente,
derivada, derivada en un punto, punto de tangencia, punto de corte
con un ¢je, ...
Conceptos/ ] )
o D1: la derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en un
Definiciones (D)

punto.
D2: la recta tangente es la recta que un entorno del punto de tangencia

mas se aproxima a la gréafica de f(x).
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Proposiciones previas: propiedades asociativa, distributiva y
conmutativa del algebra.

Prl: el punto (g 10) es el punto de tangencia.

. - _ E .
Proposiciones/ Pr2: la derivada en x = > €s igual a 9.

Propiedades (Pr)  Pr3: la pendiente de la recta tangente es 9.

25

Pr4: la recta tangente en el punto de abscisa en x = ges y=9x—--.

Pr5: los puntos de corte de la recta y = 9x—275 con los ejes de

coordenadas son: (32,0) y (0,-%).

Procedimiento principal: Calculo de la recta tangente a la funcién

en un punto usando la derivada.
Procedimientos auxiliares:

Pcl: Calcular la derivada de una funcion de segundo grado (ver

L Figura 52).
Procedimientos

(Pc)

(‘U&'( u\(’.ttO‘J \a JC/ < v'ulc\é w ée ;(’(B 4 &A‘OALLS

{'e0y =A% -~

Figura 52. Evidencia del célculo de la derivada.
Pc2: Evaluar la funcién para un valor de la abscisa (ver Figura 53 y
extracto de la transcripcion).
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Figura 53. Evidencia de la evaluacion de la funcion para encontrar
el punto de tangencia y la pendiente.
I: ¢ Qué pasa por ese punto (g 10)?
E: Pasa la tangente.

I:'Y ¢Qué te estan pidiendo?
E: La ecuacion de la recta tangente a este punto (g 10).

I: Aqui iniciaste derivando a f, pero ;Para qué te sirve la
derivada?

E: Para encontrar la pendiente de esta recta.

Pc3: Calcular la ecuacion de una recta usando la formula punto

pendiente (y —y; = M(x — x41)), conociendo la pendiente y el
punto de tangencia (ver Figura 54 y extracto de la transcripcion).
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Figura 54. Evidencia del célculo de la pendiente por medio de la

ecuacion punto pendiente, la pendiente y el punto de tangencia.
Pc4: Encontrar expresiones equivalentes usando las propiedades del
algebra (distributiva, asociativa, conmutativa), ver Figura 55.

5 (y-10) = qQm- 2>

':&\)—Q'\(-:-_f J\\O

>~
}
S Oy =Y - 2—2— =0 "‘ o aqw‘\l w\(.r\x e.ncv\\ g
y= w22

Figura 55. Uso de propiedades del algebra para encontrar la
ecuacion de la recta.
Pc5: Hallar los puntos de corte de una recta con los ejes de

coordenadas (ver Figura 56).
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Figura 56. Evidencia de como hallar los puntos de corte de la recta
con losejes xey.
Pc6: Representar una recta a partir de dos puntos por los que pasa

(ver Figura 51 y el siguiente extracto de la transcripcion).

I: ¢Cémo puedes hacer esa grafica?

E: Dandole valores, no se me ocurre otra cosa.

Pc7. Representacion grafica de una funcion f(x) = 2x? — x a partir

de una tabla de valores (ver Figura 51).

Tesis: Esta es la ecuacion de la recta tangente (y =9x — 22—5)

Razon 1 (R1): Si esta es la recta tangente, en el punto de tangencia

coincide la recta con la grafica de f(x) y en los alrededores del punto
Argumentos (A)  de tangencia la recta se aproxima a la grafica.

R2: Dibujo la recta, dibujo la grafica y veo que alrededor del punto

de tangencia coinciden.

Conclusion: la recta es tangente.

Después de elaborar la configuracion cognitiva de E1, se usa la herramienta de FS para

visualizar las relaciones entre los objetos primarios de dicha configuracion (ver Figura 57).
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Elementos lingiiisticos

Lenguaje verbal: punto, recta,
grafica, ecuacion, recta tangente,
derivada, derivada en un punto
punto de tangencia.

Grdfico: / ______"“'--——-_______ D2: la derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto.
|'I _____h"‘“——_____ " J
74 7 ‘" _@“=-——=_
: A R Procedimientos (ver Tabla 15
< T _“"'““-f——-__________ Procedimiento principal:
i —; — &t / | 7™ Calculo de la recta tangente a la
g1 - . ~ funcién en un punto usando la
v f Proposiciones derivada.
Proposwwues previas: propiedades asociativa, distributiva y conmutativa del rocedimniciitos anxilinres: CD
Tabular: algebra,
‘ 13D
S aet > GRS Prl: el punto ( 10) es el punto de tangencia. +— ——ee " __Pel
Pr2: la derivada en x = > esigual a 9. @ = —— P2 3
2 — e
e T ol == B3
— f___f-f_ff_ Pcd
Pr3: la pendiente de la recta tangente es 9. e e — —  —PcS
o] e o el &2 —r
Pr4: lajrecta tangente en el punto de-abstisa en x = E €5 Y = —J}x;:_z *__ e e Pco ,Pc7
5 Pr3: 10:. punto&ﬂetﬁﬁe de la recta clay = = Qo= —'[:Dn"los  ejes ¢ Ee_ coordenadas-som:— |
Simbolico: f(x) = 2x* — x, s — _—ﬁ_
2R R - —
(= - T
x:_sf’(x):4x_1=___~—ﬂ‘”_f /
z ——— /.2_1‘\ Argumentos

@5

Situacién problema / Tarea
T1: Dada la funcién f(x) = 2x* — x con
—dominio en los reales, halla la ecuacion de
la recta tangente en el punto de abscisa x =

g_ Argumenta tu respuesta.

Conceptos / Definiciones

Conceptos previos: punto, recta, grafica, ecuacion, recta tangente, derivada,
derivada en un punto, punto de tangencia, ...
recta tangente, derivada, derivada en un punto, punto de tangencia, punto de

corte con un eje, ...

D1: la recta tangente es la recta que un entorno del punto de tangencia que

mas se aproxima a la grafica de f(x).

punto, recta, grafica, ecuacion,

Tesis: Esta es la ecuacion de la recta tangente (y =9x — 22—5) ’

Razdn 1 (R1). 51 esta es la recta tangente, en el punto de tangencia coincide la recta con la grafica de f(x) y en los
alrededores del punto de tangencia la recta se aproxima a la gréfica.

R2: Dibujo la recta, dibujo la grafica y veo que alrededor del punto de tangencia coinciden.

Conclusion: la recta es tangente.

54 <
(Z,10) M =3y, =10,
y—yL=Mx—x),
9x—y—2—25=0,y=9x—2?5.

Figura 57. Funciones semioticas establecidas con los objetos primarios por parte de E1 en la resolucion de la tarea 2.
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Después de estos analisis parciales consecutivos de la actividad matematica de E1 usando
herramientas del EOS (ver Figura 57), en la Tabla 3 se dan algunos ejemplos de como éstos
se dan simultaneamente (primeras cuatro columnas). Por otra parte, en la quinta columna se
presenta la conexion matematica correspondiente, de acuerdo con las categorias de
conexiones de la TAC. En la Tabla 16 se evidencia que una conexién de la TAC es un
conglomerado de précticas, procesos, objetos primarios activados en estas practicas y FSs

que los relacionan.

4.3.2.4. Analisis detallado de las conexiones matematicas en la tarea 2 basado en la
integracion entre la TAC y el EOS

Tabla 16. Andlisis detallado de la actividad matemaética del estudiante con base en el EOS y
la TAC.

gnunciacion

Practicas Procesos Objetos Funp!o_nes Conexllc_)n
semidticas matematica
Significacion / Tarea (T1) FS1
Pml  comprension.
-Problematizacion.
Resolucién de Pcl: El FS2, FS3,
problemas estudiante Procedimental
Calcula la
derivada
(f(x) = 4x —
1) de una
Pm2 Representacion  funcion de FS4
(verbal y segundo grado
simbdlica) (f (x) = 2x% —
2).
Funcién
derivada.
... (otras
Pm)
Resolucion de FS5 Procedimental
problemas Pc2: Evaluar la
funcion para un
valor de Ia
PmS R aci lzit_)smsa7 (ver Representaciones
epresentacion  Figura 7). FS6, FS12 diferentes
Significacion/ Pr2, Pr3.
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D1. FS7, FS8, FS9, Significado

FS10, FS11.
... (otras
Pm)
Resolucion de Pc7. FS20, FS21y  Representaciones
problemas Representacion FS 22 diferentes
grafica de una
Representacion funcion f(x) = Procedimental
Pm14 2 .
2x“ — x a partir
de una tabla de
valores. Parte-todo
Figura 50.

Por otra parte, se presentan algunas conexiones matematicas realizadas por los estudiantes

E2, E3, E4, E7 y E8 que, al igual que E1, procedieron adecuadamente para encontrar la
ecuacion de la recta tangente a la curva f(x) = 2x? — x en el punto de abscisa x = % En

este sentido, se identifico que E2, E3, E4, E7 y E8 establecieron conexiones siguiendo el
mismo procedimiento que se ha dividido en seis fases: que se encuentran en la casilla de

procedimientos en la Tabla 15.

En la primera, los estudiantes calcularon la derivada de una funcion de segundo grado donde
establecieron conexiones matematicas de tipo procedimental dado que emplearon
) , . , ) . d(xm _ . ,

implicitamente la formula para derivar una potencia (%) = nx" 1), obteniendo f’(x) =

4x — 1 (ver Figura 58).

Sabemos que  f/(x) = m» _fq): T Dowm

p'(x); L‘{x "'1 31 dernnwamo$ —P(x)erz—X ' el
- —_— RO } S (\911\10 Lexy.
Oblenemos {fx) - 4x-1 £ X x

(om0 Pumer  £o50 ecalcolewmnd C(CXB'R(/ o f()():‘\)('i .
’) = AXT-X COY\OQ‘\ QV\B( CJ\JQ L}.(IXJ = j

E(X) ._2)(2— < \ gvﬂc-ucccs,
?/(XB—“ M — Q ()(): L'?)Q_l 9’:4)(—-1”

Figura 58. Procedimiento para derivar la funcion.
En la segunda fase, los estudiantes establecieron una conexion de tipo procedimental dado

., . 5
ue, evaluaron la funcion f(x) = 2x2 — x para un valor de la abscisa x = >, encontrando
2
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que y = 10, es la ordenada del punto de tangencia (;,10). Luego, establecieron otra
conexion de tipo procedimental porque evaluaron la funcion derivada f’(x) = 4x — lenx =

g con el proposito de encontrar la pendiente m = 9 (ver Figura 59).

Yooz 224X 4=\ 4 5\=9 (3N _(2)=|| -
U @ g i Z) : F) 263) 2 V(S/Q:ZQS/ZY‘(S/Z)
\ 4 —
fa)=25) - 1 2y 2 g2t =N =16)-2
3 ——Z(Qf "SZ ‘ZA l— 22—5
i g yAE "7 - < 2 575
25 -3 = 2o, /(*4 = %: ) fe> 1 = Z‘?»—\’Lo
s gkl L e = TP
— 2
S — 5 -
=220 ey sy s || 19243012 |
i % w7 I fu):ux'{
Yoz Ax-1 S A2 S W SRE| >, r
1 i & Algto e¥alvomos X it € (5/.73 = L((S/L\ =\
}v( )() - z\}\—- 5 en f(*\
$)-1 SRS I LEARRICARE —2-5 -
]{1(5—):4(1) 2 Ha; al =
7 A _ = 1O :,_\'o G
= 7— 1 2 - l_o; {0 =q [(S/z): 10 %q )
= AR =2 < . m=q P(%2,10) =

Figura 59. Conexidn procedimental para hallar el punto de tangencia y la pendiente.
En la tercera, los estudiantes establecieron una conexion de tipo procedimental debido a que

usaron la formula de la ecuacion punto pendiente (y —y; =m(x—2x41)) y en ella,

sustituyeron el punto de tangencia (; 10) y el valor de la pendiente m=9. Seguidamente,

realizaron conexiones matematicas de tipo representaciones equivalentes a partir de
operaciones aritméticas y propiedades del algebra (conmutativa y distributiva) hasta

.. 25
encontrar la ecuacion de la recta (y =9x —

7), ver la Figura 60.

= e e STl eer e T ot dikivs ‘- [E4]
n>%.n'-".:ﬁ : :1, 1 Joraode. 2110 £ g | eslo doda for L\}’ = Mé( —Xo ixl' 2 Y= 10 VB4
et G-ty e Cevahr & RRESTY Veliue . C ,‘ | :
e — = glod iz ] Bl y-y = mex)
G TORE Sy cove (,:‘ P LE?7 susts Jos valores fenemos: o=9(X-= »
0= 3 U‘,]— > Y- 10:9(;:_7./2)
) 0=y - s .‘\ P 4 . <
& =20=0{an =9 | U‘TC:q('J("/z) q 4 Y-1p =9 x- 15
Y g g : L'\‘—’O: X 2 U
5 ==l Yy-qa-2£110 N 79X -104 45, —o
Y =qu SN EC tecka Tomihe 4y /‘: ~ (= 9x ;‘£§. + 20 ; =
TR Y- gx -25 J 2z Tz | TIxdy-tedas —p
u il 2 o LT = | =2
J‘T"X —‘.M‘?—o b \" f)
i _5; 5 | S: qX—ZS A M-B{lo-_{g:o
i i Jedranee 25 | 1BX-244q0-45-0
/fi_ix_-"l—ij £ dete el Togeen P ec- de:lo {m.genlc Py / 18 -2y ~25=0 =

Figura 60. Aplicacion de la formula punto pendiente para encontrar la ecuacion de la recta.
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En la cuarta fase, establecieron conexiones matematicas de tipo representaciones diferentes

alternas porque representaron graficamente la funcion f(x) = 2x%? — x y la ecuacion de la
recta tangente: y = 9x — 22—5 0 bien, 18x — 2y — 25 = 0, es decir, usaron dos registros de

representacion (grafico y algebraico-simbélico) de la misma funcién (ver Figura 61).

lla la ecuacién dc‘l7/recta | [ =
5 — e Y '[ " K(x)‘" P
/' ;r ‘ r f \\: /
¢ p
¢ L ! (%)= (x—2%3
3 ' g 2 [ / fJ e " %

Figura 61. Conexiones matematicas de tipo representaciones diferentes alternas.

En la Figura 61 se observa que E3 no hizo la conexion de representaciones diferentes alternas
para ambas expresiones algebraicas, dado que no realizo la grafica completa, sélo bosquejé
una parte de f(x) = 2x% —x. Cabe destacar que, los estudiantes establecieron otras
conexiones matematicas como la de significado, dado que conciben que la derivada es la
pendiente de la recta tangente a la curva en un punto dado. Asimismo, establecieron
conexiones de tipo parte-todo porque solo grafican la funcion en el dominio donde la recta
es tangente a la funcion. A continuacion, se muestra el esquema de conexion matematica de

tipo procedimental (ver Figura 62).
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Cédigo de correspondencia

E2: Primero derivé la funcidn jiz) que resulté la derivada f(x) = 4x —1
T: ;Para qué derivaste?

E2: Estoy buscande la ecuacion de la recta tangente. entonces tengo que la ecuacion de una recta es
¥=mx+b donde m es la pendicnte ¥ derivando la funcion /) voy a encontrar la pendicnte para eza formula,
entonces sustituyo el valor x =—‘: en la formula que resultd al derivar y me da como resultado =0, quiers
decic que, 9 va a ser el valor de la pendiente

E2: Después para completar la fonmula de una recta, sustituyo x = ; para encontrar lo valores de x ¥ de y
que son en este caso v = 10,

s s I: Luego, ;Qué haces con esos valores?
Antecedente/Expresion g0, ;Qu esos valores

E2: Los ocupo 2 esta firmula que es un cociente para la pendiente, para encontrar la femula de wna recta,

T: Dada la funcién v como ya tengo el valor...estoy usande la férmmula m = f_z:‘\-‘ entonces cstoy sustituyendo este 10 enyy ¥
2=y
f(x) —| sz — X con el § en xy ¥ como ya tengo la pendiente, ya sé el valor de m, simplifico In funcion de tal forma que quede .
2= 2 i Consecuente/Contenido
dominio en los rcalcs. wna ecuacion lineal, la cval va a ser la ecuacion de ln recta tangente en este caso es: y = 9x — Ey
o ] Y
halla la ecuacion de la E2: De forma grifica tendria la funcidn ffx) (recorre la grifica), la grifica de la recta tangente en el punto Tl et :1
recta tangente en el con x ==, entances el valor de la pendiente va a ser 9 y agui tengo la formula de la ecuacien. ¥ “’;‘
punto de abscisa x = it
5 [ >
> Argumenta tu ; ) K A &)
respuesta. Procesos: Significacién/comprensién - Resolucién de problemas
A

— Representacion - Avgumentacion — Enuniciacion ...

Figura 62. Esquema de la conexién matematica de tipo procedimental para la resolucién de
la tarea 2.
Por otra parte, en el analisis de las conexiones matematicas que emergen en la resolucion de

las tareas siguientes, solo se mostraran las practicas matematicas, las configuraciones

cognitivas, las funciones semidticas y el andlisis integrador de la TAC y el EOS.

4.3.3. Conexiones matematicas establecidas en la resolucion de la tarea 3
4.3.3.1. Practicas matematicas (Pm1, ..., Pm26)

Pm1: El estudiante E1 ley6 y comprendié la tarea propuesta.

Pm2: Comprendi6 la derivada como la pendiente de la recta tangente a una curva en un

punto y el punto critico como el valor en x donde la derivada se hace cero.

3

Pma3: Calculd la derivada de la funcion g(x) = % — 2x% + 3x + 1, obteniendo como

, o . . dx™ -
resultado g’(x) = x? — 4x + 3. Para ello, implicitamente us6 la formula % =nx"1,
Pm4: Calculd los puntos criticos de la funcion. Para ello, consider¢ el criterio de la primera
derivada, igual6 a cero la derivada x? — 4x + 3 = 0, completé cuadrado, realiz6 algunas
operaciones algebraicas, aritméticas y expresiones equivalentes, hasta encontrar los puntos
(x=1y x=3).

Pm5: Determino los intervalos de crecimiento (—oo, 1)y (3, +0) y decrecimiento (1, 3).

Para lograrlo, considerd el criterio de la primera derivada y sustituy6 x=0 en g y obtuvo

150



g'(0) = 3 > 0, entonces afirm6 que en (—oo, 1) la funcidn es creciente. Luego, sustituyo
X=2en gy obtuvo g’(2) = —1 < 0, entonces afirmé que, en (1, 3) la funcidn es
decreciente. Por ultimo, sustituyo x=4 en g y obtuvo g’(4) = 3 > 0, entonces afirmd que,

en (3, +) la funcidn es creciente.

Pm6: Con base en el punto critico x=1, E1 encontro el punto maximo. Para ello uso el criterio
de la primera derivada y sustituy6o x=0en g’, que es un valor antes de x=1, de lo cual obtuvo
g’(0) = 3 > 0 (positivo). Luego, sustituyé x=2 en g’ que es un valor después de x=1,
obteniendo g’(2) = —1 < 0 (negativo). Por lo tanto, E1 afirmd que en x=1, g tiene un

maximo.
Pm?7: Sustituyé x=1 en g, realiz0 operaciones aritméticas y encontro que el punto maximo
es (1,9).
Pm8: Con base en el punto critico x=3, E1 encontro el punto minimo. Sustituyé x=4 en g’,

que es un valor después de x=3, obteniendo g’(4) = 3 > 0 (positivo). Por lo tanto, E1 afirmo

que en x=3, g tiene un minimo.
Pm9: Sustituy6 x=3 en g, realiz6 operaciones aritméticas y halld el punto minimo (3, 1).

Pm10: Encontré el punto de inflexion por medio del criterio de la segunda derivada. Es decir,
hallé la segunda derivada de g, la igual6 a cero g”(x) = 2x — 4 = 0, despejé y obtuvo que

x = 2.

Pm11: Evalué x=2 en g y obtuvo la imagen g lo cual le permitié encontrar el punto de
. ., 5
inflexién (2, 5).

Pm12: Determind los intervalos de concavidad (—o,2) y (2, +). Para ello, usé el criterio
de la segunda derivada, mencionando que, si la segunda derivada en un intervalo es menor
que cero entonces la funcién es concava hacia abajo, por ejemplo, E1 evalubax = 1en g”
que es un valor que esta antes de x = 2 y obtuvo que g”(1) = —2 < 0. Por lo tanto, g es
cdncava hacia abajo en (—oo, 2). Posteriormente, evalué x=3 en g” que es un valor que esta
después de x = 2, obteniendo que g”(3) = 2 > 0. Por lo tanto, g es concava hacia arriba en
(2,+).
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Pm13: Identificd que el punto en x=2 si es el punto de inflexion porque genera el cambio de

ser concava hacia abajo a concava hacia arriba.
Pm14: Para hacer la gréfica de g, E1 primero dibujé un sistema de coordenadas cartesianas.
Pm15: Ubico los intervalos donde g es creciente y decreciente.

Pm16: Ubicd en el plano el punto maximo (1, %) y punto minimo (3, 1) y los puntos de corte

con el eje x.

3
Pm17: Construy6 una tabla de valores para graficar a g(x) = % —2x% 4+ 3x + 1.

Pm18: Ubico los puntos obtenidos en la tabla de valores en el plano cartesiano.
3
Pm19: Dibujé la grafica de g(x) = "? —2x% +3x + 1.

Pm20: Para hacer la gréfica de g’, E1 hizo un sistema de coordenadas cartesianas.

Pm21: Ubico los puntos en el plano donde la derivada se hace cero: (1, 0) y (3, 0).
Pm22: Construyé una tabla de valores para graficar a g’(x) = x% — 4x + 3.
Pm23: Ubico los puntos obtenidos en la tabla de valores en el plano cartesiano.
Pm24: Dibujé la grafica de g’(x) = x? — 4x + 3.

Pm25: Enuncid caracteristicas de las funciones y sus graficas, dado que afirmé que ambas
funciones son continuas, que la grafica de g tiene un maximo y un minimo, y la gréafica de

g’ solo tiene un minimo.
Pm26: Enuncié que la derivada es una funcion de grado menor que la funcion original.

4.3.3.2. Configuracion cognitiva de objetos primarios de E1 sobre la tarea 3

A continuacion, con base en las practicas matematicas descritas, se conforma la

configuracion cognitiva de E1 cuando resolvio la tarea 3 (ver Tabla 17).

Tabla 17. Configuracion cognitiva activada de objetos primarios de E1 para la resolucién de
la tarea 3.
Objetos

primarios

Descripcion
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Situacion

problema/Tarea

3
Dada la funcién g(x) = % —2x% +3x + 1,

T1: a) Encuentre los intervalos en los que g es creciente 0
decreciente.

T2: b) Determine dénde la funcién tiene maximo relativo 0 minimo
relativo.

T3: ¢) Halle los puntos de inflexion de la funcién.

(M T4: d) Determine donde la gréfica es concava hacia arriba o concava
hacia abajo.
T5: e) Realice una grafica de la funcion derivada g'.
T6: f) Explique ampliamente ;Qué relacion tiene la gréfica de g con
la graficade g’?
Verbal: Verbal: punto, punto critico, punto maximo, punto minimo,
punto de inflexion, recta, grafica, ecuacion, recta tangente, derivada,
segunda derivada, derivada en un punto, concavidad hacia arriba y
hacia abajo, funcion creciente y decreciente, intervalo, plano
cartesiano...
Tabular: ver Figura 63.
Elementos = - -
= _?;L:B __3__2,*‘3 A '_}—7\ Y3k év 14 __5;}”_1 * 19
. s - oY s> : a 3 =7 s
linguisticos e o5 The = T a—
T{_I— -_§__\3=-'\47-3__-|‘ ! 0 (3
— | 3 ) i 2 /( ~ =2 \r3 ! ‘__ | 0
| TT :3~1-3M 5 2l =y
T.;_ 3o =“‘3"='-3l ) —,—é -2 %4 5 |0
T ISR Tl np o i
= ' TN 20 .
5 S Ho v Calculos aritméticos 2 i%

Figura 63. Tablas de valores para gréficaragy g'.

Graéfico: ver Figura 64.
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Figura 64. La gréfica de g y la gréfica de g'.

Simbélico:  g(x) = x3_3 —2x2+3x+1;, g'(x)=x*—4x+3;
g’ (x) = 2x — 4; x=1; x=3; x=0; x=2; x=4; intervalos de crecimiento:
(—o0,1)y (3, +0); intervalos de decrecimiento: (1,3); g’(0) =3 >
0,9(2)=-1<0;9(4)=3>0,9(0)=3>0;9'(2)=-1<0;
g'(4) = 3 > 0; punto maximo (12) y minimo (3, 1); intervalos de
concavidad hacia abajo (—,2) y hacia arriba (2,+x); g”(1) =
—-2<0; g”(3) =2 > 0; puntos de corte (1, 0) y (3, 0); punto de
inflexion: (22) Cabe destacar que, en los procedimientos se

mostraran mas simbolos.

Conceptos/

Definiciones (D)

Conceptos previos: punto, punto maximo o minimo, punto de
inflexion, punto critico, recta, gréfica, ecuacion, recta tangente,
derivada, segunda derivada, derivada en un punto, punto de corte con

un eje, ...

D1: La derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en un
punto.

D2: Un ndmero critico de una funcion f es un nimero ¢ en el dominio
de f tal que /'(c)=0 0 f’(c)=0 no existe.

D3: “Sea f continua en c. Llamamos a (c, f (c)) un punto de inflexion

de la gréfica de f, si f es concava hacia arriba a un lado de c y concava
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hacia abajo del otro lado de ¢ (Purcell, Varberg y Rigdon, 2007, p.
159).

Proposiciones/

Propiedades (Pr)

Proposiciones previas: propiedad conmutativa.
Prl: Los puntos criticos estan en x=1y x=3.

Pr2: Los intervalos de crecimiento son: (—oo,1)y (3,4+) y el

intervalo de decrecimiento es: (1, 3).

Pr3: El punto maximo es (1, g) y el punto minimo es (3, 1).

Pr4: El punto de inflexion es (2;)

Pr5: La funcion es cdncava hacia abajo en (—oo,2) y concava hacia

arriba en (2, +0).
Pr6: Las funciones g y g’ son continuas.

Pr7: La derivada es una funcion de grado menor que la funcion

original.

Procedimientos
(Pc)

Procedimiento principal 1 (Pcpl): Determinacién de los intervalos

en los que g es creciente o decreciente.

Procedimientos auxiliares (Pcal.l): Calcular la derivada de una

funcion de tercer grado (ver Figura 65).

Pcal.2: Determinar los puntos criticos de la funcién. Para ello, usa el
criterio de la primera derivada y método de completar cuadrado para
factorizar la ecuacion cuadratica y encontrar lo valores donde la

derivada vale cero (ver Figura 65).

Pcal.3: Evaluar la funcidn con valores de ubicados antes y después de
los puntos criticos para determinar los intervalos de crecimiento y

decrecimiento de la funcion (ver Figura 65).
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Figura 65. Evidencia del procedimiento para encontrar la derivada,
los puntos criticos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Pcp2: Calcular los extremos de la funcién: maximo y minimo.

Pca2.1: Evaluar la funcion derivada g’ en los puntos criticos y

considerar los intervalos de crecimiento y decrecimiento (ver Figura

66).
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Figura 66. Procedimiento para encontrar los maximos y minimos.

Pcp3: Calcular el punto de inflexion de la funcion.

Pca3.1: Calcular la derivada de una funcién de segundo grado (ver
Figura 67).

Pca3.2: Aplicar el criterio de la segunda derivada, propiedades de
inversos aditivos y operaciones aritméticas para hallar x=2 (ver Figura
67).

Pca3.3: Evaluar la funcion en x=2 para encontrar el punto de inflexion
(22) ver Figura 67.
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Figura 67. Procedimiento para calcular el punto de inflexion.

Pcp4: Determinar los intervalos de concavidad de la funcion.
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Pca4.1: Aplicar el criterio de la segunda derivada (ver Figura 68).

Pca4.2: Evaluar la funcion en dos puntos ubicados antes y después del

punto de inflexion (ver Figura 68).
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Figura 68. Procedimiento para determinar los puntos de concavidad.

Pcp5: Representacion gréafica de la funcion g y la de su derivada g’

Pcab5.1: Representacion gréfica de g a partir de la expresion algebraica

y una tabla de valores (ver Figuras 63y 64).

Pcab.2: Representacion gréafica de g’ a partir de la expresion algebraica

y una tabla de valores (ver Figuras 63y 64).

Argumentos (A)

Argumento 1 (Al): Tesis: Estos son los intervalos de crecimiento

(—o0,1)y (3,+0) y el intervalo de decrecimiento es: (1, 3).

Razén 1 (R1): Si una funcién es continua, los puntos criticos separan

intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.

R2: En esta funcion los puntos criticos son x=1 y x=3 porque para

estos valores la derivada vale 0.

R3: Existen tres intervalos y el signo de la derivada en cada uno
siempre es el mismo. Si el signo es negativo es decreciente, y si el signo

es positivo es creciente.

R4: Basta buscar el signo de la derivada para un valor cualquiera del

intervalo. Para x=0 la derivada es positiva, por tanto, en el intervalo
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(—o0,1) g es creciente. Para el valor x=2 la derivada es negativa, por
tanto, en el intervalo (1,3) g es decreciente. Para x=4 la derivada es

positiva, entonces en el intervalo (3, +o0) g es creciente.

Conclusion 1: La funcidn es creciente en los intervalos (—o, 1) y

(3, +0) y decreciente en el intervalo (1, 3).

A2: Tesis: Este es el punto maximo (1, g) y este es el punto minimo

(3, 1).

R1: En el intervalo (—oo, 1) la funcidn es creciente y en el intervalo
(1, 3) la funcion es decreciente, porque para un valor anterior a x=1 la
derivada es positiva y para un valor después de x=1, la derivada es
negativa, por tanto, g tiene un maximo en x=1. Luego, en el intervalo
(3,+0) la funcién es creciente dado que, para un valor en este

intervalo la derivada es positiva, entonces g tiene un minimo en x=3.

R2: Laimagen de x=1es g(1) = gy laimagen de x=3es g(3) = 1.

Conclusion 2: El punto maximo es (12) y el minimo es (3, 1).

A3: Tesis: El punto de inflexion de la funcién es (22)

R1: Si una funcién es continua, los puntos de inflexién separan
intervalos de concavidad (concava hacia arriba a concava hacia abajo

0 viceversa).

R2: La funcién tiene un punto de inflexion en x=2 porque la segunda

derivada g” en ese valor es igual a 0.

5

R3: Encuentra la imagen de x=2 que es g(2) = .

Conclusion 3: (22) si es el punto de inflexion.
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A4: Tesis: La funcidn g es cdncava hacia abajo en (—, 2) y concava

hacia arriba en (2, +0).

R1: El punto de inflexion es (22) existen dos intervalos y el signo de

la segunda derivada en cada uno siempre es el mismo.

R2: Basta buscar el signo de la segunda derivada para un valor
cualquiera del intervalo. Para x=1 la segunda derivada es negativa, por
tanto, en el intervalo (—o, 2) g es cdncava hacia abajo. Para el valor
x=3 la segunda derivada es positiva, por tanto, en el intervalo (2, +0),

g es concava hacia arriba.

Conclusion 4: g es concava hacia abajo en (—oo, 2) y concava hacia

arriba en (2, +).

Posteriormente, se relacionan los objetos primarios activados en la configuracion cognitiva
con base en la herramienta de FS (ver Figura 68). Cabe destacar que, en la Figura 68 se
muestran algunas funciones semioticas (1-13) porque al colocar las otras complicaria la
comprension por parte de lector. También, se ha venido siguiendo la misma linea de las
configuraciones y funciones semidticas anteriores, pero, en este caso se colocd una flecha
méas gruesa de color azul para evidenciar que algunas proposiciones se usan en los
argumentos. La otra flecha azul en sentido contrario (argumentos — proposiciones), indica
gue los argumentos justifican y validan a las proposiciones, que son las afirmaciones de cada
respuesta a las preguntas de la tarea. Asimismo, las flechas gruesas son un conjunto de FSs
que no se detallan por la densidad del contenido de la Figura 69.
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Elementos lingiiisticos

Verbal: funcién creciente y decreciente. |
punto, punto critico, punto maximo, punto
minimo, punto de inflexion, recta. grafica.
ecuacidn, recta tangente, primera derivada *
segunda derivada, derivada en un punto,
concavidad hacia arriba v hacia abajo,.
mtervalo, plano cartesiano. ..

Tabular:

Grdfico:

]

Simbolico: g(x)= %— 222 +3x+1 ;

ES Situacion problema / Tarea M
3
_ @ Dada la funcién g(x) = — 2x2 + 3x + 1,
[ ~T1: Hallar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcion. @
—

T2: Determinar los maximos y minimos.

T3: Halle los puntos de inflexion de 1a funcion.

T4: Determine los intervalos de concavidad.

TS: e) Realice una grafica de la funcién derivada
r

g

Té6: f) Explique ampliamente ;Qué relacion tiene la

Conceptos / Definiciones
Conceptos previos: punto maximo o minimo, punto de inflexion,
punto critico, recta, grafica, ecuacion, recta tangente, derivada,
segunda derivada, derivada en un punto, punto de corte, ...
*D1: La derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en

un punto.

D2: Un nimero critico de una funcidn fes un nimero ¢ en el
dominio de ftal que f'(c)=0 o f'(c)=0 no existe.
D3: “Sea fcontinua en ¢. Llamamos a (¢, f(¢)) un
punto de

inflexion de la grafica de £, s1 fes

concava hacia arriba a un lado de ¢ v concava

g(x) = x% — 4x + 3«
x=1; x=3.%

g0=3=0; g2)=1<0; g #)=3>0:"]
I de crecimiento: (—oo0, 1)y (3, +00); I de
decrecimiento: (1, 3); g'(x) =
2x — 4; x=0; x=2; ==4; g(0)=3=0; g’ (2)=
1<0; g'(4)=3>0; P. maximo (1,2)
minimo (3, 1); I. de concavidad hacia abajo
(—o0,2) v hacia ammiba (2, +); g7(1)=
-2<0; g7 (3)=2=0; P. de corte (1. 0) v (3. 0);

e . 5
\ gréafica de g con la grafica de g*7 /L hacia abajo del otro lado de ¢” (Purcell et al., 2007, p. 159). |
Procedimientos (Tabla 17)
® “Pept
Pcal.l
@ Proposiciones Peal 2
Proposiciones previas: propiedad conmutativa. 1 - -
=, " Prl: Los puntos criticos estanenx=1yx=3. —— | *Peal 3.
@__, Pr2: Los intervalos de crecimiento son: (—c0, 1)y (3, +o0) y el intervalo PCPZ-
/ de decrecimiento es: (1, 3). Pcal.l.
Pr3: El punto maximo es (1. g) v el punto mimmo es (3. 1). Pcp3
Pr4: El punto de inflexién es (2, ;) icag'_{'
I cas...
| Pr35: La funcidén es concava hacia abajo en (—oo, 2) v concava hacia
| arriba en (2, +0). @— Pca3.3.
@T Pr6: Las funciones g v g” son continuas. Pcp4.
@ r7: La derivada es una funcién de grado menor que la funcidn original. Pcad.l.
Pcad.2.
Argumentos (ver Tabla 1 Pcps.
Al A2 A3 Ad Pca5.1.
Pcas5.2.
R1-R2-R3-R4 RI1-R2 R1-R2-R3 R1-R2

P. de inflexién- (zg)

Figura 69. Funciones semidticas establecidas con los objetos primarios por parte de E1 en la resolucion de la tarea 3.
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En la Tabla 18 se presentan algunos casos de conexiones matematicas establecidas por E1 al

resolver la tarea 3 (presentadas en la Figura 69), teniendo en cuenta el conglomerado de

practicas, procesos, objetos y funciones semidticas que constituyen a la conexion.

4.3.3.3. Analisis detallado de las conexiones matematicas en la tarea 3 basado en la
integracion entre la TAC y el EOS

Tabla 18. Andlisis detallado de la actividad matematica de E1 al resolver la tarea 3.

Précticas Procesos Objetos Fun_c!o_nes Conex,|qn
semioticas matematica
Significacion  / Tarea (T1) FS1
comprension.
Pml _
Problematizacio
n.
-Resolucion de D1: La derivada es la FS2, FS3
problemas pendiente de la recta FS4
-Enunciacién y
tangente a la curva en un
Pm2 punto. , N
D2: Un nUmero critico de o
una funcion f es un Significado
ndmero ¢ en el dominio
de f tal que /”(c)=0.
Resolucion de Pcal.l: El estudiante FS5, FS6,

problemas

Pm3 Representacion
(verbal y
simbdlica)

Calcula la derivada de
3

gx) = x? —2x% +

3x + 1, que es igual a

g (x) = x? —4x + 3,

usando implicitamente la

, d(x™ _
formula %) =nx" 1

Procedimental

FS7

Resolucion de
problemas

Pm4 Representacion
(verbal y
simbdlica)

X

Pcal.2: Calculé los
puntos criticos de la
funcion. Usé el criterio
de la primera derivada,
igual6 a cero la derivada
(x2 —4x+3=0),

completd cuadrado vy
encontr6 los  puntos
criticos (x=1y x=3).

FS8y FS9  Procedimental
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Resolucion de  Pcal.3: Determind los
problemas intervalos de crecimiento
Representacion  (—o0,1)y (3, + ) y
decrecimiento (1,3). FSloy Procedimental
Ugo el criterio de la £S11
primera  derivada vy
sustituyd6 x=0 en g vy
obtuvo g¢’(0) =3 >0,
luego, sustituyé x=2en g
Pm5 y obtuvo g'(2) = -1<
0, 'y, por ultimo,
sustituyd6 x=4 en g vy
obtuvo g’(4) =3 > 0.

Argumentacion ~ Afirmo6 que en (—o,1) FS12y Implicacion
la funcion es creciente. FS13
Enunciacion Enuncio6 que, en (1,3) la
funcion es decreciente.
Representacion  Enuncié que, en (3, +o0)
la funcion es creciente.

Por otra parte, los estudiantes E2, E3, E4, E5 y E7 Resolvieron adecuadamente la tarea
propuesta, dado que, procedieron de manera similar a E1. En este sentido, solo se mostraran
algunas evidencias de conexiones matematicas realizadas por E2 y E5, quienes inicialmente
establecieron una conexion matematica de tipo significado, debido a que entienden a la
derivada como la pendiente de la recta tangente que toca a la curva en un punto (ver Figura
70).

Codigo de correspondencia

/
@ x/e’ &?. \Q
\ 0(14“'?/“ 9(,’&) en
W e = F W ad0.
) fV“ .
Antecedente/Expresion vacio- '\emat/tﬁ ()uf\)(O Ag:\'ﬂ Consecuente/Contenido
\U La pendiente de la recta
La derivada | » . > tangente a la curva en
un punto.

Procesos: Resolucion de problemas - Significacion - Enunciacion.

Figura 70. Evidencia de la Conexion matematica de significado
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Posteriormente, hicieron una conexion de tipo

3
gx) = x? — 2x2 4 3x + 1, obteniendo como

procedimental cuando derivaron la funcién

resultado a h'(x) =x?2—4x+3 (asi la

denominé E2) y g'(x) = x% — 4x + 3 (asi la denomind E5), donde usaron implicitamente la

7 d(x") n—-1 .
formula —— = nx™"". Luego, por medio

encontraron las raices del polinomio cuadratico

de otra conexion de tipo procedimental

a través de la factorizacién encontrando dos

raices (x; = 1y x, = 3), que serian las abscisas de los puntos criticos (ver Figura 71).

(,Q,l-m -7 )r'SxH@ﬂH 3_“ - 2(2x] +3 CEs 3
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Figura 71. Conexiones matematicas de tipo procedimental.

Luego, E2 y E5 hicieron conexiones matematicas de tipo procedimental debido a que,

evaluaron la funcion en diferentes valores de x que se ubicaran antes y después de los puntos

criticos (x; = 1 y x, = 3), de lo cual obtuvieron que la funcion es creciente en los intervalos:

(—o0,1)y (3,+x), Y, decreciente en el intervalo (1, 3), ver Figura 72.
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Figura 72. Intervalos de crec

imiento y decrecimiento.
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En el procedimiento seguido en la Figura 72, E2 y E5 usaron proposiciones soportadas con
argumentos, las cuales se reconocieron como conexiones matematicas de tipo implicacion,
por ejemplo, E2 se baso en los criterios de la primera derivada: “si la derivada de una funcion
evaluada en un punto perteneciente a un intervalo | es mayor que cero, entonces la funcion
original es creciente en I, 0 bien, “si la derivada de una funcién evaluada en un punto
perteneciente a | es menor que cero, entonces la funcién original es creciente”.
Seguidamente, para hallar los valores extremos de la funcién, E2 uso el criterio de la primera
derivada estableciendo una conexién de tipo procedimental y mencionaba que “en el valor
x=1 la funcion pasa de ser creciente a decreciente, entonces en x=1 hay un maximo” y “en
el valor x=3 la funcion pasa de ser decreciente a creciente, entonces en x=3 hay un minimo”.
No obstante, E2 procedi6 equivocadamente al realizar operaciones aritméticas, lo cual no le
permitio hallar el punto minimo adecuado (ver Figura 73). Mientras que, E5 hizo conexiones
matematicas de tipo implicacion teniendo en cuenta el criterio de la segunda derivada, por
ejemplo, ya sabia que en x=1 y x=3 la derivada es igual a cero, por lo tanto, a través de
conexiones de tipo procedimental e implicacion para hallar el maximo y el minimo (ver
Figura 73).
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Figura 73. Conexiones matematicas para hallar el maximo y el minimo.

Por su parte E5 hizo conexiones matematicas de implicacion inferidas del uso de relaciones
I6gicas, por ejemplo, si g”(1) < 0, entonces en g(1) hay un maximo relativo, y, si g”(3) >

0, entonces en g(3) hay un minimo relativo. Ademas, en la Figura 72 se evidencia la
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conexion matematica representaciones diferentes alternas entre la gréafica de la funcién y su

expresion algebraica o simbdlica.

Para hallar el punto de inflexidn, los estudiantes E2 y E5 hicieron la conexion de tipo
procedimental dado que aplicaron el criterio de la segunda derivada, igualaron a cero 2x —

4 = 0, obteniendo que x=2. Luego, sustituyeron a x=2 en la funcion original, hicieron

. . fan 5 .
algunas operaciones aritméticas y encontraron el valor y = p lo cual les permitio encontrar

el punto de inflexion (22) ver Figura 73. Posteriormente, mediante las conexiones de tipo

procedimental e implicacion, porque aplicaron el criterio de la segunda derivada y las
relaciones logicas para determinar los intervalos de concavidad. Para ello evaluaron la
segunda derivada en x=1 y x=3, de lo cual obtuvieron que g”(1) = —2 < 0 entonces g es
concava hacia abajo en (—o0,2), y g”(3) = 2 > 0 entonces g es concava hacia arriba en

(2, 40), ver Figura 74.
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Figura 74. Conexiones matematicas para hallar el punto de inflexion e intervalos de
concavidad.
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Por ultimo, E2 y E5 establecieron conexiones matematicas de tipo representaciones
diferentes y de parte-todo para hacer la gréfica de la derivada, quienes activaron procesos de
resolucion de problemas y representacion (ver Figura 75).
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Figura 75. Conexiones matematicas de tipo representaciones diferentes y parte-todo.
4.3.4. Conexiones matematicas establecidas en la resolucién de la tarea 4
4.3.4.1. Préacticas matematicas (Pm1, ..., Pm20)

Pm1. El estudiante E1 leyd y entendio el inciso a) de la tarea propuesta.
Pm2. Enuncio la derivada como la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto.
Pma3. Identificd los puntos criticos en la grafica que es donde la derivada se hace cero.

Pm4. Determind los intervalos de crecimiento (—oo,—1) y ( 2, +), y decrecimiento en el
intervalo (-1, 2) de la funcién f, a partir de la grafica dada y considerando el signo de la

pendiente de la recta tangente.
Pmb5. El estudiante E1 leyd y entendio el inciso b) de la tarea propuesta.

Pm6. Encontrd el punto maximo de la funcién. Para ello sefialé el punto (con abscisa en x=-
1) en la gréfica de f y enuncio que, en ese punto la gréfica de la derivada f” corta al eje X, es

igual a cero.

Pm7. Encontro el punto minimo de la funcion. Para ello sefialé el punto (en x=2) en la gréfica

de f y enuncié que, en ese punto la gréfica de la derivada f” corta al eje x, es igual a cero.

Pm8. El estudiante E1 leyd y entendio el inciso ¢) de la tarea propuesta.
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Pm9. Enuncié que el punto de inflexion es x=0 en el origen del plano de coordenadas

cartesianas, dado que ahi la funcion cambia de concava hacia arriba a concava hacia abajo

(el estudiante hace gestos con sus manos refiriéndose a la concavidad, ver Figura 76).

Figura 76. Gestos de E1 para referirse a la concavidad de f.

Pm10. El estudiante E1 ley6 y entendid el inciso d) de la tarea propuesta.

Pm11. Con base en la gréfica, E1 explica que la funcion es concava hacia abajo en el intervalo

(—o0,0) y céncava hacia arriba en el intervalo (0, +).
Pm12. El estudiante E1 ley6 y entendid el inciso €) de la tarea propuesta.

Pm13. Dibujé la gréafica de la derivada. Para ello, dibujo primero dibujé un plano de

coordenadas cartesianas.
Pm14. Ubicé los puntos donde la derivada es igual a cero (x=-1y x=2).

Pm15. Enuncio6 que en el intervalo (—oo, —1) la funcién f es creciente, entonces la derivada
/" es positiva y la dibujo. Ademas, explicé que en ese intervalo las pendientes de las rectas a
la curva son positivas y enunci6 que la derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva,

entonces la derivada es positiva.

Pm16: Enuncid que donde la grafica de f tiene un maximo en la abscisa x=-1, la derivada se

hace cero, se cruza con el eje de las x.

Pm17. Enuncié que en el intervalo (—1,2) la funcion f es decreciente, entonces las
pendientes de las rectas tangentes son negativas, la derivada es negativa, debe estar por

debajo del eje x y la dibujo.

Pm18. Enunci6é que la funcién tiene un punto de inflexion en el punto de abscisa x=0,

entonces la grafica de la derivada tiene un minimo.

Pm19. Enuncié que la funcion tiene un minimo, la pendiente es cero en el punto de abscisa

X=2, entonces f” es igual a cero, f” tiene que cortar el eje x en x=2.
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Pm20. Enuncié que la funcion es creciente en el intervalo (2, +), entonces tiene sus

pendientes positivas, la grafica de /” es positiva, debe estar por encima del eje x y la dibujé.

A continuacion, se presenta detalladamente la configuracién cognitiva de objetos primarios

activados por E1 al resolver la cuarta tarea propuesta.

4.3.4.2. Configuracion cognitiva de objetos primarios de E1 sobre la tarea 4

En este apartado se presentan la configuracion de objetos primarios evidenciados en las

practicas matematicas secuenciadas Utiles para resolver la tarea 4.

Tabla 19. Configuracion cognitiva activada de objetos primarios de E1 para la resolucion de

la tarea 4.
Objetos N
L Descripcion
primarios
Dada la gréfica de la funcion f (ver Figura 77), determina:
T1: a) Los intervalos en los que f es creciente o decreciente.
L T2: b) En qué puntos la funcion tiene maximo relativo o minimo
Situaciones .
problemas relativo, . : L .
ITarea (T) T3:¢) Las atgs_msas de los puntos de |nfle>,<|on de la f_uncm_m. ,
T4: d) En qué intervalo la gréfica de f es concava hacia arriba o concava
hacia abajo.
T5: e) Realiza una posible grafica de la funcion derivada /.
Verbal: Punto, pendiente, funcion, gréfica de la funcion, funcién
derivada, derivada en un punto, segunda derivada, tangente, recta
tangente, ...
Simbdlico: f, /7, intervalos: (—o0, —1); (2, +»); (-1, 2); (—, 0); (O,
+00); Puntos: (0, 0); X=-1; x=2; x=0.
Gréfico: ver la Figura 77.
Elementos Grafica de f y Grificadef” 1 ¢
lingiifsticos “ 4
Figura 77. Representacion graficade fy f'.
Conceptos previos: punto maximo o minimo, punto de inflexion, punto
Conceptos/ ] ] ) )
Definiciones  critico, recta, grafica, ecuacion, recta tangente, derivada, segunda
(D) derivada, derivada en un punto, punto de corte, ...
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D1: La derivada como la pendiente de la recta tangente a la curva en un
punto.

D2: Un namero critico de una funciéon f es un namero ¢ en el dominio
de f tal que /’(c)=0 0 f’(c)=0 no existe.

D3: “Sea f continua en c. LIamamos a (c, f (¢)) un punto de
inflexion de la gréfica de f, si f es concava hacia arriba a un lado de cy
concava hacia abajo del otro lado de ¢” (Purcell et al., 2007, p. 159).

Proposiciones /
Propiedades (Pr)

Proposiciones: ver Figura 78.
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Figura 78. Evidencia escrita sobre las proposiciones.

Procedimientos
(Pc)

Procedimiento principal 1 (Pcpl): Encontrar los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

Procedimiento auxiliar 1.1 (Pcal.1): Ubicd los puntos criticos (x=-1
y x=2) en la grafica dada y mencion6 que ahi la derivada se hace cero.
Pcal.2: Con base en la grafica dada sefial6 que la grafica es creciente

en (—oo,—1) y (2, +), y decreciente en (-1, 2).

Pcp2: Determinar los extremos en la grafica de la funcion dada.
Pca2.1: Sefialo el punto con abscisa en x=-1 en la grafica de f,

mencionando que ese es el maximo.
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Pca2.2: Sefial6 el punto con abscisa x=2 en la grafica de f, mencionado

que ese el minimo de la funcion.

Pcp3: Determinar el punto de inflexion de la funcion dada.
Pca3.1: Sefialo el punto con abscisa en x=0 en la gréfica de f,

mencionando que ese es el punto de inflexion.

Pcp4: Determinar los intervalos de concavidad de la funcion dada.
Pca4.1l: Menciona que en el punto x=0 la funcion cambia de
concavidad y afirmo que en (—oo, 0) la funcidén es cdncava hacia abajo

y en (0, +0), es concava hacia arriba.

Pcp5: Hacer un bosquejo de 1.

Pcab5.1: Hacer un sistema de coordenadas cartesianas.

Pca5.2: Ubicar los puntos de abscisa x=-1 y x=2 que son los puntos de
corte de la derivada con el eje x.

Pcab5.3: Bosqueja la gréafica de /” por partes, considerando los intervalos

de crecimiento y los extremos de la funcion y el punto de inflexion.

Argumentos (A)

Al: Tesis: Los intervalos de crecimientos son (—oo, —1) y ( 2, +), el
intervalo de decrecimiento es (—1, 2).
Razén 1 (R1): Si una funcion es continua, los puntos criticos separan

intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.

R2: En esta funcion los puntos criticos son x = —1y x = 2 dado que
para estos valores la derivada vale 0.

R3: Existen tres intervalos y el signo de la derivada en cada uno
siempre es el mismo. Si el signo de la pendiente es negativo f es
decreciente, y si el signo de la pendiente es positivo f es creciente.

Conclusién: La funcion es creciente en los intervalos (—oo,—1) y
(2,400) y decreciente en el intervalo (-1, 2).

A2: Tesis: El punto maximo esta en x=-1 y el punto minimo esta en
x =2
R1: En x=-1y en x=2 la gréfica de la derivada corta al eje x, y la

pendiente es igual a cero.
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R2: si la funcion es creciente y en un punto pasa ser decreciente,
entonces hay un maximo, y, si la funcion es decreciente y en un punto
pasa a ser creciente, entonces ese punto es un minimo.

Conclusion 2: La funcidn tiene un maximo en x=-1 y un minimo en
X=2.
A3: Tesis: El punto de inflexion esta en x=0.

R1: En ese punto la funcion cambia de cdncava hacia arriba a concava
hacia abajo.

R2: E1 hace gestos con sus manos refiriéndose a la concavidad (ver
Figura 75).

Conclusion 3: En el punto de abscisa x=0 si esta el punto de inflexion.
A4: Tesis: La funcion es céncava hacia abajo en (—oo,0) y concava

hacia arriba en (0, 4+c0).

R1: la funcion es continua y tiene un punto de inflexion en x=0, donde
deja de ser cdncava hacia abajo y pasa a ser concava hacia arriba (hace
un gesto con su mano).

Conclusion: La funcidn si es concava hacia abajo en (—oo,0) y si €s

cdéncava hacia arriba en (0, +0).

Con base en las practicas matematicas y la configuracion de objetos primarios de la Tabla

19, se presentan algunos ejemplos de funciones semidticas en la Figura 79.
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Conceptos previos: punto maximo o minimo, punto de inflexion,

Elementos lingiiisticos FS | Situacién problema / Tarea ‘ Y ,: Conceptos / Definiciones

Verbal: funcién creciente y decreciente, | Dada la grafica de la funcion f] determina: +%55% to criti + (i it + derivad
punto, punto critico, punto maximo, punto 2) ™ T1: a) Los intervalos en los que fes pEoa co,r e grra 0, Setae Oh, Soon g ThTRER,
sihiino, punth te-inflaxitn, racta, gréfica, ereciente odecreriente: | 3 segunda derivada, derivada en un punto, punto de corte, ...

» D1: La derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en

ecuacion, recta tangente, primera derivada® | T

segundg deri\-'ada, delti\-'ada £ bn puqto, T2: b) Hallar el punto maximo relativo o minimo relativo. U P,
_concax-ldad hacia m1ba y hacia abajo,, T3: c) Las abscisas de los puntos de inflexion de la funcion. . " . i
intervalo, plano cartesiano. .. . : 5 - : D2: Un niimero critico de una funcion fes un nimero ¢ en el
T4: d) Hallar los donde la grafica de f'es concava hacia arriba o - \ ; .
2 ; i domuinio de ftal que f’(c)=0 o f(c)=0 no existe.
Grifico: concava hacia abajo. > :
) . ) , . . , D3: “Sea fcontinua en ¢. Llamamos a (¢, f(¢)) un
T5: &) Realiza una posible grafica de la funcion derivada /7. (g) : i o :
o 5 T 0 o punto de _mﬂe)_uon de la grafica de f, s1fes
/ i i concava hacia arriba a un lado de ¢ y concava
\ / L hacia abajo del otro lado de ¢ (Purcell et al_, 2007, p. 159). )
I /
e L Procedimientos (Tabla 19)
s M
| 9) Proposiciones » Pcpl-
:;Erl:l‘, guisden d b @ cwcdaat en les dabesvelos? Pcal.l.
[ ey ¥ LR Pcal.2.
o aheauwhe
__________________ /41*;/2',5_0 %\‘;wm 4§ e decgenuente en &N o Pcp2.
| = Pca2.l.

Yo, 2y,
: ------------ S T Pr3 iz TIPS N =N Pca2.2.
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s
SRR Pl un (o, 3 =0)

Pca5.1.

I Argumentos (ver Tabla 19) Pcas.2.
Pca5.3.
TN A2 A3 A4 \ )

RI1-R2-R3 RI-R2 R1-R2 Rl

Figura 79. Funciones semioticas establecidas con los objetos primarios por parte de E1 en la resolucion de la tarea 4.
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Es oportuno mencionar que, en la Figura 79 las flechas gruesas de color azul se refieren a

que las proposiciones se relacionan con los argumentos y estos validan y soportan cada

afirmacion contenida en las casillas de proposiciones y procedimientos.

4.3.4.3. Analisis detallado de las conexiones matematicas en la tarea 3 basado en la
integracion entre la TAC y el EOS

En la Tabla 20 se presentan algunas conexiones matematicas establecidas por E1 al resolver

la tarea 4 (presentadas en la Figura 79), teniendo en cuenta el conglomerado de précticas,

procesos, objetos (Tabla 19) y funciones semidticas que constituyen a la conexion.

Tabla 20. Anédlisis detallado de la actividad matematica de E1 al resolver la tarea 4.

Préacticas Procesos Objetos Fung:!o_nes Conex,|qn
semidticas matematica
Significacion  / Tarea (T1) FS1
comprension.
Pml -
Problematizacion
-Resolucion  de D1: La derivada es la FS2, FS3
problemas pendiente de la recta  y pgy
L tangente a la curva en un
oD -Enunciacion punto.
D2: Un numero critico de Significado
una funcion f es un
namero ¢ en el dominio
de f tal que /”(c)=0.
Resolucion de Pcal.l: El estudiante FS5, FS6,
problemas l(JbICé los punto)s crl'tlcclns Procedimental
x=-1 y x=2) en la
Pm3 i6
Representa/c!on grafica dada y menciond .
(verbal, gréficay hi la derivad FS7 v ES8 Representaciones
simbdlica) que ani fa derivada se y diferentes
hace cero.
Resolucién de  Pcal.2: Determind los FS9y Procedimental
problemas intervalos de crecimiento
(—OO,—l) y (2,+OO), y ]
decrecimiento en el Representaciones
Pm4 Representacion  intervalo (-1, 2) de la diferentes

(verbal, graficay
simbdlica)

funcion f, a partir de la
grafica dada y
considerando el signo de

FS10
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la pendiente de la recta Implicacion
Argumentacion  tangente. FS11y

Al (Figura 78) Si la FS12
funcion es creciente, las
pendientes de esta recta

tangente son positivas, es

decir, la derivada es

positiva.

En relacion con los otros estudiantes, se evidencié que E2, E3 y E7 realizaron conexiones
matematicas de manera similar que E1, lo cual les permitié resolver la tarea 4 adecuadamente

(ver Figura 80).

Figura 80. Representacion grafica de f' construida a partir de la informacion de f.

4.3.5. Conexiones matematicas establecidas en la resolucién de la tarea 5

4.3.5.1. Practicas matemadticas (Pml, ..., Pml13)

Pm1. El estudiante E1 leyd y comprendio en inciso a) de la tarea 5.

Pm2. Entiende la derivada como la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto y al
punto critico como el punto donde la derivada se hace cero y la funcién tiene un maximo o

un minimo.

Pm3. Determind los puntos criticos de la funcion f con abscisa en x=-2, x=1y x=5. Para ello
considero la gréfica de f” se le dio en la tarea. Ademas, mencion6 que eso son los puntos
criticos porque ahi la grafica de 1~ corta al eje de las x, es donde la derivada se hace cero y

puede haber un maximo o un minimo.
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Pm4. El estudiante E1 leyé y comprendid en inciso b) de la tarea 5.

Pmb5. Encontré que los intervalos de decrecimiento de la funcion son: (—oo, —2) y (1, 5), los
intervalos de crecimiento son: (-2, 1) y (5, +). Para ello usé el criterio de la primera
derivada dado que mencioné que, en (—oo,—2) la derivada es negativa, esta en el tercer
cuadrante, entonces en este intervalo, la funcion en decreciente. La funcién es creciente en
el intervalo (-2, 1). Para ello, argumentd que en este intervalo la derivada es positiva, entonces
la funcion original es creciente en (-2, 1). En el intervalo (1, 5) la funcién es decreciente
porque si la derivada es negativa es negativa en este intervalo, entonces la funcion es
decreciente. Luego, determind que la funcién es creciente en el intervalo ( 5, +0). En este

caso argumento que la derivada en positiva en ( 5, 4+00), entonces la funcion es creciente.
Pm6. El estudiante E1 leyd y comprendio en inciso c¢) de la tarea 5.

Pm7. Determind que x=-2 es un punto critico, la derivada es cero, entonces hay un minimo.

Menciond que la funcion viene decreciendo y en el punto de abscisa x=-2 pasa a crecer.

Pm8. Encontrd que la funcidn tiene un maximo en el punto de abscisa x=1. Para ello, afirmé
que en x=1 la derivada corta al eje x y es igual a cero y, viene de ser creciente y en ese punto

pasa a ser decreciente, entonces ahi la funcion tiene un maximo.

Pm9. Encontré que la funcion tiene otro minimo en x=>5. Para ello argumento6 que en x=5
hay un punto critico donde la derivada es cero y la funcion viene ser creciente y cambia a

decreciente en x=5, entonces es un minimo de la funcién.

Pm10. El estudiante E1 ley6 y comprendio en inciso d) de la tarea 5.

Pm11. Determind los puntos de inflexién en x = —%y x=3, argumentando que estos se

ubican donde la derivada alcanza un méximo o un minimo, es decir, que los puntos donde

la derivada tiene un maximo o minimo, la funcion original tiene un punto de inflexion.

P - , . . . 1
Pm12. Encontrd que la funcion f es concava hacia arriba en el intervalo (—oo, - E) y de

(3,+). Enelintervalo de (— % 3) es concava hacia abajo. Para ello, tuvo en cuenta que

la funcion cambia de concavidad en sus puntos de inflexion.
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Pm13. E1 bosquejé la grafica de f de manera simultanea cuando iba respondiendo los incisos

a,b,cyd.

4.3.5.2. Configuracion cognitiva de objetos primarios activados en resolucién de la tarea

5

A continuacidn, se presenta la configuracion de objetos primarios movilizados por E1 en la

resolucion de la tarea 5 (ver Tabla 21).

Tabla 21. Configuracion cognitiva activada de objetos primarios de E1 para la resolucién de

la tarea 5.
Objetos Descripcion

primarios
Dada la grafica de la derivada de f (ver Figura 81), bosqueja la(s)
posible(s) grafica(s) de la funcion f. Argumenta tu respuesta y, ademas,
determina:
T1: a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

Situaciones ] , . .

oroblemas T2: b) Los valores maximos o minimos de f.

[Tarea (T) T3: ¢) Los puntos de inflexion.
T4: d) Los intervalos donde f es concava hacia arriba o cdncava hacia
abajo.
T5: e) Esboza la gréfica de f considerando la informacion de la gréfica
de /.
Verbal: funcion creciente y decreciente, punto, punto critico, punto
méaximo, punto minimo, punto de inflexion, recta, gréfica, ecuacion,
recta tangente, primera derivada, segunda derivada, derivada en un
punto, concavidad hacia arriba y hacia abajo, intervalo, plano

Elementos cartesiano. ..

linguisticos

Simbolico: f, 1, f'(x), x=-2; x=1; x=5; I. de decrecimiento: (—o0, —2) y
(1, 5); I. de crecimiento: (-2, 1) y (5, +o0). P. minimo en x=-2 y x=5; P.
méaximo en x=5. P. de inflexionen x = — % y x=3. Cdncava hacia arriba

enl. (—oo, — %) y (3, +o0); Concava hacia abajo en I. (— % 3).

Graéfico: ver la Figura 81.
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y Grafica de f~

Figura 81. Representacion graficade 'y f.

Conceptos previos: punto méximo o minimo, punto de inflexion, punto

critico, recta, grafica, ecuacion, recta tangente, derivada, segunda

derivada, derivada en un punto, punto de corte, ...

D1: La derivada como la pendiente de la recta tangente a la curva en un
Conceptos/ punto.

Deflr(1ll:;:)|ones D2: Un nimero critico de una funcién f es un namero c en el dominio
de f tal que /’(c)=0 0 f’(c)=0 no existe.
D3: “Sea f continua en c. LIamamos a (c, f (¢)) un punto de

inflexion de la gréfica de f, si f es concava hacia arriba a un lado de cy

concava hacia abajo del otro lado de ¢” (Purcell et al., 2007, p. 159).
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Proposiciones /
Propiedades (Pr)

Proposiciones: ver Figura 82.

Brl

Ccﬂ
"—5 ’bl/ vy S
salevales  de

z,l) ['15):(-5’“”)

v,
Covo | onTEOCRIS AR X

woluces de §=x)

S R
LUEL‘___:)."E)S’ JentcurutnNto  50R

Slck) a0 kk(l-
Fom

';:c.l.\ o>

c\cx\lMuc!“"

e Pr2

Pr3
dewceey w\\ . Prd4

{ fon cuor &7 ‘l';“"“'“"
RO

- N c’h s (\gl.\;('“\ L
b v

- 5 e
lw  toacuor
( A\ ’J\

‘uﬁ(grﬁ

Cets \.'f.l\\ - PI‘5
5) la
e

¢} én" eV pualo VG co =4 iyl Moy CoRRts Pr6 H. |
en e ‘?\N\‘ © C,'(\;‘u' (88 1 l&\j un (“(L'Au"\li PI'7
en ol ‘Poﬁ"o cx o o Cu 5 L“-J un Mu'l\d"“'PrS
J\ los -p.n.{m‘.v de  dnflexudn o
ot oce= 3 B0
asveba
lee Tuncuon &5  concaVa hacaa
" A Prl10
cn o) gnbecvnle (—e=, -%L\
,» don Wuacdoe o> concavo haeuu “Lu;\oPrll

(S0 L,\ ;'\‘-;,\N\\\(& (“ 1;., ' 3}

o' \u

[ (3]

anta bo

"\ucdk\
Pr12

Figura 82. Evidencia escrita sobre las proposicioﬁes.

Yuncoon &S ComcuN

‘,"\\\’,.(Vlh‘b ('5 Ty “r)

Procedimientos
(Pc)

Procedimiento principal 1 (Pcpl): Encontrar los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

Procedimiento auxiliar 1.1 (Pcal.1): Ubico los puntos criticos (x=-2,
x=1y x=5) en la grafica dada y menciond que ahi la derivada se hace
cero.

Pcal.2: Con base en la grafica dada sefialo que la funcion es

decreciente en (—o, —2) y (1, 5), y, creciente en (-2, 1) y (5, +).

Pcp2: Determinar los extremos en la grafica de la funcién dada.
Pca2.1: Determin6 que x=-2 es un punto critico porque la derivada es

cero y existe un minimo.
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Pca2.2: DeterminG que x=1 es un punto critico porque la derivada es
cero y existe un maximo.
Pca2.3: Determind que x=5 es un punto critico porque la derivada es

cero y existe un minimo de la funcion.

Pcp3: Determinar el punto de inflexion de la funcion dada.

Pca3.1: Encontrd que la funcion tiene dos puntos de inflexion en x =

1 —
—EyX—B.

Pcp4: Determinar los intervalos de concavidad de la funcion dada.

Pca4.1: Menciona que en los puntos de inflexién con las abscisas en

1 ., . . . p
xX==zY x=3, la funcién cambia de concavidad y afirm6 que es

P - . 1 , . .
céncava hacia arriba en (—oo - E) y (3, +0), y, concava hacia abajo en

(-19)

Pcp5: Hacer un bosquejo de f a partir de la grafica de /.

Pca5.1: Ubicar los puntos de abscisa x=-2, x=1 y x=5 que son los
puntos de corte de la derivada con el eje x, lo cual deja ver que la
funcion tiene maximo o minimo.

Pcab5.2: Bosqueja la gréafica de /” por partes, considerando los intervalos

de crecimiento y los extremos de la funcion y el punto de inflexion.

Argumentos (A)

Al: Tesis: Los intervalos de decrecimiento son (-, —2) y (1, 5), y, de
crecimiento son (-2, 1) y (5, +o0).
Razén 1 (R1): Si una funcién es continua, los puntos criticos separan

intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.

R2: En esta funcion los puntos criticos son x=-2, x=1 y x=5 dado que
para estos valores la derivada vale 0.

R3: Existen cuatro intervalos y el signo de la derivada en cada uno
siempre es el mismo. Si el signo de la pendiente es negativo f es
decreciente, y si el signo de la pendiente es positivo f es creciente.

Conclusion: La funcion es decreciente en los intervalos (—o, —2) y (1,
5), v, creciente en (-2, 1) y (5, +o0).

A2: Tesis: Los puntos minimos de f estan en x=-2 y x=5, y, el punto

maximo esta en x=1.
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R1: En x=-2 y en x=5 la gréfica de la derivada corta al eje x, y la
pendiente es igual a cero.

R2: Si la funcion es decreciente y en un punto pasa ser creciente,
entonces hay un minimo, y, si la funcion es creciente y en un punto
pasa a ser decreciente, entonces ese punto es un maximo.

Conclusion 2: La funcion tiene dos puntos minimos, en x=-2 y en x=5
y un maximo en x=1.

A3: Tesis: La funcidn tiene dos puntos de inflexion, unoen x = — % y

el otro en x=3.
R1: En ese punto la funcion cambia de cdncava hacia arriba a céncava
hacia abajo.

.y, . 1 .z
Conclusion 3: En los puntos de abscisas x = =z x=3, la funcién
tiene puntos de inflexion.

A4: Tesis: La funcion es concava hacia arriba en (—oo - %) y (3, +0),
h . . 1
Yy, concava hacia abajo en (— > 3).

R1: La funcion es continua y tiene un punto de inflexion en x = —%y

x=3, donde deja de ser concava hacia abajo y pasa a ser concava hacia

arriba (hace un gesto con su mano).

-z -z , 7 - . 1
Conclusion: La funcion si es concava hacia arriba en (—oo - 5) y (3,

s 7 - - 1
+00), y, si s concava hacia abajo en (— > 3).

Después de elaborar la configuracion de E1 cuando resolvid la tarea 5, se procede a presentar

algunas funciones semidticas entre los objetos primarios (ver Figura 83).
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Elementos lingiiisticos

Verbal: Punto critico;

funcion creciente ¥

tangente, primera derivada
segunda derivada, derivada en un punto,

concavidad hacia arriba y hacia abajo,

y decreciente. | 10
punto, punto maximo, punto minimo, pu 2 @
de inflexion, recta, grafica, ecuacion, rec

_@_ Situacion problema / Tarea
ada la grafica de la funcion f, determina:

D
LT]: Hallar los puntos criticos de f.

Conceptos / Definiciones
Conceptos previps: punto maximo o minimo, punto de inflexion,
punto critico, recta, grafica, ecuacidn, recta tangente, derivada,
segunda derivada, derivada en un punto, punto de corte, ...
» D1: La derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en

]

T3: c) Hallar el punto maximo relativo o minimo relativo.
T4: d) Los puntos de inflexion de la funcion.

intervalo, plano cartesiano. .. Grdfico:
Y Gricades 7  Gaak| s

L\

concava hacia abajo.

| "T2: b) a) Los intervalos en los que fes creciente o decreciente.

T5: e) Hallar los donde la grafica de fes concava hacia arriba o

(% Té6: f) Realiza una posible grafica de la funcion derivada f.

un punto.

D2: Un numero critico de una funcion f es un nimero ¢ en el
dominio de ftal que f’(¢)=0 o f’(c)=0 no existe.
D3: “Sea fcontinua en ¢. Llamamos a (¢, f(¢)) un
<> punto de inflexion de la grafica de f] si fes
concava hacia arriba a un lado de ¢ y concava

hacia abajo del otro lado de ¢” (Purcell et al_, 2007, p. 159).

ﬁ‘..‘ '.‘;_U/

+

Simbolico:

P. minimo en x=-2 y x=5; P. maximo

en x=5.
. . 1
P. de inflexién en x = == ¥ x=3.
< : i 1
Céncava hacia arriba en L (—00, — E)

v (3, +o0); Concava hacia abajo en 1.

'd ™
B Procedimientos (Tabla 21)

Proposiciones

» Pcpl-
Pcal.l. '@
Pcal.2.
Pcp2.
Pca2.l.
Pca2.2.
Pca2.3.
Pcp3
Pca3.l.
Pcp4.

Pca4d.l.
Pcps.
Pca5.1.

Argumentos (ver Tabla 21)

Pca5.2.

- |
v

Al A2 A3

(-i3)

A4

R1-R2-R3 RI-R2 R1

R1

Figura 83. Funciones semidticas establecidas con los objetos primarios por parte de E1 en la resolucion de la tarea 5.
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En la Figura 83 se evidencian las funciones semidticas entre los objetos primarios activados

por E1 para responder adecuadamente a la primera pregunta de la tarea 5. Ahora bien, en la

Tabla 22 se muestran algunas conexiones matemaéticas establecidas por E1 para hallar los

intervalos de crecimiento y decrecimiento, detalladas en términos de practicas, procesos,

objetos y funciones semioticas.

Tabla 22. Andlisis detallado de la actividad matematica de E1 al resolver la tarea 5.

Précticas Procesos Objetos Funf:!o_nes Conexllqn
semioticas matematica
Significacion  / Tarea (T1)
Pm1 comprension. ES1
Problematizacién
Resolucién de D1: La derivada es la
problemas pendiente de la recta
tangente a la curva en un
punto. FS2, FS3
Pm2 _Enunciacién ) - Fs4
D2: Un ndmero critico de y
una funcion f es un o
namero ¢ en el dominio Significado
de f tal que f(c)=0.
B Pcal.l: El estudiante FS5,FS6,  Procedimental
Resolucion de identifico los  puntos
problemas criticos (en x=-2, x=1vy
Pm3 x=5) en la gréfica dada,
Representacion afirmando que ahi la
- Representaciones
(\_/erbfall_, gréficay derivada se hace cero. FS7. FS8 diferentes
simbdlica) y FS9
Significacion  /
Pm4  comprension. T2 FS10
Problematizacion

intervalos de

problemas 1O
decrecimiento de la
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funcion son: (—o, —2) y

(1, 5), los intervalos de

crecimientoson: (-2,1)y  FSlly Procedimental
(5,40). Paraello usé el

criterio de la primera

derivada.

E1 hizo representaciones
graficas y simbolicas
(intervalos)

Represent,agién simultaneamente.
(verbal, graficay FS12y

simbolica) FS13  Representaciones

Al (Figura 83) Si la diferentes
derivada es positiva en
un intervalo I, entonces
la funcidn es creciente en
B I. Si la derivada es FS14y
Argumentacion  pegativa en I, entonces la Implicacion
funcion es decreciente en FS15
l.

Los estudiantes E2, E3 y E7 también lograron establecer conexiones matematicas para
resolver la tarea 5. A continuacion, se muestran evidencias de las gréaficas de f que los
estudiantes realizaron basandose en la informacion de la gréafica de la derivada (ver Figura
84).

oo @/ i = CED)
WG 47 | Z2))
\° \\ l ‘ \’I LA

Figura 84. Grafica de f a partir de la informacion de f .
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Cabe destacar que, en la resolucion de las tareas 4 y 5 se evidenciaron conexiones
matematicas de tipo significado, parte-todo, representaciones diferentes, procedimental e
implicacion. Particularmente, las conexiones matemaéticas de tipo implicacion establecidas
por E1, E2, E3 y E7 cuando resolvieron las tareas (ver Tablas 20 y 22), son el fundamento
de la conexién matematica de tipo reversibilidad, debido a que son relaciones ldgicas
bidireccionales realizadas para graficar a /” con base en la informacion de f, o bien, graficar

a f con base en la informacidn de f°, como se muestra en la Figura 85.

— I TAC: Conexion matematica de implicacion 1

Antecedente | f @

Consecuente [f’ )

Codigo de correspondencia
E1: Si la grafica de fen los intervalos (—, —1)
y (2, +o0) es creciente, entonces en esos
intervalos f~ es positiva.

| = > ‘

- . EOS: Pm4-Resolucion de problemas, Representacion,
Lenguaje grafico Argumentacioén-Pcal.2.-FS9, FS10, FS11 y FS12.

T 4
»

Lenguaje grafico

Consecuente | f J I TAC: Conexion matematica de implicacion 2 | Antecedente 7 |

Codigo de correspondencia
E1: Si la derivada es positiva en los intervalos (-
2, 1) y (5, +0), entonces en esos intervalos la
funcion fes creciente.

Sl < -

EOS: Pm5-Resolucion de problemas, Representacion,
Lenguaje grafico | Argumentacion-Pcal.2.-FS11, FS12, FS13, FS14y FSI5.

Tarea 5
*

Lenguaje grafico

Figura 85. Estructura de la conexion matematica de reversibilidad desde la TAC y el EOS.

Por otra parte, el analisis de las conexiones matematicas realizado en las tareas 1, 2, 3,4y 5
fue minucioso, mostrando detalladamente como se constituye cada conexion establecida por
los estudiantes para resolver las tareas. En adelante, en las tareas 6 y 7 se presentaran
ejemplos de las practicas matematicas, una parte de la configuracion cognitiva de los

estudiantes, algunas funciones semidticas y un esquema de las conexiones matematicas.

4.3.6. Conexiones matematicas establecidas en la resolucién de la tarea 6

Los estudiantes E1, E2, E3 y E7, resolvieron adecuadamente la tarea 6, dado que,
establecieron conexiones de tipo procedimental como el paso a paso seguido para bosquejar

la grafica de la funcion originas. Se evidencid la conexion de tipo implicacion por las
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relaciones légicas que establecieron los estudiantes para cada intervalo de crecimiento,
decrecimientos, puntos de inflexion e intervalos de concavidad. También, se reconocio la
conexion de tipo parte-todo porque los estudiantes dibujan la grafica por partes, es decir,
dependiendo de la informacion obtenida de la grafica de f°, proceden a dibujar la gréfica de
f por intervalos. La conexion matematica de tipo significado (pendiente de la recta tangente
a la curva en un punto) estuvo presente en todo el proceso de resolucion de problemas y

significacion cuando la persona asumia como un reto cada inciso de la tarea (ver Figura 86).

-
/\"‘ purke \ <
V.
do ntlexion N\ T ponie

Mianges

I

Figura 86. Representacion gréafica de f con base en f'.

Por ejemplo, para la resolucién de estas tareas los estudiantes establecieron conexiones de
implicacion como se presenta en los esquemas de la Figura 87, teniendo en cuenta que la
funcién f sea continua en el intervalo | y derivable en todo punto de | y también cuando no

es derivable en algun punto de I.
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Cédigo de correspondencia

e ): { qlonce s fes
Antecedente/Expresion | (Como ! es ()OSIthO cn c\mkwalo (-0 )/ e

ale onese wlevalo @

Consecuente/Contenido

Crecie€

Si f’(x) > 0 para | fes creciente en
todaxens | > L
Procesos: Resolucion de problemas - Significacicn —
Argumentacion - Enunciacion.

Codigo de correspondencia

~edente/Expresié ‘ o 5 : = s / 3
Antecedenie/Expresion E2: f~ tiene valores negativos en (1, 2), el intervalo abierto, por Consecuente/Contenido
tanto, fes decreciente en (L, 2).

Si f'(x) < 0 para fes decreciente
todaxen/ [ > en/.
Procesos: Resolucion de problemas - Significacion —
Argumentacion - Enunciacion.

Figura 87. Esquemas de la conexién matematica de tipo implicacion.

4.3.7. Conexiones matematicas establecidas en la resolucion de la tarea 7

Para resolver la tarea 7 que se trata de un problema de aplicacidn, los estudiantes E1, E2, E3,
E4, E5, E6, E7 y E8 establecieron la conexion matematica de modelado, dado que, con base
en los datos del problema establecieron una expresion matematica que modela del volumen
de la caja con forma de paralelepipedo VV=(largo)(ancho)(alto) que es igual a: f(x) = (10 —
2x)(17 — 2x)(x). Para ello, realizaron préacticas matematicas, (e.g., Pml: leyeron y
comprendieron el problema propuesto, Pm2: identificaron las caracteristicas de la realidad
percibida de problema de la caja, y seleccionaron los datos mas importantes para construir el
modelo). Posteriormente, E2, E3, E6 y E8 hicieron una representacion equivalente de la caja,
conservando las medidas de los lados de la figura dada en el problema. Seguidamente, los
estudiantes establecieron una conexién de tipo procedimental debido a que aplicaron la
propiedad distributiva al polinomio factorizado, establecieron conexiones de tipo
representaciones equivalentes o de tratamientos y obtuvieron como resultado la funcion
volumen f(x) = 4x3 — 54x% + 170x o bien, V(x) = 4x3 — 54x? + 170x. Luego, los
estudiantes hicieron una conexion matematica de tipo procedimental, dado que, aplicaron el
criterio de la primera derivada para optimizar la funcion y encontrar el valor de x para que la

caja tuviese el mayor volumen. En este paso, E3 consider6 que “si en la grafica se encuentra
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un maximo o un minimo, entonces la pendiente es cero”. Por tanto, derivaron la funcién y la

igualaron a cero, obteniendo la expresion siguiente: 12x? — 108x + 170 = 0.

En este contexto, los estudiantes establecieron la conexion matematica de tipo procedimental

.- , —-b+Vb2-4ac
porque utilizaron la formula general x = ——,— Para encontrar el valor de x. Para ello,

realizaron operaciones aritméticas y algebraicas hasta conseguir los valores: x; = 6.96

pulgadas y x, = 2.04 pulgadas (ver Figura 88).
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Figura 88. Evidencias de las conexiones de tipo modelado, representaciones diferentes y
procedimental.

Posteriormente, por medio de una conexion de tipo procedimental los estudiantes evaluaron
la funcion f(x) = 4x3 — 54x2 + 170x en las abscisas x; = 6.96 pulgadas y x, = 2.04,
para saber cual de dos es la longitud del lado de la caja (ver Figura 89), de lo cual obtuvieron
que la longitud del lado de los cuadrados debe ser de x, = 2.04 y el volumen maximo que

puede tener la caja es 156.03 pulgadas cubicas.
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Figura 89. Conexiones matematicas de tipo procedimental y respuesta a la tarea.

Por otra parte, para resolver a la cuarta pregunta de investigacion, a continuacion, se presenta
un ejemplo de un estudiante que no logro resolver la tarea 2 dado que, tiene dificultades que

son causadas por las conexiones matematicas erradas.

4.4. Dificultades para establecer conexiones matematicas clave para la resolucion de
tareas sobre la derivada

Para el estudiante E1, en las secciones anteriores se han aplicado los resultados del
networking entre la TAC y el EOS para explicar las conexiones matematicas que establece
para la resolucion de las siete tareas sobre la derivada del cuestionario que se le aplicé junto
con las entrevistas semiestructuradas, lo cual también informa del tipo de comprensién sobre
la derivada que tiene este estudiante (dado que las respuestas de este estudiante fueron
correctas considerando la actividad matematica y conexiones establecidas como
institucionales). Para los otros estudiantes se realizé un proceso similar al descrito con E1y,
se realiz6 una comparacion entre el andlisis de la actividad matematica realizada por E1 y la
realizada por los otros estudiantes. Dicha comparacion permite ver las practicas que faltan o
la conexidn incorrecta (conexion personal) que hacen los estudiantes; lo cual explica la causa
de la dificultad que han tenido para resolver correctamente las tareas. Por ejemplo, a

continuacion, se muestra el caso del E9 en la tarea 2 (ver Figura 90):
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Figura 90. Ejemplo de conexiones incorrectas realizadas por E9.

En la produccién escrita del estudiante E9 se observa que realizo las siguientes précticas (Pm)

y conexiones:
Pm1. El estudiante ley¢ la tarea propuesta.
Pm2. Calculd la derivada de f(x) = 2x? — x, obteniendo f’(x) = 4x — 1.

Pma3. Identifica la funcién derivada con la ecuacion de la recta tangente (Hizo una conexion

incorrecta entre la funcion derivada y la ecuacion recta de la recta tangente).

Esta conexion incorrecta hace que el estudiante E9 no realice las otras practicas matematicas
que son clave o necesarias para la resolucion correcta de la tarea (ver practicas matematicas
en la seccion 4.3.2.2.). En este contexto, la literatura ha reportado diversas dificultades que
tienen los estudiantes para hallar la ecuacion de la recta tangente a una funcién en un punto.
Por ejemplo, para ubicar puntos de la grafica (Alarcon, 2009), no son capaces de hallar los
valores de las intersecciones con el eje x y con el eje y cuando la recta se representa por y =
mx + b; no establecen la conexion del grafico con su ecuacion y la razon de cambio (Birgin,
2012); para determinar la ordenada del punto e identificar el pardmetro a como la abscisa del
punto, y la x como la variable independiente que toma el valor a (Gonzélez-Garcia et al.,
2018); tienen comprension limitada sobre la recta tangente porque trabajan generalmente a
través de dibujos de una recta horizontal o bien, una tangente horizontal (Vincent et al.,
2015); presentan la desconexidn entre los significados vinculados a los registros geométricos

y analiticos de la recta tangente (Orts et al., 2018), y, los futuros profesores de matematicas
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emplean equivocamente la formula punto pendiente (e.g., y + y; = m(x — x;)) cuando
desean hallar la ecuacion de la recta tangente. Ademas, conciben a la derivada como la recta
tangente y no enfatizan en la pendiente de dicha recta, lo que ha generado dificultades para
graficar la funcion y la recta tangente (Rodriguez-Nieto et al., 2021).

Ante esta situacion, una explicacion plausible para esta variedad de dificultades es que la
complejidad de la actividad matematica necesaria para establecer las conexiones que
permiten encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva en un punto, puede ser superior
a la actividad matematica que puede realizar el estudiante, lo cual lo conduce a dejar de
realizar alguna (s) practica (s), a dejar de establecer alguna FS, etc. y, por tanto, a dejar de
establecer determinada conexion matematica. Cada una de estas conexiones no realizadas es
la principal causa de las diferentes dificultades que sefiala la literatura. Dicho de manera
resumida, tal como sefiala la literatura, los estudiantes presentan diversas dificultades para
hallar la ecuacion de la recta tangente, cada una de las cuales es una consecuencia de alguna

conexion necesaria que no han realizado.
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Capitulo 5

Discusion y Reflexiones finales

5.1. Discusién

La investigacion sobre conexiones matematicas y la comprension de la derivada, documenta
gue muchos estudiantes y algunos profesores tienen dificultades para conectar multiples
representaciones (grafica, algebraica, verbal, simbdlica) y significados parciales asociados
con la derivada (e.g., Badillo, 2003; Badillo et al., 2011; Borji et al., 2018; Font, 2000;
Fuentealba et al., 2019; Fuentealba et al., 2018; Hashemi et al., 2014; Pino-Fan et al., 2017;
Pino-Fan et al., 2015 ; 2018; Sari et al., 2018). Sin embargo, el profesor participante en esta
investigacion hizo conexiones matematicas entre diferentes significados de la derivada
(limite del cociente incremental y como la pendiente de la recta tangente a una curva en un

punto) y conexiones entre diferentes representaciones de la derivada.

En el analisis de los resultados también se identifico el papel de la metéafora en el discurso
del profesor, mostrando, sobre todo, el uso de la metafora conceptual “la gréfica es un
camino”. Este resultado concuerda con otras investigaciones que muestran el papel de la
metafora en la comprension de conceptos matematicos (Font, 2007; Font y Acevedo, 2003;
Font et al., 2010; Lakoff y Nufiez, 2000; Nafiez, Edwards y Matos,1999; Oehrtman, 2009;
Presmeg, 1992; 2005; Zandieh, Ellis y Rasmussen, 2017; Zandieh y Knapp, 2006, 2018a;
2018b). En particular, Font et al. (2010) muestran que el uso de la metafora es algo inevitable
y, a veces, inconsciente. Este hecho llevd a proponer un nuevo tipo de conexion: la

metaférica.

Las razones que justifican la incorporacion de este tipo de conexion metaforica estan
relacionadas con la importancia de las metaforas en la comprension de las nociones
matematicas, y los errores y dificultades asociados al uso de metaforas en los procesos de
ensefianza y aprendizaje. Por ejemplo, Badillo (2003) y Badillo et al. (2011) presentaron a

los profesores una tarea con dos gréaficas (ver Figura 91) que representan el movimiento de
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dos autos (teniendo el tiempo como variable independiente y la distancia recorrida como
variable dependiente) con un comin punto. El texto sugiere implicitamente que la gréfica es
la trayectoria del auto y esto llevo a los profesores a decir que los autos chocan en el punto

comun, en lugar de responder que tienen la misma velocidad porque la pendiente es la misma.

C
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Figura 91. Movimiento de dos autos (tomado de Badillo et al. (2011)).

La primera razon para incorporar las conexiones metaféricas como un nuevo tipo de conexion
se justifica por la importancia de estas conexiones en la comprension de las nociones
matematicas (funciones y derivadas en nuestro caso) tanto para profesores como para
estudiantes, y también en la historia de matematicas. Por ejemplo, el siguiente pérrafo
muestra la importancia de las metaforas dindmicas para Newton en su conceptualizacion de

las curvas:

No considero las magnitudes matematicas como formadas por piezas, por pequefias
que sean, sino como se describe en el movimiento continuo. Las lineas no se describen
ni se generan por la yuxtaposicion de sus partes, sino como el movimiento continuo de
puntos; areas por el movimiento de lineas; sélidos por el movimiento de areas; angulo
por rotacion de sus lados; tiempo por un flujo continuo. Considerando, entonces, que
las magnitudes que crecen en tiempos iguales son mayores 0 menores segin una mayor
o menor velocidad, busque un método para determinar magnitudes a partir de la
velocidad de los movimientos o los incrementos que la generan. Llamé a las
magnitudes generadas como fluxons, se me ocurrio el método de fluxiones alrededor
de los afios 1665-1666, y lo utilizaré en la cuadratura de curvas (extraido de Lacasta y
Pascual, 1998, p. 28-29).
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En este sentido, Newton estaba a favor de las metaforas dindmicas y en contra de las
metaforas estaticas. Para él, las graficas de funciones debian considerarse no como un
agregado estatico de puntos (el punto de vista de Leibniz), sino como la trayectoria descrita
por el movimiento de un punto, que puede expresarse mediante una formula (generalmente

de manera implicita) (Font, Giménez, Larios y Zorrilla, 2012).

La metafora dindmica domina en los libros de texto hasta la aritmética del analisis
infinitesimal (principios del siglo X1X). Esto significa que, hasta este momento, las gréaficas
de funciones se consideraban principalmente como la trayectoria descrita por un punto en
movimiento, que podia expresarse mediante una formula (Acevedo, 2008; Font y Acevedo,
2003; Font et al., 2012). Para estos autores, las metaforas dindmicas y estaticas tienen
similitudes, incluso cuando son claramente diferentes. Por ejemplo, ambas metéforas
permiten la distincion entre grafico y punto (Font et al., 2012). Sin embargo, el punto esta en
el grafico en las metaforas dinamicas, mientras que es parte del grafico en la metéafora

estatica.

Font et al. (2012) plantean que un docente experto puede dominar ambos tipos de metaforas
sin causarle ningun problema; sin embargo, su trasfondo condiciona las metaforas dindmicas
a las estaticas. En particular, en el caso de una funcién con un dominio dado por un intervalo
cerrado, podemos suponer que el punto extremo del intervalo se mueve hacia el otro punto
extremo y que el dominio de la funcion es un conjunto (estético). Para el caso estudiado en
esta investigacion, el docente habla de puntos en el grafico utilizando implicitamente una
metafora dindmica en los codigos C34 y C38, mientras que utiliza una metafora estatica en

C6 y C48 al hablar de las partes de un gréfico.

El fendmeno que se evidencia en el discurso del docente al explicar funciones es que, por un
lado, la metafora estatica se fundamenta en las matematicas que tiene que explicar -por
ejemplo, Spivak (1992) dijo que “una funcién no es mas que un conjunto de pares de nimeros
... la grafica contiene todos los puntos correspondientes a los pares (x, f (x))” (p.74)= y, por
otro lado, la metafora dinamica es un recurso utilizado por el docente que dificilmente pudo
evitar en sus explicaciones. Esto significa que hay una mayor presencia de metaforas
dindmicas en las explicaciones del profesor que en los libros de texto utilizados (Font et al.,

2012; Font et al., 2010).
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Existen numerosas investigaciones sobre el impacto de las metéforas y otras figuras
linguisticas en la comprension de las nociones matematicas, y los errores y dificultades de
los estudiantes. En cuanto al objeto matematico de la derivada (utilizado como contexto de
reflexion en este trabajo), Zandieh y Knapp (2018a; 2018b) estudiaron el impacto de las
metonimias y metaforas en la comprension. En particular, Zandieh y Knapp (2006, 2018b)
se centraron en la importancia de las met&foras para conectar contextos familiares de la
derivada con contextos menos familiares. Por otro lado, Zandieh y Knapp (2006; 2018a) se
centraron en el efecto de las expresiones metonimicas en la comprension de la derivada; por
ejemplo, “la derivada es la pendiente”, o las expresiones metonimicas incorrectas como “la
derivada es la recta tangente”, y oraciones ambiguas como “la derivada es la recta tangente

de una funcion”.

Con respecto al uso de la metafora la grafica es un camino en el contexto de la ensefianza de
las derivadas, uno de los fendbmenos observados en Font (2000) cuando el docente
experimento con la construccion que se hacia de la aproximacioén a la recta tangente en un
punto a traves del visualizacion de lineas secantes usando un programa dindmico (ver Figura
92) fue el hecho de que usando la metafora "la grafica de una funcién puede ser considerada
como la traza que deja un punto mientras se mueve en la grafica™ de una manera inconsciente,

el profesor produjo la siguiente dificultad en algunos estudiantes:

/ . ;

Figura 92. Aproximacion dinamica a la tangente mediante lineas secantes (Tomado de Font
(2000, p.117)).
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(...) observamos que algunos estudiantes, mientras movian el punto A, pensaban que el
nuevo punto seguia siendo el punto A, y que la nueva tangente era la misma que antes,
pero con una pendiente diferente. De hecho, es como si estructuraran la situacion en
términos de una persona que se mueve (punto A) con una bolsa en la espalda (la linea
tangente) en una carretera que sube primero y luego baja (gréfico) y como si consideran
a la persona y al bolso como una misma cosa, a pesar de estar en lugares diferentes y
tener diferente pendiente (Font, 2000, p.122).

Se observa que esta conexion de tipo metafdrica es establecida por el profesor cuando explica
la derivada y la continuidad de la funcién y es usada se manera similar por sus estudiantes.
Ante esta situacion, se cree que las conexiones establecidas por los profesores influyen
directamente en las conexiones matematicas que realizan los estudiantes y en su comprension
de las matematicas. No obstante, este tipo de conexiones pueden activarse en la mente del
profesor o del estudiante a través de expresiones metafdricas verbalizadas o encontradas
escritas en los libros de texto de matematicas de Calculo, por ejemplo, en Purcell et al. (2007)

intuitivamente, que la funcion sea continua en [a, b], significa que:

la grafica de f en [a, b] no debe tener saltos, de modo que debemos ser capaces de
“dibujar” la grafica de f desde el punto (a, f (a)) al punto (b, f (b)) sin levantar nuestro
lapiz del papel. Asi, la funcion f debe tomar todos los valores entre f (a) y f (b) (p. 87).

En esta investigacion se realizd una reflexion teérica sobre las conexiones matematicas que
establecio un profesor de Calculo Diferencial mientras ensefiaba la derivada. Esta reflexion
se basé en el modelo de Businskas ampliado con aportaciones de otros investigadores. Se
identificaron siete de los ocho tipos de conexiones matematicas: significados, diferentes
representaciones, procedimentales, parte-todo, caracteristicas, implicaciones y orientadas a
la instruccion. EI modelo extendido se ha utilizado en los trabajos de Dolores-Flores y
Garcia-Garcia (2017), Dolores-Flores et al. (2019), y Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018;
2019; 2020) para explorar las conexiones matematicas en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de los conceptos de derivada, integral y tasa de cambio con estudiantes
preuniversitarios; la conexion orientada a la instruccion no se identific porque estaban
enfocadas en los estudiantes. Por el contrario, este tipo de conexion se identificd en esta
investigacion, porque estudia a un docente en servicio mientras ensefia derivada, como en los
trabajos de Mhlolo (2012) y Mhlolo et al. (2012). Ademas, este estudio identifico un tipo de
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conexion diferente, la metaférica, que se propone como una nueva categoria de conexién

para ampliar el modelo para un anélisis mas detallado de las conexiones.

Un tema para discutir es si esta hueva categoria es realmente una extension del modelo o si
se puede categorizar como una de las conexiones ya existentes. Por ejemplo, se podria
preguntar si la metafora “la grafica es un camino” podria considerarse como una conexion
extramatematica, porque asocia el dominio inicial del mundo real con el dominio objetivo de
las matematicas. Por otro lado, es un hecho que los profesores utilizan conscientemente las
metaforas para facilitar, en su opinion, la comprension de los alumnos. Estas metaforas
podrian interpretarse como una conexion orientada a la instruccion. Sin embargo, el profesor
utiliz6 muchas expresiones metaféricas que podrian sugerir metaforas conceptuales de las
gue no es consciente. Por tanto, no parece razonable incluir todas las conexiones metaféricas

dentro de la conexion orientada a la instruccién.

Segun Lakoff y Nufiez (2000), esta investigacion entiende la “metafora” como una relacion
entre un dominio inicial o de origen y un dominio final o de destino, mientras que las
propiedades se proyectan del primero al segundo dominio. Las metaforas se denominan
metaforas de enlace cuando los dominios inicial y objetivo provienen del mundo matematico,
y metéforas de base cuando el dominio inicial es extramatematico y el dominio objetivo es
matematico. Esta variedad de conexiones metafdricas nos lleva a proponer la metafora como
una nueva categoria de conexion que puede expandir tanto las conexiones intramatematicas
como las extramatematicas. Sin embargo, podriamos preguntarnos si las metaforas de puesta
a tierra son un nuevo tipo de conexién extramatematica. Incluso cuando las metaforas de
puesta a tierra podrian considerarse conexiones extramatematicas, no son el tipo de
conexiones especificadas en la literatura sobre conexiones extramatematicas (Dolores-Flores
y Garcia-Garcia, 2017). Es comun pensar en modelacion y contextualizacion cuando se habla
de este tipo de conexiones. Basicamente, uno estd pensando en una relacién particular-
general donde un contexto extramatematico se encuentra debajo del dominio de una nocion

matematica.

Una razon para considerar incluir cualquier metafora en una de las categorias de conexion
del modelo extendido de Businskas es que hay metaforas fosilizadas (es decir, ya no se

consideran metaforas). Por ejemplo, Descartes, en su libro La geometria, establecié una de
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las metaforas de enlace mas creativas de la historia de las matematicas que permite la
interpretacion de curvas como puntos que satisfacen una ecuacion. Esta metéfora permite
considerar, por ejemplo, que una circunferencia es el conjunto de puntos que son la solucién
de ecuaciones del tipo x? + y2 + Dx + Ey + F = 0 (0o simplemente, una
circunferencia es una ecuacion del tipo x> + y? + Dx + Ey + F = 0) (Font, 2007). El
paso del tiempo fosiliza una metafora creativa, como en el caso de Descartes, y pasa a ser

considerada como un cambio de representaciones del mismo objeto matematico.

Las metéforas fosilizadas aparecieron cuando analizamos las conexiones producidas en una
leccion, pero el discurso del profesor también utilizé otras metaforas que no pueden
considerarse fosilizadas. Por ejemplo, el maestro participante us6 metaforas fosilizadas en el
codigo C54 como “(...) los limites laterales a la izquierda y a la derecha (...)”, pero también
us6 metéforas no fosilizadas del tipo orientacional en el cddigo C45 referidas a las tangentes
como rectas horizontales (C45). El codigo C45 se interpreta como una conexion de tipo parte-
todo segun el primer analisis, pero también se puede interpretar como una conexion

metafdrica del tipo orientacional.

En relacién con la articulacion de teorias se afirma que, ambas teorias se complementan para
un analisis exhaustivo de las conexiones matematicas. En particular, el analisis con la TAC
que da como resultado una lista temporal de conexiones matematicas y una tabla de
frecuencias de las conexiones matematicas producidas fue articulado y enriquecido por el
analisis ontosemidtico de la actividad matematica realizado con el EOS, ya que este Gltimo
proporciona una estructura a la lista de las conexiones matematicas identificadas a través del

analisis tematico y también especifica qué objetos matematicos estan conectados.

Una cuestion para discutir es si se habria llegado a un resultado simular o diferente usando
otra teoria de las conexiones, u otra teoria diferente al EOS que permita el andlisis de la
actividad matematica en general. Otra cuestion para discutir es, si el propio desarrollo de la
TAC que poco a poco se hace una teoria mas compleja, llevaria a un anélisis de las
conexiones tan minucioso y detallado como el que se ha conseguido con el networking
realizado. Ahora bien, se trata de una discusion que necesitaria de un trabajo diferente y

futuro al que se presenta en esta memoria de investigacion.
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Por otra parte, en los resultados de esta investigacion, se evidencié que la mayoria de los
estudiantes universitarios establecieron conexiones matemaéticas de tipo significado,
representaciones diferentes, procedimental, parte-todo, caracteristica, implicacion,
reversibilidad, metafdrica y de modelado, las cuales fueron importantes para la resolucion de
los problemas propuestos. Es oportuno mencionar, que la literatura reporta que las
dificultades para la comprensién de la derivada se enfocan hacia la desconexion entre
representaciones, significados, inconvenientes para bosquejar la gréfica de f con base en la
informacidn de la gréfica de /” o viceversa, dado que no establecen relaciones légicas o bien
conexiones de implicacion (Fuentealba et al., 2015; Fuentealba et al., 2018; Fuentealba et
al., 2018; 2019; Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2019; Nemirovsky y Rubin, 1992;
Oehrtman et al., 2008; Pino-Fan et al., 2015; 2018; Sanchez-Matamoros et al., 2008; Ubuz,
2007). No obstante, esta investigacion reporta que los estudiantes si establecen conexiones
entre representaciones diferentes, parte todo, caracteristica, implicacion, reversibilidad y
significado, fundamentales para relacionar las graficas de f y /°. De hecho, este trabajo se
afirma que la construccion de las gréficas de fy f” sin considerar una expresion algebraica o
simbolica, requiere del establecimiento de conexiones matematicas y aplicacion de conceptos
y propiedades como asumir la derivada desde una perspectiva geométrica, como la pendiente
de la recta tangente a la curva en un punto, criterios de la primera y segunda derivada, entre
otros.

Ademas, en las investigaciones se resalta que los estudiantes no proceden adecuadamente
para graficar a f o /” cuando no se les da la expresion algebraica o simbolica de f o /” (Berry
y Nyman, 2006; Ferrini-Mundy y Graham, 1994; Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2019;
Voskoglou, 2017), sin embargo, en esta investigacion se evidencia que los estudiantes si
pueden bosquejar la grafica de las funciones y su derivada sin necesitar la expresion
algebraica. También, en la resolucion de la tarea 3, los estudiantes tuvieron la oportunidad
de conocer la expresion algebraica de f y la mayoria graficaron adecuadamente a 1, pero,
realmente lo que se observé fue el impacto y la riqueza de las conexiones matematicas para

resolver este tipo de tareas, asumiendo la conexion como la punta de un iceberg.
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5.2. Reflexiones finales

En este trabajo se ha realizado una reflexion tedrica que pretende ser una contribucion al
desarrollo del modelo de conexiones matemaéticas propuesto por Businskas (ampliado con
las aportaciones de otros investigadores). Especificamente, se hizo evidente que las nueve
categorias de conexiones en este modelo podrian extenderse, porque no se proporciona un
tipo de conexion matematica, las conexiones metaforicas, que es esencial para comprender
las nociones matematicas. Por eso se propone la incorporacion de este tipo de conexion como
décima categoria. Se considera que esta nueva extension del modelo extendido de Businskas
permitio un mejor analisis de la conexion matematica en el proceso de ensefianza y
aprendizaje; especialmente si se tiene en cuenta que las metaforas son un recurso muy

utilizado por los profesores de matemaéticas durante sus clases (Font et al., 2010).

Hay posibles rutas para continuar este trabajo, por ejemplo, refinar la nueva categoria de
conexiones en tipos mas especificos de conexiones metaféricas. Ademas, esta investigacion
muestra que identificar si las conexiones matematicas se establecieron con expresiones
metafdricas utilizadas por el profesor o los estudiantes, de manera consciente o inconsciente,
es un enfoque para una forma mas profunda de analizar las conexiones matematicas. Se cree
que es importante estudiar la calidad de las conexiones matematicas establecidas por el
profesor y los estudiantes al resolver tareas matematicas y como afecta la comprension
matematica. Finalmente, se afirma que este tipo de investigaciones futuras ampliarian los
resultados de esta investigacion ya que solo se considero el analisis de una clase de un solo

profesor de matematicas.

En relacion con la articulacién de teorias, se concluye que la TAC se enriqueci6 con las
herramientas del EOS, dado que permitié refinar la estructura de una conexion matematica,
se mejord el método de analisis de la actividad matematica que combina el analisis tematico
con el andlisis de la actividad matematica. Esta articulacion muestra una esquematizacion de
las conexiones dejando ver los objetos matematicos que se conectan, la FS y el cddigo de
correspondencia que soporta la conexion matematica. De hecho, el EOS para este tipo de
trabajo de networking of theories es fundamental, debido a que es un sistema tedrico
inclusivo y articulador de teorias que surgié para mejorar el analisis de fendmenos

presentados en la investigacion en Educacion Matematica y otras areas de investigacion.
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