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Resumen

En esta investigacion se estudia el significado para la ensefianza en el sentido de Thompson (2013),
esencialmente este significado se centra en lo que la persona intenta transmitir a través de una
expresion y lo que la persona imagina que se transmite, cuando escucha un enunciado. En el
Capitulo | se expone la fundamentacién del problema de investigacion, las preguntas cientificas, asi
como los métodos y técnicas de investigacion empleados. El Capitulo Il aborda un estado del arte
sobre el concepto de pendiente donde se analizan y sintetizan las principales investigaciones sobre el

tema objeto de estudio.

El Capitulo 111 se ocupa del estudio epistemolégico de la nocion de pendiente, su relacidn con la recta
tangente a una curva y en general con la linea tangente en un punto de subconjuntos de RZ. Se
comienza con un breve estudio sobre hechos basicos de la pendiente para luego ver su evolucién en
relacion con el concepto de tangente a curvas diferenciables clasicas, hasta desarrollos matematicos
maés profundos asociados con la Teoria Geomeétrica de la Medida. En el Capitulo IV se presenta una
estrategia, para el estudio de los significados para la ensefianza que poseen los profesores sobre el
concepto de pendiente; conformada por tres etapas: la elaboracion de los instrumentos para la
recogida de informacion, la aplicacion de los instrumentos y el anélisis de la informacién recolectada
para identificar, clasificar y valorar los significados. Esta estrategia explora la coherencia entre lo que
el profesor intenta transmitir, lo que imagina que transmite y lo que su interlocutor (el estudiante)

concibe que se transmite.

En el Capitulo V se valida la estrategia para el estudio de los significados para la ensefianza; el cual
se dividié en dos epigrafes: —en el primero, se analiza la factibilidad de la estrategia propuesta para
el estudio de los significados para la ensefianza asociada con la calidad estructural y funcional de los
componentes instrumentales de la estrategia, en tal direccion se presenta un estudio de su evaluacion
ante un panel de expertos, —el segundo epigrafe explora el grado en que se manifiestan los significados
analitico, algebraico, geométrico y contextual del concepto de pendiente en profesores universitarios
de matematicas. Para el andlisis y valoracion de los resultados nos apoyamos desde el punto de vista
matematico en la técnica para la representacion del ordenamiento por similitud, respecto a la solucién

ideal. Finalmente, el Capitulo VI se ocupa de las conclusiones de la investigacion.



Capitulo | Significados para la ensefianza

Capitulo 1. Introduccion

La formacion de las nuevas generaciones es un objetivo prioritario, demandado por toda la sociedad
y a los educadores, en general les corresponde una altisima cuota en el cumplimiento de dicho
objetivo y de una manera singular, a los profesores encargados de dirigir el proceso de ensefianza—
aprendizaje de la Matematica en las escuelas. Tomando en consideracion la posicion preponderante
que ocupa la Matematica en el proceso de ensefianza—aprendizaje y el papel que juega en la formacién
integral de los estudiantes; somos del criterio que los significados que poseen los profesores sobre los
conceptos matematicos, constituyen una herramienta esencial para su labor profesional y por

consiguiente en la formacion de las nuevas generaciones.

En la actualidad, una linea de investigacion en Matematica Educativa esta dirigida a la formacion de
profesores, en particular, al estudio de los significados para la ensefianza que poseen los mismos;
donde se considera a estos significados como base esencial para el desarrollo de su actividad docente
(Keitel y Kilpatrick, 2005; Howson, 2005; Thompson, 2013; Fernandez Plaza, et al., 2016; Byerley
y Thompson, 2017). En la misma direccion, nuestro interés de investigacion se centra, en lo
fundamental, en los significados que los docentes poseen para hacer efectivo el proceso de

ensefianza—aprendizaje del concepto de pendiente.

Contreras (2009) afirma que se pueden extraer muchas conclusiones de estudios internacionales como
PISA, TIMS, etcétera. Ya que los mismos son portadores de un mensaje sobre la formacién de los
estudiantes, sobre las competencias que los profesores hemos conseguido que desarrollen y de las que
no hemos sido capaces de poner en juego. Y es en eso en lo que creo que debemos incidir y dedicar
esfuerzos. Por ello, debemos mejorar nuestro conocimiento sobre los profesores de matematica,

sobre su formacion, su practica y su pensamiento. (p 12).

Coincidimos con Contreras (2009) en que dentro de los elementos, a tener en cuenta, de suma
importancia para trazar estrategias de mejoras, en el proceso de ensefianza—aprendizaje y que estas
tengan el éxito esperado; esta asociado con el conocimiento integral del profesor de matemaética y en
particular, con los significados que posee sobre los conceptos matematicos involucrados en su
proceso de ensefianza—aprendizaje; ya que los significados matematicos condicionan la manera en
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que nos enfrentamos a los problemas; aunque son de naturaleza esencialmente cognitiva, estan en

relacion con la experiencia, con la informacion obtenida y/o recibida.

Los significados orientan y regulan el estilo personal de ensefiar, la toma de decisiones durante el
proceso de ensefianza—aprendizaje, las variantes metodoldgicas en relacion con el contenido de
ensefianza, los componentes no personales del proceso de ensefianza—aprendizaje (objetivo,
contenido, métodos, medios, evaluacion), asi como las diferentes interacciones que se dan en el
mismo, es decir, la relacién profesor-alumno y alumno—-alumno (Copur—Gencturk, 2015; Zaslavsky,
1987 y Thompson, 2013). Asi, la labor que realizan los profesores con los estudiantes en los salones
de clases es guiada, en gran medida, por los significados que estos poseen acerca de los conceptos

matematicos y su ensefianza—aprendizaje.

Los conceptos son un contenido que reviste gran importancia en la formacion del conocimiento
matematico, ver (Tall y Vinner (1981); Vinner (1994); Thompson (1994a); Walter y Gerson (2007);
Delgado, Trujillo, Castro y Guerrero (2010); Fernandez Plaza et al. (2016)). Las investigaciones
desarrolladas por los autores antes mencionados, han centrado sus esfuerzos en determinar como y
cuales son los procesos y métodos mas efectivos, para favorecer su ensefianza—aprendizaje.
Investigaciones han demostrado que los conceptos que se tratan en el proceso de ensefianza—
aprendizaje de la matematica en la escuela, adquieren una variedad de significados que van mas alla
de los concebidos en el curriculo y lo que se ensefia, situacion que hace méas complejo dicho proceso
(Azcérate, 1992; Thompson 1994% Steinbring 2006, Radford, 2006; Teuscher y Reys, 2010;
Thompson, 2016; Byerley y Thompson, 2017).

Hitt (2001) plantea, que deben proponerse diferentes sistemas de representacion para formarun
concepto, determinando tres tipos de registro: coloquial, grafico y algebraico/numérico. Dichos
registros sirven de base para estudiar los significados que poseen los profesores, sobre un determinado
concepto, ya que los mismos estan relacionados directamente con el contexto o el area de la
matematica en que se puede operar con el significado de dicho concepto. Por otro lado permitira
clasificar los significados que poseen los profesores del concepto objeto de estudio, de acuerdo al

contexto.

Tall y Vinner (1981), Sfard (1991), Vinner (1994), Balacheff (1998), Duval (1998), Biehler (2005),
2
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Akkoc (2008), Fernandez (2015), entre otros; han sentado las bases para una teoria sobre los
conceptos matematicos, basados, en lo fundamental, en la distincion entre la definicion de concepto
y su imagen; entronando asi la importancia de los sistemas de representacion en la formacion y
adquisicion de estos. Existen otros importantes trabajos desarrollados en la misma direccion ver a
Thompson (1994), Garcia, Azcarate y Moreno (2006), Nagle, Moore—-Russo, Viglietti, y Martin
(2013a), Byerley y Thompson (2017), entre otros.

El concepto de pendiente esta estrechamente relacionado con otros conceptos matematicos esenciales,
a titulo de ejemplo, cabe mencionar: medida y razon de cambio. Dicha relacion conceptual se pone
de manifiesto en la escuela, al presentar el concepto pendiente de una linea recta como la tangente
del angulo de inclinacidn, angulo que forma la recta orientada hacia arriba con el semieje positivo
horizontal, o como el cociente de la variacidén que se produce en los valores en el eje vertical con
respecto a la variacion de los valores en el eje horizontal. O de manera funcional como la medida

relativa de los cambios que se producen en una magnitud con relacion a otra.

El contenido referido a la pendiente es medular dentro de los diferentes programas de estudio a nivel
internacional; pero lo que reflejan las investigaciones (Thompson,1994; Hauger, 1998; Park, Jang,
ChenyJung, 2011; Nagle y Moore—Russo, 2014; Byerley y Thompson, 2017; Nagle et al., 2019) sobre
este concepto, es que se trabaja o prioriza, esencialmente, el significado numérico—cuantitativo, o sea
se aborda el concepto desde una perspectiva procedimental y no se atiende adecuadamente el aspecto
cualitativo—relacional, el cual favorece que los estudiantes construyan un significado mas acabado del
concepto. La sobredimensidon del tratamiento numérico de un determinado concepto, limita su alcance
y por consiguiente la utilizacion en otros contextos; los estudiantes no pueden establecer relaciones
entre los conceptos estudiados (Teuscher y Reys, 2010; Suh y Fulginiti, 2011; Moore—Russo, Conner

y Rugg, 2011a; Dolores, Garcia y Galvez, 2017).

Estudios evidencian la existencia de multiples dificultades, como por ejemplo: la incapacidad de
escribir la ecuacion de una recta dada la pendiente y un punto (Habre y Abboud, 2006); tampoco los
estudiantes hacen distincion entre una tasa de cambio positiva y una negativa. Ademas, no son
capaces de relacionar los conceptos de pendiente, tasa de cambio e inclinacion (Teuscher y Reys,
2010), existe confusion con respecto a la conexion entre los aspectos algebraicos y geométricos de la
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pendiente (Zaslavsky et al., 2002), no saben de donde proviene la formula de pendiente y la calculan

de manera incorrecta, por ejemplo:%, %27%2  (Cho y Nagle, 2017). Los resultados antes
-

X1 Y1i—%1
expuestos ponen de manifiesto, que los estudiantes aun no logran una correcta comprension del

concepto de pendiente.

Las dificultades en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la pendiente, es tema de investigacion
en la actualidad, en lo fundamental, por la importancia de este concepto como base para desarrollar
otros conceptos matematicos avanzados. Vinner (1994) sostiene que el profesor desempefia un papel
fundamental en el proceso de formacién de significados en los estudiantes. Ademas, el estudio
desarrollado por Park et al. (2011) le permitié concluir que cuando los profesores tienen significados
robustos sobre los conceptos que ensefian, los estudiantes evidencian un pensamiento que se aproxima
a la definicion formal del concepto. Por lo tanto, una via para el desarrollo del pensamiento de los
estudiantes, es poner énfasis en los significados asociados a los conceptos matematicos que poseen

los profesores, en particular el de pendiente.

Las investigaciones sobre los significados asociados con el concepto de pendiente, en profesores de
diferentes niveles educativos, ponen de manifiesto que es un tema de gran importancia para el
desarrollo con éxito del proceso de ensefianza—aprendizaje de dicho concepto (Byerley y Thompson,
2017; Deniz y Kabael, 2017; Diaz, 2013; Nagle et al., 2013a; Coe, 2007; Stump, 2001; Thompson,
1994a). Asi mismo, dichas investigaciones aseveran que los estudiantes tienen los mismos
significados que sus profesores, de lo que se puede inferir que existe una relacién directa respecto a
la transmision de los significados de los profesores a sus estudiantes.

A partir del analisis de la literatura sobre la pendiente, podemos aseverar que la gran mayoria de las
investigaciones se han dirigido, esencialmente, hacia los estudiantes. Por ejemplo, las desarrolladas
por (Teuscher y Reys, 2010; Birgin, 2012; Nagle y Moore—Russo, 2014; Rivera y Dolores, 2017;
Deniz y Kabael, 2017; Cho y Nagle, 2017; Dolores, Rivera y Garcia, 2018). No obstante, existen
otros trabajos que han considerado la comprension del concepto de pendiente en los profesores de
matematicas en formacion y los profesores en ejercicio (Stump, 1999; Stump, 2001a; Coe, 2007;
Walter y Gerson, 2007; Mudaly y Moore—Russo, 2011; Nagle y Moore—Russo, 2014a; Nagle, Moore—
Russo, y Styers, 2017; Byerley y Thompson, 2017). Las investigaciones antes mencionadas ponen de
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manifiesto la necesidad de profundizar en los elementos didactico—instrumentales, para explorar de
forma integral los significados que poseen los profesores de matemaética, con respecto al concepto de

pendiente.

Fernandez Plaza et al. (2016) afirman que comprender un concepto matematico es dotarlo de
significado, es decir, conocer su definicion, representarlo, identificar sus operaciones, relaciones y
propiedades y sus modos de uso, su interpretacion y aplicacion. Esta aseveracion esta directamente
relacionada con la idea de significado de un concepto matematico, de Frege (1998) quien la estructura
teniendo en cuenta los siguientes elementos: los signos, graficos y las nociones que lo representan.
Sin apartarse de las ideas basicas de Frege, (Rico, 2012) considera un elemento importante a tener en
cuenta para el estudio del significado; para dicho autor el significado esta conformado por la

estructura conceptual, las representaciones y la fenomenologia.

El significado de conceptos ha sido estudiado desde la perspectiva cognitiva, es decir, asociado a los
conocimientos matematicos que poseen los profesores sobre un determinado concepto (Stump, 2001,
Zaslavsky, Sela y Leron, 2002; Moore—Russo, Conner y Rugg, 2011a; Hoffman, 2015; Cho y Nagle,
2017). Ademas, es analizado desde la perspectiva didactico—institucional, esencialmente, sustentado
en un enfoque semidtico (Montenegro et al., 2011; Martin, Ruiz y Rico, 2016). Byerley y Thompson
(2017) y Thompson (2016) proponen un enfoque holistico para el estudio de los significados, para la
ensefianza a partir de lo que el profesor intenta transmitir, lo que imagina que se transmite y lo que
el interlocutor (estudiante) concibe que se esta transmitiendo. Estos investigadores han centrado sus
estudios, esencialmente, en los dos primeros elementos de esta terna; en esta direccion para valorar

los significados para la ensefianza integramos el tercer elemento, el interlocutor.

Los estudios sobre la pendiente muestran el alto grado de dificultad que encierra este concepto, en
buena medida esto se debe a la variedad de significados que se le asignan, tanto en la teoria como en
la practica (Stump, 1999; Zaslavsky et al., 2002; Moore—Russo, Conner y Rugg, 2011a; Mudaly y
Moore—Russo, 2011; Nagle y Moore—Russo, 2013; Nagle, Moore—-Russo y Styers 2017; Deniz y
Kabael, 2017, Rivera, Salgado y Dolores, 2019; Nagle, Martinez—Planell y Moore—Russo, 2019).
Cabe destacar que los investigadores en funcion de favorecer el proceso de ensefianza—aprendizaje
de la pendiente, han identificado diferentes representaciones de la misma asociada a determinados
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contextos (conceptualizaciones), en particular Stump (1999); Stump (2001a) y Moore—Russo et al.
(2011a) quienes determinaron y refinaron las hasta ahora conocidas: la razén algebraica o geométrica,
propiedad funcional, de situaciones del mundo real, como indicador de comportamiento, como
propiedad fisica, en forma de coeficiente paramétrico, trigonométrica, analitica, propiedad

determinante, como constante lineal.

Esta dispersion conceptual ha resultado Gtil para identificar la diversidad de significados, asi como
errores en las formas de razonamientos. Por ejemplo, Rivera et al. (2019) reportan que en algunos
casos los alumnos confunden los conceptos de pendiente con la recta misma, o bien desconexion entre
aspectos geométricos y variacionales. En gran medida estos hechos constituyen el resultado de
carencias en el proceso de ensefianza. Walter y Gerson (2007) plantean que las dificultades en la
comprension del concepto de pendiente, pueden estar condicionadas por los diversos significados que
los profesores le asocian a dicho concepto (inclinacion, declive, empinada, talud, entre otras). Estos
autores también sostienen que el énfasis en la representacion asociada con la expresion intuitiva de
“subida vs. avance” ha contribuido a las dificultades de los estudiantes para establecer conexiones
entre la pendiente, la posicion de la linea recta y la razn de cambio, entre otros aspectos. Por su parte,
Nagle et al. (2017) reportan que algunos profesores, al referirse a situaciones fisicas, lo hacen sin

prestar atencion explicita a la conexion entre la pendiente y la inclinacion.

De forma general, los estudios reconocen la complejidad que entrafian los mecanismos tanto teoricos
como empiricos empleados para captar los significados para la ensefianza, que posee el profesor sobre
la pendiente. Asi, para explorar los significados que poseen los profesores universitarios de
Matematica, respecto al concepto de pendiente; asumiremos como una de nuestras bases teoricas las
ideas desarrolladas por Thompson y sus colaboradores, sobre el significado para la ensefianza de los
conceptos matematico; ya que dichos resultados integran los elementos desarrollados por las
investigaciones anteriores (Tall y Vinner, 1981; Radford, 2002a; Radford, 2002b; Radford, 2006;
Steinbring, 2006; Sofronas, Vinsonhaler, Gorgievski, Schroeder, y Hamelin, 2011).

En tal sentido Thompson (2013) afirma, que cualquier posicién que ponga el significado fuera de la
experiencia personal contextual, es menos Util para los prop6sitos del disefio curricular e instruccional,

la preparacion del profesor y el desarrollo profesional, que una posicidn que pone el significado en las
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personas. Asi, sus investigaciones exploran el significado centrado en las personas, es decir, cada
persona construye sus propios significados en funcion de sus conocimientos previos, experiencias y
en relacion directa con el contexto en que desarrolla su actividad. Por lo tanto, coincidimos con
Thompson (2013) cuando plantea, que el significado se centra en lo que la persona intenta transmitir
a través de una expresion y lo que la persona imagina que se transmite, cuando escuchan un

enunciado.

Los estudios sobre la pendiente, se han desarrollado a baja escala y en una sola direccion
(instruccional—institucional) por lo tanto sus alcances son limitados y parciales; por lo que se hace
necesario que las investigaciones a partir del desarrollo teérico—practica actual, se centren en el
estudio de los significados, la determinacién de las causas que provocan las dificultades, los
obstaculos y en la elaboracidn y/o utilizacidn de estrategias didacticas, que favorezcan el proceso de
ensefianza—aprendizaje del concepto de pendiente. Diamond (2019) plantea que para avanzar en el
proceso de ensefianza—aprendizaje de la pendiente, existe la necesidad de sintetizar y analizar los
resultados de las investigaciones existentes sobre la pendiente, asi mismo explica la importancia de

una estrategia general que permita estudiar los significados.

Ademas, las investigaciones recientes han alertado acerca de la necesidad de un abordaje holistico,
cuando se trata de estudiar el significado para la ensefianza que poseen los profesores de Matematicas
(Thompson, 2013 y 2016). En el caso particular del concepto de pendiente, ello se expresa en forma
de un proceso de comunicacién matematica, donde lo que intenta transmitir, lo que imagina que se
transmite y lo que el interlocutor (estudiante) concibe que se esta transmitiendo, resultan elementos
vitales para una comprension mas objetiva de la ensefianza y del aprendizaje (Byerley y Thompson,
2017). Este enfoque holistico también constituye un referente para la elaboracion de actividades e
instrumentos que faciliten la identificacion, el andlisis y la valoracion de los significados para la

ensefianza de la pendiente que poseen los profesores.

Nuestro trabajo se centra en la concepcidén de una estrategia, enfocada hacia el estudio de los
significados para la ensefianza del concepto de pendiente en profesores de matematicas. La base
epistémica fundamental que sustenta esta estrategia reside, en el enfoque desarrollado por Thompson
y sus colaboradores, de manera que el significado de pendiente requiere de la identificacion de un

7
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conocimiento matematico (el qué), de la percepcion subjetiva del docente respecto a como ello se
transmite (el cémo) y el reflejo de este proceso de ensefianza en el aprendizaje (la aprehension del
estudiante, en el sentido de lo que concibe que se esta transmitiendo). De manera especial, una
estrategia enfocada hacia tales propdsitos, requiere de instrumentos de diagnostico que permitan
identificar, clasificar y valorar los significados para la ensefianza que poseen los profesores sobre el

concepto de pendiente.

En relacion con lo anteriormente expuesto, nos proponemos resolver el siguiente problema de

investigacion:

¢Qué significados para la ensefianza poseen los profesores universitarios de Matematica sobre el

concepto de Pendiente?

En correspondencia con el problema de investigacion se derivo el siguiente objetivo de investigacion:
Elaborar una estrategia para favorecer el estudio de los significados para la ensefianza en profesores

universitarios de Matematica sobre el concepto de Pendiente.
En funcion del logro del objetivo se formularon las siguientes preguntas cientificas:

1. ¢Qué elementos didacticos son necesarios para estudiar los significados para la ensefianza que

poseen los profesores universitarios de Matematica sobre el concepto de Pendiente?

2. ¢Qué fundamentos epistemologicos son necesarios para investigar los significados para la

ensefianza que poseen los profesores universitarios de Matematica en relacion con la Pendiente?

3. ¢Qué elementos metodologico—instrumentales son necesarios para identificar, clasificar y valorar
los significados para la ensefianza que poseen los profesores universitarios de Matematica sobre el

concepto de Pendiente?

En funcidn de dar cumplimiento al objetivo y en particular, para responder a las preguntas cientificas

planteadas fueron propuestas las siguientes tareas de investigacion:

- Determinar el estado del arte asociado al concepto de pendiente.
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- Elaborar y aplicar los instrumentos de investigacion que permitan identificar, clasificar y valorar

los significados para la ensefianza que poseen los docentes universitarios acerca de la pendiente.

- Elaborar una estrategia en funcién de estudiar los significados para la ensefianza que sobre el

concepto de pendiente poseen profesores universitarios de matematica.
Para llevar a cabo esta investigacion se utilizaron los siguientes métodos de investigacion:

e El analisis de fuentes, para constatar el estado del arte y sentar las bases tedricas que sustentan la

investigacion.

e EIl método histérico-logico, para estudiar la evolucion y desarrollo que ha tenido el problema

de investigacion.

e Elandlisis y la sintesis, para estudiar los diferentes aspectos que integran los significados para la

ensefianza.

e EIl método del enfoque sistémico, para analizar la relacion sistémica de los elementos de la
estrategia para el estudio de los significados para la ensefianza que poseen los docentes sobre el

concepto objeto de estudio (pendiente).
Las técnicas de investigacion fueron las siguientes:

Se utilizo la encuesta, la entrevista basada en tareas y una entrevista colectiva como métodos para la
recoleccion de datos. En particular Goldin (2000) asevera que: “Las entrevistas basadas en tareas para
el estudio del comportamiento matematico involucran, como minimo, un sujeto (el que resuelve
problemas) y un entrevistador (el investigador), que interactlian en relacion con una 0 mas tareas

(preguntas, problemas o actividades) presentadas al sujeto por el entrevistador de manera planeada”.

La aplicacién de los métodos empiricos, antes mencionados, permitieron (ldentificar, clasificar y
valorar) los significados para la ensefianza que poseen los profesores universitarios de matematica
sobre el concepto de pendiente. El sistema de actividades desarrollado tiene como objetivo estimular
la produccidn de significados del concepto de pendiente; a partir de las propiedades esenciales de

dicho concepto, su interpretacion contextual, las relaciones entre las diferentes representaciones.
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La encuesta se estructurd, en funcion de abarcar la mayor variedad de aspectos conceptuales,
procedimentales y contextuales en relacion con el concepto de pendiente. Las tareas que se emplearon
las clasificamos en tareas directas (son aquellas que en el enunciado se explicita el concepto que se
investiga) y tareas indirectas (son aquellas que el concepto a estudiar no se explicita en la actividad a

desarrollar).

La entrevista grupal se disefi¢ para profundizar en los elementos que conforman los significados para

la ensefianza; asi como integrar y sistematizar la informacion obtenida de los otros dos instrumentos.

Con el fin de analizar la calidad estructural y funcional del componente instrumental de la estrategia,
se disefid un estudio piloto y se sometid a evaluacion ante un panel de expertos. Los resultados se
procesaron con ayuda de una técnica para la representacion del ordenamiento por similitud, respecto

a la solucion ideal (TOPSIS), basada en datos difusos.

10
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Capitulo Il. El concepto de pendiente: estado de la investigacion y
prospectivas didacticas.

En las ltimas dos décadas han proliferado las investigaciones sobre el concepto de pendiente que, si
bien en su mayoria atendian al estudio tedrico de las conceptualizaciones, a través de ellas abordaban
también la estructuracion del contenido y los obstaculos asociados al proceso de ensefianza—
aprendizaje de dicho concepto. En este capitulo se analizan y sintetizan las principales investigaciones
que tratan la pendiente, asi como se da noticia de alguno de sus resultados. Finalmente, se plantean

posibles prospectivas para las investigaciones sobre el concepto de pendiente.

11.1 Contextualizacion de las investigaciones sobre el concepto de pendiente

El concepto de pendiente se considera esencial en la formacion matematica de los estudiantes,
fundamentalmente, porque es base de otros conceptos importantes dentro de la matematica elemental
y superior. Este concepto, estd presente en los curriculos de matematicas de la ensefianza media y
superior de todos los paises y es objeto de estudio, de manera formal, a partir del nivel de secundaria
(Teuscher y Reys, 2010, 2012; Nagle et al., 2013a; Hoffman, 2015; Rivera y Dolores, 2017; Deniz y
Kabael, 2017; Beyerley y Thompson, 2017). Las variantes mas utilizadas para introducir el concepto
de pendiente en la escuela la asocian o bien con el comportamiento de la recta o bien con la idea de
razén de cambio. En el primer caso, se trabaja simultaneamente con las funciones lineales o a partir
de situaciones del mundo real (Carlson et al., 2002; Teuscher y Reys, 2010, 2012; Birgin, 2012) y, en
el segundo, relacionandola con los elementos basicos de las razones y las relaciones proporcionales
(Turner, Wilhelm y Confrey, 2000).

En cualquier caso, Leinhardt, Zaslavsky y Stein, 1990 consideran que la pendiente es un “concepto
de enlace poderoso” porque ayuda a los estudiantes a comprender las funciones y sus graficas. En
este sentido Niss, Blum, y Galbraith (2007) refieren una importante dualidad. Por un lado, se pone de
manifiesto la modelacion, en la direccion “realidad — matematica”, o sea, un problema del contexto
real motiva la utilizacién del concepto de pendiente, lo cual enfatiza el proceso. Por otro lado, se
expresa la relacion inversa “matematica — realidad”, donde se enfatiza el objeto matematico de

pendiente en el sentido de buscar sus aplicaciones.

Otro elemento que pone de manifiesto la importancia del concepto de pendiente es que permite

explorar con mayor facilidad las funciones de dos variables (f(x,y) = k) con covariacion no
11
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constante al compararlas con la caracteristica de pendiente constante de las funciones lineales
(Stanton y Moore—Russo, 2012). El concepto de pendiente se aplica en muchos campos de las ciencias
en general y, en particular, es relevante para el desarrollo de temas de matematica avanzada; es
fundamental para describir el comportamiento de una curva y juega un papel central en el desarrollo
del célculo (Carlson, Oehrtman y Engelke, 2010; Confrey y Smith, 1995; Noble, Nemirovsky, Wright
y Tierney, 2001). El calculo marca una transicion significativa en la comprensién matematica de la
pendiente por parte de los estudiantes, pasando de funciones lineales a funciones no lineales y de
razon de cambio medio a razon de cambio instantaneo (Dolores, 2007; Teuscher y Reys, 2012;
McGee, Moore—Russo y Martinez, 2015).

El concepto de pendiente, al ser tratado como objeto en el proceso ensefianza—aprendizaje encierra
una gran complejidad debido a la variedad de significados que se le asocian y que van desde el uso
cotidiano o comun, pasando por sus aplicaciones, hasta las conceptualizaciones que se han
determinado en el proceso de ensefianza—aprendizaje de dicho concepto (Stump, 1999; Zaslavsky,
Sela 'y Leron, 2002; Moore—Russo et al., 2011a; Nagle y Moore—Russo, 2013).

El paso de un analisis global (general) a un analisis local (puntual) en el problema del estudio de una
funcidn es esencial para comprender que, en una vecindad muy proxima de un punto, la funcién se
comporta como su recta tangente en ese punto, es decir, las variaciones que tiene una funcion a partir
de un valor determinado, son proporcionales a las de su variable independiente cuando éstas son muy
pequefias. En ese sentido, los trabajos de Asiala et al., 1997; y de Sofronas et al., 2011, contemplan
la aproximacién lineal como un elemento funcional para el estudio de la pendiente. Ademas, Sofronas
et al., (2011), recogen que la tercera parte de los expertos en célculo participantes en su estudio,
identifican la comprensién de los estudiantes sobre la aproximacion lineal como algo fundamental

para una comprension profunda del calculo de primer afio.

A partir de la revisién de la literatura sobre el tema de la pendiente, se puede observar que la
produccion cientifica en los ultimos afios ha crecido de manera significativa y se ha concentrado en
tres direcciones principales: estudio de las conceptualizaciones en estudiantes y profesores; los
obstaculos y errores que presentan tanto estudiantes como profesores y el proceso de ensefianza—
aprendizaje del concepto de pendiente (Deniz y Kabael, 2017, p. 140); sin embargo, no se ha
encontrado ningun estudio general que aglutine las investigaciones sobre dicho temay marque futuras

direcciones en este campo de estudio. La amplitud de tal estudio motiva que este capitulo pretenda

12
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solo resefiar los trabajos méas relevantes sobre el concepto de pendiente asociados con las

conceptualizaciones en estudiantes y profesores.

Como punto de partida para lograr el objetivo de analizar, sintetizar y clasificar la investigacion sobre
el estudio de las conceptualizaciones en estudiantes y profesores, nos proponemos las siguientes

interrogantes:
1 ¢Cuales son las principales investigaciones y resultados relativos a la pendiente?
2 ¢Queé perspectivas se pueden establecer para las futuras investigaciones sobre la pendiente?

El estudio de la literatura publicada sobre la pendiente se realiz6 utilizando como base el método de
analisis bibliogréfico clésico sugerido por Gomez, Fernando, Aponte y Betancourt (2014). Mismo
que consta de las siguientes etapas:

1. Busqueda de la informacion. “Para el proceso de investigacion bibliografica se debe contar con
material informativo como libros, revistas de divulgacion o de investigacion cientifica, sitios Web y
demas informacion necesaria para iniciar la basqueda. Una busqueda bibliografica debe hacerse desde
una perspectiva estructurada y profesional. EI material que se emplee debe ser reconocido, es decir,

aquellos que han sido revisados cuidadosamente por expertos antes de ser publicados”.

2. Organizacidon de la informacion. “Esta fase consiste en organizar de manera sistematica la
documentacion encontrada. Se puede realizar tanto de manera béasica o detallada. Una manera de
organizar la informacion es por relevancia, distinguiendo los principales documentos de los
secundarios. Asi se obtiene una estructura o diagrama que permite identificar los pilares del tema bajo
estudio. Es necesario definir una estructura para organizar la informacion de forma jerarquica y la

cantidad de datos que se van a incluir en esta (autores, aflo, resumen, idea principal, etc.)”.

3. Andlisis de la informacion. “La tercera fase es analizar la informacion ya organizada, indagando
sobre cudles son los documentos mas Utiles para la tematica en estudio. El anélisis de la informacion
es la tarea que toma mas tiempo en la investigacion bibliogréafica, ya que con ella se espera identificar
el aporte a realizar”. Gomez, et al. (2014, 159-160).

En una primera etapa se realizé una basqueda en bases de datos importantes como: (WEB of
SCIENCE, JCR, SCOPUS, ERIC) con la finalidad de identificar la literatura correspondiente al tema.

13
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Para ello utilizamos como términos de busqueda: “Pendiente”; “Conceptualizaciones de pendiente”;
“Concepciones sobre pendiente”; “Ensefianza—aprendizaje de pendiente”; “Dificultades en el proceso
de ensefianza—aprendizaje de la pendiente”; “Obstaculos y errores en el proceso de ensefianza—
aprendizaje de la pendiente”. En el mismo sentido se realizo una busqueda general orientada en las
bases de datos antes mencionadas e Internet (actas de congresos sobre Matematica Educativa y a las
tesis de posgrado); utilizando en este caso los términos de busqueda tales como “Conexiones entre
conceptualizaciones”, “El concepto de pendiente en el curriculo”, “Las conceptualizaciones de

pendiente en el curriculo”, “Estructuracion del contenido sobre pendiente”.

A partir de un proceso de andlisis y sintesis de los hallazgos recogidos en la literatura obtenida, la
segunda etapa consistio en la organizacion e identificacion de las investigaciones y resultados méas

representativos asi como de los autores mas relevantes en dicha tematica (ver Tabla 1).

En una tercera etapa se selecciond la literatura cientifica mas relevantes para nuestra investigacion a
partir de los resultados del proceso anterior. De esta forma, el cuerpo principal de las investigaciones
seleccionadas para la elaboracién de este articulo esta conformado por 35 articulos de investigacion,
en su mayoria en idioma inglés. Cabe destacar que dichas investigaciones son mayoritariamente de

indole cualitativa.

Tabla 1. Investigaciones mas relevantes y significativas sobre la pendiente.

Autor(Afio) | Titulo Obijetivo Marco tedrico | Hallazgos Fundamentales
fundamental
Stump, S. | Secondary Investigar las | La teoria de las | Las siguientes
(1999) Mathematics | definiciones del | imagenes conceptualizaciones del
Teachers' concepto de | conceptuales concepto de pendiente:
Knowledge pendiente 'y la | desarrolla por (Tall
of Slope. comprension que | y Vinner, 1981). 1. Razon geométrica.
poseen los
profesores de 2. Razon algebraica.

secundaria  sobre
dicho  concepto; | La teoria sobre la | 3. Propiedad fisica.
asi como  su | comprension
conocimiento para | mateméatica (MKT | 4. Propiedad funcional.

la ensefanza. por sus siglas en o o
Inglés) desarrollado | 5. Coeficiente paramétrico.

por Shulman (1986).
6. Trigonomeétrica.
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7. Célculo.
8. Situacién del mundo real.
Zaslavsky, | Being sloppy | Investigar el | Teoria de la| La identificacion de dos
Sela y | about slope: | efecto en los | interpretacion— perspectivas sobre la pendiente
Leron the effect of | estudiantes y | informacion gréfica | (Analitica y Visual).

(2002) changing the | profesores cuando | (representativa e
scale. enfrentan iconogréfica)
situaciones 0 | desarrollada por
tareas sobre la | (Pimm, 1995). Analitica: La pendiente es una
pendiente, propiedad de la funcién
analizada bajo un (Ecuacion  Lineal) 'y es
cambio de escala invariante bajo un cambio de
no homogéneo. Uso de las TIC'S | escala no homogéneo
asociadas a las
representaciones
analiticas y
geométricas de | Visual: La pendiente es una
funciones propiedad de la gréfica de una
(Yerushalmy, funcion lineal y varia bajo un
1991). cambio de escala no
homogéneo.
Moore— Can slope be | Explorar la| La teoria de las | Refina y amplia las ocho
Russo, D., | negative in 3— | argumentacion, imégenes conceptualizaciones de
Conner, A., | space? factores del | conceptuales pendiente dadas por Stump
Rugg, K. | Studying entorno de | desarrolla por (Tall | (1999, 2001), afiadiendo las
(2011a). concept aprendizaje y las |y Vinner, 1981; | conceptualizaciones siguientes:
image of | conceptualizacion | Vinner & Dreyfus,
slope through | es de pendiente. 1989). 9. Determinacion de la
collective propiedad.
definition

construction.

La teoria del
constructivismo
(Valsiner, 1994).

COo—

Elementos de la
argumentacion  de

10. Indicador de
comportamiento.

11. Constante lineal.

Existe preferencia de los
estudiantes por el pensamiento
algebraico formal por encima
del pensamiento geométrico.
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Krummheuer (1995)
y de Yackel (2002).
Nagle, C. y | Slope Across | Investigar cdmo se | Conceptualizacione | EI nimero total de referencias,
Moore— the manifiesta el |s de pendiente | a la pendiente, en ambos
Russo, D. | Curriculum: | concepto de | descritas por Stump | curriculos de primaria 'y
(2014) Principles pendiente 'y su | (1999, 200la) vV | secundaria fue similar, para
and estructuracion en | Moore—Russo, PSSM (57) y CCSSM (53).
Standards for | el curriculo de la | Connor 'y Rugg
School ensefianza bésica. | (2011a). Las conceptualizaciones

Mathematics
and Common
Core State
Standards.

predominantes, encontrada en
los estandares PSSM y CCSSM
sobre pendiente son: Propiedad
Funcional, Constante Lineal y
Situacion del Mundo Real.

CCSSM describe la creacion de
razonamiento covariacional
junto con el razonamiento
proporcional en el grado 6, por
su parte PSSM se propone
construir  una  base de
razonamiento covariacional en
los grados 3-5 para comprender
las relaciones proporcionales en
el grado 6.
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Cho, P. y [ An Analysis | Investigar los | Conceptualizacione | Identifican 18 errores que
Nagle, C. | of Students’ | errores que | s de pendiente | cometen los estudiantes en
(2017). Mistakes on | presentan los | descritas por | tareas rutinarias sobre la

Routine estudiantes Moore—Russo, pendiente. Entre ellos destacan
Slope Tasks. | universitarios en | Connor 'y Rugg | los aritméticos y aseveran que
tareas  rutinarias | (2011a). son los mas generalizados y que
que involucran la fueron  trasmitidos a la
pendiente. manipulacion algebraica por la
mayoria de los estudiantes.
Teoria sobre las
etapas del
razonamiento
covariacional Explicitan ~ los  elementos
propuesta por | procedimentales y conceptuales
Carlson et al. | que pueden vincularse con los
(2002). errores identificados.
Beyerley, Secondary Investigar los | Teoria sobre las | Revela que los significados que
C. y | mathematics | significados que | etapas del | poseen los profesores de
Thompson, | teachers’ poseen los | razonamiento secundaria sobre la pendiente
P. (2017) meanings for | profesores de | covariacional son  limitados y  poco
measure, matematicas  de | propuesta por | productivos.
slope, and | secundaria sobre | Carlson et al.
rate of | los conceptos de | (2002).
change. pendiente, medida

y tasa de cambio.

Teoria de  los
significados

desarrollada por
Thompson, P. et al.
(2013) y Thompson,

P. (2016).

Se presentan evidencias de que
los profesores no saben el por
qué se usa la division en la
formula de la pendiente.

Fuente: Elaboracion propia

Antes de entrar en lo hallado en la literatura, y puesto que los autores investigados no siempre definen

los términos que utilizan o les atribuyen sentidos algo diferentes, conviene que se establezca qué

significado se asumen en relacion con los términos que se emplea en este apartado. Segun esto, usara

“concepto” para designar la idea de un objeto matematico y por “conceptualizacioén’ la representacion

mental que un individuo posee de un concepto matematico y que irremediablemente estara ligada o

condicionada a su formacién y experiencia.

Las teorias de Tall y Vinner (1981) y Vinner (1994) sobre imagenes conceptuales y definicion de
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conceptos distinguen entre como se define formalmente un concepto en Matematica y el proceso
cognitivo que permite concebir el concepto. Estos autores emplean el término “concepto definicion”
en el proceso cognitivo (no formal) para referirse a la definicién del concepto asumida por el
estudiante, por lo que la definicion del concepto tiene un caracter personal. El término “concept
imagen” se refiere a todas las representaciones mentales, procesos y propiedades que conoce el
estudiante asociadas a un determinado concepto. La imagen del concepto se construye a lo largo del
tiempo, es producto de las experiencias y evoluciona a medida que el individuo se enfrenta a nuevas

situaciones y es capaz de resolverlas.

Debe hacerse notar que ni en los trabajos sobre conceptualizaciones desarrollados por Stump (1999,
2001a) ni en los ampliados y refinados por Moore—Russo et al. (2011a) se define el término
conceptualizacion de manera explicita. Cada una de las conceptualizaciones que los autores refieren
se basa en alguna representacion particular del concepto de pendiente asociada a un contexto

especifico y toma en consideracién una cualidad esencial del concepto.

Por ejemplo, cuando se conceptualiza la pendiente como la medida de la inclinacion de la recta en
relacion a la parte positiva del eje horizontal se hace referencia a una representacion geométrica
(contexto) del concepto de pendiente y dicha inclinacion se toma como caracteristica esencial del
concepto. En ese mismo sentido, Hoffman (2015) asevera que una conceptualizacion se refiere a una
representacion especifica del concepto (asociada a una caracteristica esencial), mientras que la
imagen del concepto es el nimero total de conceptualizaciones que los profesores han asociado con

dicho concepto.

Thompson, (1992, p. 130) considera las concepciones como "una estructura mental mas general, que
abarca creencias, significados, conceptos, proposiciones, reglas, imagenes mentales, preferencias, y
gustos”. Remesal, (2006) y Moreano, Amad, Cruz y Cuglievan, (2008) consideran las concepciones
como un sistema organizado de creencias que se originan y desarrollan a través de las experiencias e
interacciones en las que el individuo participa, repercutiendo en las interacciones subsiguientes con
el mundo que le rodea y, segun afiaden Moreno y Azcarate (2003) en lo que se percibe y en los
procesos de razonamiento que realiza. En ese sentido, el término “concepcién’ proporciona un marco

para describir la percepcién global y el conocimiento de la evaluacion de los docentes.

Para Leong (2014) una concepcién es un punto de partida inclusivo que tiene en cuenta las formas de

conocer, las creencias de los profesores, actitudes, perspectivas, valores y otras construcciones
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posibles que ellos estimen Utiles para describir sus précticas en el aula. Mediante las concepciones un
individuo entiende, responde e interacta con un fendmeno y las experimenta dentro de una cultura
(Brown, Hui, Yu & Kennedy, 2011). A los efectos del presente trabajo entenderemos las

concepciones en el sentido de Leong (2014).

A partir de lo anteriormente expuesto y a modo de conclusion de esta seccion podemos establecer
que la concepcion es un concepto mas amplio y general que el de conceptualizacién, ya que la
conceptualizacion se entiende como una representacion especifica asociada a una determinada
caracteristica esencial de un concepto en un contexto particular; en tanto que la concepcion se
considera como un conjunto de elementos asociados con la esfera cognitiva—conceptual (significados,
conceptos, proposiciones, reglas, imégenes mentales, etcétera) que favorecen la estructuracion del

razonamiento y la toma de decisiones.

11.2 Estudios sobre el concepto la pendiente

Dentro de los estudios relacionados con la pendiente, la tesis doctoral de Janvier (1978) puede
considerarse como pionera. Aunque estd dedicada fundamentalmente al andlisis de graficas de
funciones y sus relaciones e interpretaciones, dicha investigacion realiza un estudio de algunas
dificultades sobre la comprension del concepto de funcion, basado en sus graficas, y pone de
manifiesto errores relacionados con el concepto de pendiente. En particular, se explicita el error
conocido como pendiente—altura. En el mismo sentido, en la investigacion sobre graficas y sus
relaciones de Barr (1980,1981) analiza la comprension de los estudiantes del concepto de pendiente

y describe un estudio para identificar y cuantificar sus dificultades.

McDermott, Rosenquist y van Zee (1983) encuentran la confusién asociada al error conceptual
pendiente—altura en las respuestas de los estudiantes universitarios a los que les propusieron tareas en
las que habia que manejar graficas de tiempo y velocidad. Estos autores atribuyen el error a multiples
causas con lo que hacen patente la gran complejidad del concepto de pendiente. También Preece
(1983) corrobora los hallazgos de Janvier (1978) y McDermott, et al. (1983) sobre dicho error
conceptual, utilizando para su investigacion elementos dindmicos. Respecto al trabajo de McDermott,
etal. (1983), Clement (1985) identifica como causa del error el uso indebido que los estudiantes hacen

de la caracteristica grafica de la altura en lugar de utilizar la pendiente para representar la velocidad.

A partir de los estudios realizados sobre graficas y sus interpretaciones, Clement (1985) estructura y
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propone una clasificacion de los errores que cometen los estudiantes en la resolucion de problemas
relativos a estas tareas. Asi mismo, este autor propone algunas explicaciones cognitivas para los
errores detectados. Dicho estudio se sustenta en un modelo por competencias asociadas a los
conocimientos basicos para elaborar e interpretar graficas. Este trabajo ratifica los hallazgos de
Janvier (1978) pues encuentra en los estudiantes el error pendiente—altura pero, ademas, evidencia
otro error al que denomina pendiente—curvatura. En su clasificacién de conceptos erroneos en el
estudio de gréaficas, Clement (1985) da una gran importancia a los errores conceptuales relacionados

con la pendiente y las caracteristicas incorrectas de una grafica.

En la tesis doctoral de Zaslavsky (1987), se exponen algunos obstaculos y errores tedrico—
conceptuales referentes a la pendiente. Por ejemplo, al proponer a los alumnos encontrar una ecuacion
para la grafica de una parabola dados tres puntos, algunos estudiantes, equivocadamente, tienen en
cuenta solo dos puntos para buscar la ecuacion. Ello permite suponer que estd operando una
mentalidad o pensamiento lineal, esto es, que se toman dos puntos porque son suficientes para calcular
la pendiente de la recta que los contiene. A continuacion, ese “valor de pendiente” hallado lo toman
como coeficiente principal de la ecuacion de la pardbola. Esencialmente esta conducta, es una
manifestacion de la tendencia a la ejecucion procedimental y puede estar provocada, por el abuso de

tareas que exigen determinar la ecuacion de una recta o funcion lineal conocidos dos puntos.

El elemento fundamental de la investigacion realizada por Leinhardt, Zaslavsky y Stein (1990) que
pretendemos resaltar, es su estudio sobre la naturaleza del aprendizaje en términos de intuiciones y
conceptos erréneos y sobre los enfoques plausibles de la ensefianza a través de secuencias,
explicaciones y ejemplos (contraejemplos). Como venimos diciendo, las investigaciones realizadas
contienen tareas que sacan a la luz dificultades y conceptos erréneos de los estudiantes en relacién

con el aprendizaje de las graficas en general o de parte de ellas.

Los autores han agrupado dichas dificultades en tres categorias principales: Confusién de intervalo—
punto, Confusidn de pendiente—altura e Interpretacidn iconica. Notese que la segunda categoria esta
relacionada con la pendiente y ha sido objeto de estudio en investigaciones precedentes (Janvier,
1978; Bell y Janvier, 1981; Preece, 1983; Clement, 1985; McDermott et al., 1987). Leinhardt,
Zaslavsky y Stein (1990) sostienen que si los estudiantes consideran la grafica como fraccionada o
en trozos, estan poniendo de manifiesto una tendencia general a interpretar las graficas puntualmente,

lo que en definitiva se deriva de la confusion pendiente/altura.
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Las repercusiones cognitivas de una escasa comprension del concepto de pendiente y de la tasa de
cambio han despertado también el interés de algunos investigadores motivando varios estudios. Los
trabajos de Thompson (1994b), Patrick Thompson y Alba Thompson (1994), sefialan las deficiencias
detectadas al entrevistar a estudiantes de ensefianza media sobre la comprension de la tasa constante.
Por otra parte, Hauger (1997), utilizando gréaficas distancia—tiempo y situaciones tanto de aceleracion
como de frenado, hace un estudio de casos y encuentra que los estudiantes descubren sus errores y

refinan sus conocimientos cuando trabajan con la tasa de cambio.

La investigacion desarrollada por Hauger (1997) implica consecuencias para la instruccion pues
recomienda a los profesores de calculo y precalculo que brinden oportunidades a los estudiantes para
que usen sus conocimientos y la relacién entre pendiente y cambio en intervalos, con lo que
favoreceran la comprensiéon de la tasa de cambio. De manera mas general, los profesores deben
analizar y sintetizar el conocimiento que los estudiantes utilizan para que determinadas situaciones
se doten de sentido y para propiciar que usen sus conocimientos en la construccion de nuevas

relaciones y conceptos matematicos.

Por lo expuesto hasta ahora, se puede asegurar que las investigaciones anteriores a Stump (1999) no
trataban especificamente el concepto de pendiente sino que éste subyacia en los estudios sobre
funciones, graficas o tasa de cambio. La investigacion de Stump (1999) rompe esa tendencia y
examina la forma en que los profesores presentan el concepto de pendiente a sus alumnos, observando
que este concepto se definia de diferentes maneras, atendiendo al contexto y a una caracteristica
particular del concepto en correspondencia con dicho contexto. En la Tabla 2 figura el conjunto de
conceptualizaciones de la pendiente confeccionado por esta autora tras examinar las herramientas

utilizadas en un gran nimero de investigaciones sobre la pendiente.

Las investigaciones que pueden considerarse precedentes al estudio de las conceptualizaciones
centradas en la pendiente son las desarrolladas por Barr (1980, 1981) y Azcarate (1992). Barr (1980,
1981) explord el conocimiento de los estudiantes sobre la pendiente y reporto las dificultades o
confusiones encontradas. Azcarate (1992) investigdb los esquemas conceptuales y perfiles de

estudiantes preuniversitarios sobre la base de Tall y Vinner (1981), definiendo tres perfiles:
e EIl geométrico,

e El operativo,
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e El funcional.

El perfil geométrico se caracteriza por la asociacion de la pendiente con el término “inclinacién”, con
la gréafica de la recta, con el angulo de inclinacion, con la distancia o con un punto del plano cartesiano;
el perfil operativo es el relacionado con el algoritmo para calcular la pendiente; y el perfil funcional

hace referencia a la correspondencia entre los incrementos de las variables.

Stump (1999) prosigue esta linea pero le da mayor precision y lo centra en la comprension matematica
de los profesores sobre la pendiente y en el dominio que éstos poseen sobre el contenido de la
ensefianza. Al igual que Azcéarate (1992), investiga el conocimiento del contenido desde la teoria de
las imagenes conceptuales y las definiciones conceptuales de Tall y Vinner (1981), el conocimiento
del contenido pedagogico desde la posicion de Shulman (1986) y la comprensidn desde la perspectiva
de las conexiones de McDiarmid, Ball y Anderson, (1989, p. 193) y del conocimiento conceptual y
el procedimental de Hiebert y Lefevre, (1986). Identifico siete categorias relativas a las definiciones

de pendiente:
e Razon geométrica (G),
e Razon algebraica (A),
e Propiedad fisica (P),
e Propiedad funcional (F),
e Coeficiente paramétrico (PC),
e Trigonométrica (T),
e Calculo (C).

En 2001(a), la propia Stump propuso una octava categoria, la denominada, situaciones del mundo
real (R). Posteriormente, Moore—Russo et al. (2011a) atn afiadio tres conceptualizaciones mas (Véase
Tabla 2):

e Propiedad determinante (D),
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e Constante lineal (L),
e Indicador de comportamiento (B).

Tabla 2. Conceptualizaciones de la Pendiente

Categoria Pendiente como Cadigo

Rise over run, razon entre los desplazamientos vertical y
Razén geométrica | horizontal en la gréfica de una recta (cuyas representaciones | G

dan pequefios triangulos rectangulos con la recta).

Cambio en y entre cambio en x, expresado en la razon

Razén Algebraica . v A
algebraica 2222 6 =2

Xp—x,  Ax’

) . Propiedad de una recta descrita con expresiones como: grado,
Propiedad fisica o ) ] P
inclinacion, tendencia, ladeo, declive, etc.

Razon de cambio constante entre dos variables o cantidades,

bien encontrada en representaciones como tablas,

Propiedad descripciones verbales, etc. (v. gr. cuando x aumenta 2, y
funcional aumenta 3); o bien observada en situaciones que implican i
razones de proporcionalidad constante, donde la razon referida
a la unidad es la pendiente.
Coeficiente Coeficiente m (o su valor numérico) en y=mx+b 0 y —
Paramétrico y1 = m(x — xq) P

) o Propiedad relacionada con el angulo que forma una recta con
Trigonomeétrica ) ] ) o T
la horizontal (eje x); tangente del angulo de inclinacion.
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Medida relacionada con la derivada como la tangente a la curva
Calculo en un punto, o como razén de cambio instantanea para | C

cualquier funcién (incluso una no lineal).

Situacion fisica (estatica): rampas, escaleras, montafias, cimas.

Situacion del Situacion funcional (dinamica): relacion entre dos variables en | p
mundo real otros contextos, v. gr., distancia versus tiempo, velocidad
versus tiempo.
) Propiedad que determina si las rectas son paralelas o
Propiedad

_ perpendiculares; propiedad con la que una recta puede ser | D
determinante ) )
determinada si se conoce un punto de ella.

“Recta” o “plana” que denota ausencia de curvatura y que
permanece inalterable cualquiera que sea el desplazamiento
_ que se haga en una determinada direccion de traslacion;
Constante lineal , o ‘ L
propiedad Unica para la “rectitud” de figuras, (lo que hace que
una linea sea "recta” o la "rectitud” de una linea); la constante

0 pendiente se obtiene con cualquier par de puntos de la recta

) Numero real con signo que indica crecimiento (+),
Indicador de o ) . . )
) decrecimiento (—), tendencia horizontal de la linea (0). Sinoes | B
comportamiento o ) ) _ _ )
cero, indica la existencia de interseccion con el eje x.

Fuente: Adaptado de “Slope Across the Curriculum: Principles and Standards for School Mathematics and Common Core
State Standards”, de Nagle y Moore—Russo, 2014, Mathematics Educator, 23(2), pp. 40-59.

Stump (2001b) prosigue la investigacion sobre comprension de la pendiente pero ahora como medida
y en estudiantes de precélculo. Para ello los estudiantes respondieron a preguntas acerca de

situaciones del mundo real, como situaciones fisicas que involucraban la pendiente como una medida
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de inclinacion (T) y de situaciones funcionales que involucraban la pendiente como una medida de la
razon de cambio (F). Para las situaciones fisicas, los estudiantes midieron la inclinacién con angulos
en lugar de utilizar las razones. En general, demostraron una mejor comprension de la pendiente en
situaciones funcionales, pero muchos tuvieron problemas para interpretar la pendiente como una

medida de la razén de cambio.

Recuperando los estudios sobre profesores pero en un contexto diferente del de USA, Mudaly y
Moore—-Russo (2011) analizaron el concepto de pendiente de un grupo de 251 profesores de
matematicas de secundaria, sudafricanos, que ensefiaban en poblaciones consideradas histéricamente
desfavorecidas. Sin haberles impartido ninguna instruccion previa, se les aplico un cuestionario y se
obtuvo que algunos de los encuestados tenian una comprension muy escasa 0 nula del concepto,
mientras que otros evidenciaban un buen entendimiento de la pendiente al ser capaces de
conceptualizarla de muchas maneras diferentes. Las conceptualizaciones mayoritariamente evocadas
por los profesores fueron coeficiente paramétrico (PC), trigonométrica (T) e indicador de
comportamiento (B); contrariamente, la propiedad funcional (F) , la situacion del mundo real (R) y

la propiedad fisica (P) fueron evocadas con muy escasa frecuencia.

Nagle, et al. (2014a) estudiaron las conceptualizaciones de pendiente en un curso introductorio de
calculo, esto es, en nivel universitario, examinando tanto a alumnos como a profesores. Encontraron
que los estudiantes confian en conceptualizaciones de pendiente basadas en procedimientos,
mostrando poca evidencia de razonamiento covariacional. En contraste, los profesores demostraron
una comprension multidimensional de la pendiente como una propiedad funcional, que se aplica a
situaciones del mundo real y desempefia un papel integral en el desarrollo de conceptos clave del
Calculo. No resulté frecuente que los profesores utilizaran la determinacion creciente / decreciente
utilizando la pendiente, al contrario de lo que sucedio en el caso de los alumnos. En estos ultimos se
identifico la influencia cultural (académica y geografica) en la conceptualizacion de pendiente tal y
como se habia encontrado en investigaciones anteriores, en las que se detectaba la repercusion del
plan de estudios de matematicas de secundaria en la preferencia por el uso de una u otra

conceptualizacion.

Aun volviendo a trabajar con estudiantes y profesores, Nagle, Moore—Russo y Styers (2014a) dan un
giro a sus observaciones pues estudian lo que los profesores creen que piensan los alumnos sobre la

pendiente una vez que examinan sus declaraciones circunscritas al plan de estudios. Las respuestas
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de los profesores proporcionaron informacion sobre su Conocimiento de Contenido y Estudiantes
(KCS) y Conocimiento de Contenido y Curriculo (KCC). Los resultados sugieren que los profesores
valoran la terminologia académica relacionada con la pendiente, tienen perspectivas limitadas sobre
la pendiente en contextos del mundo real e intentan extender la nocion de pendiente al calculo previo.
Los profesores no mostraron seguridad sobre cémo interpretar la conceptualizacion constante lineal
(L) que se refiere a la “rectitud de la recta”, particularmente al pasar de relaciones lineales a no lineales

y comprender la tasa de cambio variable.

Ademas, tendian a proporcionar interpretaciones algebraicas de la pendiente (A), incluso cuando las
declaraciones estaban abiertas a interpretaciones méas trigonométricas (T) o geométricas (G). Este
trabajo hace patente la necesidad de que los profesores deben tener un conocimiento suficiente del
plan de estudios (KCC) y de las repercusiones del mismo en los estudios posteriores si quieren
preparar a sus alumnos para estudios superiores. Ese es el caso del concepto de pendiente que, al
resultar fundamental para conceptos méas avanzados como la derivada (HCK), debe interpretarse de
la forma mas amplia posible.

Stanton y Moore—-Russo (2012) examinan los curriculos de la ensefianza primaria, secundaria y
bachillerato de los 50 estados de USA para determinar como tratan el concepto de pendiente.
Encuentran que la conceptualizacién mas frecuente en estos documentos es la razon geometrica (G)
(aparece en 45 estados), seguida muy de cerca por las de indicador de comportamiento (B), propiedad
determinante (D), propiedad funcional (F) y la razon algebraica (A) (cada una encontrada en 43
estados). Las conceptualizaciones menos frecuentes fueron la de pendiente como una propiedad fisica
(P) (encontrada en seis estados) y trigonomeétrica (T) (encontrada en 10 estados). Sin embargo, los
curriculos de la Escuela Primaria y Secundaria incluyen diferencias que reflejan enfoques alternativos
para cubrir las nociones y prerrequisitos claves relacionadas con la pendiente y para extender las

ideas de pendiente a funciones no lineales.

Hasta 2013 los estudios de las conceptualizaciones de la pendiente se centran en una descripcion
aislada entre ellas. Ese afio, Nagle y Moore—Russo (2013a) cambian su enfoque y pasan a estudiarlas
como una Red de Componentes Conectados, aportando nuevos elementos tedricos. En particular,
combinan la investigacién sobre la comprension, procesal versus conceptual, con la investigacion
sobre las interpretaciones, visuales y analiticas, de la pendiente para asi establecer nuevas conexiones

entre las conceptualizaciones. La pendiente es un concepto critico en la educacién matematica y sus
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limitaciones en la comprension de los estudiantes provienen de la falta de conexiones que hacen entre
los diversos componentes y subcomponentes de la pendiente. Esta nueva orientacion de la
investigacion es relevante porque puede ayudar a estudiantes y profesores a desarrollar una mejor

compresion del concepto en cuestion.

Nagle, Casey y Moore—Russo (2017), aplicando la teoria de la transferencia del conocimiento de
Royer, Mestre, y Dufresne (2005), dirigen su atencion a investigar si los alumnos utilizan sus
conceptualizaciones de la pendiente cuando, en estadistica, partiendo de una recta imprecisa deben
encontrar la recta de mejor ajuste. Tanto el contexto situacional de las tareas planteadas (el precio del
boleto versus la asistencia al teatro) como el matematico (los puntos alternos dados como datos)

influyeron en el conocimiento previo que los estudiantes transfirieron a la nueva tarea.

Cabe deducir por ello que la comprension conceptual de la pendiente no garantiza necesariamente la
transferencia a un nuevo contexto problematico y que no resulta superflua la contextualizacién al
mundo real. Afirman que los estudiantes transfirieron las conceptualizaciones de la propiedad
funcional (F) y del mundo real (R) de la pendiente mientras empleaban el razonamiento covariacional.
En la busqueda de la linea de mejor ajuste tampoco bastd la conceptualizacién indicador de
comportamiento (B) sino que hubo de concurrir al razonamiento covariacional y la accién mental 2
que, segun Carlson et al., 2002, tiene en cuenta el sentido del cambio; ello avala la conjetura de que

estas nociones estan estructuralmente relacionadas.

Deniz y Kabael (2017) retoman las conceptualizaciones como objetos de estudio pero desde el punto
de vista de la teoria APOS (Accidn, Proceso, Objeto y Esquema) propuesta por Dubinsky (1991).
Investigaron los procesos de construccion y matematizacion de la pendiente en estudiantes que
cursaban 8° grado, centrandose en las conceptualizaciones razon geomeétrica (G) y razén algebraica
(A). Observaron que los estudiantes que podian construir el concepto de pendiente a nivel de accion,
no podian construirlo como una razén. Podian calcular la pendiente con el “rise over run” o con la
férmula, sin embargo no podian conceptualizar la invariabilidad de la pendiente en todos los tramos
de la recta (L), ni interrelacionar esta interpretacion con la razén algebraica (A) y la interpretacion de
la raz6n geométrica (G). Notaron tendencia hacia la interiorizacién (etapa de proceso) cuando la
invariancia de la pendiente entre dos puntos cualesquiera de la recta quedaba justificada por la
relacion algebraica. Otro indicador que demuestra la construccion de la pendiente en la etapa del

proceso es el uso de la relacion algebraica % asociada a la interpretacion geométrica de la

27411
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pendiente. Afirma que la etapa de objeto ocurrird durante el aprendizaje de conceptos como la
derivada donde el concepto de pendiente es un requisito previo y que en 8° grado los indicadores de

la etapa de objeto no se pueden observar explicitamente.

Siguiendo la misma linea, en un estudio mas reciente Nagle et al. (2019) extienden la investigacion
sobre la pendiente conectando las 11 conceptualizaciones de la pendiente con la Teoria APOS. En
esencia plantean que el concepto de pendiente puede construirse interrelacionando las “formas de
pensar la pendiente” y los “usos de la pendiente”. Son formas de pensar la pendiente como accion,
proceso u objeto, las conceptualizaciones: razon algebraica (A), razon geométrica (G) y propiedad
funcional (F); la fusion de estas da origen a la conceptualizacion constante lineal (L), que
representaria el objeto pendiente. Los usos de la pendiente estarian en las otras siete
conceptualizaciones: coeficiente paramétrico (PC), indicador de comportamiento (B), propiedad
fisica (P), propiedad determinante (D), situacion del mundo real (R) y, cuando sea apropiado,
trigonométrica (T) y célculo (C). Esta propuesta puede ayudar a los profesores a elaborar actividades
matematicas para desvelar las etapas de comprension del concepto de pendiente en los estudiantes, o
podria usarse en el disefio de materiales para la ensefianza que tengan en cuenta las formas de facilitar
la reformulacion de las ideas de los estudiantes sobre la pendiente para transitar hacia etapas mas

avanzadas.

11.3 Conclusiones del capitulo

Los estudios primarios de la pendiente tienen como objetivo explorar el conocimiento de los
estudiantes (Barr, 1980, 1981) y de sus esquemas conceptuales (Azcarate, 1992). La teoria de Tall y
Vinner (1981) sobre concepto imagen y concepto definicién, constituyd una base importante para
conocer la estructura cognitiva de los individuos acerca del concepto de pendiente. Sobre esta base y
la de la Teoria sobre el Conocimiento Pedagdgico del Contenido introducida por Shulman (1981)
Stump identifico lo que a la postre los investigadores denominaron como conceptualizaciones de la

pendiente.

Utilizando las conceptualizaciones de pendiente, se han realizado multiples estudios que consideran

la pendiente en secundaria, bachillerato y universidad, en profesores, en estudiantes y en documentos

curriculares. Nagle y Moore—Russo (2013a) dan un viraje proponiendo la Red de Componentes

Conectados combinada con las comprensiones, procesal y conceptual, y las interpretaciones, visuales

y analiticas, sugerida por Stump (2001a). Carpenter, 1986; Hiebert y Carpenter, 1992; Hiebert y
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Lefevre, 1986, consideran la comprension matemética como derivada del establecimiento de amplias
redes de conexién entre conceptos y procedimientos. De aqui devienen lo que se denomina como
conocimiento procedimental y el conocimiento conceptual que juegan un papel importante en las
conexiones matematicas, ya que ambos estan correlacionados positivamente como lo sefialan Rittle—
Johnson y Koedinger, (2009); Rittle—Johnson y Schneider (2015); Rittle—Johnson, Siegler y Alibali,
(2001).

En los dos ultimos afos, la teoria APQOS, surgida en la década de los 90, ha cobrado nuevo impulso
al utilizarse como base teorica para sustentar las conceptualizaciones de la pendiente. APOS es un
marco tedrico que permite estudiar tanto el desarrollo de estructuras cognitivas o etapas de
comprensién, como el proceso mismo de aprendizaje de un concepto. APOS se basa en la teoria
piagetiana de la abstraccién reflexiva, que describe las ocurrencias cognitivas en la mente en el
proceso de aprendizaje de un concepto (Dubinsky, 1991), y, por tanto, sirve para mostrar cbmo se

aprenden los conceptos matematicos (Oktac y Cetin, 2016, p. 164).

Segin APOS, la construccién del concepto comienza con acciones, progresa luego a procesos
dindmicos mediante la interiorizacion de las acciones y, finalmente, evoluciona de procesos
dindmicos a objetos encapsulados (Tall, 1999). Deniz y Kabael (2017) refieren que los estudiantes de
8° dan muestras de construir el concepto de pendiente como una férmula o una serie de operaciones
sin darle sentido en la etapa de accién. En la etapa de proceso encuentran ciertas dificultades en la
interiorizacion de la pendiente como razdn constante en todos los tramos de la recta y afirman que la
etapa de objeto ocurrird hasta el aprendizaje de la derivada. Nagle et al. (2019), sobre la base de
misma teoria, plantean una sistematizacion de las conceptualizaciones mas integradora, que
consideramos tiene potencialidades para seguirse desarrollando tanto en la investigacion como en la
docencia. Las formas de pensar versus los usos de la pendiente que incluyen todas las
conceptualizaciones marca una direccion especifica en la investigacion que puede ser desarrollada en

un futuro.
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Capitulo I11. Estudio epistemoldgico del concepto de pendiente

El presente capitulo se ocupa de un estudio epistemologico de la nocién de pendiente, su relacion con
la recta tangente a una curva y en general con la linea tangente en un punto de subconjuntos de R2.
Comenzamos con un breve estudio de algunos hechos basicos de la pendiente para luego ver su
evolucion en relacion con el concepto de tangente a curvas diferenciables clasicas, como punto de
partida hasta desarrollos matematicos més profundos que implican elementos de la Teoria de la
Medida Geométrica.

La pendiente es un concepto matematico, de naturaleza geométrica, ya en la antigiedad el hombre
recurria, de alguna manera, a la nocion de pendiente para resolver problemas practicos. Muchos de
estos problemas estaban relacionados con la elevacion de las montafias, la construccién de
edificaciones, rampas y caminos. Un problema concreto que enfrentaron los antiguos fue la
construccion de pirdmides, cuya dificultad consistia en mantener una inclinacion uniforme en cada
cara y a su vez la misma en todas sus caras. Segun (Boyer, 1989) esta necesidad es lo que llevo a los
egipcios a utilizar lo que denominaron “seqt (relacion avance versus subida)”, equivalente a lo que
hoy conocemos como pendiente de una superficie plana. Desde el punto de vista tedrico, matematicos
griegos como: Euclides (325 a. C., 265 a. C.) y Apolonio (262 a. C., 190 a. C.); utilizaron diferentes
técnicas y métodos para obtener la tangente a una curva; el concepto de tangente que poseian los

griegos era estatico; consideraban a la tangente como la recta que toca a la curva sin cortarla.

El primero estudio el comportamiento de una recta trazada a una circunferencia y el segundo elabor6
técnicas puramente geométricas para la construir rectas tangentes a las conicas. Las técnicas
encontradas solo eran aplicables a curvas particulares, por lo cual se hizo necesario buscar nuevos
métodos para encontrar la recta tangente a una curva. Con la introduccion de la Geometria de
Descartes en 1637, se desarrollaron métodos algebraicos para el trazado de tangentes a cénicas y a
otras curvas. Con el Método de las Fluxiones de Newton (1665-1666) y el de las diferenciales de
Leibniz (1646-1716) encuentran métodos generales para el trazado de tangentes. Los matematicos
del siglo XVII intuitivamente asumian la idea de la recta tangente a una curva como la posicion limite
de una secante. En 1823, Cauchy (1789- 1857) resolvio el problema, dando una definicion precisa
de la derivada en términos del concepto de limite.
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Notese que en toda la geometria griega se tenia una concepcion estatica y global de la tangente a una
curva. Tanto la curva como la tangente, sefiala Cantoral (1988), son dadas desde sus inicios como
lugares geométricos. En su definicion se pedia que la recta solo toque en un punto a la curva y que no
la vuelva a tocar en otro, esto era explicable porque en efecto en las curvas cénicas tal situacion ocurre;

con estas ideas sobre las tangentes se siguio trabajando durante siglos.

La pendiente es analizada, esencialmente, como la tangente del angulo inclinacion, formado por la recta
orientada hacia arriba con la direccion positiva del eje horizontal. Un estudio mas profundo sobre el
concepto no puede estar desligado de su relacion y evolucién de los conceptos basicos de medida y

tangente a conjunto de puntos en un determinado contexto matematico (ver Figura 1).

Medida
Contexto
Pendiente ——Tangente

Figura 1: Relacion conceptual

El primer gran progreso para unificar la teoria sobre la pendiente a partir del analisis de la tangente
ocurrio a principios del siglo XVII con la invencion de la Geometria Analitica por R. Descartes (1596—
1650). La idea de Descartes era manipular algebraicamente la geometria, representando conceptos
geométricos en términos de ndmeros y ecuaciones. De este modo los problemas de la geometria se
pudieron traducir a problemas del algebra ordinaria. La idea de Descartes, sefiala Edwards (1979),
consiste en considerar una curva y un circulo con la propiedad de que se cortasen en dos puntos, uno
de ellos es donde se desea trazar la tangente. Posteriormente se supone que los dos puntos de
interseccion son realmente uno solo y, por tanto, la curvay el circulo tienen un punto doble de contacto
(de ahi que suele Ilamarse método de las raices iguales). Las ecuaciones que de ahi se obtienen permiten

encontrar la pendiente de la tangente si la curva tiene por ecuacion un polinomio.

Uno de los contemporaneos de Descartes, P. Fermat (1601-1665), con una mirada diferente propone
una nueva idea sobre la tangente, considera que la secante aproxima “tan bien” a la tangente en las

proximidades del punto de tangencia. ldea que los libros de calculo actuales utilizan a menudo para
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explicar que la tangente es la posicion limite de una sucesion de secantes. Aca se trasciende la
concepcion global de tangente a una concepcion local. Es decir, para ser tangente no se requiere que la
recta cruce una y sélo una vez a la curva en toda su extension, sino que ello ocurra en las proximidades

infinitesimales del punto de tangencia.

Un elemento que resultd ser un obstaculo para la resolucién del problema de encontrar la tangente a
una curva en un punto dado, lo constituyo la forma de pensar sobre el infinito que poseian los
matematicos de la antigliedad. Particularmente, en la matematica griega prevalecia una concepcion
pitagdrica sobre las magnitudes como el espacio, el tiempo y en general las magnitudes que eran
concebidas como continuas. Esta concepcion teorica adolecia de inconsistencias l6gicas que quedarian
reveladas con las paradoja propuesta por Zenon de Elea, s. V a. C, acerca del infinito y lo infinitesimal
(Kleiner, 2001). Resultando como el epicentro de esta problematica la aparicion de procesos infinitos
(infinito potencial), Zendn argumentaba que Aquiles no podria alcanzar la tortuga dado la imposibilidad
de realizar una infinidad de actos (infinito actual). Es decir, la suma de un namero infinito de intervalos

de tiempo positivos no puede ser finita (Lépez, 2014).

Dichos matematicos trataban, con cierto recelo, los problemas donde aparecian procesos infinitos en su
resolucion y en su lugar utilizaban técnicas, ingeniosas, que les permitia encontrar solucion al problema
que abordaban con una exactitud que satisfacia los requerimientos practicos de dicho problema (el
calculo del area, volumenes etc., Valdivé, 2008). Cabe destacar que el estado antes sefialado con
respecto al problema de encontrar la tangente a una curva cualquiera en un punto, se mantiene
practicamente inmutable hasta el siglo XVII, cuando los métodos de las fluxiones de Newton (1643—
1727) y de los diferenciales de Leibniz (1646-1716) permitieron la elaboracién de procedimientos
generales para el trazado de tangentes. Los matematicos del siglo XVII intuitivamente asumian la idea

de la recta tangente a una curva como la posicion limite de las secantes.

A pesar de que las contribuciones de Newton y Leibniz fueron atacadas por el uso dudoso de los
infinitesimales, se admitia el hecho de que sus descubrimientos y procedimientos conducian a
resultados correctos. En 1823, Cauchy (1789-1857) resolvi6 esta situacion, dando una definicion
precisa de la derivada en términos del concepto de limite. La comprension rigurosa que Weierstrass
(1815-1897) dio al concepto de la derivada se pone de manifiesto al publicar en 1872 un ejemplo de
una curva continua en todo punto y no derivable (sin tangente) en ninguno. Este mitico ejemplo de
Weirstrass entra dentro de la categoria de los denominados por un tiempo monstruos geométricos,
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siendo en la terminologia actual solo un clasico ejemplo de conjunto fractal.

La intencion de llevar esta evolucion hasta un contexto algo méas abstracto, no puede dejar fuera la
nocion de medida y tal situacion se enmarca dentro de la Teoria Geomeétrica de la Medida. Es por ello
que para mayor profundidad en los origenes historicos, aunque comentados mas arriba, se remite al
lector a Martinez de la Rosa, 2009. Nuestro punto de partida sera el concepto de tangente en un punto

a curvas diferenciables.

La naturaleza de los conjuntos en el plano suele ser mucho mas complicada que la que supone las
conicas o las curvas diferenciables en general. Surge entonces de manera natural la pregunta de ;como
encontrar la recta tangente en un punto dado p respecto a un conjunto plano arbitrario E? Este es un
problema nada trivial. Ante todo se necesita de una nocion de tangencia mas amplia que juegue el
correspondiente papel en este contexto generalizado y que a su vez conserve su esencia primaria en los
casos particulares de conjuntos bien comportados. En este sentido acude a nuestra ayuda una teoria
matematica que nace en la segunda mitad del siglo pasado y que puede ser descrita como una geometria
diferencial, generalizada a través de la teoria de la medida, para el tratamiento de transformaciones,

curvas y superficies que no son necesariamente suaves: la Teoria Geométrica de la Medida.

Los origenes de esta disciplina se remontan al afio 1960, en que se publica el trabajo fundacional de
Herbert Federer y Wendell Fleming sobre los flujos normales e integrales Federer, Fleming (1960). Sin
embargo, son varios los nombres de notables matematicos que estan ligados a la fundacion de esta
teoria, entre los que destacan Young (1955), De Giorgi (1961), Almgren (1966), entre otros. Trabajos
pioneros y ya vinculados actualmente a la Teoria Geométrica de la Medida son debidos a Besitcovitch
(1946).

Comencemaos entonces con lo mas “simple”: las curvas diferenciables o suaves.

I11.1 Tangente a una curva suave

Una curva en el plano es la imagen por una funcién continua

d():= (x(6),y(D))

de un intervalo cerrado [a,b] c R, siendo este ultimo el intervalo que recorre el denominado

parametro t.
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Es bien conocido que el conjunto de puntos

{(x@®),y®):t € [a,b]} c R?

puede ser generado por distintas parametrizaciones, pero estos detalles no seran de importancia en
este trabajo y pueden ser revisados en muchos materiales dedicados al Analisis Matematico y a la
Geometria Diferencial. Para nuestros propdsitos y sin perder generalidad, consideraremos a las curvas

del plano como los puntos de la grafica de una funcién continua en un intervalo de R.

Sea f : [a,b] » R una funcién continua y consideremos la curva

yi={(x.f () e R?: x € [a,b]}.

Si la derivada de la funcion f existe en el punto xo € (a, b), entonces la recta tangente a y en el punto
Po := (%o, f (x0)) €s Unica y su pendiente coincide con f (x,). En términos vectoriales se puede
decir que la recta tangente a y en el punto p, es la recta que pasa por este punto y posee vector

director unitario

(1, f (x))
.ﬁ+Vwﬁ

En la Figura 2 (a) se muestra el ejemplo mas representativo de tangencia a una curva suave. El

(1

punto p en (b) es un poco mas polémico y aunque la recta que se muestra es la tangente mas natural,

lo cierto es que en el punto p existen infinitas rectas tangentes a la curva dada.

T,

p

P

(a) p un punto de suavidad (b) p un punto de “retroceso”

Figura 2: Rectas tangentes

De igual forma, en la Figura 3 (a) ninguna recta parece ser la indicada para ser llamada recta
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tangente a la curva en el punto p. Estos ejemplos sugieren que la tangencia a una curva en un punto
queda mejor expresada si se tiene en cuenta un cono de tangencia y no una recta, como se muestra en

el inciso (b) de la Figura 3.

\/ wope

P

p
(@) Muchas rectas (b) Cono dnico de tangencia

[P

Figura 3: ;{Recta o cono de tangencia?

Esta idea de cono de tangencia resulta muy interesante. En la siguiente seccion se tratara con el rigor
necesario. Por otro lado ¢acaso una recta no es un cono cuyo angulo es 180 grados?

Sea E c R? y p € R2. Denotemos por Tan(E,p) al denominado “cono de tangencia” de E en el

punto p, definido como el conjunto formado por los vectores tangentes a E en p:

Tan(E,p) ={r e R:r > 0}

X—p

ﬂClos{ :er,O<|x—p|<e}
lx — pl

>0

Para mayor claridad en la exposicion, ofrecemos a continuacion una explicacion mas bien intuitiva
de como construir el cono de tangencia Tan(E, p). Comenzamos por interceptar el conjunto E con
el circulo B(p, €) de radio € centrado en p y denotamos por Tan.(E, p) a la clausura topoldgica del
conjunto de todas las semirrectas que parten de p y pasan por al menos un punto x € E N B(p,€)
distinto de p. Es facil ver que Tan. (E,p) c T, (E,p) para €; < €,. Finalmente, el cono de

tangencia Tan(E,p) no es mas que la interseccion ﬂ6>0 Tan(E,p), que alternativamente pudiera

entenderse como el conjunto limite de Tan.(E,p) cuando € — 0.

Antes de pasar a ver algunos ejemplos, seria conveniente hacer notar que en el caso de ser E = y una
curva con las caracteristicas de diferenciabilidad mencionadas mas arriba, el cono te tangencia en un

punto po := (xo, f (x0)) € y no es mas que la recta tangente a dicha curva en p,.

35



Capitulo 111 Significados para la ensefianza

En efecto, se tiene
(x,f(x)) - (xo - f(xo)) _ (x — X, f(x) — f(xo))
(7)== FED o sy (700 - o))

(1, ) = )

x_xO x—xo
x—xol 2
(f@) = f(xo))
\[1+ (x—xo)zo
(1L = fx)
- X — X

_j1+UUQ—H%D’

(x — x¢)?
de donde se deduce directamente que

(1, (x0))
12 2
1+ [f (x0)]

Tan(y, po) = xr reER,r>0.

Es decir, Tan(y, po) es la recta que pasa por po con vector director unitario (1).

Los ejemplos que a continuacidn se presentan muestran graficamente que (como era de esperar) para
conjuntos arbitrarios de R?, el cono de tangenciano es en general una recta. Comenzamos por el
conjunto representado por un corazén partido a la mitad (Figura 4). Si seguimos el procedimiento
descrito en la construccion del cono de tangencia, podemos notar que en este caso particular los

conjuntos Tan.(E, p) se aproximan, en la medida que ¢ tiendea cero, a un cono de tangencia formado

(a)FEyp € E (b) Cono tangente a E en p

Figura 4: Cono tangente del corazén partido
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por tres semirrectas orientadas que parten del punto p. Una de ellas vertical y las otras dos constituyen

tangenteslaterales (a la izquierda y a la derecha) al conjunto E en el punto p

Si tomamos un corazén “quebrado”, como se muestra en la siguiente Figura 4, el cono de tangencia
a E en el punto p sigue siendo el mismo. Esto se debe a que la sucesion vertical de puntos converge
al punto p, por lo tanto siempre existiran vectores sobre esta linea vertical, independientemente de
que el nimero € > 0 sea arbitrariamente pequefio. Es decir, esta semirrecta vertical esta contenida

en Tan.(E,p) paratodo e > 0y por tanto en el cono de tangencia Tan(E, p).

(QEyp € E (b) Cono tangente a E en p

Figura 5: Cono tangente del corazon “quebrado”

Igualmente, la circunferencia con un radio trazado (Figura 6) y la circunferencia con puntos

convergentes sobre el radio (Figura 7) poseen el mismo cono tangente en el punto de tangencia.

E

(@ Eyp € E (b) Cono tangente a E en p

Figura 6: Circunferencia con radio

Los ejemplos anteriores pone de manifiesto como una sucesion de puntos puede contribuir
significativamente al cono tangente, aln cuando esencialmente lo hace muy poco al conjunto, o al

menos su contribucidn es desechable desde el punto de vista de la Teoria de la Medida: una sucesién
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de puntos tiene medida (unidimensional) cero.

(@ FEyp € E (b) Cono tangente a E en p

Figura 7: Circunferencia con puntos convergentes sobre el radio

Este hecho es un indicio de que no seria descabellado desechar la presencia de tales conjuntos
“pequenos”, considerando la definicion de un cono tangente que no los tenga en cuenta. Para esto se
hace necesario adentrarnos, aunque sea brevemente, en la Teoria Geométrica de la Medida, cuyos
elementos béasicos se presentan en la proxima seccion. Antes de pasar a esta, y a modo de motivacion,
remarcamos que si no tenemos en cuenta estos conjuntos “pequefios”, el cono tangente del ejemplo
de la Figura 6 se convierte en una recta. Es decir jrenace la recta tangente en un punto a un conjunto

que en ninguna vecindad de dicho punto es una curva diferenciable!

I11. 2 Geometria de la medida

Nuestro universo es el plano R? y la medida usada sera aquella que extiende de modo natural el
concepto de longitud de una curva rectificable: la medida de Hausdorff unidimensional. Es conocido
que la medida de Lebesgue £2 sobre R? es la Gnica medida invariante por traslaciones que asigna
un valor en el intervalo [0, o] a todo conjunto de Borel en el plano y tal que especificamente se
cumple que la medida del cuadrado unitario es igual a 1, es decir £2[0,1]? = 1. Sin embargo,si la
intencion es medir conjuntos unidimensionales en el plano (por ejemplo una curva cerrada o abierta),

la medida de Lebesgue nos dice muy poco, de hecho asigna el valor 0 a todos estos conjuntos.

Es por ello que aparece la necesidad de considerar una medida que asigne valores no nulos a conjuntos
unidimensionales en R?. Clasicamente, si se estd en presencia de una curva rectificable y
(parametrizable por una funcién de variacion acotada) entonces se le puede asignar la medida que
corresponde a la variacion total de dicha funcion. Esto es equivalente a aproximar la curva por
poligonales de lados cada vez mas pequerfios de longitud &, asi la variacion total coincide con el limite

cuando § — 0y este limite no es mas que la medida (o la longitud) de la curva y. Pero ;como
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desarrollar un procedimiento analogo en conjuntos en R? de naturaleza ajena al concepto de curva?

En 1918 el matematico aleman Félix Hausdorff introdujo una medida 1-dimensional en R2
(realmente su aporte fue en espacios de cualquier dimensién), que mide cualquier subconjunto de R?
y que en particular, en el caso de curvas rectificables, coincide con la longitud anteriormente
mencionada. La idea de Hausdorff consiste en cubrir el conjunto dado E ¢ R? por unacantidad
infinita de conjuntos de didmetros que no exceden cierto nimero positivo J, tomar el menor valor de
las sumas de estos diametros dentro de todos los cubrimientos posibles (comunmente llamados §—
cubrimientos) y luego hacer tender § — 0. Mas formalmente, sea E ¢ R2,6 > 0. Diremos que

{S;}es un 5—cubrimiento de E si se cumple
Ec US]-, diam[S;] = sup{lx — pl, x,p € S;} < 6.

De esta forma, la medida de Hausdorff unidimensional de E se define como
HYE) = }Sin(l) inf Z diam[Sj] : {Sj}es un §- cubrimiento de E (2)
Jj

Debe mencionarse que esta definicidn se generaliza fcilmente para cualquier nimero s > 0, dando
origen a la medida s—dimensional de Hausdorff L. Con este fin basta substituir en (2) la sumatoria
Y. diam|[S;] por ¥ ;(diam|[S;])*. Dado un conjunto E ¢ R?, el nimero menor s, tal que H(E) < oo
se denomina dimension de Hausdorff de E. Puede probarse que la dimension de Hausdorff es siempre
mayor o igual que la dimensién topoldgica de un conjunto E (ver Falconer, 1986). En el sentido de

Mandelbrot (1982), un conjunto se dice fractal cuando esta desigualdad es estricta.

En 1932 J. Favard define otra medida que coincide con la medida de Hausdorff en el caso de conjuntos
suficientemente buenos como las curvas diferenciables. La idea subyacente en la nocién propuesta
por Favard parte de considerar todas las proyecciones del conjunto E en las rectas que pasan por el
origen (0,0), calcular la medida de Lebesgue unidimensional de estas proyecciones y luego
promediar estos datos. La medida resultante es lo que ahora se conoce como medida integro—

geométrica I(E).
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En la Figura 8 que sigue se muestran las proyecciones de un conjunto E respecto a dos rectas

distintas que pasan por el origen, apreciando la diferencia entre las medidas unidimensionales de

E A
/

(b) Proyeccion de medida mayor

las proyecciones obtenidas.

(a) Proyeccion de medida menor
Figura 8: Proyecciones de E en dos rectas

Otro hecho a remarcar es el siguiente: un conjunto puede ser masivo respectoa una recta (proyeccion
con medida positiva) y ser invisible respecto a otra, es decir su proyeccion en dicha recta puede

reducirse a un conjunto de medida de Lebesgue cero (ver Figura 9).

E E

|
B

(a) Masivo respecto al eje (b) Masivo respecto al eje
Figura 9: Proyecciones en los ejes x e y

De hecho existen conjuntos que son invisibles respecto a casi todas las rectas que pasan por el origen.
En esta clase de conjuntos se incluyen de manera especial los conjuntos de tipo Cantor. En la Utima
seccion retomaremos estos conjuntos casi invisibles E para los cuales obviamente se tiene la igualdad

I(E) = 0. Pero ya es hora de retomar el hilo central de este trabajo: las rectas tangentes.

Un concepto que nos ayudara a medir cuan poco o mucho un determinado subconjunto contribuye a
un conjunto es la nocion de densidad. Sea E < R? y p un punto de R?. La densidad (1-
dimensional) del conjunto E en p se define como

H(EnB(@pr))
HLENBGD) ©)

D(E,p) = lim

si existe el limite, donde B(p,r) es el circulo con centro en p y radio r.
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Debe mencionarse que el limite en (3) no existe en general. Es por ello que enfoques mas generales
emplean Imite superior o Imite inferior en lugar del Imite. Esta generalizacion conduce a los
conceptos de densidad superior y densidad inferior. No obstante, para el alcance y objetivo del

presente trabajo la nocion dada de densidad sera suficiente.

Por ejemplo, el conjunto de la Figura 6 (a) tienen densidad 1 en todo punto, salvo en el centro que
tiene densidad ; y en el punto p cuya densidades % . Por su parte, y he aqui una diferencia significativa,

el conjunto de la Figura 7 (a) tiene densidad igual a 1 en todos los puntos de la circunferencia

(incluyendo a p) y densidad cero en los puntos restantes.

En los ejemplos mas arriba descritos es evidente que la densidad de un punto que no pertenezca al
conjunto seré igual a 0, pero esto no es la generalidad. En el ejemplo que se muestra en la Figura 10,

el punto p no pertenece a E y sin embargo tiene densidad 1 respecto de E.

p
Figura10:p ¢ E

Ya estamos en condiciones de definir nuestro cono de tangencia que ignora los conjuntos no
significativos desde el punto de vista de la medida de Hausdorff. Sea E ¢ R? y p € R2. Diremos que

el conjunto F aproxima a E en p si
D(E\F,p) = 0.

Esta denominacion inspira la definicién de cono tangente aproximado @4 (E,p) de E en p como el

menor de los conos de tangencia de F en p, donde F aproxima a

05 (E,p) = NF{O(F,p): D(E \ F,p) = 0}.

Volviendo a los ejemplos anteriores, no es dificil comprobar que el cono de tangencia aproximado
del ejemplo de la Figura 6 no es mas que la recta tangente a la circunferencia en el punto p. En efecto,
se puede tomar a titulode conjunto F, aproximado de E, a la circunferencia cuyo cono tangente en p

es la recta tangente en el sentido usual.
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Los ejemplos que se presentan tienen como finalidad darle un caracter instructivo y motivador a este
trabajo. No obstante, este enfoque de tangencia aproximada significa una extension profunda del
concepto de recta tangente, ya no solo a los clasicos conjuntos bien comportados sino también a
conjuntos planos muy complicados geométricamente. A continuacion introducimos una clase de

conjuntos muy general donde las rectas tangentes existen, al menos en casi todos los puntos.

Se dice que E c R? es rectificable si H1(E) < o y existe una conjunto numerable de curvas

diferenciables y; tales que

El concepto de rectificabilidad es estable, en el sentido de que en lugar de curvas diferenciables
pueden tomarse las imagenes de funciones de Lipschitz, siendo esta ultima la forma clasica en que
el concepto aparece cominmente en la literatura. Las funciones de Lipschitz en un intervalo cerrado
[a, b] © R son aquellasque satisfacen una condicion de continuidad uniforme caracterizada por la

condicion:
lf () — f()| < Klx — yl|, paratodo x, y € [a, b], )
donde K es un numero positivo conocido como constante de Lipschitz.

Estas funciones en Teoria Geométrica de la Medida ocupan el lugar de las funciones diferenciables
del Andlisis Real y de la Geometria Diferencial. Un celebrado teorema, debido inicialmente a
Rademacher, asegura que toda funcion de Lipschitz tiene derivada en casi todos sus puntos de
definicion. No obstante, no debemos dejarnos confundir por esta aparente bondad, losgraficos de
funciones de Lipschitz pueden llegar a ser intratables cuando de dibujar se trata. Ellos pueden tener
una cantidad infinita numerable de puntos angulares al estilo de la Figura 3, aunque no admiten puntos
de retroceso del tipo ilustrado en la Figura 2 (b). Los puntos de retroceso(cusps en lengua inglesa)

impiden la existencia de la constante positiva K en la condicion de Lipschitz.
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En general, los conjuntos rectificables pueden ser bien complicados, en la Figura 11 se muestran un

par de ellos.
N\
ez

(a) Hombre con numerables pecas (b) Taza humeante

Figura 11: Conjuntos rectificables en R?

Para el lector con mayor curiosidad, lo remitimos al ejemplo elaborado en Morgan (2016, p. 29),
donde se hace uso de los conjuntos de tipo Cantor. El ejemplo construido en esta obra es un ejemplo
mucho mas revelador de lo complicado y mal comportados que pueden llegar a ser los conjuntos

rectificables.

En contraste con este mal comportamiento, a continuacion exponemos un resultado sorprendente: los
conjuntos rectificables unidimensionales se comportan (desde el punto de vista de la Teoria
Geométrica de la Medida) como las curvas diferenciables en el plano. Basta para ello considerar en

lugar de la tangente tradicional, el cono tangente aproximado.M&s precisamente, se tiene:

Teorema 1. Si E c R? es rectificable, entonces en casi todos sus puntos p se cumple que D(E, p) =
1y ademas el cono tangente aproximado 04 (E,p) es una recta (jla recta tangente!). (ver Simon,
1983; Hardt y Simon, 1986; Federer, 1966; Morgan, 2016)

El alcance de este resultado queda ain mas evidenciado si se tiene en cuenta la ya mencionada
generalidad de los conjuntos rectificables. Aunque desde el punto de vista de esta teoria geométrica,
los conjuntos rectificables son ovejas bien comportadas en R?. ;Qué tal si se prescinde de la

condicion (4) y solo nos quedamos con la condicion de finitud para H'1(E)?

En esta situacibn mucho mas general existe un resultado debido a Besicovitch en 1939 y
generalizado a cualquier dimension por Federer en 1947, el cual constituye un teorema paradigmatico
dentro de esta teoria. La demostracion detallada del mismo en el caso que abarca el presente trabajo,
puede ser encontrada en Falconer, 1986 (Capitulo 3). Este célebre resultado se conoce como Teorema

de Estructura:
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Teorema 2. Sea E c R? con medida de Hausdorff H1(E) < o. Entonces
E, puede ser descompuesto como

E=A U B,
siendo A4 rectificable y B un conjunto tal que /(B) = 0.

Los conjuntos con medida integro—geométrica I1(B) = 0 son generalmente llamados conjuntos
puramente no rectificables. Como se menciond previamente, estos conjuntos son invisibles en casi
todas las direcciones. Un ejemplo revelador de conjunto puramente no rectificable es presentado en
(Morgan, 2016, p. 32) a partir de un conjunto de Cantor construido sobre el cuadrado unitario en R2.

Es muy interesante el hecho de que este conjunto es invisible respecto a toda recta que pasa por el

. . ./ . 1
origen, salvo excepcionalmente su proyeccion sobre la recta de pendiente > En esta recta la

proyeccion de dicho conjunto es un segmento de longitud v2.

Los conjuntos puramente no rectificables son la “parte mala” de los conjuntos con medida de
Haudorff 7€ finita, mientras que los conjuntos rectificables (como ya se ha mencionado) son tan
bien comportados como las curvas diferenciables, esto Ultimo en el sentido ya expuesto en este
trabajo. No debe pasarse por alto una conclusién importante e inesperada que se deduce del
Teorema 2: todo conjunto E del plano, con H1(E) < o, tiene recta tangente en casi todos sus
puntos en el sentido de la medida integro—geométrica de Favard I. Incluso estos conjuntos muy
generales de R?, poseen recta tangente en todos sus puntos salvo un conjunto basicamente invisible,
un polvo caprichoso que se esparce por el plano maliciosamente pero sin llegar a destruirla

increible intuicion de los gedmetras de la antigiiedad.

Por ultimo se debe resaltar que el enfoque expuesto en este trabajo no se limita al caso de conjuntos
unidimensionales en el plano. Tanto la medida de Hausdorff ™ como la de Favard I"™ son
perfectamente definibles en espacios euclidianos R™ de dimensién n > m. Las nociones de
rectificabilidad y plano tangentes aproximados se extienden de manera general a este ambiente de
dimensiones superiores. ElI famoso Teorema de Besicovitch (Teorema 2) sobre la estructura de los
conjuntos de medida AH'* finita en R? fue generalizado por H. Federer a conjuntos de dimension
arbitraria en Federer (1969).
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No obstante, y como era de esperar, el paso a dimensiones superiores implica una complejidad mayor
y se hace necesario renunciar a ciertas bondades que poseen los conjuntos unidimensionales. En este
sentido, mencionamos un detalle curioso cuya demostracion lamentablemente escapa al alcance del
presente trabajo: todo conjunto conexo E con medida finita H'1(E) esta contenido en una curva
rectificable de longitud no mayor que 27 *(E). Esta propiedad no es en general valida para conjuntos
m—dimensionales de R™. Los conjuntos de R™ con H™(E) < +oo, incluso los conexos, estan muy

lejos de ser conjuntos rectificables.

I11. 3 Conclusiones de capitulo

En el trabajo se ha evidenciado como la nocion de pendiente en su relacién con la tangente, conceptos
basicos nacidos desde los mismos origenes de la geometria, han evolucionado hasta reaparecer con
toda su fuerza en teorias modernas que combinan nociones geomeétricas y analiticas. Las herramientas
desarrolladas méas alla de la geometria diferencial, donde prevalecen funciones de Lipschitz, conjuntos
rectificables y puramente no rectificables, permiten extender de manera significativa el concepto de
tangencia a conjuntos muy generales que en una primera mirada en nada recuerdan a las curvas

diferenciables.

Finalmente, nos atrevemos a decir que en esta generalizacion de rectas tangentes, que existen en
conjuntos incluso imposibles de dibujar, la ideas subyacentes de pendiente y tangente viven en ella
como en los inicios de las ciencias matematicas, solo que a través de una reencarnacion algo mas

sofisticada
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Capitulo 1V. Estrategia para el estudio de los significados para la
ensefianza que poseen los profesores sobre el concepto de pendiente

En este capitulo se presenta una estrategia, para el estudio de los significados para la ensefianza que
poseen los profesores sobre el concepto de pendiente. La misma esta conformada por tres etapas: la
elaboracion de los instrumentos empiricos para la recogida de informacion, la aplicacion de los
instrumentos y el analisis de la informacion recolectada para identificar, clasificar y valorar los
significados. Esta estrategia explora la coherencia entre lo que el profesor intenta transmitir, lo que

imagina que transmite y lo que su interlocutor (el estudiante) concibe que se transmite.

Aln persisten dificultades, obstaculos y errores en los docentes relacionados con los aspectos
cognitivos y didacticos del concepto de pendiente, (Stump (2001a); Zaslavsky, et al. (2002); Walter
y Gerson (2007); Teuscher y Reys (2012); Deniz y Kabael (2017); Cho y Nagle (2017); Byerley y
Thompson (2017)). Analizar las dificultades, obstaculos y errores resulta esencial para estudiar los
significados para la ensefianza que poseen los profesores con respecto al concepto de pendiente, ya
que serviran de referentes para la elaboracion de actividades e instrumentos, para su analisis y
valoracion. Comparar nuestros resultados con los reportados en la literatura, serd una medida de la
robustez del significado, ya que permitira establecer la correlacion entre lo que el docente intenta

transmitir y lo que realmente trasmite.

Los estudios sobre la pendiente muestran el alto grado de dificultad que encierra este concepto, en
buena medida esto se debe a la variedad de significados que se le asignan, tanto en la teoria como en
la practica (Stump, 1999; Zaslavsky, et al., 2002; Moore—Russo, Conner, Rugg, 2011a; Mudaly y
Moore—Russo, 2011; Nagle y Moore—Russo, 2013; Nagle, Moore—Russo y Styers 2017; Deniz y
Kabael, 2017, Rivera et al., 2019; Nagle, et al., 2019).

Cabe destacar que los investigadores en funcién de favorecer el proceso de ensefianza—aprendizaje
de la pendiente, han identificado diferentes representaciones de la misma asociada a determinados
contextos (conceptualizaciones), en particular Stump (1999); Stump (2001a) y Moore—Russo et al.
(2011a) quienes determinaron y refinaron las hasta ahora conocidas: la razon algebraica o geométrica,
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propiedad funcional, de situaciones del mundo real, como indicador de comportamiento, como
propiedad fisica, en forma de coeficiente paramétrico, trigonométrica, analitica, propiedad

determinante, como constante lineal.

Esta dispersion conceptual ha resultado Gtil para identificar la diversidad de significados, asi como
errores en las formas de razonamientos. Por ejemplo, Rivera et al., (2019) reportan que en algunos
casos los alumnos confunden los conceptos de pendiente con la recta misma, o bien desconexion entre
aspectos geométricos y variacionales. En gran medida estos hechos constituyen el resultado de
carencias en el proceso de ensefianza. Walter y Gerson (2007) plantean que las dificultades en la
comprensién del concepto de pendiente, pueden estar condicionadas por los diversos significados que
los profesores le asocian a dicho concepto (inclinacién, declive, empinada, talud, entre otras). Estos
autores también sostienen que el énfasis en la representacion asociada con la expresion intuitiva de
“subida vs. avance” ha contribuido a las dificultades de los estudiantes para establecer conexiones

entre la pendiente, la posicion de la linea recta y la razon de cambio, entre otros aspectos.

Por su parte, Nagle et al., (2017) reportan que algunos profesores, al referirse a situaciones fisicas, lo
hacen sin prestar atencidn explicita a la conexion entre la pendiente y la inclinacion. De forma general,
estos estudios reconocen la complejidad que entrafian los mecanismos tanto tedricos como empiricos

empleados para captar los significados para la ensefianza, que posee el profesor sobre la pendiente.

Investigaciones recientes han alertado acerca de la necesidad de un abordaje holistico, cuando se trata
de estudiar el significado para la ensefianza que poseen los profesores de Matematicas (Thompson,
2013y 2016). En el caso particular del concepto de pendiente, ello se expresa en forma de un proceso
de comunicacion matematica, donde estos tres elementos resultan vitales para una comprension mas
objetiva de la ensefianza y del aprendizaje (Byerley y Thompson, 2017). Este enfoque holistico
también constituye un referente para la elaboracién de actividades e instrumentos, que faciliten la
identificacion, el analisis y la valoracion de los significados para la ensefianza de la pendiente que

poseen los profesores.

Las investigaciones ponen de manifiesto que se trata de una problemética compleja, donde la
elaboracion de estrategias para el estudio de los significados para la ensefianza, que posee el profesor
constituye una base importante, antes de emprender un analisis de las causas de estas deficiencias y

antes de emprender acciones que permitan solventarlas (Mudaly y Moore—-Russo, 2011; Byerley y
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Thompson, 2017). Asi, nuestro trabajo se centra en la concepcidn de una estrategia, enfocada hacia
el estudio de los significados para la ensefianza del concepto de pendiente, en profesores de
matematicas. La base epistémica fundamental que sustenta esta estrategia reside en el enfoque
holistico desarrollado por Thompson (2013), de manera que el significado de pendiente requiere de
la identificacion de un conocimiento matematico (el qué), de la percepcién subjetiva del docente
respecto a como ello se transmite (el como) y el reflejo de este proceso de ensefianza en el aprendizaje
(la aprehension del estudiante, en el sentido de lo que concibe que se esta transmitiendo). De manera
especial, una estrategia enfocada hacia tales propdsitos requiere de instrumentos de diagndstico que
permitan identificar, clasificar y valorar los significados para la ensefianza que poseen los profesores

sobre el concepto de pendiente.

IV. 1 Fundamentos tedricos—metodologicos de la estrategia

Esta investigacion adopta la concepcion sobre el significado, desarrollada por Thompson (2013) y
Byerley y Thompson (2017), donde el significado se centra en lo que la persona intenta transmitir a
través de una expresion y lo que la persona imagina gque se transmite, cuando escuchan un enunciado.
Bajo esta mirada el significado tiene un caracter personal, esta condicionado por el contexto y se
relaciona con la experiencia. De este modo, el significado también se expresa como parte integrante
de este contexto y a la vez, constituye un resultado de la propia experiencia. Por tanto, el significado

tiene un profundo caracter recursivo y esta asociado a una determinada actividad.

La recursividad del significado esta relacionada con la teoria piagetiana de esquema, lo cual puede
entenderse como una actividad operacional que se repite y se universaliza, de tal modo que resulta
aplicable en diferentes situaciones y contextos (Piaget e Inhelder, 1976). A partir de los trabajos de
Moreno (1996) y Byerley y Thompson (2017), se asume que un esquema constituye una actividad
operacional, asociada con una accion que se orienta hacia la consecucion de un objetivo. Para Piaget
e Inhelder (1976), comprender es reacomodar un esquema a las estructuras cognitivas que ya se
poseen. Por ello, la formacidn de un significado puede verse como la construccién de un esquema, lo
cual requiere aplicar las mismas operaciones de pensamiento repetidamente, con el fin de comprender

situaciones gue se tornan significativas.

Se coincide con Thompson (2013) cuando afirma, que Piaget consideraba el significado y la

comprensién como sinénimos y que son el producto del pensamiento; a partir de este se concede
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significado a las cosas, se infiere mas alla de lo que se percibe y esta en relacién, esencialmente, con
los conceptos, juicios y razonamientos; bases fundamentales para la construccion y el refinamiento
de los significados. Cabe destacar que el significado esta basado en los esquemas y representaciones
que posee la persona (Byerley y Thompson, 2017). Para el presente estudio, las representaciones
asociadas con el aspecto operativo del pensamiento, son esencialmente contextuales y pueden
comprenderse como un resultado del procesamiento de la informacion sensorial y conceptual del
medio circundante, en la mente del individuo. Ellas se concretan en forma de imagenes, proposiciones
e interrelaciones sobre el concepto (Piaget y Garcia, 1991; Moreno 1996). Es justo significar que
estas representaciones estan dotadas de forma y contenido, e incluso se relacionan estrechamente con

los esquemas y, por consiguiente, con los significados.

El significado para la ensefianza planteado por Thompson (2013), pone de manifiesto que el
significado que intenta transmitir el profesor, lo hace sobre la base del conocimiento que posee del
contenido matematico asociado al concepto y al estudiante; por lo que para estudiar los significados
matematicos para la ensefianza, tendremos en cuenta aquellos que posee el docente sobre la pendiente
(lo que intenta transmitir); el conocimiento que posee del estudiante (lo que imagina que el estudiante
entiende de lo que intenta transmitir) y lo que el interlocutor (estudiante) concibe que se esta
trasmitiendo. Resulta oportuno plantear que nuestras bases tedricas y metodoldgicas estan en relacion
directa, con investigaciones que se ocupan de estudiar las relaciones existentes entre el curriculo
declarado y el curriculo entendido en relacion con el concepto de pendiente (Dolores e Ibafiez, 2020;

Dolores, Rivera y Moore—Russo, 2020).

Anderson (1984) considera los esquemas como estructuras abstractas de informacion y a su vez, como
formas organizadas y operativas de almacenar informacion. Este autor identifica tres clases de
esquemas fundamentales: el guion, como una suerte de rutinas de ensefianza cuya naturaleza es
temporal, el escenario, que envuelve las circunstancias relacionadas con el salén de clase y las
estructuras proposicionales, las cuales le permiten al profesor organizar su conocimiento acerca del
curriculo escolar, del proceso de ensefianza—aprendizaje, del diagnostico del estudiante, del clima
psicosocial, de las acciones didacticas mas eficaces, entre otros aspectos. Por tanto, la formacién
matematica no es el Unico elemento que incide en la construccion de significados para la ensefianza,
pues existen también otros elementos relacionados con la formacién didactica y la experiencia del

propio docente (Ball, Thames y Phelps, 2008).
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Como expresion del vinculo entre los esquemas y la construccién de significado, Pérez y Gimeno
(1988) han destacado el concepto de esquema de traduccion, el cual organiza la transferencia del
conocimiento de caracter tedrico a esquemas concretos de instruccion. Por este motivo, es posible al
menos identificar dos formas fundamentales de las estructuras proposicionales: las preestablecidas y
las establecidas. Por ejemplo, un enunciado preestablecido es aquel que el profesor tiene incorporado
en su actividad cotidiana, de manera tal que forma parte de sus estructuras conceptuales; es decir, es
capaz de establecer relaciones de tipo causa—efecto entre un enunciado y la compleja red de esquemas
que ha construido. Un enunciado establecido es aquel que ha sido aprehendido bajo influencia
externa, por ejemplo, en el marco de procesos de superacion profesional, con el estudio de

documentos normativos, con ayuda del intercambio entre colegas, entre otros escenarios.

Segun Zaslavsky, Sela y Leron (2002), el 47% de los profesores presentan predisposicion hacia los
elementos visuales de la pendiente y entienden esta como un indice de inclinacién. En su
investigacion, los autores reportan la existencia de confusion entre los elementos algebraicos y
geométricos de la pendiente, la escala y el angulo. Hoffman (2015) asevera que los profesores
participantes en su estudio, consideran preferentemente la interpretacion geométrica de la pendiente,

ya que el 45% de ellos la asocian con la razén geometrica.

Stump (1999), por su parte, concluye que menos del 20% de los profesores entrevistados en su estudio
asocia la pendiente como una relacion funcional y también observa, cierta desconexién entre los
conceptos de pendiente y de funcién. Ademas, este autor observa que las dificultades, obstaculos y
errores sobre el concepto de pendiente obedecen, basicamente, a la utilizacion sistematica de
determinadas acciones u operaciones sin plena claridad en sus significados y fundamentos. Estas
carencias limitan los horizontes argumentativos, en el sentido de la abstraccion reflexiva sefialada por
Moreno (1996), vista no s6lo como proceso cognitivo sino también como un resultado que deja una
huella en el pensamiento del profesor. En la medida en que se constrifie la capacidad de ver un mismo

concepto desde multiples angulos, mas angostas son las posibilidades de ensefiarlo con efectividad.

Nagle et al. (2013a) aseveran que las respuestas de un grupo de profesores a tareas relacionadas con

el concepto de pendiente, ponen de relieve que dicho concepto apenas es entendido como razon de

cambio; sin embargo, los estudiantes se referian a la pendiente como un comportamiento de la grafica.

En palabras de Thompson (2013), ello refleja una dificultad en el proceso de ensefianza—aprendizaje

del concepto de pendiente. En la misma direccion Byerley y Thompson, 2017 plantean que un
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significado es productivo si existe coherencia entre lo que el docente intenta transmitir, lo que imagina
que transmite y lo que realmente transmite. Es deseable que la construccion de significados
productivos le permita al discente, comprender y dar sentido al conocimiento matematico y a su
vinculo con la solucion de problemas tedricos y practicos. El aprendizaje también requiere solidez
del conocimiento, expresado en la productividad del significado con el paso del tiempo.

Diamond (2019) observa que los profesores hacen predicciones acerca del conocimiento que los
estudiantes tienen sobre las aplicaciones del concepto de pendiente, con base en los significados que
supuestamente deberian tener y al saber de su propia experiencia. Para este autor, una condicion
necesaria para que el profesor pueda guiar la ensefianza en general y en particular la formacion de
significados productivos en los estudiantes, parte de una comprension profunda de los significados
de los conceptos matematicos y de la capacidad para reconocer e implementar dichos significados en
diversos contextos. Sin embargo, el conocimiento profundo sobre un tema no es suficiente para
desarrollar una comprension eficiente de los diferentes significados en los estudiantes (Ball et al.,
2008; Silverman y Thompson, 2008).

El significado tiene un caracter endogeno y contextual, es decir, no puede ser proporcionado, por el
contrario, debe construirse a partir de la experiencia del individuo. Dotar de significado a los objetos
matematicos, no puede satisfacerse globalmente ya que para cada contenido de aprendizaje
matematico, el significado debe interpretarse constantemente y construirse subjetivamente (Fischer;
Malle, 1985). Por lo tanto, al mismo tiempo y en el mismo contexto, profesores o estudiantes pueden
tener diferentes significados del mismo concepto matematico (Kilpatrick et al., 2005; Vollstedt,
2011).

Para el logro de este objetivo es necesario considerar otros factores, tales como el conocimiento de
los estudiantes, reflejado en como los docentes imaginan que estos entienden los enunciados y
también el curriculo, los textos, la estructura conceptual, sus representaciones e imagenes, el disefio
de las actividades, entre maltiples aspectos didacticos. Tomando en consideracion las observaciones
anteriores, la estrategia se establece sobre cuatro principios que sirven de base para el estudio de los

significados para la ensefianza que poseen los profesores:
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- El énfasis en el estudio del profesor no significa desligar su analisis del estudiante. Por el
contrario, se explora los significados para la ensefianza con base en el contenido que se
transmite, lo que imagina que transmite y lo que realmente se transmite.

- El contenido objeto de estudio consiste en el concepto de pendiente, cuyo significado puede
describirse a partir de cuatro esquemas fundamentales: geométricos, analiticos, algebraicos y
contextual.

- El estudio de los significados para la ensefianza se erige con apoyo en tres componentes: uno
cognitivo relacionado con los esquemas que ponderan la abstraccién reflexiva, uno didactico
que contempla las acciones de ensefianza, en funcion de los objetivos de aprendizaje y uno
personoldgico, que toma en consideracion los esquemas comunicativos que se establecen
entre el docente y el discente. Por tanto, este Gltimo se manifiesta en forma de relacion entre
los dos primeros componentes.

- Los enunciados se estudian en el plano cognitivo y se clasifican en preestablecidos y

establecidos. Sin embargo, ellos pueden manifestarse en el plano didactico.

La Figura 12 ilustra los elementos para el estudio de los significados para la ensefianza en el contexto

de la Educacién Matematica.

Significados para la ensefianza de
conceptos matematicos

Lo que intenta transmitir el
profesor de un enunciado
preestablecido.

g

Lo que intenta transmitir el
profesor de un enunciado
establecido.

Lo que imagina que se transmite
cuando los estudiantes escuchan ese
enunciado.

Lo que imagina el estudiante que
se esta transmitiendo con ese
enunciado.

Figura 12: Elementos de los significados para la ensefianza
Fuente: Elaboracion propia

La estrategia consta de tres etapas:
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Etapa de elaboracién. En esta etapa los investigadores relacionan los posibles significados asociados
al concepto objeto de estudio, elaboran los instrumentos para el anélisis de los significados con ayuda
de actividades, problemas, encuestas, entrevistas semiestructuradas, entre otros aspectos. Para la
evaluacion y perfeccionamiento de los instrumentos, resulta util su valoracion por parte de un panel

de expertos, la implementacion de un estudio piloto, o bien la combinacién de ambos métodos.

Los profesores establecen sus esquemas y significados como resultado y como proceso de abstraccion
reflexiva, en estrecha relacion con su experiencia (Ball et al., 2008). Por tal motivo, la determinacién
de los elementos a diagnosticar con ayuda de instrumentos empiricos, no puede separarse de los
posibles esquemas cognitivos y didacticos. Asimismo, los esquemas de contenido matematico estan
estructurados sobre la base del dominio de conceptos, teoremas, procedimientos, métodos, notaciones
y representaciones. Particularmente, los significados asociados al contenido matematico de la
pendiente se clasifican de manera sintética en esquemas geométricos, algebraicos, analiticos y
contextuales, con las siguientes especificaciones que operacionalizan la estrategia en el plano

cognitivo y que pueden ponerse de manifiesto de modo establecido o preestablecido:

- Esquema geométrico es aquel donde el concepto de pendiente, se caracteriza con ayuda de
conceptos tales como angulo de inclinacion, razén entre las longitudes de catetos de un triangulo
rectangulo formado con dos puntos de una recta y las respectivas diferencias de sus proyecciones,
la razon entre el desplazamiento vertical y el desplazamiento horizontal de un punto, entre otros
elementos propios del ambito de la geometria.

- Esquema algebraico es aquel donde el concepto de pendiente, se expresa por intermedio de
representaciones relacionadas con la razén de cambio, entre valores de ordenada (dominio) y

abscisa (imagen) de una funcion lineal. En esencia, el énfasis se pone en calcular el valor de m en

Y17Y2 Ay
X1—%Xy  Ax'

la ecuacion y = mx + n (m,n € R), o bien de calcular una razén del tipo
- Esquema analitico es aquel donde el concepto de pendiente, se relaciona con conceptos tales como
la derivada de una funcioén en un punto, la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto,
el limite de la pendiente de las secantes a una curva en un punto, la razon de cambio instantanea
para una funcion cualquiera, la rapidez de cambio de la funcion en un punto (la mejor
aproximacion lineal de una curva en la vecindad del punto, es la recta tangente en dicho punto),

entre otros elementos del anélisis matematico.
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- Esquema contextual es aquel donde se pondera el valor instrumental del concepto de pendiente,
en el sentido de su utilidad para resolver problemas matematicos o del mundo real y bajo una doble

mirada: de modelacion y de aplicacion.

Por su parte, los esquemas didacticos se centraran en elementos relacionados con el conocimiento del
curriculo, metodolégico y del estudiante. La estrategia diferencia lo que se intenta transmitir, lo que
se imagina que transmite y lo que realmente se transmite, donde el contenido didactico se expresa en
objetivos curriculares, contenidos matematicos, metodos y medios de ensefianza, formas
organizativas del proceso de ensefianza—aprendizaje. De forma particular, el contenido explicito que
se refleja en un syllabus (lo normativo) no necesariamente coincide con el contenido ensefiado de

manera plena (Dolores e Ibafiez, 2020; Dolores et al., 2020; Nagle y Moore—Russo, 2014).

Etapa de implementacion. Aqui se aplican los instrumentos elaborados en la etapa anterior y se recoge
la informacion a través de un proceso sistematico, planificado y ordenado. De gran utilidad resultan
las tecnologias de la informacién y las comunicaciones, de manera que el diligenciado de una encuesta
pueda efectuarse en un momento adecuado a criterio del profesor. Asimismo, las entrevistas pueden
desarrollarse en tiempo real, pero también pueden organizarse en forma de salas de chat o en foros
interactivos sincronicos o asincronicos. Un elemento importante esta dado por la necesidad de que

los participantes desplieguen una actitud colaborativa y abierta.

Lo anterior puede lograrse tomando como base una adecuada seleccién de cada individuo, el respeto
irrestricto a la confidencialidad, el empleo éptimo del tiempo, la creacion de alicientes que incentiven
la motivacion, entre otros aspectos. Particularmente, un incentivo puede estar dado por la entrega o
sorteo de estimulos materiales, por la formalizacién de reconocimientos, por el empoderamiento de
los participantes en el sentido de hacerlos participes de su propio desarrollo profesional, por la
retroalimentacién acerca de los resultados del estudio, entre otras posibilidades. Estos ultimos
aspectos de la etapa de implementacion, también son Utiles en el trabajo con el panel de expertos,

durante la etapa anterior.

Etapa de andlisis. En esta etapa final se procesa la informacion recolectada para identificar, clasificar
y valorar los significados para la ensefianza. Un significado para la ensefianza se cataloga como
productivo si existe suficiente coherencia entre lo que el profesor intenta transmitir, lo que imagina

que transmite y lo que realmente transmite. Por este motivo, es importante triangular la informacion
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aportada por los diferentes instrumentos. De igual modo es importante identificar deficiencias de
orden cognitivo o didactico, con el fin de emprender acciones de mejora. Esta etapa también sirve de
dispositivo para la retroalimentacion sobre las etapas anteriores, de manera que se puede perfeccionar

la estrategia continuamente y también de adecuarla a nuevos escenarios de investigacion didactica.

Seguidamente, se describe la aplicacion parcial de la estrategia, centrada en la primera etapa de
elaboracion. Con base en los principios y componentes cognitivo y didactico, se disefid un
cuestionario, una entrevista semiestructurada y una grupal que se somete a consideracion de los
expertos y finalmente se discuten los resultados de esta aplicaciéon parcial de la estrategia antes
descrita.

IV. 2 Conclusiones del capitulo

La estrategia presentada se ha enfocado hacia el estudio de los significados para la ensefianza que
poseen los docentes, en relacion al concepto de pendiente. Su base estructural comprende tres etapas
de elaboracion, implementacidn y analisis, mientras que sus componentes funcionales incluyen lo
cognitivo, lo didactico y lo personoldgico. De esta manera se explora el grado de coherencia que tiene
lugar entre lo que el docente intenta transmitir, lo que imagina que transmite y lo que el discente
concibe que se transmite como producto de un canal comunicativo de ensefianza—aprendizaje. Un
énfasis marcado se pone en el proceso de abstraccion reflexiva, el cual transcurre en el componente
cognitivo, donde los enunciados relacionados con el concepto de pendiente se manifiestan de manera
establecida o preestablecida. Todo ello constituye un avance en la comprension de los esquemas que
se configuran alrededor de este concepto matematico. Este hecho les provee a los resultados descritos

un valor argumentativo, desde una perspectiva tedrica en educacion matematica.
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Capitulo V. Validacion de la estrategia para el estudio de los
significados sobre el concepto de pendiente en los profesores

En capitulo tiene dos grandes objetivos, dividido en dos epigrafes:

e El primero, Epigrafe V. 1, en funcion de analizar la factibilidad de la estrategia propuesta para
el estudio de los significados para la ensefianza asociada con la calidad estructural y funcional
de los componentes instrumentales de la estrategia, en tal direccion se presenta un estudio de

su evaluacion ante un panel de expertos.

e Elsegundo, Epigrafe V. 2, se explora el grado en que se manifiestan los significados analitico,
algebraico, geométrico y contextual del concepto de pendiente en profesores universitarios de

matematicas.

Para el analisis y valoracién de los resultados nos apoyamos desde el punto de vista matematico en
una técnica para la representacion del ordenamiento por similitud, respecto a la solucién ideal
(TOPSIS), basada en datos difusos.

V. 1 Factibilidad de la estrategia para el estudio de los significados para la ensefianza

Objetivos y participantes. El conjunto de instrumentos antes mencionado se puso a disposicién de
un panel de expertos para su valoracién conforme a los indicadores preestablecidos y asi corroborar
su factibilidad para el estudio de los significados para la ensefianza del concepto de pendiente que
poseen los profesores. En el estudio participan tres actores: los propios investigadores, bajo el rol de
establecimiento de acciones para el disefio de instrumentos; 17 profesores universitarios de
matematica de la Universidad Autonoma de Guerrero, de manera voluntaria sin recibir retribucion
monetaria, los cuales reciben y diligencian los instrumentos de caracter individual y participan en la
instrumentacion de caracter colectivo (estudio piloto); asi como un panel previo de 12 expertos
quienes evaltan el conjunto de instrumentos, a partir de su analisis y de los resultados mostrados tras

la aplicacion preliminar.

Elaboracion y pilotaje de los instrumentos. Las tareas que componen los instrumentos que se
presentan para el estudio de los significados para la ensefianza de la pendiente que poseen los
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profesores se elaboraron sobre la base de los elementos que conforman dicho significado (cognitivo
y didactico). El cuestionario va dirigido a explorar los significados matematicos de los profesores; en
este contexto el significado del concepto se concreta en una descripcion precisa y universal de una
idea. La entrevista semiestructurada se disefio con la finalidad de obtener informacion sobre como
los profesores prevén transmitir el significado del concepto a sus estudiantes en el contexto didactico—
escolar. La entrevista grupal se elabord para profundizar en los elementos que conforman los
significados para la ensefianza; asi como integrar y sistematizar la informacion obtenida de los otros

dos instrumentos.

Las preguntas presentadas a los profesores se seleccionaron y disefiaron en funcién de estimular
(explicita o implicitamente) en los docentes los significados asociados a la pendiente en diferentes
contextos. Ademas, dichas preguntas son el resultado de la labor docente e investigativa de los autores
(con mas de 25 afios en la docencia universitaria) y de las siguientes investigaciones (Stump, 2001a,
2001b; Zaslavsky et al., 2002; Cho y Nagle, 2017; Thompson 2013; Byerley y Thompson, 2017
Diamond, 2019; Dolores et al., 2020). De las preguntas planteadas en este estudio piloto, se esperaba
que sus respuestas revelaran los diferentes significados del concepto de pendiente. Las Tareas 1, 2
del cuestionario modelan situaciones asociadas, esencialmente, con significados geométricos y
algebraicos, en general, se esperaba que para su soluciones los profesores recurrieran a la razén entre
el cateto vertical y el cateto horizontal del triangulo rectangulo cuya hipotenusa yace sobre la recta,
la pendiente como el desplazamiento vertical por cada unidad de desplazamiento horizontal y la razén
entre la diferencia de las ordenadas y la diferencia de las abscisas de dos puntos que pertenecen a la
recta. De las Tareas 4 y 5 se esperaban respuestas asociadas con significados analiticos: la pendiente
de la recta tangente a la funcion en un punto, la razén de cambio de la funcién en un punto, velocidad

instantanea.

El primer instrumento consiste en un cuestionario, cuyo objetivo es indagar acerca de los elementos
cognitivos de los profesores sobre el significado del concepto de pendiente. EI encabezamiento del

instrumento ha sido omitido y solo se presenta la bateria de cuatro preguntas.

Contenido del cuestionario
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i.  La gréafica muestra la altura que va alcanzando el agua durante el proceso de llenado de un

tanque, a partir del momento en que se abre una llave y durante ciertos intervalos de tiempo

hasta que el tanque se llena totalmente.

a. ¢Se detuvo el proceso de llenado en algin

momento? ;Durante qué tiempo?

b. ¢Con qué rapidez se llena el tanque durante los

primeros 15 minutos?

c. Seleccione la respuesta correcta y fundamente:

“A los 18 minutos el agua tenia una altura de (A)

[
Lh

=

~19dm,(B) _16dm, (C) _15dm, (E) 18 dm”.

i (dm)
¥ 3

B

d. ¢En cudl tramo la altura del agua cambi6 mas rapidamente?

0

e. Determine la funcion que modela el proceso representado en la grafica.

ii.  Considere la siguiente grafica:

30 35 ¢ (min)

Justifique cudl o cuales de las siguientes rectas tiene la misma pendiente que la recta ilustrada

en la gréfica anterior.

(A)

(©)

(B)

T 173 18 33 A8 7% 4 28 4| I3 § 78 10 128 1 18 W

s

(D)

iii.  Dos corredores comienzan una carrera al mismo tiempo y terminan en empate. Probar que en

algin momento de la carrera ambos corredores alcanzan la misma velocidad.
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Dada la ecuacion dy/dx = f(x,y), diga cuél o cuéles de los enunciados siguientes considera

correcto o incorrecto y justifique en cada caso.

a. La derivada de una cierta funcion en cada punto del plano es f(x, y).

b. La pendiente de una funcién en cada punto del plano donde existe el valor de f, es
exactamente el valor de f en dicho punto.

c. La ecuacion determina en cada punto donde existe el valor de f, el valor de la pendiente
de la recta tangente a la curva solucion en este punto.

d. La razon de cambio de una funcion con respecto a la variacion del valor de la variable
independiente es f(x, y).

Un nimero a € R se dice que es un punto fijo de la funcion f si f(a) = a. Sea f unafuncion

derivable en R y tal que f'(x) # 1 paratodo x € R . Pruebe que f tienen a lo sumo un punto

fijo.

El segundo instrumento consiste en una entrevista semiestructurada, compuesta por una bateria de

siete preguntas. Este dispositivo se dirigi6 al plano didactico y su objetivo consiste en conocer los

significados para la ensefianza que poseen los profesores seleccionados, acerca del concepto de

pendiente. Durante la fase de presentacion, ademas de presentar los objetivos, declarar la

confidencialidad, y crear condiciones de rapport, se debate brevemente acerca del concepto de

significado, en un sentido b&sicamente intuitivo.

Contenido de la entrevista semiestructurada

¢Considera usted que los significados de los conceptos matematicos inciden en el desempefio
de los estudiantes? ;Por qué?

¢Qué significados le atribuye usted al concepto de pendiente? ;Lo considera un concepto
esencial en la formacion matematica? ¢Por qué?

¢Con qué conceptos se relaciona el concepto de pendiente? Por favor, describa esta relacion
a través de un mapa conceptual.

Formule un enunciado (una proposicion, un problema) que contenga el concepto de pendiente
y explique qué significados tiene este para usted. ;Como lo explicaria a sus estudiantes? ;Qué

imagina usted que entenderan sus estudiantes?
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v.  ¢Cuéles de los significados antes mencionados sobre el concepto de pendiente (pregunta i)
trata usted en clases? ¢Por qué?
vi.  ¢Qué dificultades se presentan en la ensefianza de la pendiente? ¢ A qué causas atribuye estas?

vii.  ¢Como usted ensefia el concepto de pendiente a sus estudiantes?

El tercer instrumento consiste en una guia de seis preguntas para una entrevista grupal. El objetivo
consiste en socializar el problema de investigacion e identificar puntos de vista comunes acerca de

los significados del concepto de pendiente y los esquemas que se transmiten del docente al discente.
Contenido de la entrevista grupal

I. ¢(Qué significado tiene para usted el término “pendiente” y la expresion “la pendiente de una
funcion lineal”?
ii. ¢Considera usted a la pendiente un concepto complejo para sus estudiantes? ¢Por qué?
iii. ¢Explicite en qué contextos puede aparecer el concepto de pendiente? ;Alguno mas?
iv. Dado los siguientes enunciados:
a.Se denomina pendiente o coeficiente angular de una recta a la tangente de su angulo de
inclinacion.
b.Se denomina linea recta al lugar geomeétrico de los puntos, tales que tomados dos cualesquiera
deellos Py (x1,y1) Y P, (x5 ,y,), el valor de la pendiente m calculado por medio de la férmula
m = % con x; # x, resulta siempre constante.
c. La funcién y = f(x) no tiene tangente horizontal.

¢Qué trasmite cada uno de los enunciados anteriores? ;Qué podrian entender los estudiantes?

v. Considere el siguiente problema: un corredor recorrié una pista de 6 km en 45 minutos. ¢En
algun momento del recorrido el corredor alcanzé la velocidad de 8 km/h? ;Qué respuestas
podrian dar los estudiantes? ;Cuales serian sus posibles interpretaciones?

vi. Formule un enunciado (afirmacion, proposicion, problema) en el que esté involucrado el

concepto de pendiente. ;Qué es lo que este trasmite? ;Qué podrian interpretar los estudiantes?

El cuestionario se aplico en el escenario de la UAGro en el horario de la mafiana. Seguidamente se
realizan las entrevistas semiestructuradas de forma individual, y luego la grupal en el mismo lugar,

procurando un ambiente di&fano y constructivo, en el sentido de explorar aspectos de interés comun
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relacionados con la ensefianza y el aprendizaje del concepto de pendiente. La informacion
diligenciada se digitaliza integramente, y las intervenciones en ambas entrevistas se registran de

forma taquigrafica. Todos estos elementos constituyen las evidencias del estudio piloto.

Seleccion del panel de expertos. La identificacion de los expertos constituye un aspecto de singular
importancia, ya que la opinion de estos provee informacion util para la toma de decisiones de
naturaleza investigativa. No solo se trata de buscar representatividad y profundidad analitica en el
panel, sino también de lograr disposicion a participar y permanencia en el proceso (Cruz, 2009). La
seleccion se realiza con ayuda de la red académicas Research Gate, tomando en consideracion tres
requisitos minimos: experiencia docente en la educacion matematica universitaria de al menos una
década, experiencia investigativa relacionada con la realizacion de estudios tedrico—experimentales
y que se manifieste en al menos diez articulos publicados en revistas arbitradas del campo de la
educacion matematica, y un indice RG > 8. EI RG Score es un coeficiente de reputacion que calcula
esta red académica, a partir del total de documentos publicados y de su impacto, de las respuestas a
preguntas que otros usuarios formulan dentro de su campo de investigacion, del nimero de citas, de

la cantidad de citas, seguidores y recomendaciones, principalmente.

Valoracion de los instrumentos y los resultados del pilotaje por el panel de expertos. Cada
experto seleccionado recibid una invitacién formal a participar, una explicacién pormenorizada del
proceso, asi como el testimonio de absoluta confidencialidad. Para el intercambio de informacién se
utiliza el servicio de mensajeria electronica. El panel recibe copia de los tres instrumentos, asi como
las evidencias digitalizadas del estudio piloto. También se entregé un formulario provisto de una
matriz de 4x4, donde cada fila corresponde a los tres instrumentos de forma individual y a su conjunto
como un todo. Las columnas constituyen indicadores a evaluar, con ayuda de una escala ordinal de
siete categorias linguisticas: Muy bajo < Bajo < Medianamente bajo < Medio <
Medianamente alto < Alto < Muy alto. Los indicadores de evaluacion seleccionados son los

siguientes: C; = pertinencia, C, = calidad, C; = efectividad, y C, = relevancia.

La pertinencia se adopta en el sentido de la valoracion experta, acerca del nivel de conveniencia del
elemento evaluado para seleccionarse definitivamente en un estudio de la presente naturaleza (aspecto
de seleccidn). Por ejemplo, un instrumento puede ser relevante por captar informacion fiable para un

estudio cientifico (aspecto de contenido), puede contar con calidad por la estructura y rigor de las
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preguntas seleccionadas (aspecto de forma), incluso puede resultar efectivo en el contexto de su
implementacion y en el proceso comunicativo investigador/investigado (aspecto de funcionabilidad).
Sin embargo, puede carecer de suficiente pertinencia por redundar en elementos que otro instrumento
captd. Si bien estos criterios pueden tener alguna zona de solapamiento, su conjunto ayuda a formar
un criterio aproximado sobre los aspectos evaluados, bajo la escala linglistica establecida. Para
disminuir este riesgo, como complemento cualitativo, se solicitd finalmente a los expertos que

expresen libremente otros criterios, a fin de enriquecer cada valoracion.

Procesamiento de la informacion aportada por el panel de expertos. Para el procesamiento de la
informacion se implementd la técnica para la representacion del ordenamiento por similitud respecto
a la solucion ideal, conocida como TOPSIS por sus siglas en inglés (Hwang y Yoon, 1981). En su
version clasica, esta técnica procesa informacién multicriterio para identificar la mejor solucién a un
problema, o bien para jerarquizar un conjunto preliminar de variantes de solucion. El principio basico
consiste en que la alternativa méas adecuada muestra la menor distancia posible respecto a la solucion
ideal positiva, asi como la mayor distancia posible respecto a la solucién ideal negativa. Los aspectos
a evaluar son cuatro: A; = cuestionario, A, = entrevista semiestructurada, A; = entrevista grupal, y
A, = los tres instrumentos como conjunto, conforme a los cuatro criterios establecidos y en la escala

linguistica prefijada.

Ya que la informacion que proviene del conocimiento experto es flexible y subjetiva, se utiliza un
enfoque borroso para el procesamiento de datos con la técnica antes mencionada (Park et al., 2011).
Ademas, cada categoria evaluativa tiene forma de variable lingiistica, razon por la cual se “fuzzifica”
con ayuda de una correspondencia biunivoca propuesta por Wang y Lee (2009), la cual se ilustra en
la Tabla 3.
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Tabla 3. Escala linguistica y su correspondiente fuzzificacion

Categoria lingiiistica Abreviatura Numero difuso triangular

Muy bajo MB (0,0,0.2)

Bajo B (0.05,0.2,0.35)
Medianamente bajo mB (0.2,0.35,0.5)

Medio M (0.35, 0.5, 0.65)
Medianamente alto mA, (0.5.0.65,0.8)

Alto A (0.65, 0.8, 0.95)

Muy alto MA (0.8,1.1)

(Fuente: adaptado de Wang y Lee, 2009, p. 8983)

Siguiendo a Wang y Lee (2009), después de fuzzificar la informacion experta se jerarquizan los

aspectos evaluados 4; (1 < j < n), a partir de los criterios o indicadores preestablecidos C; (1 < i <

m). Cada respuesta del experto E;, (1 < k <) constituye una matriz borrosa contentiva de mxn
~(k) _

nimeros difusos triangulares, o sea, ¥;;” = (a{-"‘j, b, cl'j) Luego se promedian todas las evaluaciones

para formar una matriz borrosa de decision D = [%;] , donde %;; = %(fl.(jl) + XD 4t Xf]l)) =

(aij,bij,cij) y seguidamente se construye la matriz normalizada R = [rij]mxn' donde 7; =

aij bij cij +
2,2, =),y = maxic;;}.
(8.2.%). v o7 = maxfe,)

Ya que no se ponderan los valores normalizados, estos se disponen en orden creciente de manera

directa, para cada criterio C; por separado. De esta forma resultan sendas soluciones ideales: una
positiva A* = (7,7, ..., #7) y otra negativa A~ = (7,75, ..., %y ), donde #* = max{#;;} y 7 =
min{ﬁ-j}. A continuacion, para cada aspecto i se calculan las distancias i—€simas respecto a las
soluciones ideales positiva y negativa: df = Y7, d(#;,7") y di = X7, d(f;,7), donde d es la

distancia euclidiana normalizada. Finalmente, los coeficientes de proximidad vienen dados por la

.. d; . Ppee x .
expresion CC; = d+-|fd' € [0,1],donde 1 < i < m. Ello facilita jerarquizar los aspectos evaluados en
i i

el presente estudio, donde m = n = 4. Seguidamente se complementa esta jerarquizacion de los

aspectos evaluados con la informacion cualitativa que aportan los expertos.
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V. 1.1 Resultados y discusion

El estudio piloto corroboro los altos niveles de complejidad que entrafia el estudio de los significados
del concepto de pendiente. Principalmente se observan dificultades relacionadas con el significado
que los docentes le asocian a algunas de las exigencias planteadas en los instrumentos; lo que revela
un andlisis descontextualizado de las situaciones problémicas presentadas. Los profesores
manifiestan un conflicto cognitivo, en cuanto al significado de la pendiente bajo un cambio de escala
del sistema de coordenadas. También se presenta confusion entre los aspectos funcionales y los
aspectos asociados a la razon de cambio instantanea, significado analitico de la pendiente.

A titulo de ejemplo, cabe mencionar que el 40% de los profesores participantes en la prueba piloto
asumio en su respuesta al tercer problema del cuestionario que, si los corredores ocupaban la misma
posicion en algin momento, entonces tendrian la misma velocidad. He aqui la respuesta del profesor
P7.

(Fuente: elaboracion propia con resultados del estudio piloto)

Notese que P7, en lugar de orientar su razonamiento hacia la busqueda de una igualdad de pendientes,
desvirtta erréneamente su reflexion hacia la localizacién de un punto de interseccion entre sendas

curvas continuas.

La Figura 13 contiene otras respuestas ilustrativas de los profesores al problema 3.
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Figura 13: Ejemplos ilustrativos Tarea 3

(Fuente: elaboracion propia con resultados del estudio piloto)

Las dificultades son tipicas: modelacién aproximada del problema y descripcion del razonamiento en
forma incompleta (P1), desarrollo de un esquema analitico con descuido de los procesos de limite

que acompafan al cociente incremental (P5), respuesta trivial por ausencia de comprension plena del
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problema (P6), y confusion de los conceptos de velocidad instantanea y de velocidad media (P9).
Todas las respuestas se digitalizaron con el objetivo de que los expertos contaran con un complemento

de aplicacion preliminar del conjunto de instrumentos elaborados.

De forma preliminar, con base en una busqueda automatizada en Research Gate se identificaron 21
expertos potenciales, los cuales también poseen relaciones de trabajo cientifico con la UAGro, de
forma directa o indirecta, y cumplen con los criterios de seleccion preestablecidos. El proceso
transcurrio durante un periodo de confinamiento, a causa de la eventualidad causada por la COVID—
19. Tras cumplirse un mes de haber solicitado la evaluacion, se recibi6 respuesta de cerca de la mitad
de los expertos. Se envi6 un recordatorio y se dio por culminado el proceso al transcurrir otras dos
semanas. En total, se recibieron las evaluaciones de 13 expertos, de las cuales se desecha una por
problemas en el llenado del formulario. Definitivamente, se compilaron las respuestas de 12 expertos
(I = 12; 7 hombres y 5 mujeres), los cuales son todos doctores en educacién matemaética, y laboran
en instituciones universitarias latinoamericanas como docentes de matematicas superiores, con 13.5
afios de experiencia promedio en esta actividad y un coeficiente de reputacién promedio RG ~ 8.7.

Ademas, pudo verificarse un indice de Hirsch promedio H ~ 9.2 en Google Scholar.

El diligenciado de la matriz evaluativa alcanzd un coeficiente de Cronbach fiable (a = 0.71),
conforme a la escala sugerida por Cohen, Manion, y Morrison (2007). El conteo de las evaluaciones
de cada aspecto evaluado (A, = cuestionario, A, = entrevista semiestructurada, A; = entrevista grupal,
y A, = conjunto de instrumentos), conforme a los criterios prefijados (C; = pertinencia, C, = calidad,
C; = efectividad, y C, = relevancia), permitié observar que la mayoria de estas se ubican entre las

categorias de medianamente alto, alto y muy alto.

Siguiendo la columna de los totales por categoria, las evaluaciones comprenden el 95.83%, 95.83%,
93.75%, y 93.75% de las tres categorias superiores en la escala adoptada, respectivamente. Los
resultados descriptivos aparecen descritos en la Tabla 4. Las categorias con frecuencias

completamente nulas han sido eliminadas.

Tabla 4. Tabla de frecuencias de las evaluaciones otorgadas por el panel de expertos
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Indicadores de evaluacion

Aspecto evaluado Categoria Total
Pertinencia Calidad Efectividad Relevancia
B 1 1 0 1 3
ma 1 3 3 2 9
Cuestionario A 3 1 0 0 4
MA 7 7 9 9 32
Total 12 12 12 12 48
M 1 0 0 1 2
Entrevista wo 2 L 3 0 6
semiestructurada A 3 > 0 L 0
MA 6 6 9 10 31
Total 12 12 12 12 48
mB, 1 0 0 1 2
M 0 0 0 1 1
. ma, 2 3 3 4 12
Entrevista grupal A > 3 > ) 3
MA 7 6 7 5 25
Total 12 12 12 12 48
M 0 0 2 0 2
. mA 2 3 0 4 9
Conjunto de
i.tlStl'-lI] mentos A 3 2 4 L 10
MA 7 7 6 7 27
Total 12 12 12 12 48

Después de promediar las evaluaciones de cada experto, se obtuvo la matriz difusa de evaluacion,

cuyos componentes normalizados aparecen en la Tabla 5.

Tabla 5. Matriz difusa normalizada

Aspectos evaluados Pertinencia Calidad Efectividad Relevancia
Cuestionario (0.52,0.81,0.91) (0.40,0.75,0.78) (0.39,0.63,0.78) (0.41, 0.66, 0.81)
Entrevista

_ (0.47,0.74,0.88) (0.42, 0.68, 0.80) (0.40, 0.64,0.79) (0.41, 0.65, 0.81)
semiestructurada

Entrevista grupal (0.49, 0.77,0.89) (0.36,0.58,0.75) (0.35,0.57,0.75) (0.41, 0.65, 0.80)
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Conjunto
) (0.46, 0.74, 0.84) (0.36,0.60,0.74) (0.40, 0.64,0.79) (0.38, 0.62, 0.78)
instrumentos
i (0.46,0.74,0.84) (0.36,0.58,0.74) (0.35,0.57,0.75) (0.38,0.62, 0.78)
7ir (0.52,0.81,0.91) (0.42,0.75,0.80) (0.40,0.64,0.79) (0.41, 0.66, 0.81)

(Fuente: elaboracion propia)

Luego se calculan las distancias respecto a las soluciones ideales positiva y negativa, lo cual permite

determinar cada coeficiente de proximidad CC;. La Tabla 6 muestra los valores definitivos.

Tabla 6. Jerarquizacion de los aspectos evaluados con base en los coeficientes de proximidad

Aspectos evaluados d; df CC; Jerarquizacion
Cuestionario 0.0604 0.1634 0.2697 4
Entrevista semiestructurada 0.1730 0.0580 0.7489 2
Entrevista grupal 0.0622 0.1624 0.2769 3
Conjunto de instrumentos 0.1899 0.0331 0.8517 1

(Fuente: elaboraciéon propia)

Respecto a los resultados de la opinion cualitativa solicitada a los expertos, los elementos estuvieron

relacionados con la correccién y mejoramiento de aspectos estructurales en forma puntual. Los

elementos mas recurrentes fueron tres: (1) otorgar a los participantes la posibilidad de afadir

libremente algun otro aspecto, (2) emplear recursos audio—visuales para facilitar la comprension,
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como en el caso del problema de la pregunta v en la entrevista grupal, y (3) disefiar un cuarto

dispositivo que permita complementar la informacion con los argumentos de los estudiantes.

La metodologia implementada puso a disposicion de un panel de expertos los resultados de un estudio
piloto, el cual apenas considera un segmento de las etapas de elaboracién e implementacion en la
estrategia propuesta. Se pudo aprecia la existencia de algunas limitaciones asociadas al nimero
relativamente limitado de profesores participantes en el estudio piloto, lo cual redujo las posibilidades
de contar con un amplio espectro de respuestas que ilustre los esquemas de pensamiento del docente.
Si bien la aplicacion del instrumento reflej6 fiabilidad, su valor rebasa escasamente el limite minimo
sugerido por Cohen, Manion y Morrison (2007), donde a = 0.7. Asimismo, la también restringida
cantidad de expertos reduce el grado de generalizacion de sus consideraciones evaluativas, y

consecuentemente la validez externa.

Sin embargo, existen aspectos que proveen al estudio de cierto grado de validez nominal o de
contenido, en el sentido de Malhotra, Nunan y Birks (2017). Por ejemplo, la matriz evaluativa refiere
los tres instrumentos de forma independiente y también su conjunto como un todo, lo cual posibilita
una evaluacion holistica de la parte instrumental en la estrategia. Los cuatro indicadores
seleccionados (pertinencia, calidad, efectividad y relevancia) aportan informacion amplia y valiosa
gue enriguece esta evaluacion. Aungue su numero dista de ser exhaustivo, aspectos importantes como
el rigor y la sintesis ya quedan enmarcados dentro del indicador de calidad. Por su parte, la pregunta
abierta complementa cualitativamente la evaluacion de cada experto, y ello permite considerar

aspectos vinculados también a la parte conclusiva de la estrategia: la etapa de analisis.

Existen también otros elementos relacionados con la validez interna durante la aplicacién del método
de criterio de expertos, donde fueron disminuidas algunas posibles fuentes de invalidacién. Siguiendo
a Hernandez, Fernandez, y Baptista (2014, p. 137), algunas amenazas tales como la compensacién en
grupos de control, la maduracién, la instrumentacion, y la administracion de varias pruebas, no
tuvieron lugar, conforme a la metodologia implementada. EI anonimato de los expertos favorecio la
no difusion de tratamientos, o sea, que los expertos se hubiesen comunicado entre si. La seleccion del
panel mostré una amplia experiencia en la realizacion de investigaciones experimentales en
educacién matematica, con indicadores de seleccion aproximadamente similares. Tampoco se

observaron respuestas extremas ni desbalanceadas, lo cual disminuye la posible regresion. Asimismo,
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la conducta del experimentador fue objetiva, directa y diafana, con apego al respeto y a la ética

cientifica en su comunicacion con el panel.

De forma general, las condiciones del entorno para cada experto fueron similares, en el sentido de
emitir sus consideraciones con tiempo suficiente desde su propia casa, asi que existid cierta
estabilidad en el ambiente experimental. Sin embargo, dos aspectos pudieron atentar contra la validez
interna. En primer lugar, el periodo de confinamiento a causa de la pandemia de la COVID-19
constituyd un evento que pudo alterar de forma no controlada las posibilidades de que cada experto
desplegara un andlisis suficientemente profundo y minucioso (amenaza de historia). En segundo
lugar, se detectaron problemas de mortalidad, ya que algunos expertos abandonaron el experimento,
incluso después de una segunda solicitud de respuesta. Este hecho ha sido reportado en numerosos
estudios y constituye una de las principales amenazas durante el empleo del método de criterio de

expertos (Cruz y Rua, 2018).

Los resultados obtenidos permiten jerarquizar los instrumentos y su totalidad. En primer lugar, puede
notarse un desbalance marcado del coeficiente de proximidad hacia la entrevista semiestructurada.
Esto indica que los expertos consideran dicho instrumento mas efectivo que los restantes 0.7489 >
0.2769 > 0.2697. Tal singularidad puede estar dada por la importancia del intercambio directo entre
el investigador y el sujeto investigado. En una entrevista individual es posible aclarar cualquier
aspecto de forma inmediata, y también se eliminan ciertos sesgos, tales como el temor a la
intervencion en grupo, la presencia de individuos dominantes, entre otros elementos presentes en

escenarios colectivos (Cruz, 2009).

Los instrumentos para este estudio se disefiaron como sistema integrador, en lo fundamental, el
cuestionario de 10 tareas que fue enviado a los participantes del estudio piloto, que tenian por
objetivos estimular los diferentes significados asociados con el concepto de pendiente. Las Tareas 1,
2 y 7 favorecen, esencialmente, los significados geométricos y algebraicos. Las Tareas 3, 6 y 10
permitieron explorar los significados geométricos y las Tareas 4, 5, 8 y 9 los significados analiticos.
Cabe destacar que tareas similares a las Tareas 1, 3y 6, han sido utilizadas con objetivos similares en

las siguientes investigaciones (Stump, 1999; Zaslavsky, et al., 2002; Thompson, 2016).

Al observar que el valor maximo de CC; se alcanza en la totalidad de los instrumentos, puede

afirmarse que el conjunto formado por los tres instrumentos, en cierta medida, supera las deficiencias
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de cada uno por separado. Ademas, la sugerencia de afiadir un cuarto dispositivo relacionado con los
argumentos del alumno acerca del concepto de pendiente, permite un perfeccionamiento del
instrumental diagndstico antes de emprender nuevas acciones de investigacion. Una solucion posible
podria ser la elaboracion de una guia de observacion de clases, la adaptacion de los propios
instrumentos disefiados para el caso de los alumnos, el disefio de una guia para la revision de

examenes relacionados con el concepto de pendiente, entre otras variantes.

La observacién anterior favorece un analisis mas integral del fenémeno, pues va mas alla de los
esquemas de pensamiento y los significados que se transmiten o imaginan transmitir, enfatizando la
exploracion empirica de lo que realmente se transmite. Finalmente, la sugerencia de incorporar
recursos audio—visuales, asi como la mejora continua de cada elemento de los instrumentos, son base
para emprender un camino de validacion futura, lo cual requeriria de otros estudios apoyados en

muestras mas representativas.

V.2 Grado en que se manifiestan los significados del concepto de pendiente en
profesores universitarios

En este epigrafe se explora el grado en que se manifiestan los significados analitico, algebraico,
geométrico y contextual del concepto de pendiente en profesores universitarios de matematicas. Para
este estudio se aplicd una encuesta a 15 expertos de diferentes nacionalidades con la finalidad de
valorar los significados presentes en las soluciones planteadas por docentes a un sistema de ejercicios
asociados al concepto de pendiente. En la misma direccion, se realizd un andlisis estadistico de las
evidencias empiricas obtenidas. El significado geométrico se presentdé con mayor frecuencia, en lo
fundamental, a través de las representaciones: razdén geométrica, tangente del angulo de inclinacion,
razén entre las longitudes de los catetos de un triangulo rectangulo formado por la recta, el eje x y la

paralela al eje y.

Metodologia. Seguidamente se describe la metodologia desarrollada, en un estudio empirico,
concebido para explorar el grado en que se manifiestan los significados analitico, algebraico,
geométrico y contextual, en profesores de matematicas. Esta descripcion contempla cinco apartados:

disefio, instrumentos, participantes, variables y anélisis de las evidencias empiricas.

Disefio e instrumentos. El estudio se estructurd en dos etapas. La primera de ellas consistié en la

aplicacion de un cuestionario, contentivo de cuatro ejercicios relacionados con el concepto de
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pendiente a un grupo de profesores universitarios que imparten matematicas. En la segunda, se
presentan las soluciones de los profesores a un panel de expertos en el campo de la matematica
educativa, con la finalidad de que evaluaran el grado en que se manifiesta cada tipo de significado en

los ejercicios resueltos y también de modo general para cada resolutor.

Los instrumentos implementados fueron tres. En primer lugar, se utilizé un temario contentivo de
cuatro ejercicios E1, E2, E3, y E4, los cuales estan relacionados con el concepto de pendiente, de

forma implicita como se muestra en la Figura 14.

EJERCICIO No. 1

El. La grafica muestra la altura h que va 7 (dm)
alcanzando el agua durante el proceso de 5 ‘
llenado de un tanque, a partir del 2°
momento en que se abre una llave y |,

durante ciertos intervalos de tiempo t

hasta que el tanque se llena totalmente. © 15 20 30 35 f(min)

f. ¢Se detuvo el proceso de llenado en algin momento? ;Durante qué tiempo?

g. ¢Con qué rapidez se llena el tanque durante los primeros 15 minutos?

h. Seleccione la respuesta correcta y fundamente:

“A los 18 minutos el agua tenia una altura de (A) 19 dm, (B) 16 dm, (C) 15
dm, (E) 18 dm”.

i. ¢En cudl tramo la altura del agua cambi6 mas rapidamente? Justifique.
j. Determine la ecuacion de la funcidon que modela el ascenso de la altura del agua

dentro del tanque, durante el tiempo que durd el proceso.

EJERCICIO No. 2

E2. Dos corredores comienzan una carrera al mismo tiempo y terminan en empate. Pruebe
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que en algin momento de la carrera ambos corredores alcanzan la misma velocidad.

EJERCICIO No. 3

E3. Pedro va a un almacén y le dice al [S<[]
I~

. . E

dependiente que viene a comprar 65 m? =~ M P
. / ~F
de alfombra para el piso de su casa que / ~~
N

tiene exactamente esa area. El B =l

H

dependiente le responde que le queda solo un rollo de 500 m? y de él ya tiene vendidos
436 m2, por lo que solo puede venderle los 64 m? restantes. Después de pensarlo un
poco Pedro le dice al dependiente que traera, en una cartulina, un cuadrado de 8 m de
lado (que tiene 64 m?), lo va a dividir en 4 partes iguales 2 a 2 como se muestra en la
figura de la izquierda y con ellas va a formar el rectangulo que se muestra en la figura
de la derecha, que seria la parte de la alfombra que se llevaria. De ser usted el

dependiente ;Estaria de acuerdo con la proposicion de Pedro? Explique su respuesta.

EJERCICIO No. 4

E4. Considere el triangulo ABC. Los puntos D,
E, F, G, H, I, K, L, estan sobre los lados de
dicho tridngulo (véase la figura). Los
cuadrilateros HIMD, IKGE y KLFN son 5/ |, N

cuadrados cuyas areas miden 4u?, 36u?, 9u?, A B

respectivamente. Determine el area del
triangulo ABC.

a. Resuelva el problema por otra via y diga si existe alguna relacion o algin concepto

relacionante entre ambos caminos de solucién.

Figura 14: Ejercicios propuestos en el cuestionario

Como dispositivo de seleccidn del panel de expertos, se solicité el diligenciado de un cuestionario
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11 categorias: 0, 1,..., 10, donde el valor seleccionado se divide por 10. El valor nulo expresa ausencia

argumentacion, predefinidas bajo una escala tipo Likert.

de influencia de cada fuente de argumentacion, como se ilustra en la Tabla 7.

Tabla 7. Escala Likert para el calculo del coeficiente de argumentacion k,

Significados para la ensefianza

desarrollado por Cruz y Martinez (2012), el cual permite el calculo de un indice de competencia
experta k, resultante de la semisuma de sendos parametros: un coeficiente de conocimientos acerca

del tema investigado ke, y un coeficiente ks relacionado con el grado de incidencia de siete fuentes de

El valor de k. depende de forma directa de la autoevaluacién del candidato, en una escala ordinal de

total de conocimiento acerca del tema investigado, mientras que el valor 10 evidencia un

conocimiento pleno. El calculo de ka depende de la suma de pesos asignados para diferentes grados

Fuentes de argumentacion

Grado de influencia de las fuentes en sus criterios™

MA A M B MB N
Capacidad para el analisis didactico 0.18 0.14 0.11 0.07 0.04 0.00
de los significados
Comprension del problema 0.12 0.10 0.07 0.05 0.02 0.00
investigativo
Amplitud de enfoques 0.12 0.10 0.07 0.05 0.02 0.00
epistemoldgicos
Conocimiento del estado actual del 0.13 0.10 0.08 0.05 0.03 0.00
problema investigado
Nivel de motivacién por resolver el 0.14 0.12 0.09 0.06 0.03 0.00
problema cientifico
Experiencia en el desarrollo de 0.15 0.12 0.09 0.06 0.03 0.00

investigaciones  cientificas  en
matematica educativa
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Experiencia de orden empirico en 0.16 0.13 0.10 0.07 0.03 0.00
matematica  educativa  (préctica
profesional)

(") Valores de escala: MA = muy alto, A = alto, M = medio, B = bajo, MB = muy bajo, N = nulo

Fuente: adaptado de Cruz y Martinez (2012, p. 174)

En virtud de que 0 <k <1y 0<Kka<1,se obtiene que el coeficiente de competencia experta k = ¥2(k.
+ka) € [0, 1], donde el punto de corte minimo se fija en el valor k = 0.75 para la seleccion definitiva

de los integrantes del panel.

El tercer instrumento consistio en una compilacién digitalizada de todas las soluciones a los cuatro
problemas descritos en la Figura 1. De cada profesor se presentaron sus cuatro soluciones, provistas
respectivamente de rejillas formadas por cuatro casillas. En la rejilla, cada experto evalu6 el grado de
presencia de los cuatro tipos de significados, ya sea algebraico (Al), analitico (An), geométrico (Ge),
o contextual (Co), sobre el concepto de pendiente. Para consignar los criterios se establecid la escala
ordinal 0, 1,..., 5, donde el valor nulo indica ausencia total del significado correspondiente, y 5
expresa una presencia absoluta. Los valores no son excluyentes, de modo que en un mismo problema
es posible identificar diferentes significados, con niveles independientes de manifestacion. Ademas
de la evaluacion correspondiente a cada problema, también se solicito el diligenciado de una rejilla
adicional, a fin de que los expertos también emitieran una evaluacion general del grado en que se

expresan los significados en cada resolutor.

Participantes y variables. En la primera etapa se selecciond una muestra de 17 profesores de la
Facultad de Matematica de la Universidad Autonoma de Guerrero (UAGro), todos con experiencia
de al menos cinco afios en la educacién superior. La comunicacion fluyé de manera diafana, con el
compromiso expreso de que el uso de los resultados se mantendria bajo estricta confidencialidad. Los
profesores contaron con tres dias naturales para el diligenciado del instrumento, cuyas respuestas se
recopilaron por la via del correo electrénico o de forma directa. Todos recibieron una carta de

agradecimiento por su amable colaboracion.

Para la preseleccion del panel, en la segunda etapa, se exploraron tres redes sociales cientificas:

Academia, LinkedIn, y ResearchGate, a fin de conformar una preseleccion de 30 posibles expertos,
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por intermedio de la busqueda automatizada de las palabras claves “matematica educativa” y
“educacion matematica”. La preseleccion priorizd el contexto latinoamericano, asi como la
representatividad de paises del area. En la primera comunicacion, los posibles expertos recibieron
una carta de invitacion para participar en el estudio, con una explicacién sintética de los objetivos,
del problema de investigacion, asi como un breve resumen de la tipologia de significados del concepto
de pendiente. También recibieron copia del cuestionario autoevaluativo, para el calculo del indice de

competencia experta, y la solicitud de su diligenciado en el término de una semana.

De forma explicita se declar6é el compromiso pleno de confidencialidad, ética y transparencia en el
manejo de la informacion. En la segunda comunicacion, se informo individual y gentilmente el
resultado de la inclusién o no el panel participante. Seguidamente, cada miembro del panel recibio la
compilacion condensada del conjunto de 13x4 = 52 soluciones, con sus rejillas evaluativas
correspondientes. Los expertos seleccionados contaron con un mes de tiempo disponible para enviar,

por via del correo electronico, los resultados de sus evaluaciones correspondientes.

El significado que los profesores tienen acerca del concepto de pendiente constituye la variable
fundamental de la presente investigacion. Su analisis se erige con base en una tipologia formada por
cuatro significados fundamentales: analitico, algebraico, geométrico, y contextual. Por tanto, en un
individuo puede manifestarse un significado marcadamente analitico, en el sentido de poner por
delante métodos propios del calculo diferencial en problemas que tienen como centro el concepto de
pendiente. Asimismo, un individuo puede mostrar la formacion del significado en sentido plural, de
modo que es la propia naturaleza del problema a resolver la que favorece el despliegue de varios tipos

de significados.

Las variables independientes estan comprendidas por los profesores y los expertos, ambos conjuntos
fueron seleccionados en el marco del presente estudio. Diferencias entre las formas de percibir y de
realizar el significado, son aspectos de interés para la presente investigacion. Por su parte, la variable
dependiente (el significado del concepto de pendiente) sera analizada con ayuda de los valores que

aporta la rejilla evaluativa: en cada ejercicio y en la valoracion general.

Andlisis de las evidencias empiricas. El analisis de los datos se desarrolla a partir de los datos que
provee el criterio valorativo del panel de expertos. Cada rejilla aporta la evaluacién del nivel en que

se manifiesta el significado, conforme a la escala establecida en seis categorias (0-5), y para cada
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tipo de significado posible (An, Al, Ge, y Co). Esta evaluacion se realiza de manera local, centrada
en cada ejercicio (E1, E2, E3, y E4), y también de manera global, conforme a la valoracion general

de las cuatro respuestas de cada profesor (P01, P02,..., P17).

Con el objetivo de determinar la consistencia interna del instrumento, la matriz formada por el
conjunto de datos se examina con ayuda del coeficiente Alfa de Cronbach. Seguidamente, se
despliega un andlisis descriptivo, basado en los valores medios de las evaluaciones. También se
utilizan métodos de clasificacion jerarquica para develar posibles conglomerados respecto a las
variables nominales. En vista de que las rejillas describen evaluaciones particulares (relativas a cada
ejercicio) y generales (basadas en el conjunto de los cuatro ejercicios), también se exploran posibles

modelos de regresion lineal multiple que describan relaciones objetivas subyacentes.

Todo el analisis estadistico se implementa con ayuda del paquete SPSS (IBM Corp., 2020). El anélisis
de las evidencias empiricas culmina con el establecimiento de una tipologia de problemas, inherentes

al despliegue y predominio de significados en las soluciones al conjunto de ejercicios.

V. 2.1 Resultados y discusion

Los 17 profesores seleccionados enviaron sus respuestas por los canales de comunicacion
establecidos. Cuatro de ellos requirieron de un tiempo adicional y el proceso de recopilacion de
informacion se extendié por una semana. Después de una revision preliminar se observo que las
respuestas del docente P14 fueron algo superficiales, mientras que los profesores P06, P11 y P15
dejaron ejercicios sin responder. Por este motivo, se eliminan sus items del presente estudio. Asi,
quedan definitivamente las soluciones de 13 profesores, las cuales conforman la compilacion
digitalizada provista de las rejillas evaluativas. A modo de ilustracion, la Figura 15 refleja las
respuestas de los docentes P01, P05, P13y P17 a los ejercicios E1, E2, E3 y E4, respectivamente. En
el caso de la solucién P17-E4, aparece en la parte inferior derecha un ejemplo de rejilla para su

evaluacion correspondiente.
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Figura 15: respuestas de los docentes P01, P05, P13 y P17 a los ejercicios E1, E2, E3y E4

Fuente: Tomada de la respuesta de los profesores

En busca de economia del tiempo, de forma simultanea se envia la primera comunicacion a los
posibles expertos. Transcurrida una semana, se obtiene respuesta de 27 de ellos (54.0%). Inicialmente

se excluyen dos, a causa de no presentar el formulario para la determinacion del indice de
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competencia experta k. El calculo de este coeficiente conlleva a conformar un panel definitivo de 21
expertos, pues en cuatro casos se obtuvieron valores excluyentes de k < 0.75. A continuacién, se envia

al panel la compilacion digitalizada de respuestas, con sus rejillas evaluativas correspondientes.

Al cabo de un mes, se obtiene respuesta de 12 integrantes del panel. Se solicita amablemente la
respuesta de los restantes expertos y transcurridas otras dos semanas, se logra recopilar las
evaluaciones emitidas por 15 expertos. En dos casos fue necesario solicitar correcciones formales, a
causa de un llenado inadecuado de las rejillas evaluativas. En este caso de los 15 expertos que
respondieron poseen doctorados en el campo de la matematica educativa, son investigadores activos
con un RG (ResearchGate Score) promedio de 8.3 y un indice de H (indice de Hirsch en Google
Scholar) de 10.1. Los paises de procedencia son México (5), Cuba (3), Colombia (2), Argentina (2),
Estados Unidos (1) y Espafia (2).

Andlisis estadistico de las evidencias empiricas. El diligenciado de las evaluaciones produce una
matriz de 15x13 = 195 filas, correspondientes a los 15 expertos y los 13 profesores seleccionados, asi
como 22 columnas compuestas por dos variables nominales (Exp = expertos y Prof = profesores), y
20 variables ordinales (cada una de los cuatro tipos de significado, para los cuatro ejercicios y en la
valoracion general). El coeficiente Alpha de Cronbach produce un valor poco fiable (o = 0.43),
conforme a la escala sugerida por Cohen, Manion, y Morrison (2007). Incluso, si se elimina del
estudio cualquiera de sus variables, el valor maximo de Alpha no supera a 0.5. Esta limitacion en la
consistencia interna obedece, principalmente, al nimero reducido de los valores de escala, donde
percepciones similares de los expertos pueden producir la misma respuesta, incluso existiendo
diferencias. No obstante, como aspecto positivo pudo comprobarse que ninguna variable dependiente

tuvo varianza nula.

Tomando en consideracion las evaluaciones desarrolladas por todo el panel de expertos, la Tabla 8

ilustra el resultado descriptivo fundamental, para cada uno de los 13 profesores seleccionados.

Tabla 8. Valores medios en las evaluaciones del panel de expertos

Prof. E1 E2 E3 E4 General™
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Al  An Ge

Co Al An

Ge

Co Al An

Ge

Co Al An Ge

Co Al

An Ge

Co

PO1

P02

P03

P04

P05

P07

P08

P09

P10

P12

P13

P16

P17

3.47
2.53
413 2.33
4.40 3.07
4.20 4.07
4.40 1.67
4.27 1.40

3.93 2.67 0.60

4.60 2.40 0.33

4.00 1.40 0.40
3.00" 1.47 4.53

3.13 0.93°0.40

2.87 0.93"3.60

0.27 1.27°4.73

0.73 2.13 3.87

0.60 0.33 3.07

1.33 0.33 0.27

0.47 0.27 3.67

0.73 2.00 3.53

0.27 0.20 0.67 3.00" 1.13

0.13

1.20

1.07

3.20

3.33

0.40

3.20 0.33 0.73 4.73 0.60"0.33 1.33 0.93

2.07"0.40 2.07 1.13"2.33 0.47 0.80 0.53

0.13 0.07 0.27

0.60 1.87 0.13

0.93 2.00 0.60

0.13 0.80 0.80

1.33 0.13 1.33

1.20 1.73 0.20

0.33 2.87 1.07

4.67

3.13

1.40

3.53

4.20

0.87

2.27

0.47

3.73

3.27 1.20"0.87 0.27 4.67 0.20 0.20 2.93 1.00 3.20 0.27 3.87 0.73 2.53

3.53"0.60 0.73 2.33 4.60 0.33 0.60 2.53 1.80 4.73 0.27 4.87 0.33 4.53

2.80 0.20 1.60 4.20 0.20 0.73 0.73 0.93°0.93"0.33 1.80" 0.53 0.73

1.53 0.27 2.27 4.80 2.67 0.13 3.53 1.33 4.20 2.87 2.80 0.20 2.53

0.27 3.73 0.73 1.80

2,53 0.13 0.40 1.33

1.40 3.53 2.80"2.40

2.00 1.33 3.00 1.67"

2.40 4.47 0.47 4.60

2.60 1.80 2.27 3.73

0.93 1.00 1.40"3.67

2.67 3.00 0.07 1.87

1.33 3.33 4.13 2.67

0.40 3.47 1.53 1.40 0.27

0.87 3.67 2.47 3.07 1.00

0.60 1.87"2.40 2.13" 0.47

0.27 3.73 2.13 2.47 0.53

0.33 3.20

2.80 3.40

0.27 3.67

2.20 3.80

0.20 4.47

0.13 1.27

1.80 2.00

0.27 2.27

0.47 2.73

2.87 2.67

0.53 2.53

2.13 0.60

413 1.53

2.40 3.27

2.20 2.00

0.73 3.13

1.67 1.20

2.60 2.53

0.33

1.80

0.67

1.93

1.60

1.60

1.53

1.47

0.20

Tota
I

3.76 2.24 1.66

0.55 1.25 3.56

1.29

0.55 1.66 0.75

2.77

147 274 131 2.62

0.82 3.04

2.14 219

1.03

(") Valores medios con desviacion tipica mayor o igual que 1 (20% o mas del rango de la escala).

("™ Se refiere a la evaluacion de las respuestas en su conjunto (E1, E2, E3 y E4 a la vez).

Fuente: Elaboracion propia
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La amplia mayoria de los valores medios experimenta una desviacion tipica inferior a la unidad. Este
hecho aporta evidencia de que la percepcidn de los expertos fue bastante similar en referencia a cada
profesor en el plano individual, para cada ejercicio, y también en su evaluacion general. Sin embargo,
son visibles ciertas diferencias entre los profesores, tanto en ejercicios puntuales como en su proceder

general ante el conjunto de los cuatro ejercicios.

Los valores sombreados corresponden a las respuestas ilustradas en la Figura 15. En el caso de PO1-
E1, los expertos aprecian un predominio del significado algebraico (3.47) y del analitico (3.27), lo
cual puede estar dado por la utilizacion del concepto de funcién lineal y el célculo de la pendiente
como razén entre diferencias. El caso de PO5-E2, se aprecia un predominio muy marcado del
significado analitico (4.73), mediado por el empleo del concepto de derivada. En P13-E3 se observa
una ligera manifestacion del significado geométrico (2.27), probablemente motivado por la
argumentacion basada en el célculo de razones entre las longitudes de catetos e hipotenusas, la
rotacion de figuras y el concepto de perpendicularidad. Finalmente, en P17-E4 predomina el
significado analitico (4.13) y un poco menos el algebraico (3.33). Se trata de una solucién basada en
el calculo de la pendiente como coeficiente en una ecuacion lineal, aspecto que implico la

introduccidn de un sistema de coordenadas cartesianas.

En la dltima fila, referida a los promedios generales, se aprecia el predominio del significado
algebraico en los ejercicios E1 y E4 (3.76 y 2.74, respectivamente). En el ejercicio E2 predomina el
significado analitico (3.56), motivado por la estrecha conexion entre el concepto fisico de velocidad
instantanea y el concepto de derivada, asi como la utilidad que reviste el teorema de Rolle. Por su
parte, en el ejercicio E3 predomina el significado geométrico (2.77), lo cual también se expresa en un

segundo nivel jerarquico para el ejercicio E4 (2.62).

A diferencia de los dos primeros ejercicios, el propio enunciado de estos problemas pone por delante
un objeto geométrico, lo cual puede condicionar el tipo de solucion. No obstante, como pudo verse
en la solucién de P17-E4, este supuesto condicionamiento no es determinante (véase la Figura 14).
Las columnas correspondientes a la percepcion general revelan que, a excepcion de los profesores
P03, P12 y P16, en el resto de los casos predomina el significado algebraico. En los promedios
correspondientes a la valoracion general, para el total de profesores, se reafirma el predominio del
significado algebraico: Al =3.04 > Ge =2.19>An=2.14 > Co =1.03.
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Llama la atencion el hecho de que el significado de tipo contextual ocupa los valores mas bajos, tanto
en las respuestas a cada ejercicio, como en sentido general. Ello puede obedecer a la naturaleza
relativamente elaborada y académica de los ejercicios propuestos, lo cual impone ciertos limites al
proceso de modelacion matematica. Sin embargo, en algunos casos los profesores utilizaron el
concepto de pendiente no como un elemento a calcular en primera instancia, sino como una
herramienta argumentativa para la solucion del problema. Un ejemplo puede verse en la solucién del
profesor P04 al tercer problema, relacionado con la supuesta paradoja en el corte de una alfombra
rectangular. La Tabla 8 refleja que los expertos evalian PO4—E3 con los valores medios Al = 3.53, An
= 1.33, Ge = 4.20, y Co = 2.87. Este ultimo valor es, precisamente, el maximo alcanzado para el

significado de tipo contextual, en todo el universo de respuestas.

La Figura 16 muestra la solucion de PO4-E3. Si bien predomina el calculo de la pendiente como
coeficiente de una ecuacidn lineal (significado predominantemente algebraico), el resolutor se apoya
en la no colinealidad entre los puntos A, F y G. Con la finalidad de sostener su criterio, el profesor
expresa que: “...para probar esta ultima afirmacion haremos uso de la pendiente...”. Por tanto, el
resolutor pone por delante el concepto de pendiente, como nocion matematica que sirve de argumento
esencial. En fin, el calculo del valor de la pendiente constituye una realizacion de cierto proceso de
modelacion matemaética. Ello justifica que los expertos hayan ponderado el significado contextual, en

sus respectivas evaluaciones.

P04-E3
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Figura 16: Argumentos de naturaleza contextual en el significado del concepto de pendiente

Fuente: Tomada de la respuesta de los profesores
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En el presente estudio, la clasificacién de datos multivariados puede enfocarse desde formas diversas.

Si se toma en consideracion el conjunto de expertos, las variables dependientes para los 13 profesores

producen un dendograma en forma de arbol de dos ramas. Una de las ramas esta formada por un unico

individuo, con un nivel de desemejanza inferior al 15%. El bajo nivel de disimilitud permite afirmar

que la amplia mayoria de los expertos tuvo una percepcion similar en el universo de evaluaciones.

Particularmente, el analisis puntual del experto con percepcion relativamente atipica, revela que

adopto6 una postura mas severa en sus evaluaciones ante situaciones con limitada argumentacion. Por

otro lado, el analisis de las variables dependientes, centradas en cada ejercicio particular (se excluye

la evaluacion general), aporta un hecho interesante relacionado con su clasificacion jerarquica.

El dendograma de la Figura 4 refleja la existencia de un arbol formado por dos conglomerados, con

una desemejanza cercana al 25% (método de agrupacion basado en enlaces entre grupos, y medida

basada en el cuadrado de la distancia euclidiana).

El_Co

E2_Ge

E2 Co

E4_An

E2 An

E2 Al

E3 Al

E3_Ge

El_Ge

El_An

E4_Al

E4_Co

E3_An

E4_Ge

E3_Co

El_Al

Combinacion de cluster de distancia re-escalada

5 10 15
1 1 1

20 25
| |

|

2

Figura 17: Dendograma que ilustra la existencia de sendos conglomerados perceptivos

Fuente: Elaboracion propia

Puede observarse un grupo compuesto por 9 variables y otro por 7, de las 16 examinadas (16 = 4
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ejercicios x 4 tipos de significado). Independientemente de las diferencias obvias que subyacen entre
los cuatro ejercicios, relacionadas con su formulacion, los objetos matematicos que involucran, el
nivel de complejidad, entre otros aspectos matematicos, existe un elemento que llama la atencion. En
efecto, una mirada centrada en el tipo de significado revela cierto desbalance respecto al significado
geomeétrico. Si bien los tipos restantes de significado estan distribuidos de un modo mas uniforme, el
significado geométrico es ampliamente dominante en el cllster superior de la Figura 4, incluso en

dos subgrupos de mayor jerarquia.

Notese que ocurre asi en el claster inferior, donde predomina lo algebraico y analitico. Por tanto, las
evidencias sugieren una especie de dicotomia en la forma de clasificar los significados: una centrada
en lo geométrico, y otra centrada en lo algebraico y lo analitico, fundamentalmente. El significado
contextual, se observa con una distribucion mas balanceada en ambos conglomerados del

dendograma, incluso con niveles de disimilitud inferiores al 10%.

La evaluacién general del grado en que se manifiesta cada tipo de significado, en mayor o0 menor
medida, puede estar condicionada por las evaluaciones especificas que el experto realizé en los
respectivos ejercicios. Si se consideran como observaciones las 15x13 = 195 evaluaciones realizadas
por los 15 expertos a los 13 profesores, entonces es posible explorar ciertas regresiones lineales
multiples. Esta idea se concreta al determinar en qué medida la variable dependiente Gensig depende
del conjunto de variables independientes Eisig, donde Gen = evaluacion general, Ei = ejercicio i, y el
subindice Sig e{Al, An, Ge, Co} indica el tipo de significado. El procesamiento estadistico realizado

se resume en la Tabla 9.

Tabla 9 — Resultados del anélisis de regresion lineal multiple

Varianza Constante  Elgg E2sig E3si Edsi
. explicada
Variable
dependiente
R? F o t B1 t B2 t B3 t Ba t
Gena 0.07 3.65” 1.90 4.44™ -020 -2.19" -0.06 -0.74 0.09 120 0.21 219"
Genan 0.38 29.04™ 2.69 12.31™ 029 3.62™ 0.09 096 0.24 3.46™ -0.68 -7.26"
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Genge 0.06 299" 219 631" -013 -2.18" 026 182 004 067 015 171
Genco 0.23 14.12™ 1.43 997" -0.03 -0.35 -0.22 -3.31"-0.18 -5.077"0.12 256
(N p<0.05 () p<0.01 Fuente: Elaboracion propia

Los coeficientes de determinacion R? son relativamente bajos, e incluso el test de Durbin—Watson
produce valores inferiores a du = 1.79 (n = 195, k™ = 4), lo cual afecta el requisito de no
autocorrelacion. En particular, el analisis de regresion tiene mejor bondad de ajuste para la evaluacion
general del significado analitico (Genan), con una proporcion del 37.9% de la varianza total explicada.
La prueba ANOVA correspondiente produce un estadistico F = 29.04, altamente significativo (p <
0.01, gl = 4). Ademas, cuatro de los cinco coeficientes lineales se calculan con niveles de significacién
aceptables para el estadigrafo t, donde el célculo adicional del factor de inflacion de la varianza

produce valores VIF < 2; 0 sea, se satisface el requisito de no multicolinealidad.

En general, para todas las variables dependientes no se observan residuos con relaciones
problematicas respecto a las variables predictoras. Por ejemplo, retomando la variable Genan, el
grafico P-P de la Figura 18 muestra que los residuos se distribuyen aproximadamente de manera
normal, aunque estan ligeramente sesgados.

Variable dependiente: Gen_An

0,8
0,6

0.4

Problema acumulado esperado

0,2

0,0 0.2 0.4 0,6 0.8 1,0

Problema acumulado observado

Figura 18: Grafico P-P normal de regresién para residuos estandarizados
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Con base en estas consideraciones, con muchas reservas las evidencias sugieren que las relaciones
entre las evaluaciones generales y las particulares, subsisten bajo un modelo de regresion lineal. De
los cuatro casos, el modelo menos controversial corresponde al significado analitico: Genan = 2.69 +
0.29xE1an + 0.09xE2an + 0.24xE3an — 0.68xE4an. Por ejemplo, en la Tabla 8 puede apreciarse que el
profesor P09 obtuvo mayor evaluacién promedio en el significado analitico (An = 4.13). Para este
tipo de significado, el primer experto evaluo los ejercicios resueltos por P09 con los valores Ela =
5, E2an = 1, E3an = 3, E4an = 3, y el conjunto de los cuatro ejercicios con Genan = 3. Puede verse que
esta evaluacion se describe adecuadamente por el modelo anterior: Genan = 2.69 + 0.29x5 + 0.09x1

+ 0.24x3 - 0.68x3 = 2.91.

El cuestionario utilizado en esta investigacion ha sido concebido para explorar el grado en que se
manifiestan los significados analitico, algebraico, geométrico, y contextual de la pendiente, en
profesores universitarios de Matematica. El ejercicio E1 exige la modelacién de una situacion
asociada, en lo fundamental, a significados geométricos y algebraicos de la pendiente. Por lo tanto,
se espera que para su solucioén los profesores recurran a significados tales como: la razén entre el
cateto vertical y el cateto horizontal del tridngulo rectangulo, cuya hipotenusa yace sobre la recta; el
desplazamiento vertical por cada unidad de desplazamiento horizontal; y la razon entre la diferencia
de las ordenadas y la diferencia de las abscisas de dos puntos que pertenecen a la recta, esto es, una
1=

- A - s
razon de la forma=—— o Ey, con ecuacion y = mx +n con m, n € R.

X1—x2

Las respuestas a los Incisos (b)—(e), evidencian algunos de los significados que poseen los docentes
sobre el concepto de pendiente, al establecer las relaciones necesarias entre dicho concepto y los
conceptos que definen las exigencias del ejercicio. Por ejemplo, la rapidez de llenado en un intervalo
de tiempo dado, el tramo en el que la altura del agua experimenta mayor variacion, entre otras ideas.
Ademas, las soluciones ponen de manifiesto el uso de representaciones geométricas, algebraicas y
contextuales, asociadas con la pendiente. La Figura 19 ilustra la respuesta dada por el profesor P17

al Inciso (d).
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Figura 19: Una respuesta con significado predominantemente geométrico

Fuente: Tomada de la respuesta de los profesores

El resolutor despliega un razonamiento predominantemente geométrico, sobre la base del &ngulo de
inclinacion. De aqui concluye que, como el angulo es mayor, entonces la recta en cuestion tendra
mayor pendiente. Con ello, dicho profesor esta asociando la idea de que: a mayor angulo de
inclinacién, mayor pendiente. Esto Gltimo no es cierto en general. Un significado para la pendiente,
de esta naturaleza, contribuiria a formar en los estudiantes un conocimiento limitado, que fuera de

este contexto no es cierto. Ademas, por otro lado, no se analiza ni se precisan las condiciones bajo las
cuales se cumple dicha relacion.

Otra situacion que se presenta en el ejercicio E1 esta dada en el significado asignado a la pregunta:

. ¢,Durante qué tiempo? El 56.3% de los docentes respondi6 a dicha pregunta, proponiendo un
intervalo en lugar de una cantidad minutos. Esta forma de responder da cuenta del significado que se
despliega para comprender la situacion. Incluso, también se manifiesta cierta inconsistencia en el uso
de variables, por ejemplo, al definir la funcion que modela el proceso como se muestra en la Figura
7, donde la funcion que depende de la variable x viene dada en términos de t.
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Figura 20: Una inconsistencia observada en el empleo de las variables
Fuente: Tomada de la respuesta de los profesores

El ejercicio E2 tiene como objetivo estimular que, a partir de las respuestas de los profesores, emerjan
significados analiticos tales como la derivada de la funcion en un punto, la pendiente de la recta
secante, y la pendiente de la tangente en un punto. También significados de naturaleza contextual y
asociados a la pendiente, con base en las relaciones conceptuales de velocidad instantanea y tasa de
cambio de la funcion del desplazamiento en un punto. Las respuestas producidas por los docentes al
problema planteado se centran en dos direcciones principales: La primera esta dirigida hacia

significados predominantemente analiticos del concepto de pendiente.

Es notorio que el 62.7% de los profesores utiliza en sus respuestas propiedades basicas de las
funciones, sin mostrar evidencia de algun tipo de representacion geométrica y utilizando,
esencialmente, los teoremas de Rolle y del valor medio. De este modo, garantizan la existencia de un
punto en el que la tasa de cambio instantanea coincide con la tasa de cambio media de la funcion, en
un intervalo dado. La segunda estd dada en la combinacion de los significados analiticos y
geomeétricos, la cual fue seguida por el 29.4% de los profesores que participaron en el estudio. Durante
el proceso de analisis y resolucion, estos recurrieron al significado geomeétrico de la derivada, con lo
cual establecieron conexion entre la pendiente de la secante y la tangente, auxiliados del teorema del
valor medio. La Figura 21 ilustra ambos despliegues del significado predominantemente analitico

(izquierda) y mixto analitico—geométrico (izquierda).
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Figura 21: Predominio de diferentes significados en la solucién de un ejercicio
Fuente: Tomada de la respuesta de los profesores

Otro aspecto a destacar, en las respuestas de los profesores al ejercicio E2, esta dado en la confusion
que se presenta entre el cambio de una magnitud en un instante y la tasa de cambio instantaneo de
dicha magnitud. Es decir, matematicamente se manifiesta confusion entre el valor de la variacién de
la funcion y la tasa de cambio de dicha funcidn en un punto. Por ejemplo, el profesor P09 sugiere
que: “...al trazar las graficas de distancia contra el tiempo de los corredores, estas van del punto
(0, 0) hasta (5 t,), por continuidad debe haber un punto de interseccion y es justo cuando tienen la
misma velocidad” (sic). Una situacion similar se ha reportado en las investigaciones desarrolladas
por Clement, (1985), McDermott et al. (1987), Stump (2001b), aspecto que denominan “confusion

pendiente/altura”.

El ejercicio E3 pretende explorar, en lo fundamental, significados geométrico y contextual sobre la
pendiente que poseen los profesores, al darles la posibilidad de decidir si se puede o no formar un
rectangulo con las piezas dadas. Basicamente, el problema se reduce a probar la alineacién o no de
tres puntos que supuestamente estarian en la diagonal de dicho rectdngulo. Para dar respuesta al
ejercicio planteado, los docentes proponen dos variantes siguientes: Probar la no alineacion de los

puntos utilizando la pendiente, como se puede ver en la Figura 15, respuesta P13—E3, y en la Figura
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16, respuesta de PO4—E3. Este ultimo caso utiliza el supuesto de que la pendiente es constante, por lo
que si se tienen tres puntos y se toman dos a dos y resulta que las pendientes formadas por cada pareja

coinciden, lo cual implica colinealidad. Esta variante fue seguida por el 64.7% de los profesores.

La estrategia usada por P03, para establecer la no alineacion de los puntos, prueba que los tridngulos
rectangulos AIF, FHC y ABC, no son semejantes. Para ello emplea la razon “...cateto vertical entre
el cateto horizontal” (sic, ver Figura 22), como base para calcular la pendiente de una linea recta y
verificar que estas razones no coinciden, lo cual significa que los tres puntos no son colineales. Al
razonar por semejanza, con base en los catetos de triangulos rectangulos, subyace el significado

geométrico de pendiente. Esta via fue utilizada por el 23.5% de los profesores.
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Figura 22: Significado geométrico basado en el concepto de semejanza

Fuente: Tomada de la respuesta de los profesores

El ejercicio E4 explora la capacidad para emplear el significado de pendiente en una situacion de
geométria sintética, donde no existen indicios declarados como rectas, ecuaciones de rectas, sistemas
de coordenadas, entre otros conceptos. También estimula la basqueda de otras vias de solucion, asi
como el establecimiento de relaciones conceptuales entre las diferentes ideas. Como resultado, el
70.6% de los docentes desarrollaron esencialmente uno de los siguientes procederes: primero, la
implementacion de recursos de geometria analitica junto al despliegue directo y explicito del concepto
de pendiente, el cual relacionan con significados geomeétricos o algebraicos; y segundo, el empleo de

semejanzas de tridngulos para luego sefialar su relacion con el concepto de pendiente, donde la nocion
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de proporcionalidad es una especie de idea conectora. Esta ultima variante se manifiesta en el caso

ilustrado en la Figura 23.
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Figura 23: Relaciones entre significados desplegados en distintas soluciones

Fuente: Tomada de la respuesta de los profesores

Cabe sefialar que tres profesores desarrollaron soluciones en las que combinan la semejanza de
triangulos y elementos de trigonometria, y aunque utilizan la tangente del angulo no llegan a
relacionarla con la pendiente de una recta. Es importante significar el papel que juegan los
significados que despliega el profesor, para comprender el problema y posteriormente elabrorar un
plan o estrategia de solucion. Precisamente, estos significados facilitan la contextualizacion del
proceso resolutivo. Asi, un problema puede emerger dentro de un contexto, pero no necesariamente

tiene que resolverse con las herramientas de dicho contexto

V.3 Conclusiones del capitulo

En el primer estudio de las evidencias empiricas de aplicacion, se ha podido observar la importancia
de contar con un dispositivo instrumental que capte los significados para ensefianza que poseen los
profesores sobre la pendiente. Las deficiencias en el proceso de elaboracidn de instrumentos de
diagndstico repercuten ulteriormente en las etapas de implementacion y de analisis. De gran utilidad
han sido el disefio y uso combinado de un cuestionario, una entrevista semiestructurada y una

entrevista grupal, lo cual es perfectible ya que su objeto de analisis se enmarca en el estudio de los
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significados. Estos instrumentos favorecen la exploracién directa de lo que el profesor intenta
transmitir y lo que este imagina que trasmite, pero expresan de manera indirecta lo que el alumno
concibe que se transmite. O sea, el profesor aporta informacion sobre su percepcion acerca del
aprendizaje del alumno. Si bien ello resulta util y valioso, tal como sefialaron los expertos, el disefio
de otros dispositivos que exploren de forma mas directa el pensamiento del alumno, favorecera una
aprehension mas objetiva del fendmeno objeto de estudio. En esto reside la utilidad practica de los

resultados obtenidos.

El objetivo trazado en el segundo estudio consistié en identificar los significados que poseen los
profesores universitarios de matematicas, acerca del concepto de pendiente. En esta direccién se
identificaron cuatro tipos de significados: analitico, algebraico, geomeétrico, y contextual, a partir de
las respuestas dadas por los docentes a cuatro ejercicios seleccionados. El significado geométrico se
presentd con mayor frecuencia que los demas restantes, con un predominio marcado. Las evidencias
empiricas sugieren que esta situacion puede estar motivada por la base marcadamente intuitiva de

este concepto, el cual basa sus raices germinales en la nocién de linea recta.
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Capitulo VI. Conclusiones generales

El conocimiento o comprension conceptual y procesal estan fuertemente ligados a las concepciones,
sin embargo constituyen un reto para profesores e investigadores, ya que varios investigadores, como
Birgin (2012), Deniz y Kabael (2017), Nagle y Moore—Russo (2013a), y Wagener (2009), han
reportado que los estudiantes desarrollan mas el conocimiento procedimental que el conceptual. Asi
mismo, el estudio de las conceptualizaciones proviene del interés por desentrafiar tanto el
Conocimiento Pedagdgico del Contenido, introducido por Shulman (1981), como las imagenes
conceptuales de Tall y Vinner (1981). Sin embargo, recientemente, Beyerley y Thompson (2017)
marcan una prospectiva diferente; proponen atender al Significado Matematico para la Ensefianza en
vez del Conocimiento Matematico para la Ensefianza de Ball et al. (2008), ya que argumentan que el
significado connota algo personal y los significados de una persona estan entrelazados, mientras que

el conocimiento es menos personal y mas declarativo, permaneciendo separado del conocedor.

Un profesor que posee significados productivos podrd transmitir y desarrollar significados
productivos en sus estudiantes. En virtud de que este enfoque se prioriza el significado sobre el
conocimiento de contenidos matematicos del profesor, mismo que puede generar cambios
sustanciales tanto en la investigacion como en la docencia en general y del concepto de pendiente en

particular.

La mayoria de los estudios sobre pendiente se han efectuado a pequefia escala por lo que sus hallazgos
son limitados y parciales; lo que implica que, a partir del desarrollo tedrico actual, se debe seguir
investigando sobre las causas que provocan las dificultades y los obstaculos y sobre el disefio y/o uso
de alternativas didacticas que favorezcan el proceso de ensefianza—aprendizaje del concepto de

pendiente en la escuela.

En tal sentido somos del criterio que algunas de las futuras investigaciones en este &ambito pueden

orientase hacia:

1 Estudiar los obstaculos y/o errores que manifiestan los estudiantes en el proceso de resolucion de

tareas sobre la pendiente.
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2 ¢Cuadles son las causas que provocan los errores que manifiestan los estudiantes en la resolucién de

tareas sobre la pendiente?

3 ¢Como utilizar los obstéculos y/o errores sobre la pendiente para disefiar estrategias metodoldgicas

para favorecer su proceso de ensefianza—aprendizaje?

4 Establecer las conexiones y/o relaciones entre las diferentes conceptualizaciones del concepto de

pendiente en funcion de favorecer el proceso de ensefianza—aprendizaje de la pendiente

5 ¢Qué implicaciones tienen las conceptualizaciones de la pendiente en el proceso de formacion y

desarrollo de conceptos matematicos superiores?

6 ¢Qué instrumentos elaborar y/o utilizar para investigar los significados que poseen los profesores

sobre la pendiente en un determinado contexto sociocultural (léase pais, estado, region)?

7 ¢Qué significados sobre la pendiente promueve o estimula el profesor en el aula? Y ;cémo aprenden

los estudiantes estos significados?

8 Extender el estudio desarrollado sobre las conceptualizaciones a otros conceptos basicos de la

matematica escolar.

La estrategia presentada se ha enfocado hacia el estudio de los significados para la ensefianza que
poseen los docentes, en relacion al concepto de pendiente. Su base estructural comprende tres etapas
de elaboracion, implementacion y analisis, mientras que sus componentes funcionales incluyen lo
cognitivo, lo didactico y lo personoldgico. De esta manera se explora el grado de coherencia que tiene
lugar entre lo que el docente intenta transmitir, lo que imagina que transmite, y lo que el discente

concibe que se transmite como producto de un canal comunicativo de ensefianza—aprendizaje.

Un énfasis marcado se pone en el proceso de abstraccion reflexiva, el cual transcurre en el
componente cognitivo, donde los enunciados relacionados con el concepto de pendiente se
manifiestan de manera establecida o preestablecida. Todo ello constituye un avance en la
comprension de los esquemas que se configuran alrededor de este concepto matematico. Este hecho
les provee a los resultados descritos un valor argumentativo, desde una perspectiva teorica en

educacion matematica.
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También fueron identificadas algunas problemaéticas, tales como la ausencia de rigor en la
representacion de la idea de solucion, o bien en el marco de la argumentacion. Términos y frases tales
como “la pendiente de la funcion”, “a mayor angulo de inclinacion mayor pendiente” Yy “la
pendiente es la derivada de la funcion en los puntos donde existe” (sic) abusan del rigor y podrian
provocar distorsiones en el aprendizaje. Precisamente en esta cuestion reside el mayor interés de un
estudio futuro, en el sentido de estudiar como incide el discurso matematico del profesor en la

formacion de significados en el estudiante, acerca del concepto de pendiente.

Los procederes desplegados por los docentes en las soluciones, revelan una tendencia a tratar de
visualizar sus ideas recurriendo a representaciones geométricas clarificadores. Por otro lado, se pudo
observar ciertas relaciones que establecen los docentes entre diferentes significados del concepto
analizado, fundamentalmente entre los significados geométrico y algebraico, asi como los
significados geométrico y analitico. Las soluciones desarrolladas reflejan también que los docentes
emplean el concepto de pendiente como un recurso de comprension, y luego como una herramienta

de solucioén.

La contrastacion empirica de un estudio con base tedrico—metodoldgica resulta doblemente compleja. Por
un lado, ha sido necesario desarrollar un estudio piloto que permita contar con evidencias tangibles de
experimentacion. Po otro lado, el dispositivo instrumental complementado con estas evidencias ha sido
objeto de analisis por el juicio colectivo de un panel de expertos. Varios aspectos ponderan la validez
interna y nominal, pero queda pendiente el problema de la validez externa a causa de las muestras
limitadas de los participantes. Ello resulta esencial, pues se relaciona expresamente con las
potencialidades de generalizacion de los hallazgos contenidos en el presente estudio. En esto reside la

continuidad y perfeccionamiento requeridos para investigaciones ulteriores.

A la luz de los resultados obtenidos, se concluye que es necesario prestar mayor atencion a la
formacion y desarrollo del concepto de pendiente, en el proceso inicial y permanente de formacion
del profesional de la educacion matematica. Es necesario que este concepto no quede anclado en un
plano estatico, ya sea geométrico, analitico, algebraico, o contextual, sino interrelacionado
dialécticamente en una pluralidad de planos. De este modo, el concepto de pendiente sera aprehendido
de modo profundo y riguroso, y transmitido en el discurso matematico como un legado cultural vivo

y dindmico
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ANEXOS

ENTREVISTA SEMIESTRUCTURADA PARA EXPLORAR LOS SIGNIFICADOS DE LOS
PROFESORES DE MATEMATICA PARA LA ENSENANZA.

Saludos.

Somos investigadores pertenecientes al CIMATE de la Universidad Autobnoma de Guerrero; estamos
realizando un estudio sobre los significados para la ensefianza que poseen los docentes profesores
sobre el concepto de pendiente. Deben de sentirse libres de expresar sus ideas, relacionadas con el
tema objeto de estudio. En este espacio no existe respuesta correcta o incorrecta lo que realmente

importa para nuestro trabajo es la sinceridad de sus criterios y argumentaciones.

El objetivo es identificar y valorar los significados para la ensefianza que poseen los profesores sobre
el concepto de pendiente y en la misma direccion, explorar las estrategias que empelan para tratar

dicho concepto.

Hemos de esclarecer que la informacién obtenida, es solo para nuestro trabajo, sus respuestas seran
tratadas de manera anénima y bajo ningun concepto se identificara lo expresado por cada participante.
Con la finalidad de hacer mas &gil la toma de informacién, resulta de mucha utilidad grabar la
conversacion, pues la toma de notas consume mucho tiempo y se puede perder informacion
importante. ¢Hay algin inconveniente con que se grabe la conversacion? La grabacion es solo con

fines de analisis.
Le agradecemos de antemano por su tiempo y su contribucién.
Datos Personales: Escuela donde trabaja\Antiguedad en la docencia\Formacion Profesional

OBJETIVO: conocer los significados para la ensefianza que poseen los profesores que

conformaran la muestra de investigacion sobre el concepto de pendiente.

1. ¢Considera usted que los significados de los conceptos matematicos inciden en el desempefio
de los estudiantes? ;Por qué?
2. ¢Qué significados le atribuye usted al concepto de pendiente? ;Lo considera un concepto

esencial en la formacion matematica? ¢Por qué?



¢Con qué conceptos se relaciona el concepto de pendiente? Por favor, describa esta relacion
a través de un mapa conceptual.

Formule un enunciado (una proposicién, un problema) que contenga el concepto de pendiente
y explique que significados tiene este para usted. ;Como lo explicaria a sus estudiantes? ;Qué
imagina usted que entenderan sus estudiantes?

¢Cuales de los significados antes mencionados sobre el concepto de pendiente (pregunta 2)
trata usted en clases? ¢Por qué?

¢Queé dificultades se presentan en la ensefianza de la pendiente? ;A qué causas atribuye estas?
¢Como usted ensefia el concepto de pendiente a sus estudiantes?

iMuchas gracias!



CUESTIONARIO

Nombre del profesor:
Escuela donde trabaja:

Afos de antigliedad: Fecha de aplicacion:

1. La grafica muestra la altura que va alcanzando el agua en el proceso de llenado de un tanque al abrirse
una llave durante ciertos intervalos de tiempo hasta que se llena totalmente.

a)  ¢Se detuvo el proceso de llenado en algin momento? Durante qué tiempo.
b)  Con qué rapidez se llena el tanque durante los primeros 15 minutos.

c) Selecciona la respuesta correcta:

A los 18 minutos el agua dentro del tanque tenia una altura h(dﬂw)

de:

A)__ 19dm B)__ 16dm C)__ 15dm 30

D) 18 dm. Fundamenta t0 seleccion. 25—y ,

d) En qué tramo la altura del agua aumenté mas og4—---------
rapidamente. Justifique. £

e) Determina la ecuacion de la funcion que modela 10—----; {1
el ascenso de la altura del agua dentro del tanque - Lo Do
durante el tiempo que duré el proceso i i I I i I I >

0 t(min)
1520 3035

2. Un movil parte del reposo y aumenta su velocidad con una aceleracion constante de 4 m/s? hasta llegar
alos 24 m/s. EI movil viaja a dicha velocidad durante 15 segundos y luego comienza el proceso de frenado
reduciendo su velocidad a razon 6 m/s?.

a) Halle una funcién que modele la situacion anterior.

b) ¢Explica lo que significa la aceleracion en el modelo propuesto?

c) ¢Cuando se detendra el movil?

d) Representa la grafica de la funcion hallada.
3. Dos corredores comienzan una carrera al mismo tiempo y terminan en empate. Probar que en algun
momento de la carrera ambos corredores tenian la misma velocidad.

4. Considere la siguiente gréfica:




Diga cudl o cudles de las siguientes rectas tiene la misma pendiente que la recta de la gréafica anterior.
Justifique su o sus respuestas.

-
I I - !
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id 20 1o =

d t s o
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5. Pedro va a un almaceén y le dice al dependiente que viene a comprar 65 m2 de alfombra para el piso de
su casa que tiene exactamente esa area. El dependiente le responde que le queda solo un rollo de 500 m2 y
de él ya tiene vendidos 436 m2, por lo que solo puede venderle los 64 m2 restantes. Después de pensarlo
un poco Pedro le dice al dependiente que traerd, en una cartulina, un cuadrado de 8 m de lado (que tiene 64
m2), lo va a dividir en 4 partes iguales 2 a 2 como se muestra en la figura de la izquierda y con ellas va a
formar el rectangulo que se muestra en la figura de la derecha, que seria la parte de la alfombra que se
llevaria. De ser usted el dependiente ;Estaria de acuerdo con la proposicion de Pedro? Explique su
respuesta.

\\
’\‘ Lan. E D
/ ~lo
/ Aan
™
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6. Sean las cantidades P y Q cuyos valores varian. La medida de P es
la longitud del segmento paralelo al eje “y”, la medida de Q es la
longitud del segmento paralelo al eje “x”. x e y estan relacionados de

modo que y = mx + b. La grafica de su relacion se da a P
continuacion (x e y en la misma escala). Cudl es el valor numérico de
m?

6.1 Los ejes coordenados se dilatan (se estiran) de modo que las

unidades en cada eje es el doble de las unidades originales, ¢qué

significado atribuye a la transformacién aplicada al plano?, ;se conservan las

longitudes?, ¢las amplitudes?, ¢y las razones?, ¢bajo esta transformacion varia el valor de la pendiente m?

6. 2. ¢Cual seria el valor numérico de m si el eje “y” se estirara de modo que la distancia entre 0 y 1 sea 2
veces la original?

7. Sea el tridngulo ABC, los puntos D, E, F, G, H, I, K, L, e

estan sobre los lados de dicho tridngulo (ver figura). Los

cuadrilateros HIMD, IKGE y KLFN son cuadrados cuyas

areas miden 4 u?36u*y9u? respectivamente. £ Y

Determine el area del triangulo ABC.
e . - - . -z N F
a) Resuélvelo por otra via y diga si existe alguna relacion » "
0 algun concepto relacionante entre ambas vias de
solucion. 4 B
A H K L

., . . d . /
8. Dada la ecuacion diferencial ﬁ = f(x,y), diga cuél(es)
de los enunciados siguientes consideras correcto o incorrecto y justifica en cada caso.

a) La derivada de una cierta funcion en cada punto del plano es f (x, y).

b) La pendiente de una funcion en cada punto del plano donde existe el valor de f, es exactamente el valor
de f en dicho punto.

c) La ecuacion determina en cada punto donde existe el valor de f, el valor de la pendiente de la recta
tangente a la curva solucion en este punto.

d) La razon de cambio de una funcion con respecto a la variacion del valor de la variable independiente es
[, ).

9. Un nimero a € R se dice que es un punto fijo de la funcién f si f(a) = a. Sea f una funcion derivable
en Rytal que f'(x) # 1 paratodox € R. Pruebe que f tienen a lo sumo un punto fijo.

. _— ./ d -
10. Resuelve geométricamente la siguiente ecuacion: ~> = z—x



Guia para la entrevista grupal:
Introduccion
Saludos.

Somos investigadores pertenecientes al CIMATE de la Universidad Autonoma de Guerrero; estamos
realizando un estudio sobre los significados para la ensefianza del concepto de pendiente que poseen
los profesores. Deben de sentirse libres de expresar sus ideas, relacionadas con la temética estudiada.
En este espacio no existe respuesta correcta o incorrecta lo que realmente importa para nuestro trabajo

es la sinceridad de sus criterios y argumentaciones.

El objetivo es conocer los significados para la ensefianza que poseen los profesores sobre el concepto

de pendiente y en la misma direccion, explorar las estrategias que empelan para tratar dicho concepto.

Hemos de esclarecer que la informacién obtenida, es solo para nuestro trabajo, sus respuestas seran
tratadas de manera anénima y bajo ningun concepto se identificara lo expresado por cada participante.
Con la finalidad de hacer mas &gil la toma de informacién, resulta de mucha utilidad grabar la
conversacion, pues la toma de notas consume mucho tiempo y se puede perder informacion
importante. ¢Hay algin inconveniente con que se grabe la conversacion? La grabacion es solo con

fines de anélisis.
Le agradecemos de antemano por su tiempo y su contribucién.
Pregunta Introductoria.

¢Qué significado tiene para usted el término pendiente?, y ¢el enunciado la pendiente de la recta o la

pendiente de la funcién lineal?, ;algo méas?

¢ Lo consideras un contenido complejo para ser tratado con sus estudiante?, ¢por qué? ;Con qué otros

conceptos esta relacionado el concepto de pendiente?, ;alguno mas?
Dado los siguientes enunciados:

a) Se llama pendiente o coeficiente angular de una recta a la tangente de su angulo de inclinacion.



b) Llamamos linea recta al lugar geométrico de los puntos tales que tomados dos cualesquiera de ellos

Y1i—Y2
xX1—X7'

P; (x1,Y1) Y Py (x5,y5), el valor de la pendiente m calculado por medio de la formula m =

con x; # x, resulta siempre constante.

c) Un nimero a € R se dice que es un punto fijo de la funcién f si f(a) = a. Sea f una funcion

derivable en R y tal que f'(x) # 1 paratodo x € R . Pruebe que f tienen a lo sumo un punto fijo.

d) Un corredor recorre una pista de 6 km en 45 minutos. ¢(En algin momento del recorrido, el
corredor alcanzo la velocidad de 8 km/h? ;Qué debe entender un estudiante para poder resolver esta

tarea?

¢Qué trasmitirias de este? ;Qué imaginas que entenderian tus estudiantes del mismo? ¢Consideras
necesario el uso de representaciones graficas o geométricas en PEAM en general y en particular de

estos problemas, por qué?

Les solicitamos a los participantes que produzcan un enunciado en el que esté involucrado el concepto
de pendiente y seguidamente les planteamos las preguntas: ¢Qué trasmitiria de este? ;Qué imaginas

que entienden sus estudiantes del mismo?

Finalmente, ¢;Algun otro comentario que quiera agregar? jMuchas Gracias!



