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Resumen

En este trabajo tesis estudiamos el problema de Banach generali-
zado el cual es un problema geométrico y topologico. Inicialmente
estudiamos algunos resultados basicos sobre haces fibrados, inclu-
yendo las definiciones basicas y el teorema de estructura. Presen-
tamos tambien algunos ejemplos de haces fibrados y seguido de
ello estudiamos los haces vectoriales y haces vectoriales euclidia-
nos.Luego revisamos el articulo del Dr. Luis Montejano Secciones
homotéticas ver [i] . Finalmente estudiamos la solucion del pro-
blema de Banach,haciendo uso de los resultados trabajados en el
seminario de geometria y topologia damos una solucion elegante y
formal..






Introduccion

Un haz fibrado es, intuitivamente, un espacio topologico que local-
mente luce como un espacio producto;globalmente puede tener una
estructura topologica diferente.

Un haz Fibrado es un espacio topologico B que tiene asociado un
espacio X, el cual llamamos espacio base, y una funcién continua
y sobreyectiva p : B — X que llamamos la proyeccion de B sobre
X. La proyeccion debe satisfacer que para cada = € X el subespacio
p~1(z) C B B es homeomorfo a un cierto espacio Y, que llamamos
la fibra del haz. Podemos entonces pensar en B como un tejido de
fibras pegadas mediante el espacio X, de forma que en cada punto
z € X hay una copia de Y . Usualmente denotaremos un haz fibrado
como 3 = (B,p, X,Y) lo que indica que B es el espacio total, p es la
proyeccion, X es el espacio base y Y es la fibra. Mas adelante am-
pliaremos esta notacion para incluir otros elementos caracteristicos
de un haz fibrado,

Un ejemplo de haz fibrado es la la fibracion de Hopf (también de-
nominada el haz de Hopf o mapa de Hopf) describe una 3-esfera
(una hiperesfera en el espacio de cuatro dimensiones) mediante cir-
cunferencias y una esfera ordinaria. Descubierta en 1931 por Heinz
Hopf, es un ejemplo inicial importante de un haz de fibrado. Técni-
camente, Hopf descubrié una funcion continua de varios a uno de
la 3-esfera en la 2-esfera tal que cada punto en particular de la 2-
esfera proviene de una circunferencia especifica de la 3-esfera (Hopf,
1931). Por lo tanto la 3-esfera se compone de fibras, donde cada fi-
bra es una circunferencia — uno para cada punto de la 2-esfera.

Esta estructura de haz de fibras queda expresada mediante la ex-
presion.

St 53 L1 62,

que significa que el espacio de fibra S' (un circulo) se encuentra
encajado en el espacio total S? (la 3-esfera), y p : S® — S? (Mapa de
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Hopf) proyecta S® en el espacio base S? (la 2-esfera ordinaria). La
fibracion de Hopf, al igual que todo haz de fibrado, posee la pro-
piedad que es un producto local. Sin embargo es un haz de fibras
no trivial, o sea S% no es en sentido global un producto de S? y S!
aunque a nivel local es indistinguible de este.

Otro ejemplo mas claro del tipo de espacios a los que nos referimos
es un espacio producto. Sea B = X xY’; B es un haz fibrado con base
X, fibra Y y proyeccion p(z,y) = x. Claramente para cualquier z € X
se tiene que p~!(z) = {z} x Y que es homeomorfo a Y mediante
el homeomorfismo natural (z,y) — y. Note que en esta situacion
también se puede pensar en B como un haz fibrado con fibra X y
base Y .
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Capitulo 1

Teoria general de haces
fibrados

En este capitulo se define los objetos de estudio de este trabajo y
algunos resultados basicos que seran de utilidad en los proximos
capitulos de esta tesis.Se presentan varios ejemplos interesantes de
haces fibrados, como el fibrado tangente de una variedad diferen-
ciable, estudiamos algunos teoremas interesantes como el teorema
de estructura para la construccion de otros haces.

Empezaremos con una definicion sobre grupos topolégicos algunos
ejemplos y luego una deficion preliminar del concepto de haz fi-
brado, la cual nos permite familiarizarnos con el tipo de espacios
que queremos estudiar. Mas adelante veremos la necesidad de in-
troducir otros elementos caracteristicos de un haz fibrado, como el
grupo estructural y las funciones de transicion. También definimos
los conceptos de mapeo e isomorfismo entre haces fibrados.

Definicion 1.0.1. Grupo topologico.
Un grupo topologico G es un conjunto en el cual se tiene una es-
tructura de grupo y una topologia (usual) tal que:

1. 11 : G x G — G definido como r1(g) = g~ Vg € G

2. 19 : Gx G — G definido como r2(g192) = g192 €s continua cuando
g %X g tiene una topologia usual para el espacio producto.

Las ultimas dos condiciones pueden reemplazarse por la siguiente
condicion equivalente:

» (A) 73: G x G — G definido como r3(g192) = 9195 |

11



12 CAPITULO 1. TEORIA GENERAL DE HACES FIBRADOS

Para un grupo G con una topologia 7, la continuidad de r; y r2 se
deduce de la continuidad de la funcion r3, es decir G es un grupo
topologico si y solo si r3 es continua.

Ejemplo 1.0.1. El grupo aditivo (X, +) de todo espacio normado
(X,]].]]) es un grupo topolégico ya que la adicién y la negacién son
funciones continuas. En particular, (R",+) es un grupo topologico
abeliano con respecto a cualquier métrica inducida por la norma.

En efecto, considerando la base {B.(z) : z € Ry ¢ > 0}, donde B.(z) =
{yeR:|ly—z|<e} sean z,y € R se tiene que r, =z +yyrn = —z.
Veamos que r; y r2 son continuas.

Seax € RyV € U%(—z). Tenemos que existe ¢ > 0 tal que B.(—x) C V.
Veamos que z € B(z) y r1(Be(x) = B(—x) C V. Asi r; es continua.

Por otro lado, dados z,y € Ry V € U%(x,y),entonces existe ¢ > 0 tal
que B(x+y) C V. Sear = % tenemos que = € B, (z) ey € By,
luego

m (By(x) x Br(x)) C Be(x +y) C V Por lo tanto r» es continua.

Ejemplo 1.0.2. (C*,.) es un grupo topologico y el grupo T := z €:
|z| =1 es un subgrupo compacto.

Ejemplo 1.0.3. El grupo GL,(R)de las matrices lineales invertibles

de n x n es un grupo topologico con respecto a la multiplicacion de
matrices llamado el grupo general lineal de orden n sobre R. Si
consideramos en GL,(R) la topologia generada por la métrica.

1

d(A,B) = (En: |Aij — Bz‘j|2) ’

1,7=1

Para A = (4;;), B = (Byj) € GL,(R),tenemos que la fucion definida
por (A,B) — AB~! es continua. Por lo que GL,(R) es un grupo
topologico con respecto a la topologia 7.

Ejemplo 1.0.4. SL,(F) ={A € GL,(F)det(A) =1}.
Ejemplo 1.0.5. O, = {A € GL,(R) A'A=1,}.

Ejemplo 1.0.6. SO,, = {A € O,det(A) =1}.
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Ejemplo 1.0.7. U, = {A € GL,(C =1)|A*A =1,}.

Ejemplo 1.0.8. SU,, = {4 € SU, det(A) = 1}.

Ejemplo 1.0.9. Cualquier grupo G es un grupo topologico con res-
pecto a la topologia discreta llamado grupo discreto. Y cualquier
grupo asociado a la topologia indiscreta es un grupo topologico lla-
mado grupo indiscreto.

Definicion 1.0.2. Accion de un grupo Una accin de un grupo (G, )
sobre un conjunto X es una funcién que cumple ¢ : G x G — X que
cumple:

1. Vz € X, ¢(e,z) = z donde e es el elemento neutro del grupo

2.Vr € X, ghe€G, ¢(gxh,x)=d(g,o(h,z))

Definicion 1.0.3. ¢ transitiva si para cualquier z,y € X si existe
geGtalquegxxz =y
Ejemplo 1.0.10. tenemos las siguientes acciones transitivas

¢: 50, x S — sl
(A,v) = Aw
¢: SU, x =1 — §2n-t
(A,v) —» Aw
Definicion 1.0.4. Un haz fibrado § esta formado por los siguientes
elementos:
i) Un espacio topologico B, llamado espacio total.
ii) Un espacio topolégico X, llamado la base del haz.

iii) Una funcion continua y sobreyectiva p : B — X, llamada pro-
yeccion.

iv) Un espacio topologico Y llamado fibra.

Si tomamos el conjunto Y, = p~!(z) para cada z € X, llamada
la fibra sobre x, se debe cumplir que Y, es homeomorfa a

Y .Ademas para cada = € X debe existir una vecindad abierta
V; y un homemorfismo
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¢:VexY = p L(V)

tales que po ¢(z,y) para 2’ € X, y €. Lo anterior es equivalente
a decir que existe un homeomorfismo ¢ tal que el siguiente
diagrama conmuta

Denotamos un haz fibrado con espacio total B, proyeccion p, espa-
cio base X y la fibra Y por la tupla f = (B,p, X,Y). en ocasiones
llamamos haz fibrado al espacio total B y dejamos implicito que B
tiene asociado un espacio base, una proyeccion y una fibra, aunque
no se mencionen explicitamente. Esta notacion sera ampliada mas
adelante para incluir otros elementos importantes al referirnos a un
haz fibrado.

Un haz fibrado es un espacio topolégico que localmente parece un
espacio producto. Note que en esta definicién no existe restricio-
nes sobre el homemorfismo entre Y, y Y. Sin embargo, debemos
incorporar a la definiciéon anterior un grupo topolégico de automor-
fismos de Y que dotara al haz fibrado de estructura adicional. Los
siguientes ejemplos muestran la necesidad de anadir a la definicion
el grupo mencionado, el cual llamamos grupo estructural.

Ejemplo 1.0.11. Banda de Mobius

Un ejemplo de haz fibrado es la banda de Mobius. El espacio base
X es un circulo obtenido de un segmento de linea L (como se indica
en la figura) identificando sus extremos. La fibra Y es un segmento
de linea. El fibrado B se obtiene del producto L x Y haciendo coinci-
dir los dos extremos con un giro. De tal forma la proyeccion natural
L xY — L induce una proyeccion p : B — X. Hay numerosas seccio-
nes transversales;cualquier curva indicada con los puntos finales
que coincidan proporciona una seccion trasversal. Esta claro que
cualquier dos secciones tasversales debe cortarse en al menos un
punto. No existe un tinico homeomorfismo de Y, con Y.
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Sin embargo hay dos puntos distintos, que por la funciéon g van de
Y sobre reflejo en su punto medio. En este caso el grupo G es el
grupo ciclico del orden dos generado por g.

Sea X =[0,1] y Y = [1,—1] La banda de Mobius se obtiene de X x Y
identificando los puntos (0,t) y (1,—t) para cada ¢t € X para cada t €

BandaMobius = X x Y| ~, donde ~ es la identificacion, la base del
espacio se obtiene de X, la proyeccion p es la inducida X x Y — X.
De esta manera se obtiene una estructura de haz fibrado cuya base
es un circulo y cuya fibra es un intervalo I G un grupo ciclico de
oreden 2, Asi la banda de Mobius vista como una 5—upla seria

<X X Y‘ N,Sl’p7G’I>’
Para concluir los requerimientos adicionales a nuestra deficion de
haz fibrado necesitamos el concepto de grupo de trasformaciones
efectivo para un espacio topologico s.

Definicion 1.0.5. Un haz coordenado B es coleccion de:

1. Un espacio topologico B llamado espacio del haz o simplemen-
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te Haz.

. Un espacio topologico X llamado la base

3. Un mapeo continuo p : B — X llamado la proyeccion.

Un espacio topologico Y llamada la “ fibra ”. El conjunto Y, de-
finido mediante Y, = p~!(z) es llamada la fibra sobre el punto
x de X

Se requiere que la fibra Y, sea homeomorfa a Y (Las fibras tie-
nen que ser homeomorfas entre si).

Luego para cada x € X existe una vencidad V de X y un ho-
meomorfismo ¢ : V x Y — p~ (V) tal que p(¢(x,y)) = = con
© eV yyeV.

. Un grupo topologico de transformaciones efectivo G de Y es

llamado grupo del haz.

Una familia {V;} de conjuntos abiertos de X indexada por el
conjunto J, y los V; son llamados vecindades coordenadas.

Un homeomorfismo ¢ : V; x Y — P~1(V;) para cada j € J lla-
mada la funcioén coordenada.

Cabe senalar que la funcion coordenada debe satisfacer ¢; . (y) =
z, para cada r € Vj, y € Y si el mapeo ¢;,: Y — p~!(z) esta de-
finido por ¢, .(y) = ¢;(z,y) entonces para cada i,j € J y cada
x € V;NVj el homeomorfismo qzﬁ;’;gbi’z :Y — Y coincide con la
operacion de un elemento de G (es tinico ya que G es efectivo)y
para cada i,j en J,el mapeo g; ; : V; NV; — G definido mediante
gji(x) = qﬁj_al: ¢i . €s continua.

Denotaremos a p~!(z) mediante Y, y la llamaremos “ la fibra
sobre z”.

Las funciones g;; definidas en la ultima condicién de funcio-
nes coordenadas so llamadas “ La trasformaciones coordena-
das del haz”. Una inmediata consecuencia de la definiciéon es
que, para cada i, j,k en J,

grj(x)g5i(x) = gri(x)reV; N V; N V. (1.1)

SI fijamos i = j = k, entonces
gii(x) = e, dondeeeslaidentidaddeG, xeV; (1.2)

Ahora fijamos i = k en (1) y (2) para obtener

gik(x) = grj(z)~! donde z € V; N V.
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Es conveniente introducir el mapeo
pi(b) = ¢~ (Vj) =Y,
definido mediante
p;(b) = qu_ml(b)dondex = p(b).
Entonces p; satisface las identidades.
pi®;(x,y) =y, ¢j(p(b), p;(b)) = b,
95i(p()).pi(b)) = p;(b). p(b) € ViN'V
Para un facil manejo de la definicion

Un haz coordenado,lo denotaremos por B = (B, X, p,Y, G, {V;}jcs,{¢;}ics)
para un facil manejo de la definicion lo representaremos como
una 5-upla, es decir,B = (B, X, p,Y, G) que implicitamente invo-
lucra las vencidades coordenadas y las fuciones coordenadas.

Definicion 1.0.6. Mapeo entre haces

Sea 3y ' haces coordenados con la misma fibra y el mismo grupo
estructural. Un mapeo h: 3 — 3 es una funciéon continua entre los
espacios totales que denotaremos sin ambigiiedad, con la misma
letra h : B — B'.la funcién h debe satisfacer las siguientes propieda-
des:

= h envia cada fibra Y, de B de manera homeomorf_a en una fibra
Y, de B’, induciendo asi una funcion continua A : X — X’ tal
que p’ o h = h o p siguinte diagrama conmuta:

» Seax € V;Nh Y V}), 2’ = h(z) y hy : Yz — Y, la restricion de h a
la fibra Y., entonces la funcion
G1j (%) = bt © ha © D
Coincide con la accion de un elemento G; ademas el mapeo
obtenido

gkj : VJ N }_L_I(Vk,) — G

Es continuo. las funciones g;; se llaman las transformaciones
del mapeo y cumplen las siguientes relaciones.
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i (2)gji(x) = gri(z), x € VinV; N A7V
=/ AP _ = -1 /
G.(2)grj(x) = gij(x), x € V; NA~H VN VY)

Los cuales se obtinen directamente de las definiciones de g;;, g;;.
Y Gkj-

Definicion 1.0.7. Dos haces coordenados B y B’ con el mismo
espacio total, la misma base la misma fibra, la misma proyeccion y
el mismo grupo esructural se dicen equivalentes, si la union de sus
sistemas coordenado(funciones coordenadas, es decir, si {V},¢;} y
{V{, ¢} sos sistemas coordenados de B y B’, respectivamente se
cumple que

Gj(x) =0, 10, Y 5 Y 2 € VNV

coincide con el homeomorfismo inducido por un elemento g € Gy la
fucion

gk V;NV =G
es continua.
La relacion definida es una relacion de equivalencia. En efecto:

Relexiva. Es inmediata de la definicion.

. - !/ . . s =
Simetria:Note que ¢, 0¢;; coincide con la acci 6n de geG entonces,

)

1

~1
— ’ = . . : —
j; 0 bp, = (qul o gbm) coincide con la accion elemento g se

sigue de la continuidad de g — g~ !.

. . . //_ / l— . . .
transitivaSi ,wl 0 ¢y .Y ¢ ©¢jx coincide con las acciones del ele-

. " _ i I R
mento g; y go respectivamente entonces d)mml © Q. 00y ml o ¢ coin-
cide con las acccion g;g2. Se sigue de la continuidad simultanea de
(91,92) = 9192-

Un haz fibrado es una clase de equivalencia de haces coordenados.
De ahora en adelante cada vez que nos referimos a un haz fibrado
hablamos de una clase de equivalencia de haces coordenados. Sin
embargo, el estudio de los haces fibrados se realizara mediante sus
representantes de clase y por tal razon nos enfocamos en estudiar
haces coordenados.

Un ejemplo de la definicion 1,0,2 y esta ultima observacion es la
fibracion de Hopf que representa una hiperesfera en el espacio de
cuatro dimensiones,su descompocicion esta dada por la siguiente
Supla
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donde p es la proyeccion del espacio total S? al espacio base S? y 0,
es el grupo de movimientos rigidos de S'.

Definicion 1.0.8. Una seccion trasversal de un Haz es un funcion
continua f : X — B tal que pof(x) = z para todo x € X ,es decir, f(z) €
Y.

Siempre es posible definir secciones trasversales de manera local en
abiertos X lo suficientemente pequenos, sin embargo, hay ocasio-
nes en la que la estructura del espacio total es muy complicada para
poder definir una seccion trasversal global.La existencia de seccio-
nes trasversales globales en un haz fibrado es una caracteristica del
espacio total.

Teorema 1.0.1. Teorema de estructura de un haz.

Sea G un subgrupo cerrado de B.Si f es una seccion trasversal local
de G en B, H es un subgrupo cerrado de G yp : Bl[H — B|G es le
mapeo inducido por la inclucién de clases laterales, entonces pode-
mos dotar a B/H de la estructura en relacién con p. La fibra del haz
es G/H, y el grupo del haz es G/H, actuando sobre G/H por trasla-
ciones por la izquierda, donde H, es el subgrupo mas grande de H
invariante en G. Ademas,

cualesquiera dos secciones trasversales llevan a haces estrictamente
equivalentes. Finalmente, las traslaciones por la izquierda de B|H por
elementos de B son mapeos de haces de este haz sobre si misma.

Introducimos los mapeos naturales.
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B

2N
B|H
p

B|G

Como ya se sabe p; y p2 son mapeos continuos . Si U es abierto en
B | G, entonces por definicion, p, ' (U) es abierto en B.Ya que pp; = p2,
tenemos que p; " (U) = p; 'p_1(u). Esto significa que p~'(U) es abierto
en B | H, por tanto p es continua. Es claro que G|H C B|H yp(G|H) =
xolro denotaremos los elementos de G|H). Denotaremos los elementos
de G|H por y y a los elementos de B|H por z.

Usando el teorema de estructura podemos contruir otros haces fi-
brados.

Ejemplos de haces fibrados:

Ejemplo 1.0.12. Haz tangente.

Sea M una variedad suave y sin frontera. El fibrado tangente 7, M
de M es la union disjunta de los espacios tangentes a la variedad
en cada uno de sus puntos, es decir

T.M = ] {z} x T.M.
xeM

Cada elemento de 7, M es de la forma (z,v) donde x € M y v es
un vector a M en z. De esta forma tenemos una proyeccion natural
7 : TyM — M tal que 7(x,v) = x. Note que 7~ !(z) = T, M. En este
caso la fibra del haz seria R” ya que como sabemos todos los espa-
cios tangentes de una n— variedad diferenciable son homeomorfas
a R".Es mas, cada T, M es isomorfo a R” como espacio vectorial.

Asi que la 5-upla de nuetra definicon de haz fibrado para el haz
tangente quedaria.
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T, = (|J {a} x T,M,M,x,Gl, T, M)
zeM

Donde Gl es el grupo lineal general.

Ejemplo 1.0.13. Botella de Klein.

Sea L = [-1,1], pero en esta ocasion hacemos Y = S!. Identificamos
los extremos del cilindro L x Y como (—1,y) ~ (1,y) donde ¢’ se
obtiene de y despues de realizar la reflexion de S!' respecto a un
diametro fijo. El espacio obtenido se llama Botella de Klein y es una
has fibrado sobre un circulo cuya fibra es tambien un circulo. Note
que en este caso los posibles homeomorfismos entre Y, y Y son el
trivial y la reflexion respecto al diametro fijado anteriormente. La
botella de Klein como has fibrado seria.

<[_171] X Sl/ N7817p7 O2aS1>

Donde ~ es la relacion de equivalencia anterior y p es la proyec-
cion de la espacio total a la base, O el grupo de trasformaciones
ortogonales que actuan sobre S'

Definicion 1.0.9. El grupo ortogonal Sea 0, el grupo ortogo-
nal real de trasformaciones en el espacio euclidiano n—dimensional
E".Este es un grupo transitivo sobre la (n — 1)—esfera S*~!. Si 7 €
S"~1,el subgrupo que deja fijo a x( es el grupo ortogonal 0,,_;.

Donde ~ es la relacion de equivalencia

Ejemplo 1.0.14. Variedad de stiefel.

Un k- marco V¥, en E" es un conjunto ordenado de k vectores li-
nealmente independientes. Sea L,, €l grupo general lineal completo.
todo k- marco v} fijo puede ser trasformado en cualquier otro v* por
un elemento de L,,. Sea v, ; €l conjunto de todos los k —marcos y sea
L, €l subgrupo de L, que deja fijo cada elemento de v} entonces
podemos identificar.

Un/ e = Lg| Ly g



22 CAPITULO 1. TEORIA GENERAL DE HACES FIBRADOS

El espacio V,,;, es llamado la variedad de stielfel de k-marcos en el
espacio.

Si nos restringimos a k- marcos ortogonales en el conjunto de estos,
Vo €s un subespacio de V, ;. El grupo O(n) mapea V,,; sobre si
mismo y es transitivo el subgrupo que deja fijo V' es justamente
O(n — k) oprando en el espacio ortogonal a todos los vectores de V
luego

e = OM)| O (n—k).

Si nos restringimos a k-marcos ortogonales de norma unitaria (k-
marco Ortogonal) les llamaremos V,, ; es un subespacio de V(’ n, k).
El grupo O(n) mapea V,, ;, sobre si mismo y es transitivo.El subgrupo
que deja fijo a V) es justamente el grupo ortogonal O)(n—k) operando
en el espacio ortogonal a todos los vectores de v luego

Vo =0M)| O (n - k)

Si se traslado un vector v* a lo largo de su primer vector en " !
se obtiene un k — 1-marco de vectores tangentes a S"~!. Entonces
el proceso es claramente reversible. Asi podemos interpretar V,, ;
como una variedad de (k — 1)-marco ortogonal tangentes a la esfera
S"~1 En particular, cuando k = 2,

Vn,2 = es la variedad de vectores tangentes a Sn—1.

Otra interpretacion. Sea S*~! una esfera unitaria en el plano de
vectores v). Un mapeo ortogonal de S"* en S"~! corresponde exac-
tamente en un mapeo v§ en otro v. Asi V,, ;, es la variedad de mapeo

ortogonal de S*~! en 5"

Teorema 1.0.2. Sea vj. Un k- marco ortogonal de E", fijo, y deno-
temos por v§ los primeros k vectores de vf. Sea O(n — k) el subgrupo
que deja fijo a vlg. entonces

Om-k) 2 Om—t-1)-

Pasando al espacio de clases de estos subgrupos e introducimos
proyecciones naturales (inclusion de clases)obtenemos una cadena
de variedades de Stiefel y proyeccciones.

On=Van = Van1— .. = Vg == Vo1 =81

Cada proyeccion gcualquier composicion de ellos es un mapeo de
haces por el teorema de estructura entre haces. La fibrade V,, ,,_j+1 —
Von—k €s el espacio cociente O |Ok—1 = Sk=1y el grupo de haz es Q.
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Cualquier haz en el que la fibra es una k — esfera y el grupo es el
grupo ortogonal es llamado un haz k-esferico. Asi que una varie-
dad de stiefel proporciona una cadena de haces esfera relacionando
Ony S" 1. Un n — 1-marco ortogonal en n-espacio puede ser com-
pletado a un n-marco ortogonal de dos maneras mediante la adi-
cion del n vector. Esto corresponde al hecho de que V,,,, — V, ,_1
tiene una 0-esfera de fibra.Esto no es una doble cobertura en sen-
tido estricto,V,,,, = (O, €s un espacio que tiene dos componentes
conectadas el subgrupo R,, de matrices de determinante +1 (El gru-
po de rotacion S"~!), y una segunda componente de determinante
—1. Ahora (); es un grupo de dos elementos y el determinannte
del elemento no trivial es —1.Por lo tanto V,,,, — V,,—1 mapea la
componente de (), topologicamente sobre V;, ,,_;.Asi podemos iden-
tificar V;,,,—1 con el grupo de rotaciones R, de Sn=1. Por lo tanto,
la proyeccion ()(n) — V,,; mapea R, sobre V, ;.Esto conduce a la
identificacion

mG = Rn|Rn—k, k <n.

Un haz con fibra una esfera y grupo el grupo de rotaciones es lla-
mado un haz esferico orientado.De las observaciones anteriores se
deprende que V,, ,_; — V,, ,—r—1 €s un haz de k-esferas orientable.

Ejemplo 1.0.15. Variedad Grassman.

Sea M, denota el cojunto de k-dimensional subespacios lineales
(k-planos que pasan por el origen) de E".Cualquier elemento de (),
Lleva un k-plano en un k-plano, y ,¢de hecho? ,(), es transitivo en
M, .. Si E* Es un k- plano fijo y E** es su complemento ortogonal,el
subgrupo de (),, mapea E* sobre si mismos se divide en el producto
directo O x Q;L_k de dos subgrupos ortogonales, el primero deja
fijo E"*en el punto y el segundo deja E* fijo en el punto. Se tiene la
siguiente identidad.

Mn,k = On’ Ok XQ;H{

El cojunto M, ; con la estructura de variedad analitica es llamada
la Variedad Grassman de k-planos en un n-espacio.






Capitulo 2

Haces vectoriales

En matemticas, un fibrado vectorial es una construccion geométri-
ca donde a cada punto de un espacio topologico unimos un espacio
vectorial de una manera compatible, de modo que todos esos espa-
cios vectoriales, "pegados juntos”, formen otro espacio topologico.

Sea B un espacio topologico, el cual va a ser llamado espacio base.

Definicion 2.0.1. Un haz vectorial real ¢ sobre B consiste de lo
siguiente:

(1) un espacio topologico £ = E(¢) llamado el espacio total,
(2) un mapeo continuo 7 : £ — B llamado mapeo proyecciéon 'y

(3) para cada b € B, la estructura de espacio vectorial sobre los
reales en el conjunto 7= 1(b).

Se debe satisfacer la siguiente restricion:

Condiciéon de trivialidad local. Para cada b € B, debe existir una
vecindad U C B, un entero n > 0, y un homeomorfismo

h:UxR"— 7 YU)

tal que, para cada b € U, la correspondencia x — h(b,x) define
un isomorfismo entre el espacio vectorial R" y el espacio vectorial
7=1(b).

Tal par (U, h) va a ser llamado sistema de coordenadas local para ¢
en b. Si es posible escoger U igual al espacio base entero, entonces
¢ va a ser llamado haz trivial.

25
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El espacio vectorial 7~!(b) es llamado la fibra sobre b. Va a ser deno-
tada por F,. Vamos a suponer que la dimension de F; es constante
igual a n. Uno dice entonces un haz de n-planos, o brevemente un
R"-haz.

Definicion 2.0.2. ¢ es isomorfo a 7, escribimos £ = 7, si existe un
homeomorfismo

fE(€) = E(n)

entre los espacios totales el cual mapea cada espacio vectorial F; (&)
isomorfamente sobre el espacio vectorial correspondiente Fy (7).
Ejemplo 2.0.1. El haz trivial con espacio total B x R", con mapeo
proyeccion 7 (b, z) = by con la estructura de espacio vectorial en las
fibras definida mediante

t1(b,x1) + ta(b, z2) = (b, t1z1 + taxa),

va a ser denotado por €.

Ejemplo 2.0.2. El haz tangente 7); de una variedad suave M. El
espacio total de 7,; es la variedad TM que consiste de todos los
pares (x,v) con x € M y v tangente a M en z. El mapeo proyeccion

Tm:TM — M

esta definido por 7 (z,v) = x; y la estructura de espacio vectorial en
n~1(x) esta definida por

ti(z,v1) + ta(z,v2) = (z,t1v1 + tave),

Si 1)/ es el haz trivial, entonces la variedad M es llamada paraleliza-
ble. Por ejemplo, supongamos que M es un subconjunto abierto de
R". Entonces T'M es igual a M xR", y M es claramente paralelizable.

La 2-esfera S? C R? es un ejemplo de una variedad que no es para-
lelizable. De hecho una condicéon necesaria para que una variedad
se paralelizable es que su caracteristica de Euler sea cero, sin em-
bargo, la caracteristica de Euler de S? es +2.

Ejemplo 2.0.3. El haz normal v de una variedad diferenciable M C
R"™ es obtenido como sigue. El espacio total

EcMxR"

es el conjunto de todas las parejas (x,v) tal que v is ortogonal al es-
pacio tangente T'M,. El mapeo proyecion « : E — M y la estructura
de espacio vectorial en 7~1(z) estan definidos, como en los ejemplos
1, 2, por las formulas 7 (z,v) = =,y t1(z,v1) +ta(z, v2) = (x, t1v1 +t2va).
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Ejemplo 2.0.4. El haz normal v de una variedad diferenciable M C
R"™ es obtenido como sigue. El espacio total

EcCcMxR"

es el conjunto de todas las parejas (z,v) tal que v is ortogonal al es-
pacio tangente 7'M,. El mapeo proyecion = : E — M y la estructura
de espacio vectorial en 7~ !(z) estan definidos, como en los ejemplos
1, 2, por las formulas 7(z,v) = 2,y t1(z,v1) +ta(z, v2) = (x, t1v1 +t2v2).
Ejemplo 2.0.5. El La banda de mobius infinita

La banda de mobius abierta es el espacio M = S!' x R |~ donde
la relacion de equivalencia ~ identifica los puntos (0,t) y (1, —t),
estamos pensando S! como L = [0, 1] con los extremos identificados.

L=1[0,1]

La banda de Mobius infinita como estructura haz vectorial seria
(S' xR |~,S!,p,R,GL)

Donde p : S' x R |[~— S!, GL es el grupo lineal general que actua
sobre la fibras que son espacios vectoriales.

Ejemplo 2.0.6. Sea E(v,.) el subconjunto de P* x R"*! que consiste
de todos los pares ({fz},v) tal que el vector v es multiplo de =z.
Definamos 7 : E(v}) — P" por n({#z},v) = {£z}. Por lo tanto, cada
fibra 7~!({£2}) puede ser identificada con la linea a través de = y
—z en R"!, A cada linea se le da la estructura de espacio vectorial
usual. El haz vectorial resultante 4. es llamado el haz de lineas
canoénico sobre P".
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Demostracion de que . es localmente trivial. Sea U C S™ un conjunto
abierto el cual es suficientemente pequeno para no contener un par
de puntos antipodas, y sea U; la imagen de U en P"”. Entonces un
homeomorfismo

h:U xR — 7 1(U)

se define por la condicion

h({xz},t) = {£z}, tz)

para cada (z,t) € U x R. Evidentemente (U;,h) es un sistema de
coordenadas local; por tanto v, es localmente trivial.
Teorema 2.0.1. El haz ! sobre P" es no trivial, paran > 1.

Esto va a ser demostrado estudiando secciones transversales de ~,..
Definicion 2.0.3. Una secciéon transversal de un haz vectorial &
con espacio base B es una funciéon continua

s: B — E(§)

la cual manda cada b € B en la correspondiente fibra Fj(§). Tal
seccién transversal es cero en ningun lado si s(b) es un vector no
cero de Fy(§) para cada b.

(Una seccion tranversal del haz tangente de una variedad suave M
es llamada campo vectorial sobre M)

Evidentemente un R-haz trivial tiene una seccion transversal no
cero en ningun lado. Veremos que el haz 7} no tiene una tal seccion.

Sea
5:P" = E(y})

alguna seccion, y consideremos la composicion

S" = P 5 E(y)

la cual lleva cada = € S" en algun par

({£2}, t(z)z) € E(y,).

Evidentemente ¢(z) es una funcién real continua de z, y

Puesto que S" es conexo se sigue del Teorema del valor interme-
dio que t(xzop) = 0 para algun zy. Luego s({f+xz0}) = ({£zo},0). Esto
completa la prueba.
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Es interesante tomar una mirada de cerca al espacio E(v.) para el
caso especial n = 1. En este caso cada punto e = ({£z,v}) de E(v})
puede ser escrito como

e({x(cos@,sinh)},t(cosh,sin b))

con 0 < 0 < m,t € R. Esta representacion es unica excepto que el
punto ({£(cos0,sin0)},t(cos0,sin0)) es igual a ({£(cos7,sinm)},
—t(cosm,sin 7)) para cada t. En otras palabras E(v.) puede ser obte-
nido a partir de la banda [o, 7] xR en el plano (6, ¢t)-plano identifican-
do la frontera izquierda {0} x R con la frontera derecha {7} x R sobre
la corresponencia (0,t) — (m, —t). Por tanto FE(y{) es una banda de
Moebius abierta.

Esta descripcion da una prueba alternativa de que 74 es no trivial.
La banda de Moebius es ciertamente no homeomorfa a un cilindro
P! x R.

Ahora consideremos una coleccién {si, ..., s, } de secciones transver-
sales del haz vectorial €.

Definicion 2.0.4. Las secciones transversales s1, ..., s, se dice que
son dependientes en ningun lado si, para cada b € B, los vectores
51(b), ..., sp(b) son linealmente independientes.

Teorema 2.0.2. Un R"-haz ¢ es trivial si y solo si ¢ admite n sec-
ciones transversales sy, ..., s, las cuales son dependientes en ningtin
lado.

La demostracion depende del siguiente resultado basido, el cual se
enuncia pero no se da la demostracon.

Lema 2.1. Sea ¢ y n haces vectoriales sobre B y sea f : E(§) —
E(n) una funcién continua la cual mapa cada espacio vectorial Fy(&)
homeomorfamente sobre el correspondiente espacio Fy,(n). Entonces f
es necesariamente un homomorfismo. Por tanto, £ es homeomorfo a

n.
Demostracién del Teorema 2.0.2. Sean s, ..., s, secciones transver-
sales de ¢ las cuales son dependientes en ningun lado. Definamos
f:BxR"— FE
por
f(byx) = z151(b) + - - - + x252(b).

Evidentemente f es continua y mapea cada fibra del haz trivial €%
isomorficamente sobre la fibra correspondiente de £. Luego f es un
isomorfismo de haces, y ¢ es trivial.
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Inversamente, supongamos que ¢ es trivial, con sistema coordenada
(B, h). Definimos

si(b) = h(b, (0, ..., 1, ...,0)) € Fy(€)

(donde el 1 esta en el i-éximo lugar), es evidente que sy, ...,$, son
secciones transversales dependientes en ningun lado.

El haz tangente de S' admite una seccion que no se anula en ningun
lado, por tanto S! es paralelizable. Similarmente la 3-esfera S* C
R* admite tres campos vectoriales no dependientes en ningun lado
si(x) = (z,3;(x)) donde

51(x) = (—x2, 21, —4, x3)

59(x) = (—x3, 4,1, —x2)
53(x) = (—x4, —x3, 22, 21).

Por tanto, S? es paralelizable.

2.0.1. Haces vectoriales euclideanos

Recordemos que una funcién real ; sobre un espacio vectorial V' de
dimension finita es cuadrdtica si p puede ser expresada en la forma

ul(v) = Y Li(w)li(v)

donde cada /;(v)y cada I/(v) es lineal. Cada funcioén cuadratica de-
termina una forma bilineal simétrica (v,w) — v-w de V x V a R,
donde

vew= g (ulo +w) — o) — p(a))

Notemos que v - v = p(v). La funcién cuadratica es llamada positiva
definida si pu(v) > 0 para todo v # 0.

Definicion 2.0.5. Un haz vectorial euclidiano es un haz vectorial
real ¢ junto con una funcion continua

p:EE) =R

tal que la restriccion de p a cada fibra de ¢ es positiva definida y
cuadratica. La funcion ; misma va a ser llamada métrica euclidiana
sobre el haz vectorial £.



31

En el caso del haz tangente 73, de una variedad suave, una meétrica
euclidiana
wety — R

es llamada una métrica Riemanniana, y M junto con u es llamada
una variedad Riemanniana.

Ejemplo 2.0.7. Al haz trivial €}, se le puede dar una métrica Eucli-
diana

p(b,x) =2 -+ 22

Puesto que el haz tangente de R" es trivial se sigue que la variedad
suave R" posee una métrica Riemanniana estandar. Para cualquier
variedad suave M C R" la composicion

TMCTRnﬁ)R

ahora hace M una variedad Riemanniana.
Definicion 2.0.6. Sean M y N variedades riemannianas. Un difeo-
morfismo f: M — N es llamada una isometria si:

<, v >p=<dfy(u), dfp(v) >y), para todo p € M,u,v € T,M (2.1)

Definicion 2.0.7. Sean M y N variedades riemannianas. Un mapeo
diferenciable f : M — N es una isometria local en p € M si existe
una vecindad U € M de p tal que f: U — f(U) es un difeomorfismo
que satisface (2.1).

Superficies. Notemos que en dimension dos una superficie orien-
tada, cerrada, compacta y conexa se construye con copias de la
esfera S? y el Toro T? = S! x S! mediante la operacion de suma cone-
xa (Vea vi). Entonces para cada tal superficie F' podemos identificar
una superficie riemanniana ‘'modelo’, no necesariamente compacta,
simplemente conexa con un grupo de isometrias tal que la super-
ficie cociente es difeomorfa con F, la cual por lo tanto hereda la
correspondiente estructura riemanniana.

Teorema 2.0.3. Cada superficie orientada, cerrada, compacta y co-
nexa admite una métrica riemanniana que es localmente isométrica
con S?, B2 H?.

Demostracién. Sea F; una superficie orientada de genero de g. Para
F3 = S? la conclusion es obvia; la superficie P2(R) tiene la misma
geometria. 2 = S! x S! 2 E2?/Z x Z donde el grupo Z x Z es genera-
do por traslaciones, las cuales son isometrias, mediante distancias
unitarias en las direcciones r y y. Ahora consideremos Fj. Sea Y
un octagono encajado en H? con angulos iguales a 7/4. Definamos
isometrias a, 3,7,6 de H? mediante las condiciones a(AB) = DC,
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B(BC) = ED, v(EF) = HG, §(FG) = AH, y en todos los casos se
requiere que el interior de Y y sus trasladados sean disjuntos. En-
tonces, dada la descripcion de Fy en la clasificacion de superficies,
sil' =< a, 3,7,0 >, H?/T es homeomorfa a FZ.

Con el propoésito de considerar superficies de genero mayor exhi-
bimos I'y = m(F7),g > 3, como un subgrupo de 7 (F3), entonces
formamos el espacio de orbitas de I'y C I's. [ |



Capitulo 3

Ancho constante y
Superficies con secciones
circulares

3.1. Figuras de ancho constante

En este capitulo se presentan los principales logros obtenidos en el
Seminario Acapulco de Geometria, en la primera parte los del anno
2017 y en la segunda parte los del 2016.

Se inicia con la deficion presentada por el Dr. Luis Montejano Peim-
ber en su libro [] sobre figuras de ancho constante y fué esta deficion
el punt de encuentro entre las ideas trabajadas en el seminario de
geometria y topologia y el Dr. Montejano (ver apendice A).

3.1.1. El circulo.

El circulo es el lugar geométrico de todos los puntos que equidis-
tan de un punto fijo llamado centro. Es precisamente debido a esta
propiedad que las ruedas tienen forma circular. Si ponemos un eje
en el centro, al rodar el circulo, debido a que todos los rayos tienen
la misma longitud, el eje no sube ni baja, solo se traslada, siempre
a la misma altura sobre el piso.

Antes de ser usado como rueda, el circulo tuvo otra aplicacion mas
primitiva, la de ser usado como rodillo. Si colocamos un bloque muy

33



34CAPITULO 3. ANCHO CONSTANTE Y SUPERFICIES CON SECCIONES CIRCULARI

pesado sobre varios rodillos circulares, al rodar éstos, el bloque se
traslada sin subir ni bajar, siempre a la misma altura sobre el piso.

Es interesante observar y dificil de creer que estas dos aplicaciones
del circulo, rueda y rodillo, estan basadas sobre principios radical-
mente diferentes, es decir, la propiedad caracteristica del circulo
que le permite ser usado como rueda es radicalmente distinta a la
propiedad del circulo que le permite ser usado como seccion trans-
versal de un rodillo. Tan es asi que sb6lo puede haber ruedas circu-
lares, pero existen rodillos no circulares que, sorprendentemente,
funcionan tan bien como los rodillos circulares.

Veamos cual es la propiedad del circulo que permite que los rodi-
llos circulares funcionen adecuadamente. Esta propiedad no tiene
nada que ver con el centro del circulo, lo importante es que el rodi-
llo circular, al rodar, mantiene al bloque siempre a la misma altura
sobre el piso, debido a que el ancho del circulo es el mismo en cual-
quier direccion. Si los rodillos tuviesen forma eliptica, es claro que
al rodar éstos, el bloque subiria, bajaria y acabaria finalmente por
desequilibrarse y caerse. Esto se debe a que en diferentes direccio-
nes, una elipse tiene diferentes anchos (ver figura VI.2).

Existen figuras distintas del circulo con la propiedad de que en cual-
quier direccion que se tomen, su ancho es el mismo y por tanto,
usadas como secciones de rodillos, funcionan tan bien como los ro-
dillos circulares.

Ancho de una figura ¢ en una direccion dada. Tomemos una di-
reccion y lineas soporte perpendiculares a esta direccion que apri-
sionen a . La distancia entre estas dos lineas es el ancho de ¥ en
esta direccion.

Es claro que si para dos direcciones diferentes el ancho de una figu-
ra no es el mismo, entonces esta figura, al ser usada como seccion
de un rodillo, producira en el bloque que se pretende trasladar un
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movimiento hacia arriba y hacia abajo.

Las figuras que tienen el mismo ancho en cualquier direccion son
llamadas figuras de ancho constante.

A estas alturas supongo que es urgente conocer una figura de ancho
constante distinta del circulo. Quiza la mas sencilla sea el triangulo
de Reuleaux:

3.1.2. Propiedades

Mencionaremos algunas de las propiedades mas interesantes de las
figuras de ancho constante.

1. Toda figura de ancho constante uno tiene diametro uno.
2. Toda figura de ancho constante uno tiene perimetro 7.

3. Entre las figuras de ancho constante uno, la de mas area es el
circulo y, la de menor area es el triangulo de Reuleaux.

4. El incirculo y el circumcirculo de una figura de ancho cons-
tante uno son concéntricos y la suma de sus radios es uno.

5. La unica figura de ancho constante radicalmente simétrica es
el circulo.

Teorema 3.1.1. Si todas las proyecciones de un sélido 6 son figu-
ras de ancho constante h, es porque el sélido 6 es un sélido de ancho
constante h y viceversa; las proyecciones de un sélido de ancho cons-
tante h son siempre figuras de ancho constante h.

3.2. Resultados de secciones

3.2.1. Secciones

Pregunta 3.2.1. Sea K C R", n > 3 un corjunto convexo y sea p
un punto. Supongamos que cada (n — 1)-secciéon de K por p tiene
la propiedad X . ;Para que propiedades X se puede implicar que el
cuerpo K tiene la propiedad X en dimension n?

Por ejemplo, en la siguiente seccion vamos a demostrar, Teorema
3.2.4 , que si todas las secciones transversales de un cuerpo conve-
x0 por un punto son circulos, entonces K es una esfera. También
se puede ver, aunque esta vez la prueba es considerablemente mas
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complicada, que si todas las secciones por un punto son elipses,
entonces el cuerpo convexo es un elipsoide [?] y [?].

Otro caso muy interesante es cuando suponemos que todas las sec-
ciones son centralmente simétricas. Rogers demostro en [?], de una
forma breve y elegante, que el cuerpo es centralmente simeétrico.
Rogers observo que no necesariamente p debe ser el centro de K y
conjeturo que si el centro de simetria de K no era p, la hipotesis
bastaba para garantizar que el cuerpo es un elipsoide. La conjetura
fue demostrada en [?] para el caso en que p es un punto interior de
K y en [?] fue demostrado el caso general.

Veamos lo anterior de manera mas detalla.

Decimos que un punto p es un falso centro de simetria de K si todas
las secciones de K por p son centralmente simétricas y p no es un
centro de simetria de K.

Teorema 3.2.1 (Falso Centro). Sélo los elipsoides tienen falsos cen-
tros.

En [?] se da otra demostraciéon del Teorema 3.2.1.

El ultimo ejemplo que mencionaremos se refiere al concepto de fi-
guras y cuerpos de ancho constante, el cual sera estudiado en el
ultimo capitulo de este trabajo.

Teorema 3.2.2. Sea K C R? un cuerpo convexo y sea p un punto.
Supongamos que cada seccién de K por p es una figura de ancho
constantel. Entonces K es un sélido de ancho constante y, mas atn,
K es una esfera con centro en p.

3.2.2. Proyecciones

Naturalmente, tiene sentido plantearse la pregunta dual a la Pre-
gunta 3.2.1. Para cada z € S?, denotemos por H(x) al plano por el
origen ortogonal a z. Sea 7, : R® — H(z) la proyeccion ortogonal
sobre el plano H(x).

Pregunta 3.2.2. Sea K C R", n > 3, un conjunto convexo. Suponga-
mos que, para cada u, m,(K) tiene la propiedad Y . ;Para que propie-
dades Y se puede implicar que el cuerpo K tiene la propiedad Y en
dimensiéon n?

Por ejemplo, de nuevo, facilmente se puede probar que si m,(K) es
un circulo, para cada u, entonces K es una esfera. También se pue-
de ver que si 7, (K) es una elipse, para cada u, entonces el cuerpo
convexo es un elipsoide (se recomienda ver [?] y [?]). Siguiendo con
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esta linea de investigacion, Rogers demostro, también en [?], que si,
para cada u, m,(K) es centralmente simétrica, entonces el cuerpo
es centralmente simétrico. Sin embargo, a diferencia del problema
de la falso centro, ya no se puede afirmar algo mas sobre el cuerpo
CONnvexo.

Teorema 3.2.3. Sea K C R? un cuerpo convexo. Supongamos que,
para cada u, m,(K) tiene ancho constante. Entonces K tiene ancho
constante.

3.2.3. Secciones concurrentes

Teorema 3.2.4. Sea () C R",n > 3, un sdlido convexo y p € R™ un
punto. Si toda seccion transversal de €) por p es un circulo, entonces
Q) es una esfera.

Demostracion. La esfera mas pequena que contiene al so6lido Q2 es
llamada la circumesfera de () (la esfera C). Su cascara debe tocar
al solido (2, puesto que si no lo toca esta no seria la esfera mas
pequena que contiene a €.

Sea II el plano determinado por el conjunto de puntos {A, B, P}.
Tenemos que II N C' es un circulo. Haciendo uso de la hipotesis,
II N Q también es un circulo. Como €2 C C' entonces:

nInQclincC (3.1)

Usando (3.1) y que los puntos A, B € [INQ,A, B € IIN C se deduce
que:
InQ=IIncC

Sea z € bd 2. El objetivo del problema es probar que x € bdC, es
decir, bd Q2 c C.

Sea I un plano que contiene a la linea aff{P,z}. ' N II es una linea
que tiene dos puntos en comun con la seccion IINQ = IINC. Ademas
se tiene que I'N (2 es un circulo que contiene a I' N C' y estos circulos
tienen los puntos en comun (I' N II) N 2, por tanto:

rnQ=rnc
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3.3. Secciones circulares tangentes a una es-
fera

Para u € S?, denotamos por H(u) el plano ortogonal a u 'y por E(u) al
plano u + H(u).

Teorema 3.3.1. Sea Q) C R? un cuerpo convexo. Supongamos que
S? C intQ y que, para toda u € S?, la secciéon E(u) N es un circulo.
Entonces (2 es una esfera.

Antes de probar el Teorema 3.3.1, demostraremos el siguiente caso
particular de este resultado.

Teorema 3.3.2. Sea ) C R? un cuerpo convexo. Supongamos que
S? C intQ y que, para toda u € S?, la seccion E(u) N es un circulo
con centro en u. Entonces ) es una esfera concéntrica con S?.

Demostraciéon. En primer lugar, observemos que si dos secciones de
(2 son tales que los circulos correspondientes se interceptan, enton-
ces los radios de tales circulos son iguales. En efecto, sean u,v € S?
tales que [E(u)NQN[E(v)NQ] # 0. Sea x € [E(u)NQN[E(v)NQ] # 0, el
radio de [E(u)NQ] es |u—xz|y el de [E(v)N{] es |u—z|, por la simetria
del cono que circunscribe a S? con vértice en z, |u —z| = |v — | luego
los circulos en cuestion tiene radios iguales.

Para u € S?, denotamos por H(u)" al semi-espacio abierto que tiene
como frontera al plano H(u) y contiene al vector u y por E(u)" al
conjunto u + H(u)*. Observamos que la coleccion de conjuntos

{bdQ N E(u)|u € $?}
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forman una cubierta abierta de bd 2 y, por lo tanto, en virtud de la
compacidad de S?, existe un namero finito de vectores wuy,us, ..., uy
tales que

bd Q) C E(u1)+ y---u E(uk)Jr

Vamos a ver que los circulos E(u;) N Q,i = 1,2,...,k tienen el mis-
mo radio. Para tal fin veremos que todos los circulos tienen radio
igual al radio de E(u;) N 2. Afirmamos que existe un circulo entre
la coleccion de circulos E(u;) N Q,i = 2,..., k, digamos el primero, tal
que

[E(u1) N Q)N [E(uz) N Q] # 0. (3.2)

En caso contrario, bd Q2 se descompondria en la forma

k

UIE(ux)* n Q]

bd Q = {E(ul)+ U bd Q} U
=2

donde los conjuntos E(u;)™ N Q 'y UF,[E(ux)t N Q] son abiertos y
disjuntos, lo cual seria absurdo pues bd 2 es conexo. De (3.2), con-
cluimos que los radios de E(u;) N Qy E(uz) N son iguales.

Ahora afirmamos que existe un circulo, digamos E(u3) N} tal que
o bien E(u3) N () tiene interseccién no vacia con E(u;) N o se tiene
que

{[E(UZ) n Q]\E(u1)+} A [Bus) N Q] £ 0. (3.3)

En el primer caso, E(u3)NS tiene radio igual al de E(u;)N¢) segun se
vio al inicio de la prueba. Ahora supongamos que no se cumpliera
(3.3), entonces tendriamos que bd 2 nuevamente se descompondria
en la forma

bd Q) = {[E(ul) Ubd Q] U [E(uz) Ubd Q]} U [O [E(ux)* Nbd Q}]
=3

donde los conjuntos

{[E(u)" Ubd Q] U [E(u2)* UbdQ)} y O[E(um A bd Q)]
=3

son abiertos y disjuntos, lo cual seria absurdo de nuevo pues bd (2
€S COonexo.

De (3.3), concluimos que los radios de E(u2) N Q 'y E(uz) N Q son
iguales y, por tanto, los los radios de E(u;) N Q 'y E(ug) N Q son
iguales.
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De forma analogamente, obtenemos que E(u;) NQy E(ux) N Q son
iguales.

Para concluir con esta parte, vemos que para cada u € S? existe un
indice i en {1,2,...,k} tal que

[E(u) N QN][E(u;) N Q) # 0. (3.4)

y de aqui que el radio de F(u) N es igual al radio de E(u;) N Q.

Denotemos por « el radio de los circulos de 2 tangentes a la esfera.
Vamos a ver que 2 es una esfera de radio v1+ a2. Sea z € bd .
Tomemos u € S? tal que z € bd(E(u) N Q). Luego la distancia de = a
u es o'y por el teorema de Pitagoras z esta a una distancia v'1 + o?
del centro de S?. [ |

3.4. Problema de Barker-Larman

Esta seccion esta basada en el siguiente dificil problema de Barker-
Larman [?].

Conjetura 3.4.1. Supongamos que K, . C R™ son cuerpos convexos
conn >3y L Cint K. Supongamos ademds que siempre que H sea
un hiperplano soporte de L la seccion H N K de K es centralmente
simétrica. Entonces K es un elipsoide.

A continuacion, vamos a demostrar el siguiente caso particular in-
teresante de la Conjetura 3.4.1.

Teorema 3.4.1. Sea Q) C R? un cuerpo convexo. Supongamos que
S? C int Q y que, para toda u € S?, la secciéon E(u) N Q) es centralmente
simétrica con centro en u. Entonces () es una esfera concéntrica con
S2.

Demostraciéon. En primer lugar, vamos a ver que, para toda o €
bd Q, la projeccion de S? desde o sobre bd ) es un circulo. Sea o €
bd 2. Denotemos por C, el cono con vértice en « que circunscribe a
S?, esto es, la coleccion de todas las lineas que pasan por a y son
tangentes a S?, y sea I el circulo C, N'S?. Vamos a mostrar que el
conjunto bd Q2N [C,\{a}], el cual denotamos por A, es un circulo. Sea
z € A. Como aff{z — a} C C,, la linea aff{x — a} hace contacto con
S? en un punto, digamos y. Es claro que y € I'. En virtud de que
E(y) N tiene centro en y, y es el punto medio de la cuerda [«, z]
de Q. De aqui que se tiene que A = ¢(T'), donde ¢ : R* — R3 es la
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homotecia con centro y radio de homotecia « y 2, respectivamente.
Por lo tanto, A es un circulo y esta contenido en un plano paralelo
al plano de T.

Ahora vamos a demostrar que, para toda u € S2, la seccion E(u) N Q
tiene la siguiente propiedad: para cada punto x € bd[E(u) N ] existe
una linea soporte L(z) de E(u) N2 tal que L(z) es ortogonal a x — u.
Consecuentemente, por el Teorema ??, E(u) N2 es un circulo.

Sea u € S?. Tomemos z € bd[E(u) N §)]. Denotemos por « a la inter-
seccion aff{u — x} N bd Q. Por la primera parte, existe un plano X tal
que C,Nbd2 =X NbdQ es un circuloy z € ¥ Nbd Q. Como E(u) es
un plano soporte de S? (y de C,), la linea F(u)NY es linea soporte de
Y NbdQ. La linea E(u) NY también es linea soporte de E(u) N . En
caso contrario, habria un punto y de bd{2 en E(u) N X, y # x, pero
esto implicaria que y € ¥ N bd ) pero esto contradiria que la linea
E(u) N X toca al circulo ¥ N bd 2 solo en z. Finalmente, observemos
que E(u)NY es ortogonal a aff{x —u} en virtud de que C, es un cono
circular recto.

Finalmente, en virtud del Teorema 3.3.2 concluimos que () es una
esfera. [
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3.5. Un problema sobre proyecciones

Teorema 3.5.1 (I. Espinobarros, C. Lenis, M. Bautista). Sean ¢, ) C
R3 dos cuerpos convexos, ® C ). Supongamos que, para toda o €
bd 2, la projecciéon de ® desde a sobre bd () es un circulo. Entonces ¢
y ) son dos esferas concéntricas.

Demostracién. En primer lugar, observemos que si ® es una esfera,
en virtud de que la tnicas secciones de un cono circular recto son
aquellas que son ortogonales al eje de revolucion del cono, la demos-
tracion del Teorema 3.5.1 se sigue de forma analoga a la segunda
parte de la prueba del Teorema 3.4.1. |

3.6. Seminario Acapulco de Geometria 2016

Este apartado estuvo basado en las notas del seminario del M.C.
Alejandro Estrada Tiznado.

3.6.1. Teorema de la curva de Jordan

En topologia, el teorema de la curva de Jordan establece que: Toda
curva cerrada simple del plano divide al plano en dos componentes
conexas disjuntas que tienen a la curva como frontera comun. Una de
estas componentes esta acotada (el interior de la curva) y la otra es
no acotada y se le llama exterior.

El teorema fue demostrado por Oswald Veblen en 1905. A pesar de
su simplicidad, el teorema requiere herramienta muy técnica para
demostrarlo. Por otro lado, el teorema no necesariamente es valido
en cualquier superficie. Por ejemplo, aunque es valido en el plano
(o la esfera), no es valido en el toro.

Con el proposito de exponer la generalizacion del Teorema de la
curva de Jordan, es mas conveniente presentar éste considerando
en lugar del plano R? a la esfera S%:

Un subespacio de S?> homeomorfo a S' separa a S? en dos componen-
tes complementarias

Recordemos que un encgje es un mapeo que es un homeomorfismo
sobre su imagen. De modo que la version general del Teorema de la
curva de Jordan es la siguiente (Vease [?])
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Un encaje de S*~! en S" divide a ésta en dos componentes, y esas
componentes tienen grupos de homologia como puntos.

3.6.2. Aplicaciones del Teorema de la curva de Jordan a
problemas de tomografia geométrica

Teorema 3.6.1. 0Sea M C R? una superficie que es un encaje de S*
enR3 y sea p € bd M. Supongamos que todas las secciones de M por
x son circulos. Entonces M es una esfera.

Tengamos en cuenta que segun el teorema de la curva de Jordan, la
superficie M descompone a R? en tres conjuntos disjuntos. A saber,
el interior; el exterior y la superficie frontera; la parte no acotada se
conoce como el exterior. Denotemos a estos tres conjuntos por A
(y pensemos en el color azul), R (y pensemos en el color rojo) y V
(y pensemos en el color verde), respectivamente. En virtud de que
estamos considerando que M es un encaje de S? en R?, M es un
conjunto compacto y, por tanto, acotado. Denotemos por ¥ una es-
fera que contiene a M. Es claro que todos los puntos en R3*\Y son
rojos. Tenemos el siguiente resultado auxiliar importante.
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Lema 3.1. El Conjunto A es convexo.

Demostraciéon. Sean x y y dos puntos de A, tenemos que demostrar
que el intervalo [z, y] esta contenido en A. Supongamos lo contrario,
es decir, supongamos que existe z € [z,y] que no esta en A. Supon-
gamos que z € R (es decir, z es rojo). Luego en el interior de los seg-
mentos [z,z] y [z,y] debe haber puntos u y v, respectivamente, que
pertenecen a V (¢;,Como ir de un punto interior a uno exterior sin pa-
sar por la frontera? jImposible! de acuerdo al Teorema de Jordan).
Por lo tanto, el circulo 2 de M determinado por el plano aff{p, u,v}
pasa por los puntos p,u,v. Como M C ¥, claramente, 2 C ®, donde
® es el circulo ¥ N aff{p,u,v}. Como z es un punto que no pertene-
ce a (2, existe una linea L que separa a z y 2. Tomemos ahora un
punto r € R*\Y que esta en el mismo semiplano que z, de los dos
determinados por L. Entonces

[z,7]N Q=10 (3.5)

Puesto que =z € Ay r € R (segun se explico arriba), en el segmento
[z, r] existe un punto s en V que por (3.5) no pertenece a () pero esto
contradice que M Naff{p,z,y} es un circulo. |
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Montejano

Cuerpo convexos con secciones homoteticas.
Luis Montejano
ABSTRACT

Se prueba que si un cuerpo convexo K C E"*! paran > 2,y pg € K
con la propiedad de que cada n-seccecion de K por py son homote-
ticas entonces K es una esfera.

Introduccion

Sea un cuerpo convexo K C E""l para n > 2, y sea pyp € K. Su-
ponga que las n-secciones de K por py son afinmente equivalentes.
Debe ser K un elipsoide? incluso si n es par, Gromov [20] y inde-
pendientemente Mani [9] y Burton [5] prueban que la respuesta es
afirmativa. Entonces el problema todavia esta sin resolver si n es
impar. Supongamos ahora que las n-secciones de K que pasa por
po son congruentes. si n es par, el resultado de Gromov implica que
K es un elipsoide y por lo tanto es facil probar que K es una esfera;
si n = 3, Burton [5] demuestra que K es una esfera; y finalmente
Schneider [16] dio una prueba a la afirmacion para n > 2.El propo-
sito de este articulo es demostrar los siguientes enunciados.

Teorema 1 Si las n-secciones de K por pg son afinmente
equivalente, entonces K es un elipsoide o K es centralmente
simetrico con respecto a pg.

Teorema 2 Si las n-secciones de K por py son afinmente
equivalente preservando el volumen, entonces K es una esfera.

45
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Como colorario tenemos el teorema Schneider.

Corolario 1 Si las n-secciones de K por pg son congruentes,
entonces K es una esfera.

Corolario 2 Si las n-secciones de K por pg son homoteticas,
entonces K es una esfera.

Sea I,,1 el grupo de isometria de R""!, el espacio euclidiano n +
1 Dimensional y sea (On+1 C In+1 €l subgrupo ortogonal. Escoja-
mos una base ortonormal z1, 2, ..., x3..., ,4 de R, ;, denotamos por
R* ,denotamos a los primeros k — vectores, y a S*~! como lla esfera
unitaria en ?R* y por O el subgrupo de (O, que contiene todos
los elemenntos que llevan a R* en si mismo y que actuan como la
identidad en el subespacio de R"*! ortogonal a R*. Para cada z € S",
sea E(x) el plano tangente de S” en = y sea H(z) el n—dimensional
subespacio de R"*! ortogonal a z.Ya que H(z) = H(—z)y E(z) =
n+1
x + H(z). Finalmente sea B" = {> tz; € S"[tn41 > 0} la n— bola
i1
topolgica en S™ con frontera S" 1.

E(r)

Hir)

E(—x)

Figura 4.1: S", B"

Un cuerpo convexo en R"! entenderemos un subconjunto convexo
con interior no vacio en R"*!.Denotemos por ( el espacio de todos
los cuerpos convexos en R"*! con la topologia inducida por la métri-
ca Hausdorff.Consideremos el mapeo continuo 7 : Q — R"*! el cual
asigna a cada C € Q el centro de su circumesfera.Sea C1,Cy € (.
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Decimos que (' es congruente con C5 si existe g € I,4; tal que
g(C1) = Cy.Ademas, C; es homotética a Cy si A\(C1) es congruente
con Cj para algin A € R — {0}

Figura 4.2: Semicusfera

Desde ahora, sea C' C E™ un cuerpo convexo con el origen como
su circuncentro, y sea Gy = {g € Onlg9(C) = C}. Gp es un subgru-
po compacto de (), y como tal es un grupo de Lie. Denotaremos
por I : On-i—l — On+1|G0 ym: On-i—llGO — On+1|on las proyeCCiO_
nes canonicas. Notese que Il y 7 son haces fibrados con fibra G
y On|Go, respectivamente. Sea Cy = z,+1 + C C E(z,+1) y sea
Y = {9(Cop) € Qg € O,11} con la tologia inducida por métrica Haus-
dorff.

Entonces,v, es el espacio de todos los cuerpos convexos n— dimen-
sionales congruentes y tangentes a S,, con sus circuncentros.

11 s
On+1 I On+1|GO I On+1|On

ll ) Ej‘l’ glzp

On+ 1 Yo T Sm

Donde T'(g) = ¢g(Cp) para cada g € 0,41, ¥(9Go) = ¢g(Cp) para cada
9Go € On11|Go y ¥(90,) = g(xny1) para cada gO,4+1 € O,41]|0,.No es
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dificil de probar que las fumciones descritas anteriormente son ma-
peos continuos bien definidos, el diagrama es conmutativo y los ma-
peos ¥ y ¢ son homeomorfismos.Consecuentemente 7;0,,+1 — 7 ¥
T : v — S™ son haces fibrados con fibras Gy y O, |Gy, respectivamen-
te.

Notese que tambien para cada g € 041, 77(9) = g(zn+1)
Definicion 4.0.1. Un campo de cuerpos convexos congruentes a C
tangentes a S en un mapeo

K:S" = v

el cual es una seccion de 7 : y9 — S" (esto es 7k = Idgn)y tambien
tiene la propiedad de k(z,41) = C = xpy1 +C

Acontinuacion enunciaremos un casi particular de la definicin an-
terior.

Definicién 4.0.2. Un giro completo de C en R"*! x : S"*1 — 45 esun
giro completo de cuerpos conevxos congruentes a C' tangentes a S"
entonces k(z) —r = k(—z) + x 0 a manera equivalente I,k(z) = k(—x)
donde I, € O, es la reflexion a traves de H(z).

Si n es par, Mani [9] prueba que la existencia de un campo con-
gruentes a C tangentes a S™ implica que C es una esfera euclidiana.
Por otro lado. Burton [5] Prueba que existe un giro completo de C
en R?* siy solo si Ces centralmente simétrico. Ademas, no es dificil
de ver que si la n— secciones de K a través del origen son con-
gruentes (afinmente equivalentes respectivamente), entonces existe
un giro completo de una copia congruente (afinmenete equivalentes
respectivamente)de K N R"” en R"*!

Prueba de los teoremas
Comenzaremos enunciando los dos siguientes lemas.

Lema 4.1. Sea x : S" — vy un campo de cuerpos convexos congruen-
tes a C tangentes a S".entonces existe un mapeo.

®:B" = Opt1

tal que:

[a])®,(Co) = k(z) para cada x € B"

[0])®x(zn+1) =2 para cada x € B" y

[c])®u(Tnt1) =1 € Opyr.

Mas aun, si x un giro completa de CenR"t!, entonces para cada
-1
s €S,
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1P, € Gy.
Demostracion.

Sea Tk = Idg» K es un embebimiento y «(B™) es contraible.
Consecuentemenete, T : T~ !(k(B")) — x(B") es un haz fibra-
do trivial. Por lo tanto, hay una funcién ¢ : k(B") — Op41 tal
que T® = Id,pny Yy ¢(Co) = 1 € Opy1. Sea ® : B" — Opp
es la composicion de ¢x.Entonces ®,, ., = ¢r(zp1) = ¢(Co) =
1 € Op+1.Sea x € B".Entonces ¢,(Cy) = T(®,) = Tor(z) =
k(x).Ademas O, (xp41) = 7T(P,) = 7T¢r(x) = x.Por consecuen-
te, cara cada s € S"*t, ®;'®_ , .y, . lo que implica que
o1 ®_; € O,.ademas, si K es un giro completo, tenmos que
lyk(z) = k(—x) para cada x € S". Por lo tanto ®;1,®_,(Cp) = Cp.
Tal que ®;1®_, € Gj.

Definicion 4.0.3. Ses z,y € R" tal que ||z|| = ||y||, y supongase
que x # —y definimos A(z,y) € O, del siguiente modo si:z = vy,
entonces A(z,y) = 1 € O,; si x # y, sea I' el subespacio 2—
dimensional de R" fijado por z y y. Ya que A(x,y) actua como la
identidad en el subespacio de R" fjada por z y y. Ya que A(z,y)
actua como identidad en un subespacio 2— dimensional de R"
ortogonal a I', y en I' es la rotacion que envia z en y. Observe
que A z e y.

El siguiente Lema lo prueba Burton 2 paran = 3.
Lema 4.2. Suponga que C € R" puede un girarce completa-
mente en R"*!, entonces C es centralmente simétrico.

Demostracion. Recordemos que el origen es el circuncentro de C'.
Supongase que C no es centralmente simétrico, entonces existe
un xg € C, entonces existe un xg tal que —xy ¢ C. Consecuente-
mente, para cada g € Gy, g(x) # —x. Asuminos sin perdida de
generalidad que ||zo|| = 1, y sea k : S — vy un giro completo.

Por ellema 6, existe ® : B" — 0,11 tal que, ®,(Cy) = k(x),P(zp41) =
k(z) para cada x € B", ¢,, , = 1 € Opq1, Yy para cada sS" !,
¢ =®;,97° € Gy. Definimos el mapeo ¢ : I x S*~1 — 0,, como:

(1 —1t/2)x0 + (t/2)((x0)
|1 —t/2)xo + (t/2)¢ (o) ||

Notese que (s € Gy # —xq, Y por lo tanto £(t, s) esta bien definida
con la siguiente expresion

(1 —t/2)xo + (t/2)Cs(w0)
I(1 = ¢/2)zo + (t/2)Cs (o)l

£(t,s) = M=o,

—x0 #
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Notese tambien para cada s € S*~1,£(0,s) =1€0, y

£(1,5)(wo) = prorestol

T Jlwo+¢8(zo0)]
n+1
Definase un mapeo N : B" — Oy, 11 como sigue: seax = » _ tx; €
=1

B", entonces

n
Z t;x;
(I)Ig(l - tn-‘rla kzli) si tn—i—l S 1)
N(z) = 1> tiai|
k=1
q)$n+1 =1 si tn+1 =1.

Claramente,N es un mapeo continuo bien definido.Mas aun,
probaremos que N satisface las dos condiciones.
a) Nz(zo) € H(x), para cada z € B", y
Ps5(x0) + P_s5(x0) _
b) Njs(zo) = = N_s(z0) para cada s € S~ 1
)= @aao) + @ s(e]

De hecho, ya que zy € R™ y

n
Ztil‘i
6(1 — tnt1, kili) € Op,

I Z tim|
k=1

N.(z9) € H(z) = ®,(R") para cada x € B"™ — x,41. Mas atn
xg = Nyy = Ny, (20) € H(xpq1) esto concluye la prueba de (a).
En orden se probara (b), sea s € S~ !, entonces

zo + Gs(xo) | Ps(xo) + P_s(x0)
|20 + Cs(wo)l|”  [[®s(xo) + P—s(z0)|

por que ®5(xg) € H(s) y consecuentemente I5Ps(xg) = Ps(xo). Es-
to completa la prueba de (b). Hemos probado que podemos es-
coger continuamente para cada n—dimensional subespacio H(x)
de R""!, un vector no cero N,(zo) € H(z). esto implica que el haz
vectorial estandar de subespacios n— dimensionales de R"?,
A" . E — RP", tiene una seccién no cero, lo cual es una contra-
diccion.(Ver proposiciéon 4 y ejemplo 3 en la seccion 4 de [6])

Ns(xg) = ®s€(1,5) = Ps(

)

Demostracion del teorema 1, 2 y 3.

Teorema 1 Silas n—secciones de K através de py son afinmen-
te equivalentes entonces o bien K es un elipsoide o es central-
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mente simétrico con respecto a py.

Asumimos sin perdida de generalidad que p, es el origen. Po-
demos usar un argumento de Burtén [5] y probar que existe un
giro completo de una copia affin de K NR"*! en R"*!, Para cada
u € S™ sea F(u) el tinico elipsoide n—dimensional de menor vo-
lumen que contiene a la secciéon K N H(u) por la dilataciori de los
ejes principales, la cual es una _funcén continua de u. entonces
todas las secciones v,(KNH(u)) para cada u € S™ son congruen-
tes, entonces existe un giro completo de v, , (K NR") en R"*!,
Por el lema 7,K N R,, y ya que cualquier seccién de K a traves
del origen, es centralmente simétrica, entonces nuestra conclu-
sion se sigue directamente del teorema del falso centro [2], el
cual bagjo esta hipétesis concluye que bien K es un elipsoide o
es centralmente simétrico con respecto al origen.

Teorema 2 Si las n—secciones de K a través de p0 preservan
volumenes afinmente equivalentes, entonces K es una bola eu-
clidiana. Si K es un elipsoide, podemos verificar directamente
que K es una bola euclidiana. Por el teorema anterior, asumi-
mos que K es centralmente simétrico con respecto a py.

Para cada v € S* N H(v) y sea A\, que indica la medida esferica
de lebesgue (n — 1)—dimensional en S,. Sea f : Sn — R dada por
f(u) = mazt < O|pg + tu € K para cada u € S". Notese que f es
un mapeo continuo con la propiedad de que f(u) = f(—u) para
cada u € S", asimismo, por hipétesis.

Jop [ (w)dA, = ¢

Donde la ¢ es la constante independiente de v. Donde, por el
lema 1 y [16], la_funcién f™ es constante y asi mismo K es una
esfera.

Js, fdA\, = 0 para cada v € §*!
Demostracion del teorema 3

Sea K C E"*1,n > 2, un cuerpo convexo de diametro uno (d(K) =
1) que contiene el origen.Supongamos que todas las n-secciones
de K a través del origen son homotéticas.

Sin es par, por el resultado de Gromov [20], K debe ser un elip-
soide, pero en este caso es facil de comprobar directamente que
K debe ser una esfera euclidiana. Por el teorema 1, o bien K
es un elipsoide y por lo tanto una esfera Euclidiana, o K cen-
tralmente simétrica con respecto a la origen. Supongamos, por
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tanto, que n es impar y K es centralmente simétrica con res-
pecto al origen.Ademds, podemos suponer ahora sin pérdida de
generalidad que d(K Ntx, :t € R) =d(K) =1. SeaC = K NE"

y Cy = zp+1 + C C E(xyy1). Por hipétesis hay una giro de C' en
Ent1,

Kk:S"™ = v
y la funcion
A:S" - R— {0}
tal que para cada x € S",
k(z) = (KN H(z))/\Nz) + z.

Consecuentemente, puesto que d(C) = 1 tenemos que para todo
xr e S,

[A(x)] = d(K N H(x)).

n—1 n—1

Sea  la esfera unitaria de H(xz,); es decir, = H(z,) NS" =

n—1
S, . Tenga en cuenta que s € Z es la frontera de una bola

topolégica contenida en S™. Observe también que para cada s €
n—1
> ,xn € H(s), y porlo tanto d(K N H(s)) = 1. Consecuentemente,

n—1

A(s) =1, para cada s € Z

Reclamacion.

Sea I un subespacio (n — 1) - dimensional de Hz,). Entonces
dKNT) =1.

Sin pérdida de generalidad, podemos elegir coordenadas de tal

manera que I' = E"~! | Supongamos que d(K NE"~!) < 1. Como
n—1
enel Lemal, ya que Z es la frontera de una n-esfera topolégica

contenida en S", hay una_funcién

n—1

¢¢Z—>On+1

tal que
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n—1

= (a) ¢s(Co) = k(s) = KN H(s)+ s, paracadas € ) .

n—1

= (b) ¢s(wnt1) = s, paracadase D . y

" () pn+1 =1€ Ony1.
n—1
Vamos a probar primero que para cada s € Z Os(Tnt1) € H(zy),
por (b) ¢s,(xni1) = so € H(x), donde z,, € ¢5,(E"1) y por lo tanto
Kn{tr:teR} C KN ¢s (B = ¢ (K NE )

Consecuentemente, d(KNE"*!) = 1, lo cual es una contradiccion.
n—1

Obsérvese ahora que para cada s € Z ¢s(xy) # —x,. contrario,

n—1
puesto que ¢, ., (xn) = x,,habria, por continuidad, sy € Z que

n—1

ya hemos demostrado no es posible. Se Define N : Z — On+1

de la siguiente manera:

n—1

Ny = Mgs(xn), 2n)¢s para cada s € » .

Tenga en cuenta que N esta bien definida porque ¢4(x,) # —xp.
Obsérvese también que Ng(x,11) = s, porque s es ortogonal a x,,

y ¢s(z,).Ademas, Ny(z,) = ©,. Consecuentemente, Ny(E"!) es
n—1

ortogonal a s y =, y por lo tanto, para cada s € Z
Ns(E" 1) = H(s) N H(zy).
n—1

Por consiguiente, para cada s € Z tenemos la igualdad

n—1

Ny(zy + E"1) = (n — 1)-plano tangente de )  as,

lo que da una trivializacién del espacio tangente a lan—1-esfera
n—1
Z. Esta es una contradicciéon porque n es impar (véase 27.5 de

[18]).Con esto concluimos esta prueba.
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Observe ahora que para cada subespacio n-dimensional H(z)
deE", d(K N H(z)) = d(K) = 1, porque siT' = H(z) N H(x,),
entonces por la reivindicaciéon anterior; 1 = d(K NT) < d(K N
H(z)) < d(K) = 1 Por lo tanto, todas las n-secciones de K a
través del origen son congruente (esto es,\(z) = 1) para cada
(x € S™) y por lo tanto, por el corolario del Teorema 2, K es una
esfera euclidiana.



Capitulo 5

Problema y solucion

Una solucion del problema de Banach generalizado usando la
teoria de haces fibrados y la convexidad.

El problema inicial de Banach.

Sea K C E" un convexoy p € E" para cada pareja de hiperplanos de
dimension (n — 1) que pasa por p existe una trasformacion lineal ()
tal que:

Q(HlﬂK):HgﬂK.

Demostrar que K es un elipsoide.

El problema de Banach reestructurado.

Sea K un conjunto convexo en el espacio euclidiano E",n > 3 para
cada pareja de subespacios H; y Hs de dimension n — 1 entonces

55
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existe (2 € O, tal que

Q(HlﬂK):HzﬂK.

Demostrar que K es una esfera.

Definicion 5.0.1. Sea II(X) el hiperplano tangente a la esfera S”
en el punto X.

Definicién 5.0.2. Sea S(X) = II(X) N K, donde K C R""! es un
conjunto convexo

Problema de Banach generalizado.

Sea K C R™"! un cuerpo convexo,n > 3 para X,Y € S" existe Q €
On+1

Demostrar que K es una esfera y (K Es concentrica con S")
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‘ TI(x)
Tily)

Para probar el resultado anterior lo haremos para unos casos par-
ticulare para ello enunciaremos el siguiente teorema.

Teorema 5.0.1. Ses K ¢ R"", n > 2 un cuerpo convexo y n un
numero entero tal que n = 1mod4. Supongamos que todas las n-
secciones de K tangentes a lan—esferaS" = {x € E"!|jz| = 1}.Situada
en el interior de K, son congruentes. Entonces K es una esfera con-
centrica con S".

El caso n = 1 del teorema 1 fue probado por Barken y Larman [3].
Es decir si todo segmento de una curva convexa M que es tangente
a un circulo en el intM tienen la mismas longitud.entonce M es un
circulo.

M
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Sea A C E" un cuerpo convexo n—dimensional,un campo de cuerpo
congruentes a A es una funcion A(u) definida por u en la esfera uni-
taria S, donde A(u) es copia congruente de A situada en el hiper-
plano E"*! perpendicular a u;donde A(u) es una funcion continua
en la metrica de Hausdorff. Si ademas A(u) = A(—u), para cada u,
decimos A(u) es un giro completo de A en E"!. Claramente si todas
las secciones de un cuerpo convexo n + 1—dimensional K C E"*!
a travéz de un punto interior son congruentes,Dan lugar a un giro
completo de algun cuerpo n—dimensional M C E" en E"+!,

En [7] H. Hadwiger prueb6 que:Ningun cuerpo de dimension n con
grupo de simetria trivial puede ser completamente girado en el es-
pacio euclidiano (n + 1) E*™1.En [9] P. Mani demuestra que si n #
3,7, Ningiin cuerpo convexo n-dimensional con grupo finito de si-
metrias determina un Campo de los cuerpos convexos tangente a
S™. Ademas,mani afirmaba que "para las esferas de dimensiéones
impares no se encontraron caracterizaciones generales de los cuer-
pos que pueden ser girados alrededor de ellos”.En [5] G.R Bur-
ton usa el metodo de [7] y [11] demostrar que un cuerpo convexo
3—dimensional M C E*puede ser un giro completo en R* si y solo
si M es centralmente simétrico. en [12] Montejano generaliza Bur-
ton en el siguiente resultado, Sea M C E"™!, n > 2,Se puede girar
completamente en R™™! siy solo si M es centralmente simetrica.

En [19] se deduce que si M C E" puede ser completamente girado,
n > 2, y los cuerpos que determinaron el giro completo correspon-
den a las n—secciones, que pasan a través de un punto fijo, de un
cuerpo convexo K C E"!, entonces M es una (n — 1)esferay K una
esfera.

JExiste un giro completo de Cuerpo convexo n dimensional C' en
E"*!, donde C es una esfera y n es un impar,n > 4 y n # 7?. genera-
lizando tenemos.

Pregunta 1.¢, Existe un campo de cuerpos convexos congruentes de
dimension n-dimensional es congruentes C C E"*! tangente a la es-
fera, donde C no es una esfera, n es impar, n > 4y n # 7?.

En este articulo daremos respuesta negativa a la pregunta 1,En el
caso n = 1 mod 4 y el campo de cuerpos convexos n—dimensinales
congruentes a C' C E"” tangentes a la n—esfera en el interior de K
es dada por la familia de n-secciones de cuerpos convexos K C E"+!
tangentes a la n—esfera en el intK.

Preliminares. Por v € S” denotamos por H ™ (u) el semi-espacio {z €
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E" : z.u < 0} con u un vector normal unitario, por H(u) es la frontera
del hiperplano {z € E" : z.u = 0} y por E(u) el hiperplano afin H(u)+
u.Dado un hiperplano H con dos vectores normales w y —w segun
corresponden a sus subespacios H+(w) y H (—w),ambos con H.

Sea 0,, el grupo de trasformaciones ortogonales real en el n—espacio
euclidiano E".Un k—marco,v*, en E" es un conjunto ordenado de k
vectores independientes. Sea vg. Sea 0;_j €l subgrupo que deja fijo
u’g . Sea 2 C E” un conjunto compacto y k£ un entero, 1 < k < n, se
denota por G(2) el subgrupo de simetria de (.

Definicion 5.0.3. Sea 2 C E" un conjunto compacto, n > 3, y sea
k un entero, 1 < k < n. El conjunto 2 es un k—cuerpo de revolucion
si existe una descomposicion de E" en la forma E" = EF@E"* de
tal manera que bd2(I' es una esfera de dimensién k£ — 1 para todos
los kplanos afines I' paralelo E*.

Lema 5.1. Sea 2 C E" un conjunto compacto y sea k un entero,
1 < n < n. Entonces

i) Q es un k— cuerpo de revolucion si y solo si G(Q2) = Oy,

ii) Si {€%;} es una sucesion de k— cuerpos de revoluciéon de dimen-
sion n contenidos en E” tal que ©; — 2, cuando i — oo, enton-
ces {2 es un k—cuerpo de revolucion

iii) Si existe dos descompocisiones diferentes de E" en la forma e
nla forma E" = EF @ E"* de tal manera que bdQ2\I" es una es-
fera de imension k—1 para todos los k—planos afines I" paralelo
E*.

El teorema 27,18 de 18 de Claim: la n—esfera no admite campos con-
tinuos de k- planos sinespary 1 <k <n — 2.

Demostracion del teorema 1 La demostracion del Teorema 1 se sigue
del teorema de Mani Como se puede ver en [9], para n. De hecho, la
hipotesis implica, casi auto- maticamente, que si n es par, entonces
las secciones de K tangente a la n-esfera son esferas de la misma
proporcion y, consecuentemente, por el teorema de Bianchi-Gruber
en [4], K es una efera.

Supongamos ahora que n = 1 mod 4. Sea C' C E" Es el cuerpo con-
vexo tal que todos las n—secciones de K tangentes a la n-esfera
unitaria S” son congruentes a C.Ya que n =1 mod 4,n no es 3 ni 7,
entonces por Proposicion 2 de [9],G(C) no puede ser finito.Entonces
G(C) = Oy para algunos k = 2, .....,n. El caso G(C) = O,,, implica que
C' es una esfera y, de nuevo por el teorema de Bianchi-Gruber [4],
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K es una esfera. Ahora vamos a demostrar que los casos en que
G(C) = Oy para k = 2,...,n — 2.Por el lema 1,C es un k—cuerpo de
revolucion. En consecuencia, existe una descomposicion de E" en
la forma E" = E¥ @ E"~* de tal manera que bdC N T es una esfera
de dimesion k — 1 para todos los k-planos affine I' paralelos a E*.
El campo de los cuerpos convexos tangente a S" congruentes a C
y dicha descomposicion, induce dos campos continuos tangentes a
S™,uno en k—planos otra en (n — k)-planos. En virtud que » = 1mod
4y 2<k<n-—2, por el teorema 27,18 de [18] esto es imposible.

Finalmente, consideramos el caso G(C) = O,_;. Donde G(C) = O,,_;,nuevamente,
existe una descomposicion de E" en la forma E" = E"~! ¢ E! de tal

manera que bdCNI" es una esfera dedimension n—2 para todo (n—1)—

afin I paralelo a E"~!. El campo de cuerpos convexos tangente a S”
congruentes a C, y la descomposicion mencionada, induce dos cam-

pos continuos tangentes a S”, uno de (n—1)—planos y otro de lineas,

denotamos estos campos, respectivamente, por w y =.

Por = € bdK, se denota por C, el cono que circunscribe a S” con
vértice en z y por C* C S" la coleccion de vectores unitarios u tal
que = € E(u). Sea II, el n—plano que contiene a C, N S". Entonces
tambien.

1. las lineas tangentes a S™ que pertenece a =,derivados de la
descomposicion del (n—1)—cuerpo de revolucion E(u)N K ,estan
pasando por z para todos u € C*

2. ninguna de las lineas tangentes a S que pertenece a =. se tiene
de la descoposicion (n—1)—cuerpo de revolucion E(u)N K ,estan
pasando por z para todos u € C*

El caso 1)Vamos a probar que la seccion que la seccion IT, N K es
una n — lesfera.Para demostrar que II, N K es una (n — 1)—esfera,
demostraremos que, por cada (n—1)—plano A C II, tangente a II,NS"
entonces la seccion A N (I, N K) es una (n — 2)—esfera, entonces por
[4] tendriamos que II,N K es una n — lesfera. Entonces existe u € S™.
Existe u € S" tal que podamos representar A es la inteseccion E(u)N
IT,.Entoces la seccion F(u) N K es un (n — 1—cuerpo de revolucion
y.ya que asumimos que 1)se tiene, existe una descompocision de
E(u) en la forma E"~! @ E! tal que E! = af f{u,z}. Por deficion 1, la
interseccion de E(u) N K con (n — 1)—planos ortogonales a E! son
n — 2-esferas. En particular. la nterseccion de E(u) N K con E(u)NII,
es una (n — 2)—esfera, es decir AN (E(u) N K) es una n — 1-esfera y
donde AN(E(u)NK)=AN(II,NK),AN(IIl;NK) es una (n —2)—esfera
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como deciamos.

El caso 2)Para probar que K es una esfera de dimensién n encontra-
remos un vector ug € S” tal que E(up)NK es una esfera de dimension
n — 1,En consecuencia, en virtud de la hipotesis, para todos ug € S”,
E(u) N K seria una esfera de dimensién n — 1.Asi K seria una esfera
por de dimension por [4]. Sea p : R*"! — II es la proyeccion de x
sobre 1II. La proyeccion de el campo = de lineas tangentes a S", de
los n — 1-cuerpos de revolucion,induce un campo ¢ de lineas tan-
gentes a la (n — 1)—esfera II, N S"; para cada v € C*, p(E(u)) es una
esfera es un (n — 1)—plane tangente a la esfera II, N S". En virtud
que (n — 1) es dado por el inciso (i) del teorema 27,17 en [18],existe
ug € C* de manera que corresponda un numero de lineas de £ en el
plano (n — 1)—plano p(E(up). Se denota por A C p(E(up) la coleccion
de lineas.Afirmamos que existen dos sucesiones u;, v; C C* y dos
lineas \,v € A, X\ # ~ tal que u; — wug, u; = ug ,cuando i — oo y las
correspondientes sucesiones de lineas \;,v; de &, respectivamente,
en lo planos {p(F(u;))}, {p(E(v;))} son tales que

Ai = Ay v — 7, cuando i — oo

De lo contrario, no seria un numero finito de lineas en p(F(ug)).
Implica la existencia de dos sucesiones de lineas {A;}, {I'T;} en
=,A; C E(u;), Iy C E(v;),y dos lineas A, T" en E(ug) tal que p(A;) = A,
p(l) =, p(A) =y

I'—=I vy A — A, cuando i— o0 (5.1)

Debido u; — ug, u; — ugp, cuando i — oo, se sigue E(u;) — E(ug) ,
cuando i — oo, y desde A; C E(u;), I'; C E(u;), por la continuidad de
=y la relacion (1). Por (1) se tiene.

Por (1). la definicién de = y por ii) el lema 1, A,T" € Z, es decir,
A, T determinan dos diferentes descomposiciones de FE(up) N K es
(n — 1)—cuerpo de revoluciéon.Entonces por el lema 1 E(up) N K es
una esfera.

3)Para cada z € bdK existe un relativo abierto de II, N K, sea 7., tal
que, por cada z € 7]a linea de = que corresponden al n—soporte
E(u(z)) de S™ en z pasa po z.

Asumiendo 3), vamos a probar, primero, que.

» (x) Para cada = € bdM existe un n—plano soporte de K paralelo
all,.

y, segundo, que, por cada u € S", la seccion F(u) N K tiene la si-
guiente propiedad
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» (k) Para cada z € bd(E(u) N K) existe un n — 1plano soporte de
K paralelo a II,.de bdE(u) N K, que pasa a través y ortogonal a

af f{u,x}.

Como hemos visto en 1). para cada z € 7,, €l plano E(u(z) tiene una
descomposicion de la forma E"~! @ E! y,debido a que E'.

esta pasando por z y C* es un cono derecho,E"~! que esta conteni-
do en II,. De ello se deduce que existe un (n — 1)—plano soporte de
E(u(z)) N K pasando por z y paralelo a II,. Variando z € 7,, conclui-
mos que existe un plano soporte de K paralelo a II,. Esto completa
la prueba de (x).

Por z € bdM, denotamos por H, al n—plano soporte de K paralelo a
II,, donde C, es es un cono derecho la linea af f{u,x} es ortogonal
a IT, N E(u).Por otro lado, por la propiedad (x). I, N E(u) y H, N E(u)
son paralelo. Por consiguiente, H, N E(u) es un plano de soporte de
E(u) N K ortogonal a af f{u,z} y pasando por z.
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