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Resumen

Entre los objetivos de las Matematicas esta el tratar de describir y prede-

cir eventos que suceden en el mundo real; esto esencialmente se logra a través
de representaciones matematicas. Muchas de las leyes de la naturaleza pue-
den estudiarse mediante sistemas de ecuaciones diferenciales, en las cuales se
ven involucrados parametros que caracterizan dicho sistema. Por otro lado,
al momento de incorporar datos experimentales, se presenta cierto grado de
incertidumbre debido a multiples factores asociados al sistema, entre ellos,
errores de medicién o de modelacion.
Los problemas inversos son resueltos a través de métodos, donde a partir de
datos obtenidos, permiten la inferencia para los valores de los parametros
involucrados en dicho fenémeno. En el presente trabajo, se hace uso de la
inversion estadistica bajo el enfoque Bayesiano para estimar parametros de
un modelo de crecimiento logistico con derivada de orden fraccionario, para
tal propdsito se hace uso de datos reales y simulados.



Abstract

Among the objectives of Mathematics is to try to describe and predict
events that happen in the real world; this is essentially achieved through mat-
hematical representations. Many of the laws of nature can be studied through
systems of differential equations, in which parameters that characterize this
system are involved. On the other hand, when incorporating experimental
data, a certain degree of uncertainty is presented due to multiple factors as-
sociated with the system, among them, errors of measurement or modeling.
The inverse problems are solved through methods, where from data obtained
allow the inference for parameter values involved in said phenomenon. In the
present work, he uses statistical inversion under the Bayesian approach to
estimate the parameters of a logistic growth model with a fractional order
derivative, to such a purpose is made up of real and simulated data.



Introduccion

En céalculo elemental nos ensenan algunos de los métodos de derivacion
e integracion clésicos, asi como su importancia en el desarrollo de las ma-
tematicas y otras ciencias. Se observa que la derivacion y la integracién son
operaciones inversas, que difieren en una o mas constantes dependiendo del
orden de la derivada. Cabe destacar que las operaciones de derivacion e in-
tegracién vistos en los cursos bésicos han sido de orden entero, que es lo
que conocemos comunmente por calculo diferencial e integral. De aqui nos
podriamos preguntar, ;seria posible o tendria sentido que el orden de estas
dos operaciones fuera fraccionario?

G. F. Antonie, marqués de L’Hospital al responder una carta de Leib-
niz en 1695, en relacién a una derivada de orden 1/2; este le responde que
esto conduciria aparentemente a una paradoja de la cual algin dia serian
extraidas consecuencias muy utiles.

La importancia de las ecuaciones diferenciales para los cientificos radica,
esencialmente, en sus aplicaciones, debido al hecho de que la investigacién de
muchos problemas de ciencia y tecnologia puede reducirse a la solucién de
tales ecuaciones.

El problema que aborda este trabajo es la estimacién de parametro me-
diante el enfoque Bayesiano, para asi ajustar lo mejor posible una curva de
crecimiento logistico a datos reales y simulados suministrados al sistema.
En el presente trabajo se utiliza una herramienta matematica poco usada
que modela el crecimiento logistico de ciertos fenémenos, como por ejemplo,
el crecimiento de poblaciones en un entorno dado, dada la introduccion de
una poblacién inicial. Para lograr esto, se estudié el problema inverso aso-
ciado a la solucién del sistema dindamico de crecimiento logistico de orden
fraccionario. Se entiende por modelo de crecimiento logistico aquel donde la
tasa de crecimiento per capita se reduce cada vez mas conforme el tamano
poblacional (caso de crecimiento biolégico) se acerca a un maximo impuesto



por los recursos limitados del entorno, conocido como capacidad de carga
(K), produciendo una curva en forma de S, Figura 1.

1.0

0.4

t
Figura 1 Ejemplo de cierto crecimiento logistico



Desarrollo

Nociones Preliminares.

En esta seccién introduciremos las notaciones y resultados fundamentales
que se usaran a lo largo del trabajo.

Algunos enfoques de derivadas fraccionarias.

Con el objetivo de introducir el concepto de derivada fraccionaria de
Riemann-Lioville y Caputo definiremos a continuacion las transformada de
Laplace y los operadores I (operador Integral de Riemann-Lioville) y I (Fun-
cién gamma). Posteriormente definiremos la derivada fraccionaria segiin Griinwald-
Letnikov, la cual se utiliza en el presente trabajo debido, en lo fundamental,

a su factibilidad de estructuracion discreta basica.

Definicién 0.0.1 Transformada de Laplace.

Sea x(t) una funcidn real o compleja de variable t > 0 y sea s un pardmetro
real o complejo. La Transformada de Laplace de x(t), denotada por L{xz(t)},
se define como:

L{z(t)} = X(s) = /000 e *x(t)dt, Re(s) > 0. (1)

Se dice que la Transformada de Laplace de x(t) eziste cuando la integral (1.1)
converge.

Definicién 0.0.2 Transformada Inversa de Laplace.
La Transformada Inversa de Laplace de una funcion X (s), es la funcion x(t)
que cumple con la propiedad: L{z(t)} = X (s).



Una formula integral para la Transformada Inversa de Laplace, llamada in-
tegral de Bromwich, o formula inversa de Mellin, estda dada por la integral:

Y+i00
L HX(s)} =x(t) = L/ e* X (s)ds.
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Propiedad de la transformada de Laplace para la derivada:

P} = = [ = i) )
= 7Stf O + [o° (t)se*dt
= sL{z(t)} - 1’(0)
= sX(s) — (0).
L{z"(t)} = sL{z'(t)} —2'(0) = s(sL{z()} — z(0)) — 2/(0). (3)
= s’L{z(t)} — sz(0) — /(0)
= 5°X(s) — sz(0) — 2/(0).

Proposicién 0.0.1 Transformada de Laplace de la derivada n-ési-
ma.

L{z™ ()} = s"L{z(t)} — s" Yz (0) — s(”’z)x(l)(O) — ...
0) = ... =" (0)

_(n'Lz

n=l )
=s"L{z(t)} — ZS“ Tra®(0) = " <L{w(t)}— A Si?)

o (-5 )

Demostracion utilizando el método de Induccion Completa.

4
n—1
0
-1

Casos iniciales: n =1 y n = 2 ya resueltos en (1.2) y (1.3).
Supongamos que se cumple para n =k,

L{z® ()} = <L{x )} — sz' )

1=




Demostremos que se cumple para n =k + 1.

Notese que al aplicar la Transformada de Laplace, el problema de Ecua-
cion Diferencial se transforma en un problema algebraico clésico.

Definicién 0.0.3 Operador Integral de Riemann-Lioville.
Sea x(t) € L1(R), entonces se define:

I: Ll(R> — LI(R)7
Ta(t) = /0 2(7)dr.

Propiedades del producto del Operador Integral de
Riemann-Lioville.

I*z(t) —]fo T)dT = fo Jy x(s)dsdr = fo f s)drds (4)
= fo (t —s)z

Pa(t)y =1Px(t) = [y [5(s des = fo [H(s — T)a(r)dsdr.  (5)
=3 fo (t —7)%x(T)dr

Faty  =1Px@t)=1 [ [(s—7)2drds = [, ['(s — 7)2dsdr. (6)

:ﬁfo (t — 7)3x(7)dr.

Proposicién 0.0.2 Producto del Operador Integral de Riemann-Lioville.

I"z(t) = ﬁ/o (t — )" ta(r)dr.



Demostracion del cdlculo de I™x(t) aplicando el método de induccion com-
pleta.

Casos inicialesn =2, n =3 , yn =4 ya resueltos en (1.4), (1.5) y (1.6).
Supongamos que se cumple para n = k.

Fa(t) = ﬁ /O (t = )ELa(r)dr

Demostremos que se cumple para n =k + 1.

I (t) = IR (t P / / (7)drds
_1 // x(7)dsdr

1
=7 (t — )k (r)dr. O

La funcion Gamma es una extension de la funcion factorial al plano
complejo y se define como:

'(z) = / t=te~tdt, z e C.
0

Propiedad de la funciéon Gamma.
I'(z+1) ==2I(2).

Demostracion:

e’} _tz o0
I'z+1) = / tre”tdt = —|5° + / 2 et
0 € 0

u=t" dv=e"
du = 2t*7! v=—e"!
= z/ e tdt
0
= 2I'(2). O
Notese que:
1) =1=0



de aqui,

Entonces

De aqui, podemos realizar una extensién del concepto de la integral ordi-
naria a la llamada integral fraccionaria de Riemann-Liouville.

Definicién 0.0.4 Integral fraccionaria de Riemann-Lioville.
Sea x(t) € Li(R), entonces se define:

JA Ll(R) — Ll(R),

1 ¢ ol
m/o(t—r) x(7)dr.

Definiremos ahora la convolucién, la cual juega un papel muy importante
en el analisis en general, y particular, en el calculo de la transformada in-
versa de Laplace, para la solucién de un problema de Ecuacién Diferencial
Fraccionaria.

I%x(t) =

Definicién 0.0.5 Convolucion.
La Convolucion de dos funciones, f y g, denotada por f * g, se define como:

(f * 0)(t /ft—T

Transformada de Laplace de la Convolucién.

{(f+g))} = / /ft—T 7)drdt = / /ft—T 7)dtdr
_/0 e g /ft—rdtdr.
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Realizando el cambio de variable:
v =t — 7, obtenemos dvy = dt,
de aqui:

LU a)Oy = [0y [T fenarar = [T [T e toiaar
= [T et [T e ot

0

= L{f (1)} L{g(t)} = F(s)G(s).

Observacién,

L{(f* 9)(t)} = F(5)G(s) = (f = g)(t) = LT{F(s)G(s)}.
de aqui:

L™HF(s)G(s)} = (LTH{F(s)} » LTH{G(s)}) (1).
Derivadas fraccionarias de Riemann-Lioville y

Caputo.

Sea a € R, entonces !In € N tal que n — 1 < a < n.

Definicién 0.0.6 Derivada fraccionaria de Riemann-Lioville.
Sea z(t) € L1(R), se define:

RLDy(t) = D" 1" “x(t).

Definicién 0.0.7 Derivada fraccionaria de Caputo.
Sea x(t) € Li(R), se define:

“Dox(t) = I"*D"x(t).

En general,
CDx(t) £ D (t).

Ejemplos de derivada fraccionaria:
RLDY? 4 (t) = D TM2x(t).

11



cDY3z(t) = I'*D'x(t).

Notese que:

“Dox(t) = I"*D"x(t) = ﬁ/o (t — 7)o 1™ (1) dr

tnfafl (n)
= — (t) ).
(e =" 0)
Transformada de Laplace de la Derivada Fraccionaria de Caputo.

pepa) = { i e b - o{ S )

pero

tnfafl 1 00 1 ) u du
Ld— % = —sttn—a—ldt — —u/ P \n—a—1%"
{F(n—a)} F(n—a)/o ’ F(n—a)/o <) s

1 1 o 1 1
= /0 ety du = T —a) I'(n—«)

I'(n—a)sv n—a)st
1

gn—a '

de aqui,

T N e — -
L i LE0) = S a0}

Las funciones de Mittag-Leffler juegan un papel fundamental en el Calcu-
lo Fraccionario. Igual que las exponenciales surgen de forma natural como

12



soluciones de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias lineales, la familia de fun-
ciones de Mittag- Leffler aparecen analogamente en la solucién de Ecuaciones
Diferenciales Fraccionarias, siendo la propia funciéon exponencial e* un caso
particular de familia de funciones de Mittag-Leftler.

Definicién 0.0.8 Funciones Mettag-Leffiler.
Dados o, B € C, la funcion de Mettag-Leffler de dos pardmetros E, g es una
funcion compleja de variable compleja definida por la serie:

k

Ea,ﬁ(z) = Z m'

0

=
Il

Observaciones

Tranformadas de Laplace de algunas funciones de Mittag-LefHer.

Sa—l

s*TFa

L{Ea,l (j:ata)} =

@B

L{t"™ Eopl(at™)}(s) = — =

1
s*Ta

L{ta_lEma(j:ata)}(s) =

13



Demostracién para L{E, 1(at*)}.

L{E,(at*)} = L{ZFak+1} Z/ —st ko 0t

—~ ak +1)
fst ak
— t*"dt |,
— (F ak +1) )
pero
00 e ak 00 ak
/ e stk gt = / e (%) ?u / e’“szkﬁdu
0 0 0
1

[e.e] 1
k_—u _
s /0 ue tdu = k+1F(ak+ 1).
De aqui sigue

k

> = B T(ak+1)
o —sttockdt — a
LB (at?)} = Z( T(ak+ 1 )/ ‘ ) Z(F(akﬂ) sk )
a® 1 a\k
- Z saktl g (s_a>
k=0 k=0

a—1

S

s —a

Ejemplos de Solucién de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias

1. Sea ©

“r=azrcon 0 <a<lyax0)=ux.

Nétese que como 0 < a < 1, entonces n = 1
de aqui,

L{¢D*} = L{ax}

s*X(s) — 2(0)s* ' = aX ()
(5% — a) X (s) = zos™*
X6 =g

x(t) = xoEq 1 (at?)

14



2. Sea “D% = ax + f(t) con 0 < a < 1y z(0) = xo.

s*X(s) — 2(0)s* ' = aX (z) + F(s)
Tos® 1+ F(s)

X(s) =

Sa—l

1
X(s) = F
(5) mosa—a i s —a (5)

(t) = 2oFar(at®) + L {Sal_l F(s)}

= 20 Eq1(at®) + (t* 7 Eyo(at®) = f(1))

= 2oEn1(at®) + /0 (t — 1) ' Eyolalt — 7)) f(1)dr.

Con el objetivo de introducir la derivada fraccionaria de Grinwald-Letnikov,
se expondran a continuacion, resultados de la derivada clésica.

Formulacién para la derivada clasica.
Sea x una funcién definida en cierto intervalo que contiene al punto t, x € C°,
y n el orden entero de la derivada, podemos escribir:

1 g x(t) —x(t—h)
Dz(t) = }Llir(l) - :

D*z(t) = Dl(Dlx(t)):’lll'm

(7)
: (8)

x(t) — 2x(t — h) + x(t — 2h)

—0 h2
3 12 . w(t) = 3x(t — h) + 3x(t — 2h) — x(t — 3h)
D’xz(t) = D (D%x(t)) = ,1112% 73 :

Proposicién 0.0.3 Formulacion general para la derivada n-ésima.

D"a(t) = lim b= > (< 1)* (Z)x(t — kh).
k=0

Demostracion utilizando en método de inducciéon completa:
Casos iniciales: n = 1,2 desarrollados en (1.7) y (1.8).

Supongamos que se cumple para n = q.

D2(t) = lim h™* i(—nk <Z) x(t — kh).

h—0
k=0

15



Demostremos que se cumple para n =g+ 1.

D4 _ Diy(t —
D (t) = DD(t) = 1im 2ot = Dla(t = h)

h—0 h
_ %ﬁ%% [hq ki:o(—n'f <Z)x(t ~ kh)
_h ;H)k (Z)x(t — (k+1)h)
= lim h70! Lizo(—n’f (Z)x(t — kh)

haciendo l=k+1

+§ (lql)”_lh]

0+ S0 (e a0

+Z ( ! et = i)+ (-0 ok o
0+ S0 (e

o (<) -(1)

=1lmh 9! |z
h—0

—_

=1lmh 9! |z
h—0

+1
DT x(t) = I h*Hq (T e — O
w(t) =l A Y (=)F (T Ja(t — kh)
k=0

A partir de la formulacién anterior, la derivada segin Griinwald-Letnikov
es definida sustituyendo el orden entero n por un orden arbitrario a0 y la
sumatoria por una serie infinita.

Definicién 0.0.9 Derivada de Grinwald-Letnikov.
Sea x una funcion definida en cierto intervalo que contiene al punto t, x €
C, entonces la derivada fraccionaria segun Griunwald-Letnikov se define

16



como:

“Lpeg(t) = lim h™* Y (—1)* (O‘) x(t — kh),
h—0 YD k

a\ INa+1)
(k) S Tk+DI(a—k+1)

Una representacion andloga

donde

CL Do (t) = lfm h~° [ ](—1)k(a)x(t— kh),

h—0 k
k=0

Bl

donde [%] representa la parte entera del cociente det y h.

Notese que [ﬂ — o0 cuando h — 0 .

Interpretacion de la deriwvada de Grinwald-Letnikov para tiempos discretos
equidistantes:

Sea {ty = 0,t1,ta,t3--+ ,tn}, una particion del intervalo [0, N|

notese que:
t, = to + nh, n=12,..N,

tenemos entonces:

GL Doy (t,) ~ B~ k;(—n’f (Z)x(tn_k).

Modelo de crecimiento logistico ordinario.

Un modelo de crecimiento logistico ordinario estd asociado a un sistema
dinamico del tipo siguiente:

dx
o = ar)(E —z(t),  a>0, (9)
Qf(to) = Xop-

17



Este sistema dindmico puede resolverse de la siguiente manera:

d_x
dt
dx
z(t)(K — =(t))
! + ! dx
Kx(t) K(K —z(t))
integrando ambos miembros, nos queda:
x
In—71H
"K —2@)
eKat—i—c

calculando el valor de c:

(0)

x(t)

ax(t)(K — x(t))
adt

adt

Kat + ¢

x
)
(K — z(t))cer
ce" K — ceMy(t)
cekat i
ceat i

K ekt

ceak’t + 1

ck
c+1
z(0)
k — 2(0)
Kxge“Kt

K + 1.0<€aKt — 1)

(10)

donde z(t) es el tamano de la poblacién en el tiempo ¢, xy es el tamano
de la poblacion inicial, a es la tasa de cambio y K capacidad de carga del

medio, Figura 2.

18



1.0

0.8
|

0.6

0.4

0.2

T T T T T
0 2 4 6 8

Figura 2

Definicién 0.0.10 Ecuacion diferencial fraccionaria.
Se denomina ecuacion diferencial fraccionaria a una ecuacion que relacio-
na la variable independiente t, la funcidn incdgnita x = xz(t), y sus deri-

vadas fraccionarias {x'¥}, con a € R, es decir, una ecuacién de la forma
F(t,z(®) = 0.

Ejemplos de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias.

1. 22 — g =3¢ .
2. ZE(S/Q) — eter )
3.

23 = ¢2tp 4+ 1.

Elementos de la estadistica bayesiana.

Los problemas inversos, como su propio nombre indica, no son mas que
el inverso de problemas directos, esto pareciera un mero juego de palabras,
pero en esencia, los problemas directos son aquellos en los que dado el mo-
delo matematico asociado a cierto fenémeno, podemos predecir el estado del

19



fenémeno en cierto momento y circunstancias. Por otra parte, los proble-
mas inversos, son aquellos en los que dado el estado del fenémeno en ciertos
momentos y circunstancias, y teniendo conocimiento del modelo matemati-
co asociado a dicho fenémeno, permite la estimacion de los valores de los
parametros involucrados en dicho modelo.

La estimacion de la inversion estadistica se basa en los siguientes princi-
pios:

1. Todas las variables incluidas en el modelo se consideran como variables
aleatorias.

2. La aleatoriedad describe nuestro grado de informacién referente a las ob-
servaciones.

3. El grado de informacion es codificado mediante distribuciones de probabi-
lidad.

4. La solucion del problema inverso es la distribucién posterior de probabili-
dad de las cantidades de interés.

Esta distribucion describe el grado de confianza acerca de la cuantia del vec-
tor de parametros 6 después de realizadas las observaciones y = (y1, Y2, .-, Yn)-

La estadistica bayesiana es un enfoque particular de la estadistica clasica,
donde el termino bayesiana hace referencia al matematico inglés Thomas
Bayes(1702-1761), cuya obra cumbre es el famoso teorema que lleva su nom-
bre Teorema de Bayes, el cual se refiere a la probabilidad de un evento con-
dicionado por la ocurrencia de otro evento. Con este teorema se resuelve el
problema conocido como probabilidad inversa. Desde el punto de vista de la
estimacién bayesiana, existe una relacién entre probabilidad e informacion,
en donde el teorema de Bayes proporciona un modo natural de actualizacion
de las creencias respecto a la cuantia de cierta variable con respecto a cierta
informacion incorporada al modelo.

El teorema de Bayes sera de gran utilidad para la solucién de los problemas
inversos tratados en este trabajo. El enfoque bayesiano parte suponiendo
que todas las variables aleatorias involucradas son absolutamente continuas,
o sea, que sus distribuciones de probabilidad pueden ser expresadas en térmi-
nos de densidades.

Como en el caso de problemas inversos, suponiendo que se estan observando

cantidades y € R¥, para obtener alguna informacién de alguna otra cantidad
6 € R?, con el fin de relacionar estas dos cantidades, se necesita un modelo

20



para su dependencia.

Teorema 0.0.1 Teorema de Bayes

Suponiendo que las variables § € R? tiene una densidad de probabilidad p(9),
y datos que provienen de valores observados y de una vartable aleatoria Y &€
RF, entonces:

L(y|0)p(0)
L(y|0)p(6)do

p(0|y) = f

©

donde p(f) es la funcién de densidad de probabilidad inicial, la cual expresa
el conocimiento que se tiene acerca de la cantidad de interés, L(y|d) es la
funcién de verosimilitud, [ L(y|0)p(0)d es una constante de normalizacién
también llamada verosimilitud marginal de los datos y, y © denota el espacio
muestral del parametro 6.

Planteamiento del problema.

Los modelos logisticos ordinarios simulan de cierto modo el crecimien-
to poblacional de especies bajo ciertas circunstancias. Un ejemplo practico
puede ser determinado por el estudio de crecimiento de pasto en un area
determinada o el crecimiento de conejos en cierto entorno.

En la préctica, estos modelos no se ajustan eficientemente a ciertos creci-
mientos logisticos, y es ahi donde juega un papel fundamental el estudio de
las derivadas fraccionarias, y su uso en estos modelos, tiene como objetivo
lograr mejores resultados de aproximaciéon mediante la resoluciéon de proble-
mas inversos asociados.

En nuestro caso, el problema en particular esta dado en la estimaciéon de
ciertos parametros, a partir de datos de observaciones realizadas, cuyo com-

portamiento responde a cierto modelo logistico.

Por ello, proponemos estudiar el modelo de crecimiento logistico desde el
punto de vista fraccionario.
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Modelo de crecimiento logistico fraccionario.

Un modelo de crecimiento logistico fraccionario estd definido por la Ecua-
cién Diferencial Fraccionaria:

29t = aX(t)(K —z(t), a>0 ac(0,2), (11)

x(to) = wo.

En el presente trabajo estudiaremos su enfoque fraccionario segtin Griinwald-
Letnikov:

“Lpex(t) = aX(t)(K —x(t)), a>0, «ac(0,2), (12)

ZL’(tO) = Xp-

Solucién numérica de dicho modelo:

“Lpox(t) = aX(t)(K — z(t))

e (—1)k((;)a:(tnk) = aX()(K — z(t))

x(t,) = ah®z(t,—1)(K — z(t,_1)) (13)
DYCTAg (YECE
z(ty) = o, n=1,...,N.

Donde N denota cardinalidad de las observaciones en los tiempos correspon-
dientes.

Notemos que si @ = 1, entonces el sistema (1.9) tiene ademés una solucién
exacta dada por:

CLDz(t) = aX(t)(K — z(t))

lim ! (—1)k<1)x(t—kh) — aX(D)(K — (1))

h—0 k
. x(t) —z(t—h)
tim T = = aX()(K - x(t))
dx
o = aw)(K —a())

Kl’oeaKt
K + l’o(eaKt — 1) )




cuya solucion ya habfa sido calculada en (1.8).

Ecuacién de observacion,
Yi :I(tz)—l—SZ, 1= 17...,71, (14)

donde y; corresponde a la i-ésima observacion del valor de x bajo incer-
tidumbre, v €; son los errores de medida, los cuales consideramos variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con una distribucién
normal de media cero y varianza o2, denotado por g; ~ N (0, 0?).

Estimacion bayesiana.

Fue utilizado el enfoque Bayesiano para estimacién de los parametros
del modelo de crecimiento logistico ordinario (1.10) y fraccionario (1.13). En
este contexto, los parametros se consideran como variables aleatorias y tienen
distribuciones a priori que reflejan el conocimiento del observador antes de
recabar informacién acerca del fenémeno.

Cabe destacar, que para el modelo definido en (1.10) y (1.13), se considerd
como vector de pardmetros de interés el siguiente:

0 = (a,a,0?). (15)

al cual se le realizara las estimaciones pertinentes.

De aqui que, hacemos la siguiente propuesta de distribuciones iniciales: a ~
G(rasAa), a ~ U(0,2), T ~ G(r;,A\;), donde G(r,\) denota la distribucién
Gamma con pardametro de forma r y parametro de escala A\, U es una dis-
tribuciéon uniforme en el intervalo (0,2), 7 = 1/02. De aqui que, podemos
escribir la distribucién a priori conjunta de 6 como:

p(0) = pla,a,7) = p(a) - p(a) - p(1). (16)

Sea'y = (y1,¥2,---,Yn) los datos observados del modelo definido por la
ecuacién (1.14), entonces la funcién de verosimilitud estd dada por:

L) = [ 500 = - mermn(oga Y —att))), (17

donde z(t;) representa la solucién de sistema dindmico ordinario o fracciona-
ria segun sea el caso, o sea, las ecuaciones (1.10) o (1.13).
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Por el Teorema de Bayes, la distribucion posterior de los parametros de in-
terés estan dados por:

L(y|0)p(9)
L(y|0)p(#)do

p(Oly) = T (18)

e
donde © denota el espacio del pardmetro 6.
Usando el estimador de Bayes basado en la funcién de pérdida cuadratica,
tenemos entonces que:

b5 = E(6ly) = / " bp(6ly)de. (19)

Estudio de simulacién.

Realizando un analisis riguroso en la expresion final de la distribucién
conjunta posterior (1.18), referente a los pardmetros de interés (1.15), me-
diante las expansiones de los términos involucrados (1.17), (1.16), (1.10) y
(1.13), la distribucién conjunta posterior es analiticamente muy compleja,
lo cual dificulta la estimacion de parametros mediante el estimador basado
en la funcién de pérdida cuadratica (1.19). Sin embargo podemos obtener
muestras de (1.18) utilizando la Cadena de Markov Monte Carlo(MCMC).
En el presente trabajo, el método de MCMC utilizado fue el Metropolis-
Hastings(poner ref de articulo), el cual permite simular distribuciones mul-
tivariadas. En la actualidad, muchos algoritmos MCMC ya han sido imple-
mentados en programas computacionales, entre ellos esta el JAGS, el cual
contempla paquetes para el modelado bayesiano mediante la simulacién de
la distribucién posterior dada informacién existente y un modelo especifico.
Fue llevado a cabo un estudio de simulacion para evaluar el desempeno de los
estimadores bayesianos para los parametros de interés con respecto al mo-
delo logistico ordinario y fraccionario. Para ello, fue utilizada la aplicacion
computacional R versién 3.3.3, la cual tiene soporte para JAGS.

Resultados de las simulaciones.

Nuestro objetivo es realizar una comparacién entre los dos modelos (or-
dinario y fraccionario) en cuanto a la estimacién de pardmetros basado en el
estimador de pérdida cuadratica de Bayes, asociados a datos observados, o
sea, ver qué curva se aproxima mejor a los datos observador con respecto a
los parametros obtenidos. Para ello fueron tomamos datos reales y simulados
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correspondientes a crecimientos logisticos, los cuales mostramos como puntos
en las Figuras 1,2,3,4,5 y 6; y realizamos las estimaciones de parametros para
los modelos (1.10) y (1.13) provenientes del sistema dindmico ordinario (1.9)
y del sistema dindmico fraccionario (1.11), arrojando los resultados que se
detallan a continuacién.
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z - Ordinary model
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3
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™
=
| | 1 | ) | |
2 4 6 8 10 12 14
time
Fig 1

Figura 1: Corresponde al rendimiento energético de paneles solares medi-
dos desde las 9 am hasta las 2 pm en Acapulco en el mes de julio de 2017
proporcionado por la empresa SolarMex.

Estimacién para el modelo ordinaro (a = 0,33, o = 0,08).

Estimacién para el modelo fraccionario (a = 0,47,0 = 0,05, « = 0,93).
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Figura 2: Corresponde a datos recopilados referente al crecimiento de pasto.
Estimacién para el modelo ordinario (a = 0,55, o = 0,08).
Estimacién para el modelo fraccionario (a = 0,82,0 = 0,06, « = 0,91).
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Figura 3: Corresponde a datos simulados provenientes de la ecuacién (1.13)
paraa=1y a=0,5.

Estimacién para el modelo ordinario (a = 0,64, o = 0,21).
Estimacién para el modelo fraccionario (a = 0,98, 0 = 0,04, « = 0,52).
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Figura 4: Corresponde a datos simulados provenientes de la ecuacién (1.10)

para a = 1.
Estimacién para el modelo ordinario (a = 0,99, o = 0,04).
Estimacién para el modelo fraccionario (a = 1,1,0 = 0,05, = 0,94).
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Figura 5: Corresponde a datos simulados provenientes de la ecuacién (1.13)
paraa=1y a=1,5.

Estimacién para el modelo ordinario (a = 1,21, 0 = 0,22).

Estimacién para el modelo fraccionario (a = 1,00, 0 = 0,05, « = 1,506).
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Figura 6: Corresponde a datos porciento uso de teléfono maévil.
Estimacién para el modelo ordinario (a = 8,63, o = 0,04).
Estimacién para el modelo fraccionario (a = 4,51,0 = 0,04, « = 0,55).

Como se puede observar, mediante la utilizacion del enfoque fraccionario
de la derivada, se logra un mejor ajuste de la curva a los datos observados
que con respecto al enfoque ordinario. El modelo fraccionario es mucho mas
flexible que el ordinario, siendo el modelo ordinario un caso particular del
fraccionario.

Podemos observar que el uso de la derivada fraccionaria hereda de cierto
modo, cualidades matematicas de la segunda derivada para el caso de que
a > 1 para el modelo fraccionario (1.13). Para evidenciar esto, notemos el
comportamiento del efecto del orden de la derivada para el modelo logistico
fraccionario (1.13) en la Figura 7, observemos que cuando a > 1, las curvas
de color azul tienen cierto comportamiento oscilatorio, y cuando o < 1 las
curvas de color negro decaen.
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Conclusiones

En el presente trabajo fueron expuestos algunos de los enfoques clésicos
de las derivadas fraccionarias, asi como un conjunto de herramientas para
darle solucion a sistemas dinamicos, en los cuales estén involucrados térmi-
nos con este tipo de derivada. Fue propuesto un nuevo sistema dinamico para
modelos de crecimiento logistico, el cual tiene derivada fraccionaria, siendo
el modelo ordinario, un caso particular del fraccionario.

Ademas, fueron expuestas las herramientas estadisticas fundamentales uti-
lizadas en el trabajo para la estimacion de parametros, mediante datos de
observacion y descripcion estadistica de las variables involucradas en el mo-
delo correspondiente.

Como se pudo notar, en la estimacion de parametros por medio datos reales
y simulados, el uso del modelo fraccionario tiene mejores resultados respecto
del modelo ordinario para los datos utilizados. Estos resultados eran de espe-
rar, puesto que para el caso fraccionario se tiene una variable libre adicional
(a), la cual permite una mejor aproximacién de la curva a los datos observa-
dos. Por ello, el estudio de estos problemas practicos propicia la iniciativa de
cambiar la perspectiva de ordinaria por la faccionaria en cuanto a sistemas
dindmicos asociados a diferentes fenémenos de la naturaleza.
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