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Introduccion

De antemano se sabe que ninguna especie vive aislada. El estudio de estas interacciones
ha proporcionado uno de los modelos més interesantes en ecologia, conocido como "modelo
presa-depredador".

El primer tratado tedrico de la dindmica de las poblaciones fue presentado por Malthus,
«Ensayo sobre el principio de las poblaciones». Verhulst en su trabajo «La ecuacion logisti-
cay, formd un modelo matematico basado en el «Principio de la poblaciéon». Otro resultado
interesante fue presentado por Lotka y Vito, presentaron por primera vez las ecuaciones di-
ferenciales del tipo presa-depredador. Esto ayudo, tanto a ecologistas como a matemaéticos,
a utilizar sistemas presa-depredador ma$ complejos pero mas realistas.

Recientemente, Boudjellaba y Sari estudiaron el modelo presa-depredador 3-dimensional,
donde la dindmica del depredador es lenta en comparaciéon con la presa. Por otra parte,
Ahmed, El-Sayed y El-Saka, resolvieron el modelo presa-depredador fraccional y el mode-
lo del conejo de orden fraccionario. Afirmaron que la estabilidad del sistema para el orden
fraccionario es la misma que su homologo de orden entero. Esto motivo a Das y Gupta encon-
trar una soluciéon analitica aproximada al modelo histoérico Lotka-Volterra para derivadas de
tiempo fraccionario con la ayuda de métodos poderosos como el Método de la Perturbacion
Homotopica.

En el ano 2009, Das, Gupta, y Rajeev, resolvieron el modelo presa-depredador fraccionario
apoyandose del MPH tomando las constantes a = b = ¢ = d = 1, en donde las constantes a,
b, ¢ y d representan los coeficientes en el sistema presa-depredador (Das y Gupta, 2011).

Ademas, se han estudiado como un caso particular al modelo Lotka-Volterra, el siguiente



sistema diferencial

Dfzx = z(1—y), (1)
Diy = y(-1+u),
donde 8 = ra, con 7 un namero natural (Pilar, Trujillo, Vazquez & Rivero, 2011).

En este trabajo, se presenta una soluciéon aproximada obtenida al aplicar el Método de la

Perturbacion Homotoépica al sistema

Di.alt) = ax(t) — ba(B)y(t) o)
‘Dyyt) = —ecy(t) + du(t)y(t),

donde «, 5 € (0,1], a, b, ¢ y d son constantes no negativas y D, , CDg + denotan la derivada

fraccionaria del tipo Caputo, de orden « y 3 respectivamente.



Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos este capitulo definiendo los conceptos de érbita, puntos de equilibrio, posterior-
mente mencionaremos el modelo Lotka -Volterra y por tltimo damos a conocer las defini-
ciones de derivacion e integracion fraccionaria del tipo Riemann-Liouville y Caputo, lo cual

usaremos para generalizar el modelo Lokta-Volterra al caso fraccionario.

1.1. Conceptos Basicos

Definicion 1. Sea la ecuacion diferencial

X' =F(X). (1.1)
Una drbita v es el conjunto v = {X(t) : t € (a,w)}, donde o, w son constantes reales.
Definicion 2. El conjunto de orbitas se denomina espacio de fases de la ecuacion diferencial.

Definiciéon 3. Sea la ecuacion diferencial

W F). (1.2

Diremos que el punto a tal que F(a) =0 es punto de equilibrio de la ecuacion (1.1).
Note que si dy/dx = 0, entonces y(z) = a es una soluciéon particular de (1.1).

Ejemplo 1. Sea la ecuacion diferencial dx/dt = ax. Entonces la solucion general de esta
ecuacion es

x(t) = ke™, t € R, k es una constante.



El signo de a es crucial:
s Sia >0, lim_. ke™ es igual a co cuando k > 0, y —oo cuando k < 0.
s Sia=0, ke™ es una constante.

» Sia <0, limy . ke =0.

— x(t), con a=3, k>0
20t

— x(t), con a=2, k>0

— x(t), con a=1, k>0

— X(t), con a=0, k>0

— x(t), con a=1, k<0
— Xx(t), con a=2, k<0

— X(t), con a=3, k<0

Figura 1.1: Grafica de las curvas soluciéon, a > 0.

— x(t), con a=-3, k>0
20t

— x(t), con a=-2, k>0

— Xx(t), con a=-1, k>0

— X(t), con a=0, k<0

— Xx(t), con a=-1, k<0
— x(t), con a=-2, k<0

— x(t), con a=-3, k<0

Figura 1.2: Grafica de las curvas solucién, a < 0.
Definicion 4. Diremos que el punto de equilibrio es una fuente cuando las soluciones pro-
ximas a dicho punto, se alejan cuando t — oo.

Definiciéon 5. El punto de equilibrio es un pozo cuando las soluciones proximas a dicho

punto tienden hacia el punto, cuando t — oc.



Del ejemplo 1, note que el punto de equilibrio es la solucién constante cero, lo cual, en la
Fig. 1.1 es el caso de un punto de equilibrio fuente, mientras que en la Fig. 1.2 es un punto
de equilibrio pozo.

Ahora definimos las nulclinas en un sistema diferencial.

Definicion 6. Sea un sistema de ecuaciones diferenciales

y = filer, 2,
zy = folwy, - 1),
l’;l = fn(xlf" 7xn)-

Las x;- nulclinas es el conjunto de puntos donde :c; = 0, es decir, las xj- nulclinas es el

congunto de puntos determinado por fi(zy, -+ ,x,) = 0.

Ejemplo 2. Sea el sistema diferencial

¥ = ax — by, (1.3)

y = —cy+dxy,

en donde a, b, c y d son constantes positivas. Entonces las z-nulclinas son x =0, a—by =0

y las y-nulclinas son y =0, —c+dx =0.
Ahora, para definir un ciclo limite, necesitamos del concepto de érbita cerrada.

Definiciéon 7. Sea X la solucion del sitema (1.1). Sea T' > 0 un nimero minimo que satisface
X(T +t)=X(t), para todo t € R.

Se dice que X(t) es una orbita cerrada o solucion periddica del sistema (1.1) con periodo

minimal T'.
Definicion 8. Un ciclo limite es una orbita cerrada v C w(X) o v C a(X) para algin X.

Un caso posible de ciclo limite se ilustra en la siguiente figura.



Figura 1.3: Solucién que tiende a un ciclo limite.

En este caso, v es llamado w-ciclo limite o a-ciclo limite, respectivamente, segtin sea el caso.
En el caso w(X) se considera t — oo y en «(X), t — —oo. Para nuestro proposito solo

consideraremos el caso w(X).

Definicion 9. Un punto espiral es un punto de equilibrio aislado al cual todas las trayectorias

vecinas convergen (pero no entran) o bien divergen (pero no salen).

Corolario 1. Sea v un w-ciclo limite. Si w(X) = v, donde X ¢ ~, entonces X tiene una

vecindad O tal que v = w(Y'), para todo Y € O. En otras palabras, el conjunto
{YwV) =~} =~
es abierto.

Demostracion. Sea v un ciclo limite y supongamos que ¢;(X) es una espiral hacia v cuando

t — oo. Sea S una secciéon en Z € 7.



N

v

Figura 1.4: Se muestra la region A.

De la Figura 1.4 notamos que existe 7" tal que T" C S disjunto de +, acotado por ¢y, (X) y
¢, (X) con tg < t;. No hay interseccion entre 7'y X cuando t € (%o, ). La region anular A
que es acotado por vy T U {¢y(X)|tg <t < 1} es invariante, asi como es O = A — ~. Note
que O es abierto. O

Otro resultado se enuncia en la siguiente proposicion.

Corolario 2. Sea H una primera integral en un sistema plano. Si H no es constante en

cualquier conjunto abierto, entonces no existe ciclo limite.

Demostracion. Supongamos que existe un ciclo limite 7. Sea ¢ € R un valor constante de H
sobre «y. Si X () es una solucion de espirales hacia 7, entonces H (X (t)) = ¢ por continuidad
de H. Aplicando el Corolario 1 tenemos un conjunto abierto cuyas soluciones tienden a ~.

Asi H es constante en un conjunto abierto. O

En la siguiente secciéon, daremos a conocer la estabilidad de Liapunov.

1.2. Estabilidad

El estudio del equilibrio juega una regla central en las ecuaciones diferenciales.

Un punto de equilibrio, debe satisfacer un cierto criterio para decidir si es estable, esto es:

Definicion 10. Un punto de equilibrio se dice estable si las soluciones cercanas permanecen
cercanas para cualquier tiempo futuro.

Un punto de equilibrio que no es estable, se dird que es inestable.



Maés precisamente, supongamos que X* es un punto de equilibrio de la ecuacion (1.1).
Entonces X* es estable si para cada vecindad V' de X* en R" existe una vencindad V; en V'

tal que cada solucion X () con X (0) = Xy, esta definida y pertenece a V' para todo t > 0.

Definicion 11. Del comentario anterior, si Vi se puede elegir arbitrariamente, obtenemos
que

lim X (t) = X™.
t—o0

Entonces diremos que X* es asintoticamente estable.

Un método para la determinacion de la estabilidad de un punto de equilibrio se enuncia

en el siguiente teorema.

Teorema 1 (Estabilidad de Liapunov). Consideremos la ecuacion (1.1). Sea X* un punto
de equilibro. Sea L : O — R una funcion diferenciable definida en un conjunto abierto O que

contiene X*. Supongamos ademds que:
1. LIX*) =0y L(X) >0 si X # X*.
2. L' <0en O\ {X*}.
Se dice que X* es estable. Si ademds satisface
L'<0, en O\ {X"} (1.4)
entonces X* es asintoticamente estable.

Definicion 12. Una funcion L que satisface las condiciones 1 y 2 del Teorema 1 es llamada

funcion de Liapunov. Si ademds satisface (1.3), L se llama funcion estricta de Liapunov.
Ejemplo 3. Construir una funcion de Liapunov para el sistema (1.3).

Supongamos que L es de la forma
L(z,y) = F(z) + G(y).
Determinemos L' que denota la derivada de L respecto de t.

dLdr  dLdy
I = 2 L(z(t) y(t)) = — = 4 =27
(z,y) (z(t),y(t)) T T



/

Como ' = z(a —by) y ¥ = y(—c + dx) se tiene que

dF dG
' — 2l — _ bl
L'(z,y) = z(a — by) ot y(—c+ dx) T

Por otra parte, sabemos que x y y son variables independientes. Encontremos la funcion

f(x,y) tal que
r dF  y dG

i - — ) 1.5
dr —cdr by —ady f(@.y) (15)
Puesto que,
xr dF
dr — C% - f(x>y)

implica que f(x,y) = fi(x), donde fi(z) es una funcién que sélo depende de = pues z y y son
independientes. Analogamente, para el caso de y existe una funcion fs(y) que sélo depende

de y tal que f(x,y) = fa(y). Pero fi(z) = f2(y) por (1.5), lo cual se cumple si f(z,y) es una

constante. Supongamos que f(z,y) = 1. Obtenemos que

dF c

= = 4== 1.
dG a

— = b—- -

dy

Al integrar resulta que
F(z) = dx— clog(x),
G(y) = by—alog(y).
Por lo tanto,
L(z,y) = dx — clog(z) + by — alog(y). (1.7)

Ademas, de (1.5) se sigue que L' = 0. Es decir, L(z,y) es una funcién constante para valores

de z, y positivos, segun la igualdad (1.7).
Observacion 1. La funcion L dada en (1.7) tiene un minimo absoluto en (c/d,a/b).

Demostracion. Del sistema (1.6) se sigue que

o) oL

— = 0.
ox x=c/d 8y

y=a/b

Por otra parte,
F ooy pgast
. six pi y . six 7



Luego,

G iy < >0siy> >
— si -y — si —.
dy Y=Y 4y 7%
Por lo tanto, (¢/d,a/d) es un minimo absoluto de L. O

Enseguida se da a conocer una propiedad importante para las funciones de Liapunov

estricto.

Corolario 3. Si L es una funcion de Liapunov estricto en un sistema plano, entonces no

existe ciclo limite.

Demostracion. Si L es una funciéon de Liapunov estricto, entonces L' < 0. Es decir, L no es

constante, por lo tanto, aplicando el Corolario 2 no existe ciclo limite. O

Antes de expresar algunos conceptos y propiedades propias del célculo fraccionario, las
cuales seran aplicadas en el desarrollo del Capitulo 3, mencionamos uno de los métodos para

aproximar la solucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias, el método de Runge Kutta.

1.3. Meétodo de Runge Kutta de cuarto orden (RK4)

Uno de los procedimientos mas exactos para obtener soluciones aproximadas del problema

de valor inicial
y' = f(t,y), y(te) =y

es el método de Runge Kutta de cuarto orden.

La féormula utilizada para este método consiste en calcular la nueva aproximacion y,,; (no se
debe olvidar que la variable independiente es ¢ y la variable dependiente es y) de la siguiente
manera;

h
Ynt1 = Yn + g(k:l + 2ko + 2k3 + ky)

donde h es el paso por iteracion y

kl = f(xnayn)v
h hk
ky = f($n+§ayn+71),
h hk
k?) = f(xn—f—gayn_}_TQ)u

ky = f(xn+ h,yn + hks).

10



Ejemplo 4. La ecuacion diferencial

d
d—f = ax (1 — %), tal que x(ty) = xo (1.8)
tiene como solucion general
N

(t)

Dados a = 1, N = 40 y tomando distintos casos de xq no negativos, vamos a graficar las

= 1.
14+ Ae—at (1.9)

curvas solucion de (1.8) y la solucion aprozimada generada al aplicar el método de RK/ para

t €10,8].

Notemos que la ecuacion diferencial (1.8) tiene un punto de equilibrio pozo en x = 40.
En la Figura 1.5 nos da una idea de este hecho.

Modeld_ogisticdRK4
Modeld.ogistico

— X0>40 — X0)>40
4 {0)=40 40 X0=40

— %0)<40 — X 0)<40

Figura 1.5: Gréficas de la curva solucion del modelo logistico.

1.4. Algunas propiedades importantes

En esta seccion definimos los operadores de derivacion e integracion del tipo Riemann
Liouville y de Caputo. Asi como también damos a conocer algunas propiedades importantes

como la propiedad de semigrupo de la integral fraccionaria, entre otros.
Definicion 13. La funcion T': (0,00) — R definida como
(o]
[(x) :/ t" et dt
0
se conoce como funcion Gamma de Euler.

Ejemplo 5. Demostrar que para cadan € N, I'(n+ 1) = nl.

11



Demostracion. La demostracion se haré por induccién matemaética.

Por Definiciéon 13 se tiene
[(2) = / te™" dt.
0

Haciendo integracion por partes u =t y v = —e~ ! tenemos

t +/ e tdt = —et = 1.
7=0 0 7=0

Supongamos que se cumple para todo £ menor igual que n, es decir, se cumple:

['(2) = —te”

I'(n+1)=nl
Luego,
I'(n+2) = / t" et dt.
0
Nuevamente integrando por partes, u = t""! y v = —e~! tenemos

L(n+2)=—te"

0004—/ (n+ Dt"e " dt = (n+1)/ thetdt = (n+1)n! = (n+ 1)\
0 0

T=

Por lo tanto, para cada n € N se tiene I'(n 4+ 1) = nl. O

Teorema 2. Sean x,y € R. Entonces

/1(1 — ) vl dt = M. (1.10)

I'(z+y)

Demostracion. Note que

F(az)F(y):/ st lems ds/ tvle ! dt:/ / s* et dsdt.
0 0 o Jo

Luego, haciendo el cambio de variable s = u?, t = v? obtenemos

—4/ / 2e—1)y2(y=1) g —u uvdudv—él/ / w2y —1e=v = gy,

Ahora usando coordenadas polares u = rcos, v = rsenf se tiene:
I'(@)T'(y) = 4/00 /’2’ 2@ =1 (cos 0)2* (sen 6)2 e r dfdr-.
Haciendo otro cambio de variable t = r? llegamos a que
M)T(y) = 2 / h / ® 11 (o 02 (sem BV e~ dfds (1.11)
o Jo
= 2 /OO t”y_le_tdt/g(cos 0)**~(sen 0)? ' db
0 0

= I'(z+y) <2/Og(cos 0)%*~!(sen §)* 1 dQ).

12



Por otra parte, sabemos que cos? + sen?f = 1, entonces

% g — 20\y 20\x
2/ (cos §)* 1 (sen §)2 ! d9:2/ (1 — cos®f)¥ (cos®f)

0 o 1—cos?0  cos?0

(—senfcos@) db.

Si w = cos?f se sigue que

5 /g (1 — cos?0)Y (cos®0)*
0

1 —cos20  cos?60

(1 —w)¥ w*

0
<—SeHOCOSQ) d9:/1 mz dw

Por tltimo, sea t = 1 — w. Entonces
0 1 1
1— w) w® v (1—t)
/&w—dw:/ Gk dt:/ =11 — 1)*L gt
1 —(l—w) w o t (1—1) 0

z 1
2/ (cos§)* (sen §)?¥ ! df = / (1 —t)" vt dt. (1.12)
0 0

Por lo tanto, por (1.11) se tiene que

' r—14y—1 _ F(ZE)F(y)
/0(1—75) vt = 5.

Se sigue que

La siguiente definiciéon es una generalizacion de la funcién exponencial.

Definiciéon 14. Sea o € C tal que R(«) > 0. La funcion de Mittag-Leffler E.(z) se define
como

E()=S — "
() kz_% T(ak + 1)

Note que E;(z) = €*.

Las siguientes definiciones son conocidas como integrales fraccionaria izquierda y derecha

de Riemann-Liouville.

Definicion 15. Sea Q2 = [a,b] donde (—o0 < a < b < o0) un intervalo en el eje real. La
integral fraccionaria de Riemann-Liouville, denotada por IS, de orden o € C, (R(a) > 0) se

define por

(1% f)(x) = F(l )/z< O g 2 (1.13)

« r—t)l-e
donde I' es la funcion Gamma. Esta integral es conocida como integral derecha fraccionaria.

Por otra parte, bajo las mismas hipotesis, se define la integral izquierda fraccionaria de

Riemann-Liouville (I3 f)(x) como sigue

o _ LM
(L f)(z) = ) /m ( —dt, z <b. (1.14)

13



Ejemplo 6. Sea f(z) =27, tal que x € R, v > —1 y a > 0. Entonces

(15 )() = Ff” T ety (1.15)

a+y+1)

Demostracion. Por Definicion 15 tenemos que

(1, f) () = ﬁ / " — e

Haciendo el cambio de variable s = t/x obtenemos

(IS f)(z) = ﬁ/{) (x — xs5)* Y (ws)"z ds
! 1 arlpa=lypiesY ds
= m/o (1—s5)*""2% 2 d
oty ol N
= m/o (1 —29)*""s"ds.

Luego, aplicando el Teorema 2 a la tltima igualdad se tiene:

ot [F(a)F(v + 1)} I'(y+1)
Ila+v+1)

15D = iy | Tt s 1y | =

]

Definiciéon 16. Bajo las mismas condiciones que en la Definicion 15, la derivada fraccionaria

de Riemann-Liouville, denotada por D¢, se define como
(Dg, f)(z) = D(I;;a )(z), (x> a). (1.16)

Definicion 17. Sean o € (0,1], [a,b] C R, f una funcion real adecuada (por ejemplo f €

Li(a,b)). La derivada fraccionaria de Caputo estd definida por
Dy, f(z) = (I,;*Df)(x), = > a,
esto es,

c o . 1 ’ f/<T) (7 a
D500 = iy [, Gy 2> )

Observacion 2. Sea k una constante y a > 0. Entonces

k(t — a)*

‘DY k=0 Ik =
at Y tat al'(«)

(1.17)

14



Demostracion. De antemano se sabe que la derivada de orden entero de una constante k es

cero. Luego por Definicién 17 se tiene que
c o 11—
Dy k=1,;0=0.
Por otra parte, aplicando la Definiciéon 15 tenemos

0, k[ L et g TRE=T) =t k(E—a)
Lok = 50y / =) dr = = @) lrea ™ alfa)
O

Observacion 3. La integral y derivada fraccionarias de Riemann-Liouville y la deriwvada

fraccionaria de Caputo son operadores lineales.
Antes de presentar el siguiente resultado, es necesario definir el conjunto L,(a,b).

Definicion 18. Sea Q = [a,b], (—o00 < a < b < o0) un intervalo finito o infinito en R.
Denotamos por Ly(a,b), (1 < p < o0) el espacio de funciones medibles de Lebesgue sobre €}

que cumplen que || f ||,< oo, donde

1= ( o ) "

El siguiente resultado es conocido como la propiedad de semigrupo de la integraciéon

fraccionaria.

Teorema 3. Sean o >0, >0 yp>1 tal que o+ < 1/p. Si f(x) € Ly(a,b), entonces

I I D) = L)), (1.18)
(LI ) @) = (LE7f)(),

en casi todo [a,b).

Demostracion. Por Definicion 15

(21506 = g5 [ @0 e [ =) o

Ahora, aplicando el Teorema de Fubini tenemos

/a /Tx(x — )27t — 1)L f(7) dtdr

1212 f)(@) = )
' f(7) / (x —)*7 Nt — 7)P~t dtdr.

o
INCHINE)
1

W/a

15



Haciendo el cambio de variable ¢t = 7 4+ u(x — 7) obtenemos

(1212 ) (@) = ﬁ /xfm / (1= w)(z — D) fule — 7))z - 7) dedr

= /f - a+51/1(1—u)a1 u? ! dudr
:W/O(_alﬁldu/f v — 7)1,

Aplicando el Teorema 2 en la ultima igualdad se tiene que

I 0@ = e (FZW)/f _ ryeeigy

— . a+,6’ ld
a+ﬁ/ !

(155 ) (@),

La demostracion de la segunda ecuacion es analoga, tomando el cambio de variable ¢t =

T+ulb—r1). O

Observacion 4. Bajo las mismas hipotesis del Teorema 3, se tiene que:

(IS IV (@) = (I 12 f)(2),
(I 1) f)@) = (I I f)(@).

Demostracion. Del Teorema 3 se sigue que
g I ) (@) = (1557 ) (@) = (L5 ) (@) = (T 15 ) (@),
La prueba de la segunda igualdad es anéloga. ]
Teorema 4. Sea f € Li(a,b) y o € (0,1]. Si f € ACla,b] o f € Cla,b], entonces
(" Day f)(x) = fz) — fla). (1.19)
Demostracion. De la Definicion 17 y el Teorema 3 se tiene que

(10" Day (@) = (I3, Ly Dg f)(x) = (L, Df) (@)

1),
L it = f(@) - f(a).

a
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1.5. Modelo Lotka-Volterra

Se parte de las siguientes hipotesis:

La especie depredadora solo se alimenta de la especie presa, mientras que ésta se nutre

de un recurso que se encuentra en el habitat en grandes cantidades.

Los parametros de edad y sexo no se cuentan.

Las caracteristicas son las mismas en todo el habitat.

La probabilidad de interaccion entre las especies presa y depredador es la misma.

Por lo que soélo existen dos variables: el tamano poblacional de la especie depredadora y
y el de la especie presa x, que dependen tinicamente del tiempo. Por lo tanto, si no existen
depredadores, la poblacién de presas creceria, mientras que sino hubiese presas, la especie

depredadora decreceria, esto es,

2 (t) = ax(t), y'(t) = —cy(t). (1.20)

Ahora bien, como ambas especies conviven en un mismo tiempo y se relacionan es nece-
sario modificar ambas ecuaciones con un término que dependa de la interaccién, beneficiosa
para depredadores, desfavorable para presas, razéon por la cual se toma con signo negativo en

el crecimiento de presas y positivo para los depredadores
() = ax(t) —bx(t)y(t), (1.21)
y'(t) = —cy(t) +dz(t)y(t)

donde a, b, ¢ y d son constantes no negativas.

Significado de los parametros:

a representa la tasa instantanea de aumento de presas en ausencia de depredadores.

c es la tasa instantdnea de disminuciéon de depredadores en el caso de ausencia de

presas.

b mide la suceptibilidad de las presas respecto a la interacciéon con los depredadores.

d mide la capacidad de depredacion de las presas.
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Por otra parte, note que los puntos de equilibrio del sistema (1.21) estdan dados por los

puntos (0,0) y (¢/d,a/b), pues el sistema linealizado de (1.21) es de la forma

a—>b —bx !
X' = Y X, tal que X = (x> v X = <“’>
dy —c+dx Yy Yy

Sustituyendo el punto de equilibrio (0, 0) en la matriz anterior y calculando los eigenvalores
encontramos que son a y —c. Como a y ¢ son positivos entonces tenemos una silla. Los eigen-
vectores respectivos son los ejes x e y. Estamos en el caso de un punto de equilibrio inestable.
Ahora, evaluando (¢/d,a/b) en la matriz del sistema y determinando los eigenvalores obte-
nemos +-/ac, pero ain no podemos decidir la estabilidad de este punto.

Haremos un bosquejo de las nulclinas de este sistema, las cuales se han determinado en el

Ejemplo 2.

y x=c/d

Figura 1.6: Nulclinas no cero del sistema presa-depredador.

Note que las nulclinas no cero dividen la region z,y > 0 en cuatro regiones basicas. Pode-
mos pensar que las soluciones giran en direcciéon contraria del movimiento de las manecillas
del reloj, alrededor del punto de equilibrio. Necesitamos saber exactamente cual es el caso:
espiral hacia el punto de equilibrio, espiral hacia un ciclo limite, espiral que tiende a oo que
pasa a través de los ejes coordenados o posiblemente es una orbita cerrada.

La respuesta se expresa en el siguente teorema.

Teorema 5. Cada solucion del sistema presa-depredador es una drbita cerrada (excepto el

punto de equilibrio Z y los ejes coordenados).
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Demostracion. Consideremos la solucion W, W # Z que no pasa en el eje x ni en el eje y.
Esta solucion es espiral que gira alrededor de Z, cruzando cada nulclina de manera infinita.

Esto nos lleva a una doble sucesion infinita

to>t1>0 9>+,

to <t_1 <t_o<---,

tal que ¢y, (W) pertenece a la linea x = ¢/d y t,, — oo cuando n — o00. Si W no es una
Orbita cerrada, la sucesion ¢, (W) es monotona en x = ¢/d. Del Corolario 3 sabemos que no
existe ciclo limite, entonces ¢, (W) — Z cuando n — oo 6 cuando n — —o0.

Ahora, del Ejemplo 3 se sigue que L es constante en W, entonces L(W) = L(Z). Pero esto

contradice el hecho de la minimalidad de L(Z) dada en la Observacion 1.

x=c/d

Figura 1.7: El retrato de fase del sitema presa-depredador es una 6rbita cerrada.

Por lo tanto, W es una o6rbita cerrada.

O

Ejemplo 7. Sea la condicion inicial xg = 3 y yo = 1. Entonces el retrato de fase del sistema

¥ = 0.4z —0.37zy, (1.22)

y = —0.3y + 0.05zy,

estda dado por lo siguiente.
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Aplicando el Método de Runge Kutta con h = 0.01 y ¢ € [0,60] graficamos la curva

parametrizada:
RK4
depredador
15¢
1.0r
0.5+
0.0 presa
3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 1.8: Retrato de fase del sistema 1.22 obtenida al aplicar RK4.

Notese que es una orbita cerrada. Esto es, las funciones x y y son funciones periédicas

respecto a t, que se ha demostrado en el Teorema 5.

— presa

— depredador

Figura 1.9: Funciones peri¢dicas.

1.6. Modelo Lotka-Volterra fraccionario

Los sistemas complejos (vidrios, cristales liquidos, ecosistemas, etc.) se caracterizan por

presentar un gran nimero de elementos unitarios que interaccionan entre ellos, lo que hace
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que estos sistemas manifiesten una evoluciéon anémala en el tiempo.

Entonces como alternativa para resolver estas desventajas aparecen las ecuaciones fraccionarias,
con las propiedades de no localidad y memoria. Sin embargo, quedan atin abiertas cuestiones

como qué definicién de derivada fraccionaria es mejor usar.

Por otra parte, sabemos que la solucion del sistema (1.20) esta dada por las expresiones:
z(t) = Cre, y(t) = Coe™ (1.23)

lo cual implica que la evolucién de las poblaciones en el tiempo sigue una ley exponencial

clasica.

Pero es posible encontrar poblaciones tal que su crecimiento no verifican el modelo ordina-
rio, por ejemplo el crecimiento descontrolado de las células cancerigenas, el lento crecimiento
de la poblacién humana en situaciones como la guerra, epidemias, etc., lo que nos lleva a
pensar que se trata una ley exponencial pero no necesariamente como la clésica, més bien

como exponenciales generalizadas.

Por ejemplo, las poblaciones = e y podrian crecer como exponenciales generalizadas:
.’E(t) = OlEa(ata)7 y(t) = C2Ea(_0ta)- (124)

Considerar el sistema anterior es equivalente a introducir una derivada fraccionaria de Caputo

en (1.20), esto es,
“Dg. () = ax(t), “Dy y(t) = —cy(t). (1.25)

Llegamos entonces al modelo fraccionario generalizado siguiente:

‘Di, x(t) = ax(t)—bx(t)y(t) (1.26)
“Dopy(t) = —ey(t) + dz(t)y(t),
donde «, 5 € (0,1], a, b, ¢ y d son constantes no negativas y D¢, , cDg+ denotan la derivada

fraccionaria del tipo Caputo, de orden « y [ respectivamente.
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Capitulo 2

Aplicacion del Método de la Perturbacion Homoto6pica

(MPH) al modelo Lotka-Volterra

Comenzamos este capitulo definiendo una homotopia. Luego, damos una idea general
de Método de la Perturbacion Homotopica. Posteriormente aplicaremos este método para
resolver al modelo exponencial y logistico. Por tltimo, mediante este método, aproximamos

la solucién del modelo Lotka-Volterra fraccionario.

2.1. Homotopia

Definicion 19. Sean fy, fi : X = Y dos funciones continuas cualesquiera. Una homotopia

de fo a fi es una funcion continua
H:Xx[0,1] =Y
tal que para cualquier x € X se tiene

H<x70) = f0($>a
H(z,1) = fi(z).

En tal caso se dice que fy es homotopica a f.

Ejemplo 8. Sean fo(z) =2 y fi(z) =z, x € R,
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Construimos una homotopia H : R x [0,1] — R tal que

H(z,p) = (1 —p)fo(z) +pfi(z).

Es decir,

H(z,p) = (1 - p)a* + pa.

Note que
H(z,0) = 2* = fo(x), H(z,1) =2z = fi(z), z €R.

2.2. Idea basica del MPH

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial no lineal

A(u) — f(r) =0, (2.1)

r € €2, con condiciones de frontera B(u,du/0n) = 0,7 € I', donde A es un operador diferencial
general, B es un operador de frontera, f(r) es una funcién analitica conocida, I" es la frontera
de Q.

El operador A puede ser dividido en dos partes, L y N, donde L es lineal y N es no lineal.

Por lo tanto la ecuacion (2.1) podemos reescribirla como sigue:
L(u) + N(u) — f(r) = 0.
Construimos una homotopia v(r,p) :  x [0,1] — R que satisface
H(v,p) = (1 = p)[L(v) = Luo)] + p[A(v) = f(r)] =0, (2.2)

donde p € [0, 1] es un parametro, r €  y ug es una aproximacion inicial de (2.2) que satisface
las condiciones de frontera. Asumimos que la solucion de la ecuacion (2.2) puede ser escrita

como una serie de polencias en p:
2 3
U—U0+pU1+p U2+p 'U3+"'

Haciendo que p tienda a 1, la solucion aproximada de (2.1) es

uzlfmUIU0+U1+UQ+"‘
p—1
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2.3. Multipaso del Método de Perturbacion Homotépica
(MMPH)

Sea [a, b] un intervalo. Hacemos una particion P = {tq = a,t1,ts,- -+ ,t, = b} de [a,b], tal

que
h—

ty =to+ kAt, paracada k=1,--- ,n y At = ¢
n

Sea u;(t) la solucion obtenida al aplicar el MPH en [tg, ], con aproximacion inicial ug que se
ha elegido de antemano. Ahora bien, tomamos como aproximacion inicial u,(¢,) para generar
la solucion wus(t) en [t1,ts] aplicando el mismo método. Siguiendo el mismo razonamiento
generamos la solucion ug(t) en [ty_1,tx] considerando como aproximacion inicial wg_q (tx—1).

Luego, como
n

U [te—1,tx] = [a,b],

k=1
se sigue que la solucién en [a, b] es de la forma

z(t) = ug(t), t € [ty—1,tx], para cada k=1,--- ,n. (2.3)

2.4. Aplicacién del MPH al modelo de crecimiento expo-
nencial

Tomamos como ejemplo mas simple la ecuaciéon diferencial
' = az, z(0) = x.
Construimos la siguiente homotopia
(1=p)(v' —z5) +p(v' —av) =0, p € [0,1].
Despejando v’ en la igualdad anterior obtenemos
v = apv. (2.4)

Supongamos que la solucion en (2.4) es

v = vy + pv1 + pPus + pPus + ..., zo = p. (2.5)
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Ahora, sustituyendo (2.5) en (2.4) y agrupando potencias de p obtenemos
V), = av,, n€N.

Luego,
(at)"

- neN.
mn:

Un = X

Entonces

[e'S) 9] ) + k
=1 k _ _ LE()(CL ) _ at
u = 1m D U = Vr = = Tp€ .
p—1 k'
k=0 k=0 k

=0

2.5. Aplicaciéon del MPH al modelo logistico

Consideremos la ecuacion diferencial (1.8). Construimos la siguiente homotopia

(1—p)(v — xyp) +p<v'—av+ %UQ) =0, pel0,1].

La ecuacién anterior se reduce a

v = pv — pv®.

Supongamos que la solucion de la ecuacion (2.7) es de la forma

vV = Vg + pU1 —|—p21)2 —|—p3vg + ..., g = Vg.

Sustituimos las ecuacion (2.8) en (2.7) y agrupando potencias de p obtenemos

o) e’} 3
. . a
;_0 pu; = a ;:0 Pt — N [US + p(2vgv1) +p2(2v0v2 + U%) +p’ E VU3

=0

k
+"'+kaUjUk—j+"':|'
=0

(2.8)
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De la ecuaciéon anterior, formamos las siguientes ecuaciones diferenciales:

/
UO — 07
a
! 2
a
/
Uy = av; — —(2vv
2 1 N( 0v1),
a
/ _ 2
vy = avy — N(%ng + v7),
a k
/ —
Uk—',—l =  avr — N E VjVk—j-
j=0

Solo determinamos los primeros 10 términos v;.

vi(t)
va(t)
vs(t)
va(t)
vs(t)

Uﬁ(t)

U7(t)

(%] (t)

Ug(t)

V10 (t)

a *
NUV — Zo)zo(t — 17),
CL2 *\ 2
W(N — 2x0) (N — xo)xo(t — )7,
3

#%(Ng — TN?xg + 12Na2 — 623)(t — t*)?,

4
i To(N* = 15N + 50N} — 60Nz + 24x) (£ — ¢°)",

5
1231\[5 (N — zg)ao(N* = B0N?zq + 150N?zg — 240N + 120z) (¢ — t*)°,

6
o (V = 20)a0(N? — 62N + 540N — 1560} + 1800 N — 720a5)
x(t —t*)°,

7
—5():0 N7950(N T — 127NSzo 4+ 1932N°22 — 10206 N3 4 25200N3z3 — 31920
xxg + 20160Nz — 5040x4) (t — t*)7,

8
—403;0 s (N = 0) (N7 — 254N + 596N — 40824N" g + 126000N
—191520N2z5 + 141120 N x5 — 4032027 ) (¢ — t*)®,

9

—362580 Ao o(N P — 511N®zg + 18660N"z§ — 204630N°z§ + 1020600N >z

—2739240N"*z) + 4233600 N3z5 — 3780000N 22 + 1814400 N x5

—36288020)(t — t)°,
CLlO

3628800]\]10(
+5103000N°zy — 16435440 Nz + 29635200N 2§ — 30240000 Nz,

N — z0)zo(N? — 1022N%z + 55980N "2 — 818520 N3

+16329600 Nz — 3628800x)) (t — t*)*°.
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Se sigue que nuestra solucién aproximada es

Tomemos como ejemplo a = 1y N = 40. Aplicamos el MMPH con At = 0.01, ¢ € [0, 60]

y grafiquemos la curva solucion z(t) respecto de ¢ para distintos casos de xy no negativos.

MMPH

80

— x(0)>40

—— x(0)=40

— x(0)<40

Figura 2.1: Curva solucion aproximada del modelo logistico.

Notemos que las graficas de las Figs. 1.3 y 2.1 son idénticas. Mas atn, en la Fig. 2.2 grafi-
camos la diferencia entre la solucion exacta dada en (1.3) y la soluciéon aproximada obtenida

al aplicar el MMPH con 3 términos, con los pardmetros previos.

-2.x1079

x -9 . .
~4xo — Distintos casos de x(0) no negativo

-6.x10~2H

-8.x107%F

Figura 2.2: Diferencia entre la solucion (1.9) y la solucién obtenida por MMPH.
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2.6. Aplicaciéon del MPH al modelo Lotka-Volterra frac-

cionario
Del sistema (2), construimos una homotopia dada en la ecuacion (5) como sigue

(1—-p)(v* —z5) + p*—av+bvw) =0,

(1—p)w’® —yd) + pw®+cv—dvw) =0,
considerando las aproximaciones iniciales:

zo =vo(t) = o(t*), 0<t" <t

yo=wo(t) = w(t?), 0<t* <t
Supongamos que la solucion de (2.9) tiene la forma,

vo= v0+pv1+p2v2+p3v3+~--,

w = w4 pwy + pPws + pPws + - - -

donde v;, w;, @ € N son funciones que seran determinadas.

Por lo tanto, la solucién aproximada es

r = llmv=vg+vi+vo+uv3+---,
p—1

Yy = limw:w0+w1+w2—i—w3+-~-.
p—1

Por otra parte, el sistema (2.9) se reduce a

v* = plav — bvw),

w” = p(—cv+ dow)

Sustituyendo el sistema anterior en (2.11) obtenemos

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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D v = ap) pui—tp (vowo + plugws + vrwo] + pPlugws + viwy + vaw]
=0 =0

k
+p3[vow3 + vjwe + vowy + vawp| + - - - +pk Z VjWh_j - ) ,
j=0

Zpiw%g = Z p'w; + dp (Uowo + pluows + viwo] + p*[vows + viwy + vawo]
i=0 1=0

k
+p3[1}0w3 + viwe + V2wy + Ug’wo] + .-+ pk Z VjWg_j - - ) .
7=0

Entonces
vy = 0,
v = avy — bugwy,
vy = avy — b(vowr + viw)),
vy = avy — b(vows + viwy + vawy),
n
o P . .
Uy, = av, —b g VjWy—j.
7=0
Luego,
wg = 0,
wf = —cwy + dvywy,
wy = —cw; + d(vow, + V1w ),
wg =  —cwq + d(vowy + viwy + Vawy),
n
B _
W, = —cw,+dY vjw,_j.

§=0
Aplicando el Ejemplo 4, las Observaciones 1, 2 y 3 y los Teoremas 2 y 3, calculamos v; y w;,

dondei=1,---,5:
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U1 (t)
va(t)

v3(t)

’U4<t>

Vs (t)

vo(a — bwy)

I'(l+a) (8 =177,
U(}((al;b;;?) ’ (t— )2 — bvlgzlflogr—éigo) (t — 1)+,
vo(a — bwyg)? (Y bugwo(—a + bwy) [ et 2du,
T(1+ 3a) T(1+ 20+ B)

(t _ ti)a-‘rQﬁ,

Fl+a+B)(—c+ dvo)] (1 — )25 (¢ — dvo)*wobvy
I'(1+a)l(1+p) T(1+a+20)
vo(a — bwg)* bugwo(a — bwg)? [c o — d— ( ['(142a+p)
I'(1+ 4a) T'(1+3a+3) 0 I'(1+2a)C(1+p)
I'(1+a+p) I'(1+20+5) F\3at
(14 a)l(1 +ﬁ)><_c+dvo> CT(1+a)l(1 —l—a—l—ﬁ)}( -
bugwo(—c + dup) I(1 4+ a+25)
T(1+ 20+ f) Kl T(1+ a)l(1 +25)><_C+d”0)(_a+bw°)
I(1+4 a+28)(—c+ duvy)b r( +a+6)(a—bw0)dvo]
F(1+ 8T (1 +a+pB) 1+ a)'(1+40)
e2atp)  Dvowo(c — dug)® a3
(t = )er? - T'(1+a+38) (=),
vo(a — bwyg)® (a — bwg)3bugwy [ '@+ 3a+ B)dvg
T'(1+5a) F(1+4a+8) | T +20)T(1+a+B)
P(L+30+f)(—ctdw)  T(+3a+pfdn (et du)
T(1+ A)L(1 1 3a) TI+a)l(1+2a+p) 0 \ora
F'l+a+Br'(1+2a)+I'(1+2a+ )1+ a)
T(1+ a)D(L + 2a)T(1 + B) ~ [P+ 2o+ B)dvo

(t . t*)4a +

+ d’(]()(—a + 2bw0) —

(t — )" +

I(1+a) (1 +a+ B)(1—c+2dv)]/T(1+a)I(1+a+ ,6’)] (t —t;)ttP

bugwo (1 +2a+28)(c — dvg)*(a — bwy)?  4°HPT(1/2 4+ a + )

T(1+4 3+ 20) {_ T(1+4 2a)T(1+25) - /ATl +a+p)

[(1 4+ 2a + 28)bwy(—c + dvg) (—a + buy)
L(1+ /)14 2a+ )

I'(14+ a4+ B)(—c+ dvy)

T+ o) (1+5) ) + a(—c + duvy) ((—c + dvg)(—a + bwg) + dvg(—a

Ybug) — I(1+a+28)(—c+dvo)(a —bwy) I'(1+a+ B)(a—buwy)duy
0 T(1+a)T(1+26) T(1+a)T(1+f)
(14 a+28) b(—c+ dvg) ) ~ P(1+ 20+ 28)dvg(a — bwo)(—c + duo)

ri+p5) TA+a+p) F1+ o)1+ a+25)
(F(l +a+ B)(a — bwy)
T(1+a)(l+B)

(—c+ dvg)(—a + bwg) —

(—c—f—?dvo

+a— wa0> — bwo(—c + dU0> (d’Uo(—a + 2[)11)0)
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X

+

I'(1+ a+28)(—c+ duy)(a — buwy)
I'(1+a)'(1+25) I'(l+ )
(a—bwy) T(14 a+28)b(—c+ duvy)
) T+ AT+t ) — vod(—a + bwy) ((—c—i—dvo)(—a—i-bwo)
[(1+ 2a+ B)dvg (—a 4+ wy)  T'(1+ a+ B)(—c+ duvg)bwy
Tlta+p) T(l+a) T(1+ )DL+ p)
['(14 2a+ B)(—c+ dvg)(—a + buwy) s0i0s  buowo(c — dug)?
I'(1+2a)0(1+ B) )}(t_ti) o T(1+4 2a+ 33)
I'(1+ a+ 38)bwy(—c + duvg) I'(1+a+35)(c— duv)
F'l+a+p)I'(1+28) 1+ 8)I(1+a+28)
['(14 a4+ 358)(a — bwy)(c — dwy) (14 a+p5)
T(1+a)l(1+3p) N vod(wO(“ =30+ T T )
Fl+a+28)(a—bw)  T({1+a+28)b >](t—t
I'(14+a)l(1+28) Fr1+8r(1+a+pB)
bugwo(c — dvg)*
T(1+ o+ 48)

I'(1+ o+ B)dv

+ (—C + dUo)(—CL + bwo) —

bwo(—c + 2dvg) +

+ (CL — b’LUo)(—C + d’UO) —

bU)O —

(a — bwg) + )2a+35

7

(t _ ti)a+4ﬂ‘

Luego para los primeros 5 términos de w:

’LU4(t)

U)O<—C + d'Uo)

= ravs

_ woézlcj_ch};) (t . t*)26 + d???ﬁaa_+bg;)) (t . t*)a+5’

_ wo(—c + dvg)? (- 1y 1 dvgwo(—c + duy) {F(l + o+ ) (a — bwy)

T'(1+36) T(1+a+28) I'(1+a)l(1+p)

+ oa- QbIUo} (8 — )220 4 d;fﬁﬂg; iwﬁof (£ — %)%+,

_ wo(—c + dv)* RRVT: dvgwo(—c + duvg)? I'(1+a+208)(B)

T T(1445) (=)0 L1+ a+3p) {_ wo T(1+a+B)T(1+p)
bwg I'(14+ a+ B)(a — bwy) LB + a+28)(a — bwyg)

“TE) " (“ — 2bwo + T(1+a)(1+5) ) T(1+26)0(1 + a)T(B)

) (1 gryeras 4 drowola = buo) {F(l +a+ fbwo(c — dvy) | DHT( +2a + F)

(14 2a+205) 1+ a)'(1+5) I'(1+4+20)T(5)
(a —bwo)(—c+dvg) T(B)T(1+2a+ B)(a — bwg)dv

X I'(1+ B) + I +at AT+ a) + (—c 4+ dvg)(a — bwy)
2 dvowo(a — bwg)? 30
+ bwo(C—QdUo)} (t—t )2 +2,3_|_ F(1+3a+6) (t—t )3 +B’
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+ o+ 4+ o+

+

U)O(—C + d'l}0>5 dUQ’wo(—C + dUQ)S F(l + o+ Bﬁ)b’LUO(—C + d'Uo)

I'(1453) (=17 + T(l+a+43) | TA+a+pB)(1+28)
['(1+a+3B)bwo(—c+dvg)  T'(1+a+38)(a—bwy)(—c+dv) c
T(1+ AT+ a+23) T(1+o)T(1+30) I'(1+a)

1

IF'1+4+6)I'(1+a+ BT +28)

a) =T+ a+28)dw) + (1 + a+ B)(a — bwe)(T(1+ o+ B)T(1+28) + T'(24
dvg

Fl+a)(1+ 68T (1 +a+ B8)T(1+25)

a)T(1+26)I(1+a+ )+ D1+ B)0(1+ a+28)) + I(1+ a)(1+ 28)(I'(3

D14 o+ B)(a — 3bwy) — T'(1 + a+ 28)bwy)] + bwo(—c + dvo)} (t —t*)o+P

D(1 4+ a)D(1 +28)(D(1 + B)T(1 + a + B)(—3bwp

1+ a)T(1+ B))] + [T(1 4 a + B)(—bwy

dvgwy(—c + dup) {4“51“(1/2 + a + B)bdvowo(—a + bwy) I'(1+2a+25)
T(1+ 2+ 3P) JT (1 +a+B) T(1+ 2a)0(1 + 25)
I'(1+ 2a + 258)bwy(—a + bwy)
T+ )T+ AT+ 2a+ ) LTl
I'(1+2a+ 28)dvg(a — bwy) (T'(1 + a+ 5)
2dvg) +T'(1 4+ a + B)(—dvy +¢)) + T +a)l(1+at2h) ( T +a)
T(1+ 20+ B)
T(1+20)0(1+f)
['(14 a+ B)bw(c — dvg) — dvg(a — bwy)

(—c+ dvy)(a — bwg)? —

(a — bwy)
I'(1+8)

+a— 2bw0) + (=bwo + a) ( — ac — 3bdvowg +

(—c+ dvg)(a — bwy) + 2bcwy + advy +

1+ a)l'(1+8) Frl+a+p)
I'(1+2a+ ﬂ)) b ( P +a+B)dvg(a—bwy)  T(1+a+28)(—c+ dv)
T(1+ ) 0 I'(1+a)(1+8) I(1+B8)T(1+a+p)

b+ 2bdvowy — advy + (—c + dvg)(—a + bwy) (1 + r(l;(}r :;:)?(Jlr iﬂgﬁ)))}

dvowo(a — bwg)? [T(1 + 3a + B)(a — bwg)dvg
(1 + 3a + 2a) { T(1+20)0(1+ o+t f)

I'(1+3a+ F)(a—bwy)(—c+dvy)  T'(1+3a+ B)dvy(a — bwy)
T(1+ 3a)0(1 + 5) Tl + DL+ 20 + B)
FNl+a+B)(c—dvy) T(1+2a+ 5)(c—duv) dvy

<C —dm 2t TR T ) T4 20T+ B) T+ a)

dvgwy
I'(1+4a+5)

(t . t*)2a+35

+ (—c + duvo)(—bwy

a) + + bwy

T(1+ 20+ f)

_ g¥\da+tp
L(1+a+p) (=™

)} (t — )% 4 (a — buwy)*

Por lo tanto, la solucién aproximada es (z(t), y(t)), en donde

w(t) = U0+U1+Ug+’03—|—214+v5,

y(t) = wo+ wy + wy + w3 + wy + ws.
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2.7. Aplicacion del MMPH al modelo Lotka-Volterra

Sea [0, bp] un intervalo. Hacemos una particion P = {tq = 0,t1,ta, -+ ,t, = by} de [0, b,

tal que
bo :
ty = kAt, paracada k=1,---,n y At = —, con n suficientemente grande.
n

Sea (xo1,Yo1) una aproximacion inicial de (z,y) tal que 2(0) = z¢1 v y(0) = yo1.

Entonces la solucion aproximada (zx(t), yx(t)) en [ty_1,tx] para cada k = 1,--- ,n esta dada
por

re(t) = wvotvi+vat-r, Vo= xp_1(tr-1),

y(t) = wo+wi+va+--, wo=Tp_1(tp—1)-
Los v;, w;, para cada ¢ = 1,--- ,5 se han determinado en la Secciéon 2.6, tomando t* = t,_;

v (z0,y0) = (zr—1(tx—1), yx—1(txk—1)) en cada paso k. Por lo tanto, la solucion aproximada en

[0,bo] es (x,y) tal que

l‘(t) = l’k(t), t e [tk_l,tk],

y(t> = yk(t)a te [tk—latk])
para toda k=1,--- ,n.

Ejemplo 9. Aplicando el MPH resolvemos el sistema con condicion inicial (3,1):

¥ = 04x —0.37zy

y = —0.3y+0.05zy.

Aplicando los resultados de la secciéon 2.5 tenemos que
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1
vo + v0(0.4 — 0.3Two) (t — t*) + {5(0.4 — 0.37w)? — 0.185(—0.3 + O.O5vo)w0} v
1
(t =17 + | 50(0.4 = 0.3Tu)? — 0.0616667(0.3 — 0.05t0)*vgew + 0.0616667(~0.3

1
2(—03 + 0051)(]) + 0.1'110)1)0(—0.4 + 03711)0)'11)01 (t — t*>3 + |:ﬂ1)0(04 — 037’11)0)4
0.0154167(0.3 — 0.05v0)>vowo + 0.0154167(—0.3 + 0.05v0)vo(1.11(—0.3 + 0.05v)
0.100(0.4 — 0.37wp) + 4(—0.3 + 0.0500) (—0.4 + 0.37wo) + 0.0505(—0.4 + 0.74wy))

wo + 0.0154167(0.25 — 5(—0.3 + 0.05v0) — 0.25v0)ve(0.4 — 0.37w0)2w0} (t —t*)*

1 1
{EOUO(OA — 0.37wo)® + 0.00308333(0.3 — 0.05v0) vowp + 0.00308333 (5 ( —2(0.7

0.1v) — 0.3U0) —9(=0.3 + 0.05v) — 0.55110) 06(0.4 — 0.37wg) wo + 0.00308333v,
wo(0.4(—0.3 + 0.0500) (1.11(—0.3 + 0.05v9) — 3(—0.3 + 0.05v0) (0.4 — 0.37w,) — 0.1

09(0.4 — 0.37wp) + (—0.3 + 0.05v9)(—0.4 + 0.37wy) + 0.0509(—0.4 + 0.74wy)) — 0.2
30 — 50vg
100

(—0.3 + 0.05v0)v(0.4 + 2(0.4 — 0.37wy) — 0.74w;)(0.4 — 0.37wg) — 6(
2

(0.4 — 0.37w0)> — 0.3(=0.3 4 0.05v0) (—0.4 + 0.37wg) — 0.37(—0.3 + 0.05v,)(1.11
(—0.3 + 0.05v0) — 3(—0.3 + 0.05v5)(0.4 — 0.37wg) — 0.1v(0.4 — 0.37wg) + (—0.3
0.0500)(—0.4 + 0.37wp) + 0.05v5(—0.4 + 0.74wp))wo — 1.48(—0.3 + 0.05v)(—0.3
2(—0.3 + 0.05vg) + 0.105)(—0.4 + 0.37wg)wo — 0.05v(—0.4 + 0.37we) (4(+0.05v,
0.3)(—0.4 + 0.37wp) + 0.15v(—0.4 + 0.37wg) + 0.74(—0.3 + 0.05v9)wo + 0.37(—0.3
0.1vp)wp)) + 0.00308333(0.3 — 0.0500) *vowo(—4(0.3 — 0.05v5)(0.4 — 0.37wg) + (0.4
—0.37wo)(—0.3 + 0.05v) — 1.48(0.3 — 0.05v0)wp + 2.22(—0.3 + 0.05v0)wo — 0.05v,

(—=1.11 4 5(0.4 — 0.37wq) + (0.4 — 1.11w0)w0))] (t — %),
1

1
wg} (t—1)? + {6(0.3 — 0.05v0)*wo + 0.008333330(0.4 — 0.37wo)?wo + 0.00833333

vowo(—0.3(0.4 — 0.37wp) + 2(—0.3 4 0.05v5) (0.4 — 0.37wg) — 0.05vy x (—0.4 + 0.37

1
24
(0.4 — 0.37wg)>wo + 0.00208333vwo(—1.11(—0.3 + 0.05v)* + 0.05(—0.3 + 0.05v;)

wo) — 0.37(—0.3 + 0.05v0)w0)] (t—t) + [ (0.3 — 0.0500)*wo + 0.00208333v,
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x (0.4 — 0.74wy) + 2(—0.3 + 0.0519)%(0.4 — 0.37wy) — 3(0.3 — 0.05v9)?*(—0.4 4 0.37
X wp) + 0.3(—0.3 + 0.05v9)(—0.4 4 0.74wp) — 0.37(0.3 — 0.05v0 ) 2wy ) 4 0.00208333vg
X wo(4(—0.3 4+ 0.05v0) (0.4 — 0.37Twp)? + 0.15v(0.4 — 0.37wg)* — 0.74(—0.3 + 0.05v;)

1
x (0.4 — 0.3Twp)wo + 0.37(—0.3 + 0.1vy) (—0.4 + O.37w0)w0)] (t—t)* + {m(—o.os

X vg + 0.3)%wg + 0.000416667v0(0.4 — 0.37wg ) *wo + %(—0.0151)0(0.4 — 0.37wp )*wy
4+ 0.2(—0.3 + 0.05v5)vp(0.4 — 0.37wg)*wp + 0.0275v3 (0.4 — 0.37wg)*wp + 0.0185vy(—5
X (—0.3 +0.0500)(0.4 — 0.37wg)? — 2(—0.3 + 0.1v) (0.4 — 0.37wg)* — 0.025(2 + 6vy)
x (0.4 —0.37Twp)*)wg) + 5(0.2(0.3 — 0.05v0)%v0(0.4 — 0.37Twg)w — 0 — 0.185(—0.05
x v+ 0.3)%(—0.3 4 0.05v0)v — 0w + 0.0185(—0.3 + 0.05v)*vewj — 0.015vpwe(—1.11
X (=0.3 +0.0500)% 4 0.3(0.3 — 0.05v) (0.4 — 0.741wg) + 0.05(—0.3 + 0.05v0)ve(—0.74
X wg + 0.4) + 5(0.3 — 0.05v9)%(0.4 — 0.37w — 0) — 0.37(0.3 — 0.05vg)*wy) + 0.0025v]
X wo(—1.11(=0.3 + 0.05v9)? + 0.3(0.3 — 0.05v0) (0.4 — 0.74wg) + 0.05(—0.3 4 0.05)
X 9(0.4 — 0.74wg) + 5(0.3 — 0.05v0)(0.4 — 0.37wy) — 0.37(0.3 — 0.05v¢)%wy)) + Elo
x(0.3(0.3 — 0.05v9)vp(0.4 — 0.37wp)*wp + 0.0185v9(1.11(—0.3 + 0.05v0)* — 3(—0.05
X v+ 0.3)%(0.4 — 0.37wp) — 0.1(—0.3 4 0.05v9) v (0.4 — 0.37wp) + (0.3 — 0.05v)?

X (=0.4 4+ 0.3Twg) + 0.05(—0.3 + 0.05v0 )vo(—0.4 + 0.74wp ) )wg + 0.00555v5 (0.05v,

— 0.3)(—0.4 + 0.37Twp)w + 0.01v3(0.4 — 0.3Tw)wo(3(—0.3 + 0.05v0) (0.4 — 0.37wy)
—0.37(—0.3 + 0.05v0)wp) + 0.074(—0.3 + 0.05v)vowg (—0.4(—0.3 + 0.05v5) — 0.02v;
— 2(=0.3 + 0.0500)(0.4 — 0.37wp) + 0.37(—0.3 4 0.05v0)wy + 0.0185v5wy) — 0.015wy
X 0o(4(=0.3 + 0.051) (0.4 — 0.37wg)? + 0.15v5(0.4 — 0.37wg)* — 0.74(—0.3 + 0.05v;)
x (0.4 — 0.37wp)wo + 0.37(—0.3 4+ 0.1v) (—0.4 + 0.37wg)wp) + 0.002503w,(4(0.05v¢
— 0.3)(0.4 — 0.37Tw)* + 0.15v0(0.4 — 0.37wg)?* — 0.74(—0.3 + 0.05v0) (0.4 — 0.3 7w )wo

4+ 0.37(=0.3 + 0.1vg) (—0.4 + 0.37wp)wo) ) | (£ — £°)°.

Aplicando el MMPH dada en la seccion 2.6, tomando At = 0.01 en el intervalo [0, 60] grafi-

camos el retrato fase:

35



Retrato - fase
depredador

0.5r

presa

Figura 2.3: Caso a = 3 =1, t € [0,60].

Notese que la grafica es una solucion periddica, lo cual se distingue mejor si graficamos

cada variable respecto de t.

o

presa

— presa

Figura 2.4: Caso solucién periddica.

Al graficar respecto al tiempo nos damos cuenta de que primero ha de crecer la especie
presa para que la depredadora tenga alimento y pueda llegar a su méaximo, haciendolo més
tarde que la especie anterior. Una vez que la especie depredadora alcanza su méaximo es cuan-
do la especie presa empieza a descender y por consiguiente el alimento empieza a escasear,
lo que produce una disminucién de la poblaciéon de la especie depredadora; aunque dicho

proceso se producird con mas lentitud respecto de la presa. Se repite el mismo suceso.

Por otra parte, del Ejemplo 5 y las graficas previas, notamos que las curvas solucién

generada por el MMPH y RK4 son idénticas.
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Mejor atin, graficaremos la diferencia de las soluciones obtenidas por RK4 y MMPH tanto
para x(t) asi como también para y(t) respecto a t, con 3 términos tanto para la presa como

para el depredador en MMPH.

. Grafica depredador
Grafica presa

t
05 0 15 20 25 3.0
_acy
4.x 109 2x10
4x107
3.x10 6x107
2.x10 8x 1019
12109
1.x 109 9
1.2¢10°2
t 4109

Figura 2.5: Diferecia entre las soluciones obtenidas por RK4 y MMPH aplicada al Modelo
Lotka-Volterra.

Ahora, con la solucién aproximada obtenida al aplicar el MMPH al modelo presa-depredador
(Seccion 2.6 y 2.7) y considerando las mismas condiciones iniciales y parametros, excepto para
a'y B, graficamos las siguientes curvas en donde ¢ € [0, 25] :

— Presa — Depredador
Retrato- fase P

Depredador

Presa : - ~ t
10 E

Figura 2.6: Caso a = 8 = 0.25.

Luego,
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— Presa —— Depredador

Refrato- fase

Depredador

YAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV AV AV W W N

0.0k : : - : : t o Presa t
3 4 5 6 7 8 g 10 5 10 15 20 25

Figura 2.7: Caso a = 8 = 0.5.

Por ltimo,

— Presa — Depredador

Retrato- fase
Depredador

v

A NV N N 4

0.0r L - - : Presa . . . . Lot
3 4 5 6 7 8 9 10 5 10 15 20 25

Figura 2.8: Caso a = § = 0.75.

De las Figs. 2.6, 2.7 y 2.8, observamos que los retratos de face son espirales pozo. Note
que la aproximacion de la curva al punto de equilibro depende, en gran medida, del orden de
la derivada. Entre mas cercano sea el orden a cero, la aproximacion requiere de un tiempo
corto. Ademés, en los 3 casos, todos alcanzaran un equilibrio, pero en tiempos distintos. En
el caso a = f = 0.25 es mas rapida. Pero en general, a, § € (0, 1] son arbitrarios.

Grafiquemos algunos casos donde a # f3.
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— Presa — Depredador

Retrato- fase

Depredador

15 20 25

Figura 2.9: Caso a = 0.25y 8 =0.5.
Otro caso:
— Presa — Depredador
Retrate- fase :
Depredador
1.3
10
1.2
8
1.1 6
4
1.0
2
N N i e
0.9
4 6 8 10 Frass 5 10 15 20 25

Figura 2.10: Caso a = 0.25 y 5 = 0.75.

También se considera:

Retrato- fase — Presa — Depredador
Depredador
1.20 12
1.15 10
8
1.10
6
1.05
4
1.00
2
0.9 Presa t
4 6 8 10 12 5 10 15 20 25

Figura 2.11: Caso « =0.25y g = 1.
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De las 3 ultimas graficas, a = 0.25 juega un papel importante. Por ejemplo, en la Fig.
2.9, la tendencia hacia el punto de equilibrio es mas lento que en el caso de la Fig. 2.6, y
eso se puede distinguir mejor en las gréficas respecto a t; en la Fig. 2.6 el equilibrio ocurre
aproximadamente en t = 10, mientras que en Fig. 2.9 sucede en un tiempo cercano a 25. Y
si lo comparamos con la Fig, 2.7, es mucho més evidente, no hay acercamiento al punto de
equilibrio, a menos que se prolongue el tiempo.

Por otra parte, la Fig. 2.11 nos muestra que al variar tan s6lo uno de los érdenes de
derivacion, ya no se cumple el Teorema 4.

De hecho, sera el caso de un espiral pozo el retrato fase.

2.8. Error del MMPH aplicado en el modelo Lotka-
Volterra

De las Secciones 2.6 y 2.7, tomando a < (3, concluimos que el error de la solucion apro-
ximada es de la forma O((At)**1)%) para la solucién x(t), en donde v;, w;, i = 1,--- , k se

han determiando.

Esto es,
k
w(t) =Y v+ O((At)ETD), (2.13)
i=0
Mientras tanto,
k
y(t) = wi+ O((At)*+7). (2.14)
i=0

Si a > 3, es analogo.
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