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Resumen

En esta tesis se estudia un problema con condicién de frontera de Neumann, para la
ecuacion de difusiéon andémala sobre el primer cuadrante del plano. Se adaptan las ideas
principales del método de Fokas para construir una representacion integral de la solucion
y se presentan ejemplos numéricos que muestran el comportamiento de algunas soluciones

particulares.
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Introduccion

La difusion es un fenémeno comin en la naturaleza, y es fundamentalmente, un meca-
nismo que transporta materia o alguna otra cantidad fisica de un lugar a otro en un espacio
determinado. Las caracteristicas de dicho mecanismo dependen tanto de las propiedades
fisicas del medio, e.g. la temperatura y la estructura geométrica del espacio dentro del cudl
se lleva a cabo este fenomeno, como de la interaccién entre la sustancia que se difunde y la

sustancia en la cual ocurre la difusién, e.g. la difusién de una gota de tinta en agua [1].

En cambio, la difusion anémala aparece en sistemas desordenados o en sistemas que se
encuentran lejos del equilibrio termodindmico [2], donde las heterogeneidades del sistema,
inducen un comportamiento anémalo en el desplazamiento cuadrado promedio recorrido por
la sustancia que se difunde y crece con el tiempo de la siguiente forma: (r?(¢)) oc t7, donde
el valor del exponente divide de manera natural a los procesos difusivos en dos regimenes

distintos: superdifusién para > 1 y subdifusién para v < 1 [3].

Una forma de modelar la difusién anémala de un fenémeno es mediante las ecuaciones dife-
renciales fraccionarias que involucran derivadas espaciales fraccionarias, dichas derivadas son
operadores integro-diferenciales y no locales. En las tltimas décadas se ha demostrado que
las ecuaciones diferenciales fraccionarias son la base de modelos muy eficientes en una amplia
gama de fenémenos; en ciencia e ingenieria, e.g. ha sido 1til en el estudio de la estructura in-
terna de células vivas, la caracterizacion de la manera en la que distintas especies de animales
encuentran alimento y en la descripcion del movimiento del agua o petrdleo en reservorios o

yacimientos altamente desordenados (ver [3-6]).

Por otro lado, el problema del valor inicial y de frontera bidimensional se ha abordado



para modelos basados en ecuaciones diferenciales parciales, en [7] los autores encuentran una
solucion analitica usando una transformada unificada, propuesta por Fokas, para la ecuacion
de calor bidimensional en el primer cuadrante con condiciones de frontera Neumann no
separables, también en [8] los autores encuentran una solucién analitica para una ecuacién
generalizada de Korteweg-de Vries en un cuarto de plano. En [9] la existencia y unicidad de
soluciones suaves se ha demostrado para el problema de Cauchy de una ecuacion de calor

fraccionaria estocastica, donde esta involucrado el Laplaciano fraccionario.

En este documento; nos centraremos en problemas de valor inicial y de frontera, con condi-
ciones de Neumann; para 1 > 0, x5 > 0, ¢t € [0,T] y « € (2, 3),

(

Uy = Dg u+ Dy u,
u(zy, x2,0) = wug(xy,22), 1)
Ug, (0,9, t) = hy(z2,1),
Uz, (21,0,8) = ha(xq,1),

con la condicién de compatibilidad hq(0,t) = h2(0,t). Donde, la derivada espacial de orden

fraccionario es definida via potencial de Riesz

1 © san(z; — y) |
Doju = = T Oy ulyr,ye, )y, = 1,2.
Y I'(3 — a) cos (ga)/o |z — y;lo=2 Y (Y1, y2, t)dy;,

Teniendo en cuenta lo anterior, nuestro objetivo general es determinar una representacion
integral asociada a la solucién de la ecuacién de difusion anémala (1) en el primer cuadrante
del plano. Ademas, presentar evaluaciones numéricas para condiciones iniciales y de fron-
tera especificas; por otro lado, comparar representaciones integrales obtenidas por el método
unificado de Fokas (ver [7], [10]) asociadas a la ecuacién de calor bidimensional con respecto

a la ecuacién (1) para o = 2.

El contenido de esta tesis se divide en tres capitulos de la siguiente manera: En el capitulo
uno daremos los preliminares basicos necesarios para el desarrollo del trabajo, referentes a
conceptos de variable compleja, ecuaciones diferenciales parciales y derivadas de orden fra-

ccionario , entre otros. En el capitulo dos nos enfocaremos en explicar el método para obtener

II



las representaciones integrales para la ecuacién de difusién anémala en la semirrecta positiva.
Por otro lado, presentaremos una solucién a nuestro problema planteado (1) en el capitulo
tres, incluyendo ejemplos de evaluaciones numéricas para condiciones iniciales y de frontera

especificas.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo presentamos una nocién de ecuacién diferencial parcial de or-
den fraccionario; posterior a esto, definimos de manera muy general operadores integro-
diferenciales, espacios de funciones LP y algunas funciones especiales de interés para sumer-

girnos en parte de la teoria del célculo fraccionario.

1.1. Ecuacién diferencial parcial

Una ecuacién diferencial parcial [11], es una ecuacién que involucra una funcién descono-
cida de dos o mas variables y algunas de sus derivadas parciales. Fijemos un entero £ > 1y

sea U C R"™.
Definicién 1.1.1. Una expresion de la forma
F(D*u(z), D" u(z), ..., Du(z),u(z),2) =0, z€U
es llamada ecuacion diferencial parcial de k-ésimo orden, donde
F:R" xR"'x...xR'"xRxU—R
es dada, vy
u:U—R

es la funcion desconocida.



De la misma forma que el Célculo ordinario, las ideas de derivacién fraccionarias conducen
al concepto mas avanzado de ecuacion diferencial. Una relacién involucrando uno o mas ope-
radores fraccionarios aplicados a una funcién desconocida u se conoce como una ecuacién

diferencial fraccionaria [12].

Ejemplo 1.1.1. Observemos la siguiente ecuacion diferencial parcial de sequndo orden
U(T) = Ugy gy (T) + Ugyzp (T), xr €U, (1.1)

donde x = (1, x2,t). Si consideramos

Ugje; = Dy,  j=1,2, (1.2)

Zj
en el que 2 < a <3, Dy u (Derivada de Riesz), reemplazando (1.2) en (1.1), obtenemos
us = D3 u+ D3, u.

La anterior ecuacion es un caso particular de las llamadas ecuaciones diferenciales
parciales de orden fraccionario, dado que involucra derivadas espaciales de orden fra-

cCLonario.

Por otro lado; continuando con nuestro proceso de facilitar algunos conceptos previos,

definimos operador integro-diferencial.

1.2. Operador integro-diferencial

Sean = un espacio de funciones, k € Z y D : = X Z + €2 un operador.

Definicién 1.2.1. Decimos que D es un operador integro-diferencial [15], si

(

£ f(x) si k>0

D® f(z) = /.../f(:v)d:vdx...d:n st k<0
k veces

f(x) st k=0

\
para f(x) € Z. Ademds, D es un operador lineal (dado que derivar e integrar son lineales) y

se cumple que

DD f(z)] = D" f(x).



Si consideramos « € R, obtenemos el operador fraccionario

D*f(x). (1.3)

Buscamos que (1.3) cumpla ciertos requisitos para que tenga sentido llamarlo operador

integro-diferencial de orden fraccionario [13]. Estos requisitos serdn:

» Sia=n,n €N, entonces

D) = i)

es decir, que coincida con la derivada usual.

= Si a = —n, entonces

Df(z) = //.../f(x)dx dz ... dz,

—_—

n veces

es decir, que si es a es un entero negativo sea la n-ésima integral iterada de la funcion.
» Si a =0, entonces: D f(z) = f(z).

= Que cumpla de alguna manera la propiedad de semigrupo, es decir, que si tenemos

a, 3 € R, entonces: D*[DP f(x)] = D**P f(x).

A continuacién, nos enfocaremos en proporcionar una definicién y algunas propiedades de

los espacios de funciones que ocuparemos en nuestro escrito.

1.3. Espacios de funciones integrables

Sea 2 un subconjunto medible de R™ con medida (de Lebesgue) positiva y denotemos

L() el espacio vectorial formado por tales funciones.

Definicién 1.3.1. Sea 1 < p < o0, llamamos espacio LP(Y) [14] al siguiente conjunto de
funciones medibles f € L(Q) :

v@)={1 e 1@): [ 1P < oo}

y definiendo

i ={ [ |f(rc)|pdw};, f e

se obtiene una norma en LP(S2).



Adicionalmente; para p = 0o, necesitamos dar una nocién de las funciones esencialmente

acotadas.

Definicién 1.3.2. Sea 2 C R™ medible con medida positiva. Decimos que una funcion f :
Q0 — K esti esencialmente acotada [1}] cuando existe una constante M > 0 tal que

|f(z)] < M para casi todo x € 2.
Considerando lo anterior, definiremos al espacio L>(£2).

Definicién 1.3.3. Liamamos L® () al espacio vectorial formado por todas las funciones

medibles f € L(§) y esencialmente acotadas de 2 en K, donde
[ flleo = esssup,eq|f(2)] = min{M >0 [f(z)] < M}, fe L=(Q).

Ahora, enunciaremos algunos teoremas referentes a los espacios LP(€2)(encontraremos las

demostraciones en el libro Sobolev Spaces [15]).

Teorema 1.3.1. (Desigualdad de Hélder ) Si1 < p < ooy f € LP(Q), g € LIQ),
entonces fg € L'(Q) y

AU@%MWSWMWM,%+$:L

Observacion 1.3.1. La desigualdad anterior, claramente se cumple en los casos p = 1,

g=ooyp=o0,q=1.

Teorema 1.3.2. (Desigualdad de Minkowski) Si 1 < p < co. Entonces

L+ gl < 11 f1lp + Mgl
Por otra parte, obtenemos la completez de LP({):

Teorema 1.3.3. (Teorema de Riesz-Fisher). Para cualquier conjunto medible Q0 C R"

de medida positiva y 1 < p < oo, LP(Q) es un espacio de Banach [14].

Corolario 1.3.1. L?(Q) es un espacio de Hilbert con respecto al producto interno

mm:[ﬁ@ﬁam



Observacion 1.3.2. La desigualdad de Hélder en realidad es la conocida desigualdad de

Schwarz

[(F ) < (1=l
Teorema 1.3.4. C5°(Q2) es denso en LP(2) si 1 < p < 0.
Seguidamente, definimos algunos subespacios importantes de los espacios LP(£2).

Definicién 1.3.4. Sea Q2 C R", decimos que W™P(Q) es un espacio de Sobolev [15] si
WmP(Q):={f € LP(Q): D*f € L’(Q),Va € N", |a| <m} C LP(Q)

donde D*f es la notacion multi-indice de las derivadas parciales. La nocion de norma de los
espacios de Sobolev se obtienen a partir de la norma de los espacios LP(§2), como sique:

1
p

, st 1< p<oo,

1 llmp = [Z 1D fII

laj<m

[ fllmoo = max [[D®f][o
|a|<m

Observacion 1.3.3. El espacio de Sobolev WOP(Q) = LP(Q).

Definicién 1.3.5. Los espacios H™(2) son espacios de Sobolev con p = 2, dichos espacios
estan dotados de manera natural de la estructura de espacio de Hilbert. Donde el producto

interno se define a partir del producto interno de L?

<f7 g)Hm(Q) = Z <Daf’ Dag>2

laj<m
Para finalizar esta seccién; incluiremos el concepto de convolucién, que nos ayudara a

simplificar algunos calculos de nuestro problema a tratar.

Definicién 1.3.6. Dadas dos funciones f(z) y g(x) con medida de Lebesque en R™, n > 1,
tal que f( )g(xz— ) es Lebesque-integrable en R"™, x € R", la convolucion f* g de f y g en el
punto x es definida por [16]

(fxg)(z) = f(t)g(x — t)dt.

Rn



Uno de los resultados ttiles para estudiar la convolucion es la desigualdad de Young dada

en el siguiente teorema:

Teorema 1.3.5. (Desigualdad de Young). Sean f € LP(R"), g € LY(R"), donde n > 1,
1/p+1/q>1, yseal/r=1/p+1/q— 1. Entonces (f xg) € L"(R"), y

F*gllr <1 flpllgll-

Ademas; la convolucion posee la propiedad de conmutatividad, es decir, f x g = g * f.

1.4. Funciones especiales

En la teoria del cdlculo fraccionario, se utilizan dos funciones matematicas muy conocidas.

A continuacién, daremos una nocién de dichas funciones.

Definicién 1.4.1. La integral de Euler de sequndo orden
I'(z) = / ¥ e dx, Re(z) >0,
0

es llamada la funcion gamma [17]. Es convergente para todo z € C, para el cual Re(z) > 0.
La funcion gamma se extiende al semiplano Re(z) <0, z # 0, —1, =2, ..., por la continuacion

analitica de esta integral. Donde
['(z+1) = zI'(2), Re(z) > 0.
Definicién 1.4.2. La integral de Euler de primer orden
1
B(z,w) = / 2711 — ) e, Re(z) >0, Re(w) >0,
0

es llamada la funcidon beta [17]. Ademds; B(z,w) estd relacionada con la funcion Gamma,
como Sigue:

L)l (w)

B(z,w) = TGrw)

Ahora; nos enfocamos en profundizar un poco en la teoria del calculo fraccionario, prin-

cipalmente en los operadores fraccionarios de interés para el desarrollo de nuestro escrito.



1.5. Operadores fraccionarios de Riemann-Liouville

En esta seccién daremos las definiciones de operadores fraccionarios de integracion y
derivacién de Riemann-Liouville [18]. Debe senalarse que el operador fraccionario sera una

. ., . xr .
generalizacion del operador integral fa . aplicado n veces

/; dt/at dtl.../:n2 Y(tp_1)dt,—1 = ﬁ/ax(x—t)"_ly(t)dt_

Definicién 1.5.1. Sea o € C (Re(a) > 0), n = —[-Re(a)], [a,b] CR y f € L*(a,b). Las
integrales

1

I30a) = g [ =0T O @) (1.4

GD@) = g | =0 0 (@ <)

son conocidas como integrales fraccionarias de Riemann-Liouville de orden «, por la izquierda
y por la derecha, respectivamente.

Las derwadas fraccionarias asociadas a estos operadores integrales vienen dadas por
(D2 f)@) = (DI (),
(Dy-f)(x) = [(=D)"I;=*f](x),

respectivamente.

Las definiciones de integrales fraccionarias de Riemann-Liouville dadas en (1.4), pueden
ser extendidas de manera natural a los semiejes (—o0, b y [a,00) , respectivamente, a través

de las siguientes

N = s | "o — e (0, (1.5)

) J
1°f)(z) = ﬁ / (t — 2)* ' f (1)t

Las correspondientes férmulas de derivacién son
(DLf)(x) = (DI f)(=),
(D2f)(x) = (=L)D" 1" f)(x).

Los operadores fraccionarios definidos anteriormente, poseen algunas propiedades que mostra-

remos a continuacién.



Propiedades 1.5.1. Sean o, 3 € C (Re(a) > 0,Re(B) >0) y x > a [18]:
u I;+a = Dg_;r .
» La integral y derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, son operadores lineales.

» Se verifica que

o (r— )bl — I'(B) — o)+l
a*( ) F(ﬂ+a)( ) )
a(r—q -1 _ F(ﬁ) r—a f—a—1
a+( ) F(ﬁ—a)( )

En particular, st f =1
ar(l) =
» Sea f € L'(a,b), entonces se verifica que
(12 N)@) = (D5 () = f@)
casi para todo, (c.p.t), en [a,bl.
» Sea f € L'(a,b), entonces se verifica que
(Dar 1 f)(x) = f(a),
c.p.t., en [a,b]
» Propiedad de semigrupo (Iéﬁ[ﬁf)(a;) = (Igfﬁ )(z).

» [% es un operador acotado en L'(a,b)

(b _ G)Re(a)

[a+ 1> 1
12541 < ey M1

» La integral fraccionaria dada en (1.4), se puede expresar como una convolucion de dos

funciones, es decir

(L (@) = (Pa* f)(2),

donde




= Transformadas de Laplace de la integral y derivada fraccionarias de Riemann-Liouville

LU (@)} = s L{f(x)}
L{DgN)(x)} = s*L{f(@)} =) " F(0), n=—[Re(a)].

k=0

Dada la definicién anterior de integral fraccionaria de Riemann-Liouville, damos paso a

otro concepto de derivada fraccionaria.

1.6. Derivada fraccionaria de Caputo

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville jugé un papel determinante en el desarrollo
del cuerpo tedrico del Célculo fraccionario, y se utilizé con éxito en aplicaciones estrictamente
matematicas. Pero al tratar de realizar modelaciones matematicas de fendmenos fisicos reales
por medio de ecuaciones diferenciales fraccionarias, surgio el problema de las condiciones ini-
ciales también de orden fraccional. Este tipo de condiciones no son fisicamente interpretables
y presentan un obstaculo considerable a la hora de hacer uso practico del Célculo fraccionario.
El operador diferencial de Caputo, en contraste con el de Riemann-Liouville, emplea como
condiciones iniciales derivadas de orden entero, es decir, valores iniciales que son fisicamente

interpretables a manera tradicional [12].

Definicién 1.6.1. Sea a € C (Re(a) > 0) y f € C"[a,b], conn = —[—Re(«)]. La derivada

fraccionaria de Caputo de orden o de f se define por

(“Def)x) = (L) (@)
S S A A () e
- I dt, a>

I'(n—« x — )t

donde f™ es la n-ésima derivada usual de f.

Observaciéon 1.6.1. Las derivadas fraccionarias de Caputo y de Riemann-Liouville son
buenas generalizaciones de la derivada ordinaria, en el sentido de que respetan los valores
de las derivadas enteras usuales, concordando asi entre ellas. Pero en el caso no entero no

coinciden, como se pone de manifiesto en el siguiente resultado

Proposicién 1.6.1. Sea o # N Re(a) > 0), n = —[-Re(a)] y f € L'a,b] una funcién

para la que existen las derivadas fraccionarias de Caputo y Riemann-Liouville. Entonces se

9



verifica la siguiente relacion:

(“Dg f)(z) = Z

k=0

k—«
— > Q.
rk+1—a<x o) >a

Observacion 1.6.2. Por lo tanto, para érdenes de derivacion no enteros, las derivadas de

Caputo y Riemann-Liouville coincidiran cuando se cumpla

f(a) = (@) =+ = £ V(@) =0,
A continuacion, mostraremos algunas propiedades de la derivada de Caputo
Propiedades 1.6.1. Sea o € C ( Re(a) > 0), n = —[-Re(a)]:

» Si f € L*(a,b), entonces

lim (°D2, f)(z) = f™(z), m=0,1,2,...

a—m

» Se verifica que
DY (x—a)*=0, k=0,1,....,n—1.

Esta propiedad, evidencia que el valor de la derivada fraccionaria de Caputo de una
constante es cero; mientras que, utilizando la deriwada de Riemann-Liouville no se

cumple, como se observa en la ecuacion (1.6).

s Transformada de Laplace

LD @)} = s"L{f(2)} - Z ekt n = —[-Re(a)].
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Capitulo 2

Método unificado de Fokas

En este capitulo, haremos hincapié en el método que utilizamos para resolver una ecuacién
diferencial parcial sobre la semirrecta [10], explicamos de manera muy general dicho método

y lo adaptamos a una ecuacion diferencial que involucra derivadas de orden fraccionario.

2.1. Ecuaciones de evolucion sobre la semirrecta [10]

Nos centraremos en ecuaciones diferenciales parciales (EDP) lineales de evolucién, es

decir,
¢ +w(—id,)g = 0 (2.1)

donde
w(k) es un polinomio de grado n y fe w(k) > 0. (2.2)

La restriccién anterior en w(k) asegura que el problema de valor inicial de (2.1) en el eje real
estd bien planteado.

Sea «, el coeficiente de k", es decir,
wk) = ak"+ a1 k"N + a0, a, #0.

La forma més simple de determinar la funcién w(k) correspondiente a una EDP lineal de

evolucién dada, es sustituir la siguiente exponencial que es una solucién exacta de (2.1):
eikz—w(k)t’ LeC

11



Primero introducimos algunas notaciones tutiles:

» Se verd que un problema de valor inicial y de frontera para (2.1) en la semirrecta

requiere N condiciones de frontera, donde

oF n es par

N=4q 2 n esimpar,o, =i
n—1 . . .
nLon es impar, o, = —i

y ay, es el coficiente de k™ en w(k).

» La condicién inicial dada se denotara por go(z) y su transformada de Fourier por go(k),

q(z,0) = qo(x), 0 <z <o0; qo(k) = / e *qo(x)dx, Sm k> 0. (2.3)
0

» Las t-transformadas de los valores de frontera se denotaran por g;(k),

T
gi(k) = / e"9iq(0,s)ds, k€ C, j=0,1,...,n— 1.
0

= Si la funcién ¢ o una de sus derivadas se especifica como una condicion de frontera, esta

funcién se denotard por g;(t) y su t-transformada por G,(k),
‘ T
02q(0,t) = g;(t), 0 <t <T; Gj(k) = / e"g;(s)ds, ke C. (2.4)
0

= Resultara que la representacion integral que se derivara para ¢ también es vélida si T

se reemplaza por ¢ en (2.4); la integral pertinente se denotard por G;(k,t), es decir,

t
Gk t) = / g (t)ds, keC0<t<T.
0

» C* y C~ indicardn la mitad superior (3m k > 0) y la mitad inferior (Sm k < 0) del

k-plano complejo. El dominio D esta definido por
D ={k e C, Rew(k) <0}.
D%y D~ denotaran la parte de D en C* y C—,

Dt=DnNnC*, D-=DnC . (2.5)

12



Proposicién 2.1.1. (Una representacion general integral). Sea q(x,t) que satisface la EDP

lineal de evolucion (2.1) en el dominio
N={0<z<o0, 0<t<T},

donde w(k) satisface la restriccion dada en (2.2). Definimos los polinomios c;(k), j =

0,...,n—1, por la identidad

kE—1

i=—i0y

Supongamos que q(z,t) es una solucion suficientemente suave (hasta el limite de 2) de (2.1),
que tiene suficiente decaimiento, cuando x — oo, uniformemente en 0 <t < T'. Entonces,
q(z,t) es dado por

_ 1 = ikz—w(k)t~ 1 tkx—w(k)t~
q(z,t) = o _Ooe qo(k)dk o 8D+€ g(k)dk,

donde D% es la frontera del dominio DT definido en (2.5), qo(k) es definido por (2.3), y
la funcion g(k) es definida en términos de la t-transformada de los valores de frontera (2.4)

por la formula

i
L

g(k) = ) ci(k)gj(w(k)), keC

<.
Il
o

Ademds, la siguiente relacion global es valida:
qo(k) —g(k) = e“’(k)T/ e~ *g(x, T)dzx, Sm k <O0.
0

Ahora, continuando con nuestro trabajo, definiremos Integrales fraccionarias del Tipo

Potencial .

2.2. Integrales fraccionales del Tipo Potencial

En muchos campos del analisis matematico ocurren con frecuencia operadores de inte-
gracién fraccionaria con “limites constantes de integraciéon” (admiten una extensién natural
del caso de muchas variables) [17], dichos operadores se denominaron operadores de tipo po-

)
tencial. Comenzamos a considerar los potenciales estudiando primero el caso de las funciones

dadas en todo el eje R!.

13



2.2.1. Potencial de Riesz en el eje real

Consideremos la integral

. 1 < p(t)
1“9 = o (@) cos(an/2) /OO |x—t|1*°‘dt7 Re(a), 0 #1,3,5, ... (2.6)

donde 0 < Re(a) < 1. La integral 1%y es llamada el potencial de Riesz [17]. Consideraremos

a la ecuacién (2.6) la siguiente modificacién

1 > sgn(z —t)
Hoy = )t 2,4,6,... (2
80 2P(OZ) Sln(Q{ﬂ'/Q) /OO |ZL‘ i tll—Ot QO( ) ) %6(@), a 3& 9 767 ( 7)
Podemos observar que
I* = [2cos(am/2)] 7 (I$ + 1),
H® = |2 sin(onr/Q)]_l([i —I%),

donde I son los operadores definidos en (1.5). Asi los operadores Iy H* con 0 < Re(«) < 1

son definidos en funciones ¢(t) € LP(R), 1 < p < 1/Re(a).

Teorema 2.2.1. Sea 0 < Re(a) < 1 y ¢ € LY(R). Entonces

(FIe)(x) = [z|"*(Fo)(x),
(FH%)(x) = isgn(x)|z|*(Fep)(x),

donde F es la Transformada de Fourier.

2.2.2. Potencial de Riesz en la semirrecta positiva (z > 0)

Los potenciales (2.6) y (2.7) también se pueden considerar en la semirrecta:

. ¥ el
foe = ot 0
4 2I'(a) cos(am/2) /0 ¢ x>0,
Moy = BT Y o(t)dt
0¥ 2I'(a) sin(am/2) /0 |z — ¢]1e p(t)dt, = >0,

por lo tanto, claramente
I = [2cos(am/2)] (15, +1%),
Hy = [2sin(ar/2)] 71§, — I%).
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Notemos, finalmente que se obtienen las Transformadas de Fourier en Senos y Cosenos:

fc(j((]l@) = :L‘_afcgp,
F(HSp) = x “Fyp.

2.3. Derivada fraccionaria tipo Riesz

Para nuestro interés, consideraremos 2 < a < 3. Por lo tanto, la derivada fraccionaria de

tipo Riesz estara dada por el siguiente operador [19]:

a, - _ 1 sgn(z —y)
Dru ['(3 — «)cos (ga)/g |z — y|o—2 Oyuly, t)dy (28)

A modo de ejemplo, adaptaremos el método de Fokas a un problema de Neumann para

la ecuacion de difusién anémala en la semirrecta positiva > 0 como sigue [19]:

Uy = Dfu, t>0
u(z,0) = wup(x) (2.9)
uz(0,8) = h(¢)

donde DSu estéd definida en (2.8).

2.4. Ecuaciéon de difusion anémala en la semirrecta po-
sitiva (z > 0)
Sea u(k,t) la transformada de Fourier con respecto a x en la semirrecta [10]
Ak, 1) — / (e de,  Sm(k) < 0. (2.10)
0
La transformada inversa es dada por
(z,1) ! /Oo Rk, t)dk >0
u(z,t) = — e’ x> 0.
) 27r e Y Y

Derivando (2.10) con respecto a t, reemplazando u; por D%u, aplicando el teorema de con-

volucion e integrando por partes, encontramos que u(k, t) satisface la ecuacién

2
. . o’
Qo t) + K|k, ) |/€|O‘Z $“
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k|t

Entonces, multiplicando la anterior ecuacién por e e integrando con respecto a la variable

tiempo, tenemos:

Mk t) = To(k) + |k Zgﬂ “’“'JH : (2.11)
donde [20]:

¢
gj(a,t):/ e’ u(0, s)ds.
0

Aplicando la transformada inversa a (2.11), tenemos

1 [ e 1 (k| t
u(x,t) = —/ ke IRIM G, (k) dk + — {|k:| Zgﬂ’ |J+1 } (2.12)

27T 27'[' oD+

con DY ={k e C:0<Sm (k) < Z|Re (k)|}. Notemos que las funciones g;(|k|*,t) de la
ecuacion (2.11) permanecen invariantes si k se reemplaza por —k; por lo tanto, complemen-

tamos (2.11) con la ecuacién
2
. . o N iR 1)
MU=k t) = To(—k) + |K| ZW (2.13)
=0
para Sm (k) > 0. Usando el hecho que:

/ e*u(—k, t)dk = 0.
oD+

Al determinar go(|k|%, t) en (2.13) y reemplazar en (2.12), obtenemos una representacién

integral para u(z,t) de la siguiente manera:

Proposicién 2.4.1. La ecuacion (2.9) formulada en la semirrecta x > 0 con valor inicial

uo(z) admite la representacion integral

1
u(z,t) = 7 fos

donde D = {k € C:0<3m (k) < Z|Re (k)|}.

A o 3 1 0 ekl
ik —|k| t[uo(—k) — 9k 2|k|ag1(|k‘|a,t)}dk+%/ otk —|k| tuo(k‘)dk‘,

Dada la proposicién anterior, tenemos que [19]:

o] t
U(l’, t) = / G(I) (ZE, Y, t)uo (y)dy + / G(B) (I7 t— S)h(S)dS,
0 0

donde
GO (@ y.r) = i/oo e gy L[ k- gy
27T — 00 27'(' oD+
1 N
GB(z, 1) = ——/ ke IRIT =2 |2k,
oD%+
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2.5. Evaluacion numeérica

2.5.1. Ejemplo 1

Consideremos el siguiente problema:

Ut = Dfu,
up(z) = (x4 1)e?,
uz(0,t) = 0,

para x > 0, t > 0. Es decir:

wet) = [T GO0+ ey
0

06

— u0(x)

u(x,1)
— u(x,2)
— u(x,3)

10

Figura 2.1: Representacion integral asociada a u(z,t) para diferentes tiempos y o = 2.

1.0

0.8

Figura 2.2: Representaciones integrales asociadas a las soluciones v(z,t) y u(z,t) de las

ecuaciones de difusion y difusion anémala, respectivamente. Para el caso anémalo con o = 2.
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1.0
0.8+
— a=2
— a=2.5
— a=2.9
X
8 10

Figura 2.3: Representaciones integrales asociadas a la soluciéon de la ecuacion de difusion

anémala u(x,t) en el tiempo ¢ = 1, para diferentes valores de a.

Figura 2.4: Variacién de u(x,t) para « =2, en x € [0,10] y ¢ € [0, 10].

2.5.2. Ejemplo 2

Consideremos el siguiente problema:

uy = Diu,

uolz) = (z+1)e,

u.(0,8) = sin(t),
para x > 0, t > 0. Es decir:

o) t
u(z,t) = / GD(z,y,t)(y + 1)e Ydy + / GB)(z,t — s)sin(s)ds.
0 0
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u(x,t)

1.0
0.8
0.6 — u0(x)
— u(x,0.5)
0.4
— u(x,1)
02 — u(x,1.5)
X
2 4 6 8 10
-0.2
-0.4

Figura 2.5: Representacion integral asociada a u(z,t) para diferentes tiempos y o = 2.

u(xt)
1.0
0.8
0.6 — v(x,0.5)
— u(x,0.5)
0.4
— v(x,1)
02 — u(x,1)
X
2 4 6 8 10
-0.2
-04

Figura 2.6: Representaciones integrales asociadas a las soluciones v(z,t) y u(z,t) de las

ecuaciones de difusion y difusion anémala, respectivamente. Para el caso anémalo con a = 2.

u(x,t)

1.0

0.8

06 — a=21

0.4 — a=2.5

02 — a=2.9
X

2 4 6 8 10
-0.2
-04

Figura 2.7: Representaciones integrales asociadas a la soluciéon de la ecuacion de difusion

anémala u(x,t) en el tiempo ¢ = 1, para diferentes valores de a.
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2.5, en z € [0,10] y t € [0, 10].

Figura 2.8: Variacién de u(zx,t) para «

20



Capitulo 3

Planteamiento del problema

Consideremos el siguiente problema lineal:

(

Uy = Dg u+ Dy, u,
w(zy,9,0) = wo(xq,x2),
Uz, (0,9, t) = hy(z2,1),

\ Ugy (21,0,1) = hao(xy,1),

(3.1)

para x1,z2 > 0, t € [0,T], € (2,3), con la condicién de compatibilidad hq(0,t) = ha(0,1).
Donde la derivada de Riesz es una modificacion de (2.8) y es definida por la siguiente integral,
para j = 1,2

1

«a o] Sgn(QJJ ) 3
Pt = 7 02 u(yn, yo, t)dyj,
x; ['(3 — «) cos (%oz)/o lz; — v, ‘a 2 Yy; u(y1, Y2, t)dy;

Definimos la transformada de Fourier

k17k27 / / ka x17$27 )d$1dl’2,

donde Sm (k1),Sm (k2) <0, k- x es el producto interno para k = (ky, ks), © = (21, 22); y la

transformada inversa dada por

1 00 0 R
U(Il,xg,t) = W/ / €lk.zu(l{}1,k2,t)dk1dk2.

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacién (3.9), obtenemos

R R 8 u O k s k 70 t
Ut(kl,kg,t) + kou(kl,kQ, |k1| Z ]+21 |k2| Z 1J+1 ’
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con ko = |k1|* + |ka|®.
Entonces, multiplicando la anterior ecuacién por e e integrando con respecto a la vari-

able tiempo, obtenemos

2
~ ~ g 07 27 @ g'(k07k17t)
(ky, ko, t) = To(ky, ko) = [ka|® E J JH + |k2| E W? (3:2)
=0

donde
t .
gjl-(a,kg,t) = /Oe”sailﬂ(o,kg,s)ds,
t
g?(O',kl,t) = /6“83{2@(]{1,0,3)%.
0

Aplicando transformada inversa en (3.2) con respecto a k;, y moviendo el contorno de

integracion de los términos que contienen a gjl-, obtenemos:

2 9
g 1 > ik —|ki|ot | ~ ey g‘(ko’kl’t)
elk2] tu(xl,krz,t) 7 etkrzi—lk| t[uo(k’l,k‘z)‘f‘ | Ko E : ](Z-]@)jﬂ dh
=0
2 9
1 'kl 17|]€1‘at gj (k07k27t)
ik k a} :—,dk 3.3
oo ane i — (iky)t &

con Df = {k; € C:0 < Qm (k) < Z|Re (k1)|}. Notemos que las funciones gj de la
ecuacién (3.2) permanecen invariantes si k; se reemplaza por —k;; asi complementamos (3.2)

con la ecuacion

2
~ a (07k27 g ko, ]fl,
by oo t) = oy, ) + Il S T Z e (64
=0

para Sm (—ky), Sm (ky) < 0. Sustituyendo ga de la ecuacién (3.4) en (3.3) y usando el hecho

que

/ +e”“m u(—ky, ko, t)dk; = 0,
oD

por teorema de Cauchy, obtenemos una representacion integral para u(xy, ko, t).

€\k2|ata(l,17 ko, t) = go(t)QO(xh k2) +% (t)Q1 (xh k2)
4 .5_]

G (0%
+ \kz\“z—kjfl%(t)qj(%Ikzl ) (3.5)
j=2 "2
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donde los operadores ¥;(t)g;(x1,0), son dados por
g (t)qo X1,0 / / Ug yl; 3/2 w-yQH( )(1'17 Y1, t>d3/1dy2

G (Daqu(ar,0) = / / s (0, g2, 8)e A HO) (0 ¢ — )y

Y;(t)g;(z1,0 / / O u(yr, 0, 8)e” H (z1, 1, t — s)dyids, j=2,3,4
y
I ]_ & . @ ]. . _ @
H( )(xl m 7-) - ezkl(m y1)—|k1| Tdk, 4+ = ezkl(:c1+y1) [k | Tdk'l
» 91 o . o BDIF
H(B)(ZL‘hT) — _l/ |k12’aeik1:c1—|k1|a7'dk1
ot ki

Aplicando la transformada inversa en (3.5) con respecto a ks, tenemos:

1 [ . N
uen, o) = o elkwrwzl t[go(t)%(%,/@)+%(t)6h(:€1,k2)} dks
1 zk‘ xo—|ko|“t
+ % 8D+ e |k | Zk,] 1 q] $17|k2| ) de (36)

con D = {ky € C: 0 < Qm (k2) < Z|Re (k)| }. Notemos que las funciones % (t)q;(z1, | ka|*)
para j = 2,3,4, de la ecuacién (3.5) permanecen invariantes si ky se reemplaza por —ko;

asi complementamos (3.5) con la ecuacién

Uy, —kast) = Go()qo(w1, —ka) + G(t)ar (21, —k2) + [ko|” Z G(t)q; (21, [k2|*)

(3.7)

para Sm(ky) > 0. Usando el hecho que

/ 62k2x2 (.ﬁEl, /{2, )dk‘g =0
aDF

obtenemos sustituyendo ¥4(t)qs(x1, |k2|*) en (3.6)

1 [e.e] . o ]_ . _ @
u(znast) = o ek, (1) o (1, ko) dks + 271 Jor+ eteram g, (1) go (21, —k2)dk
- oD
1 o . o 1 . @
+ — 6zk2m2—\k2| tgl( )ql(xl,k2)dk2 4+ — 6zk2m2—\k2| tg1(t)(]1(ff17_k2)dk2
27 21 Jopy
1 (e k
. _/ zk’zxz |k2| t’ 22| gg( )q;?,(l'la |k2|a)dk2
aDF k3

23



3.1. Representacion integral de la ecuacion de difusion
anomala
Podemos reescribir la anterior
u(xy, z9,t) =

[o¢] o0
/ G(] :701, T2, Y1, Y2, t)uo(yh y2)dy1dy2
0

/ G $1,$2,y27t—8)h1(3/27 )dy2d3

0

+
S— S— o

/ G5 a:l,xg,yl,t— s)ha(y1, s)dyrds (3.8)
0
donde

47T2G(I)($1,£U2,3/17y277') =

+ / /oo i(kz—k1y1+kay2)—koT JI. 1dks + / z+y)—kot I dko
oD} J oo oD} Jabpf
o0 k
—27T2G(B2)<x17 X2, Y2, T) = / / | ];2| i(he=hae) kOTdk} de
—o0 8D1+ 1
i / / ‘kl‘ kx+k2y2) konk; de
oDy JoDy kf1

k
—2m*GP (21, 9,41, 7) = / / | 22| ¢! kv =koT g, d,
oDS J -0 k

2
N / / U%ei(kﬁkwl)*kofdkl dk
opt Jooy K3

3.2. Evaluacion numeérica

Sea

Ut = Dz u+ Dy u
w(z1,22,0) = 30(xy + 1)(wy + 1)e@1t22),
Uz, (0,29,8) = 0,
| Us(21,0,1) = 0,
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B u(x1,x2,0.5)
e | T Rluxx2,1)

i B u(x1x2,1.5),
W u(x1,x2,2)

Figura 3.1: Representacién integral asociada a u(zq, xs,t) para diferentes tiempos y o = 2.1.

Figura 3.2: Representaciones integrales asociadas a la soluciéon de la ecuacion de difusion

anémala u(xq,x9,t), en el tiempo t = 1. Para a = 2.1,2.5,2.9.

x2
w

Figura 3.3: Curvas de nivel asociadas a la ecuacion de difusién clasica en el tiempo t = 1
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x2
S

Figura 3.4: Curvas de nivel asociadas a la ecuacion de difusién anémala u(zy,z9,t), en el

tiempot =1y a=2.
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