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Resumen

En este trabajo de tesis consideramos un problema de valor inicial y de frontera

de tipo Cauchy para la ecuación lineal de Korteweg-de Vries sobre una semirrecta. En

donde, encontramos una representación integral de la solución en base a dos métodos

distintos; en el primero, proponemos una transformada de tipo Laplace; y en el se-

gundo, determinamos las ecuaciones de Lax asociadas al problema y, posteriormente,

resolvemos un problema de Riemman-Hilbert simple.
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Introducción

En 1834, el ingeniero escocés John Scott-Russell, durante un paseo a caballo por los

alrededores de Edimburgo, observó cómo una barcaza era remolcada a lo largo de un

estrecho canal por dos caballos que tiraban desde tierra. Mientras Russell contemplaba

el espectáculo, la barcaza se detuvo repentinamente, levantando una ola de agua en la

proa de la nave y fué deslizándose a gran velocidad hacia delante, formando una única

ondulación de gran altura siguiendo su recorrido por el canal, sin variar aparentemente

su forma o reducir la velocidad. Durante un largo tramo, Russell persiguió la ola hasta

que ésta desapareció entre las curvas del canal. La gigantesca ola que vió Russell era

una elevación única sobre la super�cie del agua, que mantenía su forma intacta mien-

tras avanzaba. Sorprendido y motivado por el fenómeno, Russell volvió al canal para

hacer nuevas observaciones y en cada ocasión tenía la oportunidad de contemplar olas

semejantes. A estas olas las llamó grandes olas de traslación y se dedicó a perfeccionar

diferentes técnicas para reproducirlas. Entre sus resultados empíricos obtenidos desta-

can: la amplitud es proporcional a la velocidad de la onda y el volumen de agua en la

onda es igual al del agua desplazada. Fue capaz de obtener una fórmula que expresaba

la velocidad de la onda en términos de la amplitud y profundidad del canal. Finalmente

pudo recopilar los datos su�cientes para redactar un informe coherente que envió a la

Royal Society de Edimburgo. Su publicación impactó tanto que algunos investigadores

que experimentaron para poder desvelar los mecanismos de su formación. Tal es el caso

de Diederick Johannes Korteweg y su estudiante Gustav de Vries que en 1895 presenta-

ron la ecuación en derivadas parciales no lineal que captura la esencia de este fenómeno
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[12].

Peter Lax se interesó en las propiedades matemáticas de las Ecuaciones Diferenciales

Parciales (EDP) no lineales y sus soluciones. En su artículo de 1968, Lax introdujo el

concepto de un par Lax como una forma de linealizar estas EDP complicadas. Un par

Lax toma una EDP no lineal completamente integrable de orden superior y lo expresa

como un sistema de ecuaciones lineales que involucra un par de operadores diferenciales

o como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden escritas en forma

matricial. Los operadores nos permiten reemplazar la EDP original por un sistema de

ecuaciones lineales de alto orden en una función auxiliar, cuya compatibilidad requiere

que la EDP no lineal original se mantenga. Esto evita la di�cultad de trabajar con

una EDP no lineal pero introduce el problema de trabajar con operadores diferenciales.

Si se puede encontrar un par Lax no trivial para una EDP determinada, entonces se

garantiza que la EDP será completamente integrable, es decir, que tiene un número

in�nito de leyes de conservación y soluciones de solitón en cualquier orden [1].

En el presente trabajo, encontramos una representación integral de la solución de

un problema de valor inicial y de frontera de tipo Cauchy para la ecuación lineal de

Korteweg-de Vries (KdV) sobre la semirrecta real positiva, en donde empleamos dos

métodos distintos para este �n; en el primero, planteamos una transformada de ti-

po Laplace y, por medio de su transformada inversa, logramos dicho objetivo. En el

segundo, determinamos las ecuaciones de Lax asociadas al problema, las cuales, nos

disminuyen el orden de la ecuación. A dichas ecuaciones las llevamos a su forma dife-

rencial y, mediante algunos resultados que se plantearán, obtenemos un problema de

Riemann-Hilbert simple, el cual, resolvemos usando el Lema de Plemelj. Posteriormen-

te, aplicando una invarianza sobre las integrales de la representación integral, logramos

disminuir las condiciones de frontera inmersas en la solución y así, satisfacer al proble-

ma planteado.
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En el primer capítulo mostramos algunos resultados básicos de álgebra muntilineal

cuyas propiedades permiten presentar la noción de formas diferenciales, con las que

establecemos algunos resultados importantes como lo es el lema de Poincaré, el cual es

de suma importancia en este trabajo de investigación.

En el segundo capítulo presenta una breve teoría de conceptos básicos de espacios

de Banach y de Hilbert, además se plantea la idea primordial del problema de Riemann-

Hilbert (RH); podremos ver algunas propiedades y la forma de su solución en base a

las integrales de Cauchy; estipulado en el lema de Plemelj.

En el tercer capítulo plateamos el problema de valor inicial y de frontera, parte

medular de este trabajo, donde en cada uno de sus apartados correspondientes se deta-

llan los procesos que se realizaron, culminado en algunos ejemplos particulares con sus

representaciones grá�cas.
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Capítulo 1

Formas Diferenciales y Teorema de Stokes

En este apartado daremos una breve reseña para las formas diferenciales, las cuales

serán vistas como objetos formales y mostraremos algunos de los resultados importantes

que éstos cumplen. Posteriormente, presentaremos la operación de diferenciación exte-

rior, formas cerradas y formas exactas; mostraremos unos de los resultados importantes

en relación a las formas.

Dentro de los múltiples roles que tienen las formas diferenciales, está el describir

sistemas de ecuaciones diferenciales parciales de�nidos en variedades y el interpretar

las diversas estructuras geométricas que heredan. Aplicándole ciertas operaciones apro-

piadas, varios tipos de éstas formas son inducidas, e integrándolas en variedades se

obtienen algunos invariantes geométricos. Estos invariantes son cantidades que re�ejan

la estructura global de variedades y son indispensables en su estudio [11].

Las demostraciones y enunciados de los diversos resultados presentados en este ca-

pítulo se pueden veri�car en [11].
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1.1. Campos Vectoriales

De�nición 1.1.1. Sea M una variedad de clase C∞ y TpM el espacio tangente en

p ∈ M , es decir, el conjunto de todos los vectores tangentes a p. Diremos que X es

un campo vectorial en M , si para cada punto p ∈M le asiganamos un vector tangente

Xp ∈ TpM de modo que Xp es de clase C∞ con respecto a p.

De�nición 1.1.2. Sean U una vecindad abierta de p, V un abierto en Rn y φ : U → V

un homomor�smo. A las imágenes de todo punto q ∈ U bajo φ, las podemos escribir

como n-tuplas

φ(q) = (x1(q), . . . , xn(q))

las que llamaremos coordenadas locales de q, U será una vecindad coordenada y los

xi, funciones coordenadas de�nidas en U . Además, al par (U, φ) = (U ;x1, . . . , xn)

lo llamaremos sistema local coordenado.

Proposición 1.1.1. Sean (U ;x1, . . . , xn) y (V ; y1, . . . , yn) dos sistemas coordenados

locales alrededor de p en una vecindad M de clase C∞. Entonces

∂

∂xi
=

n∑
j=1

∂yj
∂xi

(p)
∂

∂yj
.

Si (U ;x1, . . . , xn) es un sistema coordenado local de M , entonces para cada punto

p ∈ U , X es descrito como:

Xp =
n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi
,

donde las ai son funciones de�nidas en U . Xp será de clase C∞ con respecto a p, si cada

ai es una función de clase C∞.

Observación 1.1.1. Si y1, . . . , yn es un sistema coordenado de funciones de�nidos

alrededor de p, entonces

Xp =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

ai(p)
∂yi
∂xi

(p)

)
∂

∂yj
(1.1)
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Así, las ai son funciones de clase C∞ que no depende de la elección de las coordena-

das locales.

Tomemos a X(M) como el conjunto de todos los campos vectoriales en M y sea

f ∈ C∞(M), de�nimos a fX ∈ X(M) como:

(fX)p = f(p)Xp.

Por otro lado, recordemos que un rol importante del vector tangente es la derivada

direccional de funciones. Con este rol, podemos hacer un campo vectorial X que actue

sobre cualquier función f ∈ C∞(M), es decir,

(Xf)(p) = Xp(f) con p ∈M.

Si le damos una expresión local de X, entonces

(Xf)(p) =
n∑
i=1

ai(p)
∂f

∂xi
(p)

y a Xf lo llamaremos la derivada de f por el campo X. Donde obtenemos la función

X(M)× C∞(M) → C∞

(X, f) 7→ Xf,

la cual satisface

1. X(af+bg)=aXf+bXg

2. X(fg)=(Xf)g+f(Xg)

para a, b ∈ R y f, g ∈ C∞(M).

1.2. El Bracket de un Campo Vectorial

Sean X, Y ∈ X(M) dos campos vectoriales en una variedad M de clase C∞. Enton-

ces X, Y actuan como derivadas en C∞(M).

6



Consideremos la función

γ : C∞(M) → C∞(M)

f 7→ X(Y f)− Y (Xf).

Note que X(Y f)−Y (Xf) = (XY −Y X)f, lo cual, implica que XY −Y X es un campo

vectorial en M al que denotaremos [X, Y ].

Tomamos a la función

σp : C∞(M) → R

f 7→ [X, Y ]pf = Xp(Y f)− Yp(Xf)

para cada punto p ∈M esta función satisface la condición del vector tangente en p; es

decir, [X, Y ]p es un vector tangente para M en p.

Por otro lado, si [X, Y ]p es de clase C∞ con respecto a p y damos una expresión local

de X y Y ;

X =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
y Y =

n∑
i=1

bi
∂

∂xi

donde

[X, Y ]p =
n∑

i,j=1

(
ai(p)

∂bj
∂xi

(p)− bi(p)
∂aj
∂xi

(p)

)
∂

∂xj

Entonces

[X, Y ] =
n∑

i,j=1

(
ai
∂bj
∂xi
− bi

∂aj
∂xi

)
∂f

∂xj
(p).

A esta expresión, la llamaremos el Bracket de X y Y, el cual cumple las siguientes

propiedades:

1. [aX + bX
′
, Y ] = a[X, Y ] + b[X

′
, Y ] con a, b ∈ R.

2. [Y,X] = −[X, Y ].

3. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.

4. [fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X con f, g ∈ C∞(M).
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1.3. Formas Diferenciales

De�nición 1.3.1. Sea R un campo y Λ un espacio vectorial sobre R con estructura de

anillo, cuyo producto está dado por:

• : Λ× Λ → Λ

(λ, µ) 7→ λµ

tal que

a(λµ) = (aλ)µ = λ(aµ)

se satisface con a ∈ R y λ, µ ∈ Λ, entonces diremos que ∧ es un álgebra de R.

Para �nes prácticos de esta tesis, enunciaremos algunas propiedades relevantes que

caracterizan a las formas diferenciales en Rn, ya que una n-variedad, localmente, se ve

como Rn.

Denotaremos por ∧∗n al álgebra generada por dx1, · · · , dxn en Rn que satisface la

ecuación siguiente

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi (1.2)

con i, j arbitrarios. Llamaremos a ∧∗n al álgebra exterior generada por dx1, . . . , dxn.

Observación 1.3.1. De la expresión (1.2) tenemos que dxi∧dxi = 0 para i arbitrario.

Denotaremos al conjunto de todas las combinaciones lineales de monomiales de

grado k por ∧kn. Así

∧∗n =
n⊕
k=0

∧kn .

Una base para ∧kn es:

dxi1 ∧ . . . ∧ dxik (1.3)

donde 1 ≤ i1 < . . . < ik < n.
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A la combinación lineal de los elementos de (1.3) con funciones de clase C∞ en Rn

como coe�cientes, le llamamos una k−forma diferencial en Rn, es decir

ω =
∑

i1<...<ik

fi1,...,ik(x1, . . . , xn)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

Denotaremos por Ak(Rn) como el conjunto de todas las k−formas diferenciales en Rn,

es decir

Ak(Rn) =
{
ω : Rn → ∧kn : ω es de clase C∞(Rn)

}
.

Al álgebra de estas formas diferenciales en Rn la denotaremos como

A∗(Rn) =
n⊕
k=0

Ak(Rn)

En particular, A0(Rn) = C∞(Rn), es decir, las formas diferenciales de grado 0 son

funciones de clase C∞

1.3.1. Producto Exterior

De�nición 1.3.2. Sean ω ∈ Ak(Rn) una k−forma diferencial y η ∈ Al(Rn) una

l−forma diferencial. De�niremos al producto exterior de dos formas diferenciales, como

ω ∧ η ∈ Ak+l(Rn), tal que

ω ∧ η =
∑
I,J

fIgJdxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk ,

donde

ω =
∑
I

fIdxi1 ∧ . . . ∧ dxik y η =
∑
J

gJdxj1 ∧ . . . ∧ dxjk .

En el caso general, donde M es una variedad de clase C∞, podemos de�nir el pro-

ducto exterior de la siguiente forma

De�nición 1.3.3. Sea p ∈ M , ωp ∈ ∧kT ∗pM y ηp ∈ ∧lT ∗pM . Entonces ωp ∧ ηp ∈

∧k+lT ∗pM , tal que

(ω ∧ η)p = ωp ∧ ηp
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Observación 1.3.2. Si ω = fdxi1 ∧ . . . , dxik y η = gdxj1 ∧ . . . , dxjl. Entonces,

ω ∧ η = fgdxi1 ∧ . . . , dxik ∧ dxj1 ∧ . . . , dxjl .

Por otra parte, el producto exterior nos induce a una función bilineal

ϕ : Ak(M)× Al(M) → Ak+l(M)

(ω, η) 7→ ω ∧ η

tal que cumple con las siguientes propiedades:

1. η ∧ ω = (−1)klω ∧ η.

2. ω ∧ η(X1, . . . , Xk+l) = 1
(k+l)!

∑
σ∈Gk+l

sgnσω(Xσ(1), . . . , Xσ(k))η(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l)),

donde Gk+l es el conjunto de todas las permutaciones de k + l cartas.

1.3.2. Derivada Exterior

De�nición 1.3.4. Sea d : Ak(Rn) → Ak+1(Rn) una función lineal. De�niremos la

derivada exterior de una k−forma diferencial ω, como

dω =
n∑
j=1

∂f

∂xj
(x)dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik , (1.4)

donde ω = f(x1, . . . , xn)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

Si f ∈ A0(Rn), entonces su derivada exterior, df ∈ A1(Rn) es:

df =
∑
i

∂f

∂xidxi
,

la cual, coincide con la derivada total.

Lema 1.3.1. Sea d una función lineal de�nida como en (1.4), entonces d ◦ d = 0, es

decir para una k−forma ω, d(dω) = 0.
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De�nición 1.3.5. Sea ω una k−forma diferencial. Diremos que ω es una forma di-

ferencial cerrada, si dω = 0. Por otra parte, diremos que es exacta, si existe una

(k − 1)−forma diferencial η, tal que dω = η.

Observación 1.3.3. Retomando el lema anterior, tenemos que toda forma diferencial

exacta es un forma cerrada.

De esta observación podríamos preguntarnos si el caso inverso se dá para forma

diferenciales de orden k. En el caso de Rn, ésto es cierto cuando k > 0, el cual se

estipula en el lema de Poincaré, pero en el caso general no siempre es así. A continuación

enunciaremos algunas propiedades de la derivada en conjunto al producto exterior.

Proposición 1.3.1. Sean ω ∈ Ak(Rn) y η ∈ Al(Rn), entonces

1. η ∧ ω = (−1)lkω ∧ η.

2. d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

Denotaremos por T0Rn al espacio tangente de Rn en el origen y a T ∗0Rn como el

espacio dual de éste, el cual lo de�nimos como:

T ∗0Rn = {α : T ∗0Rn → R, α lineal }

Para el caso general, dondeM es una variedad n dimensional de clase C∞, denotaremos

a todas las k−formas en M como Ak(M) y al álgebra de éstas, como A∗(M), donde

A∗(M) =
n⊕
k=0

Ak(M)

con respecto a k, es decir, el conjunto de todas las formas diferenciales en M y para

este caso, podemos de�nir algunas operaciones en A∗(M).

De�nición 1.3.6. Sea ω ∈ Ak(M) una k−forma en M , de�nimos a dω ∈ Ak+1(M)

como la derivada exterior, de tal modo que:

dω =
∑
j

∂f

∂xj
dxj ∧ dxij ∧ · · · ∧ dxik

donde ω = fdxj ∧ dxij ∧ · · · ∧ dxik .
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Teorema 1.3.1. Sea M una variedad de clase C∞ y ω ∈ Ak(M) una k−forma en M ,

entonces para los campos vectoriales X1, . . . , Xk+1 ∈ X(M) se tiene

dω(X1, . . . , Xk+1) =
1

k + 1

(
k+1∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk+1))

)

+
1

k + 1

∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xk+1)



Cuando k = 1, tenemos

dω(X, Y ) =
1

2
(Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X, Y ]))

donde ω ∈ A1(M).

1.3.3. Integrales y el Teorema de Stokes

De�nición 1.3.7. Sea f : X → R una función continua en un espacio topológico X.

Llamaremos soporte de f a la cerradura del conjunto de todos los puntos donde el valor

de la función no es cero, es decir

suppf = {x ∈ X : f(x) 6= 0}

De�nición 1.3.8. Sea f(x) una función de clase C∞ en Rn con soporte compacto, su

integral está de�nida por:∫
Rn
f(x)dx1, . . . dxn = ĺım

|σj |→0

∑
j

f(xj)|σj| (1.5)

donde σj son cubos pequeños n-dimensionales que en conjunto cubren un suppf , xj es

un punto en σj y |σj| es el volumen de σj.

Si tomamos a ω = f(x)dx1, . . . dxn una n forma diferencial en Rn. Así (1.5) puede

ser visto como: ∫
Rn
ω.
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Ahora, tomemos un sistema de coordenadas y1, . . . , yn de Rn y ϕ : Rn → Rn un difeo-

mor�smo de clase C∞ con coordenadas y1, . . . , yn para Rn y con coordenadas x1, . . . , xn

en Rn. Así, xi = xi(y1, . . . , yn) es una función de clase C∞.

Con esto, podemos expresar a ω con respecto a las nuevas coordenadas yi, es decir,

ω = f(x(y)) det

(
∂xi
∂xj

)
dy1 ∧ . . . ∧ dyn.

Por lo tanto, por el cambio de variable, tenemos∫
Rn
f(x)dx1 . . . dxn =

∫
Rn
f(x, y)

∣∣∣∣ det

(
∂xi
∂xj

) ∣∣∣∣dy1 . . . dyn,

donde
(
∂xi
∂xj

)
es la matriz Jacobiana del cambio de coordenadas.

Observación 1.3.4. Si especi�camos una orientación en Rn, la integral de ω en Rn

se determina única e independientemente de la elección de las coordenadas. Además,

no es necesario asumir que el cambio de coordenadas ϕ se de�na en todo Rn, basta con

hacerlo para un abierto U que tenga suppf .

De�nición 1.3.9. Sea ω una forma diferencial en M . Llamaremos soporte de ω al

conjunto cerrado mas pequeño, tal que ω es 0 fuera de éste. Es decir,

suppω = {p ∈M : ωp 6= 0} (1.6)

De�nición 1.3.10. Sea M una variedad n dimensional orientada de clase C∞ y ω una

n forma en M con soporte compacto. Entonces, la integral de ω en M la de�nimos

como: ∫
M

ω =
∑
i

∫
Ui

fiω, (1.7)

donde el soporte de fiω está contenido en una vecindad coordenada Ui.

Dado que el soporte de ω es compacto y la cubierta abierta {Ui} es localmente �nita,

entonces la integral
∫
Ui

fiω = 0, excepto para un número �nito de i y el valor de la suma

total en i queda establecido.
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Proposición 1.3.2. Sea ω una n forma en una variedad M y a, b ∈ R, entonces la

integral de�nida en (1.7) es lineal; es decir,∫
M

aω + bη = a

∫
M

ω + b

∫
M

η.

1.3.4. Teorema de Stokes

Teorema 1.3.2. Sea M una variedad n dimensional orientada de clase C∞ y ω una

(n− 1) forma en M con soporte compacto. Entonces,∫
M

dω =

∫
∂M

ω.

donde ∂M es la frontera de M y tiene la orientación de M .

El siguiente corolario es consecuencia del teorema de Stokes.

Corolario 1.3.1. Sea M una variedad n dimensional orientada de clase C∞ sin fron-

tera. Entonces, para una (n− 1) forma ω en M con soporte compacto, se tiene∫
M

dω = 0.

Denotaremos por Zk(M) al conjunto de las k−formas cerradas en M y por Bk(M)

al conjunto de las k−formas exactas. Luego, si D1 =
{
d1|d1 : Ak(M)→ Ak+1(M)

}
y

D2 =
{
d2|d2 : Ak−1(M)→ Ak+1(M)

}
se tiene que

Zk(M) = ker(D1) y Bk(M) = Im(D2). (1.8)

Note que Zk(M) y Bk(M) son subespacios lineales de Ak(M).

De�nición 1.3.11. Sea M una variedad n dimensional de clase C∞ el espacio cociente

formado por (1.8), Hk
DR(M), lo llamaremos el grupo de cohomología de de Rham

k dimensional en M y a la suma directa le diremos, solamente, que es el grupo de

cohomología de Rham, el cual está expresado como

H∗DR(M) =
n⊕
k=0

Hk
DR(M) (1.9)

14



En otras palabras, la expresión (1.9) es la cohomología de cocadenas complejas. Así,

H∗DR(M) = H∗(A∗(M); d)

es decir, para una función d, se tiene que

0 7→ A0(M) 7→ A1(M) 7→ · · · 7→ An(M) 7→ 0.

Al cual, llamaremos el complejo de Rham

Proposición 1.3.3. Sea M una variedad de clase C∞(M), φ : M × R → M una

proyección del primer factor e i : M → M × R una función de�nida por i(p) = (p, 0)

con p ∈ M . Entonces, la función φ∗ : H∗DR(M)→ H∗DR(M × R) inducido por φ, es un

isomor�smo y i∗ : H∗DR(M × R) 7→ H∗DR(M) es su inversa.

A continuación, enunciaremos un resultado derivado de esta proposición, el cual es

conocido como el Lema de Poincaré.

Corolario 1.3.2. La cohomología de Rham de Rn es trivial, es decir

Hk(Rn) =

 R si k = 0

0 si k > 0

En otras palabras, este corolario nos dice que:

Observación 1.3.5. Dada una forma diferencial cerrada ω ∈ Ak(Rn) con k > 0,

entonces existe una (k − 1)-forma η, tal que ω = dη.
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Capítulo 2

Problema de Riemann Hilbert

En este capítulo trataremos algunos conceptos básicos sobre el problema más básico

de Riemann-Hilbert, donde la idea primordial es resolver una función seccionalmen-

te analítica en el plano complejo, que satisface una condición de salto especí�ca sobre

una curva dada; siempre y cuando, la curva cumpla con ciertas condiciones en especí�co.

Primordialmente, de�niremos lo que es un espacio de Hilbert y de Banach, donde

veremos la relación que tiene con este tipo de problemas. Posteriormente, se mostrará

las condiciones y algunos resultados para poder dar las soluciones a estos problemas,

cuyas demostraciones se pueden consultar en [7].

2.1. Espacios de Banach y Hilbert

De�nición 2.1.1. ‖x‖ se llama una norma en un espacio lineal X, si es una función

de valor real de�nida para cada x ∈ X y cumple lo siguiente:

1. ‖x‖ ≥ 0 y ‖x‖ = 0, si y solo si x = 0.

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ para cualquier escalar λ.
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3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Un espacio normado es un espacio métrico, pero el inverso es falso; hay espacios

métricos lineales que no están normados.

De�nición 2.1.2. Un espacio completo normado se dice que es un espacio de Ba-

nach.

Ejemplo 2.1.1. Tomemos a C(k)(Ω), donde Ω ⊂ Rn es un dominio cerrado y acotado.

Este espacio consiste en aquellas funciones que están de�nidas y son continuas en Ω

y tales que todas sus derivadas hasta la de orden k son continuas en Ω . La norma en

C(k)(Ω) se de�ne por:

‖f(x)‖ = máx
x∈Ω
|f(x)|+

∑
|α|≤k

máx
x∈Ω
|Dαf(x)|.

Ejemplo 2.1.2. Sean Hk,λ con 0 < λ ≤ 1 un espacio de Hölder; el cual consiste en

todas las funciones de C(k)(Ω) cuya norma está de�nida por:

‖f(x)‖ =
∑

0≤|α|≤k

máx
x∈Ω
|Dαf(x)|+

∑
|α|=k

sup
x,y∈Ω

|Dαf(x)−Dαf(y)|
|x− y|λ

.

De�nición 2.1.3. Sea H un espacio vectorial en R o C. Un producto interno, 〈x, y〉

es una función que va de H ×H a R (C), tal que:

1. Para todo x ∈ H, la función y → 〈x, y〉 es lineal.

2. 〈x, y〉 = 〈x, y〉 para todo x, y ∈ H

3. 〈x, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ H y la igualdad se cumple si, y solo si x = 0

De�nición 2.1.4. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno que es

completo.

Ejemplo 2.1.3. Sea Ω un abierto en H. El espacio L2(Ω) con producto interno

〈f, g〉 =

∫
Ω

f(x)g(x)dx

es un espacio de Hilbert.
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2.2. Problema de Riemann Hilbert

Un problema de Riemann-Hilbert (RH) consiste en construir una función seccional-

mente analítica dictada por su comportamiento en la frontera de la región de analiti-

cidad. Sea s en algún contorno Γ ⊂ C, usamos Φ+ y Φ− para referenciar los valores

de frontera para los que Φ(z) toma cuando z → s por la izquierda y derecha de Γ,

respectivamente, siempre que el límite existe.

Esencialmente, un problema de RH tiene la forma:

Sea Γ un contorno, z0 ∈ C∪ {∞}, C0 ∈ Cn×m un punto y una constante de norma-

lización y las funciones de salto

G : Γ→ Cm×m y F : Γ→ Cn×m,

también llamadas matrices de salto. Encontrar Φ : C \ Γ→ Cn×m tal que:

1. Φ(z) es analítica en C \ Γ.

2. Φ(z) está acotado en ∞

3. Φ(z0) = C0

4. Φ(z) satisface la condición de salto. Si s ∈ Γ,

Φ+(s) = Φ−(s)G(s) + F (s). (2.1)

De�nición 2.2.1. Sea Γ ⊂ C una curva en el plano complejo. Diremos que es un

contorno completo si está orientada de tal forma que C \ Γ se descompone en regiones

a la izquierda y a la derecha, es decir

C \ Γ = Ω+ ∪ Ω− tal que Ω+ ∩ Ω− = ∅,

donde Ω+ está a la izquierda y Ω− a la derecha de Γ.
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Se usan componentes disjuntos Ω± para de�nir los valores de los límites de la fron-

tera, es decir

Φ+(s) = ĺım
z→s

Φ(z) y Φ−(s) = ĺım
z→s

Φ(z).

cuando z ∈ Ω+ y z ∈ Ω−, respectivamente. Asumiendo que z → s a lo largo de una

curva que no es tangencial a Γ.

Para que la primera condición del problema de RH de arriba sea de�nida precisa-

mente, Φ± requiere de:

1. Φ±(s) exista en todo punto interior del contorno y sean continuas, excepto en

los extremos de Γ, donde es localmente integrable, es decir, un problema de RH

continuo.

2. Φ±(s) existe en casi todas partes (con respecto a una medida de Lebesgue de

longitud de arco) y esté en un espacio Lp apropiado, es decir, un problema de RH

Lp.

Así, resolver un problema de RH especí�co depende del sentido con que se tome.

De�nición 2.2.2. Diremos que una función Φ es de grado �nito en el in�nito si

ĺım
|z|→∞

sup |z|−n|Φ| <∞ para algún n.

Observación 2.2.1. Para resolver una problema de RH, la función debe ser de grado

�nito en el in�nito.

Para los problema de RH continuos especi�camos algunos términos en las series

asintóticas de Φ en el ∞. Así,

Φ(z) = I + o(1) o Φ(z) = I + C�z + o(z−1)

para la primera igualdad, Φ(∞) = I.
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Estas condiciones comparten una analogía con las condiciones iniciales y de frontera

en el sentido de los ecuaciones diferenciales. Usamos la convergencia uniforme, es decir

Φ(z) = p(z) + o(z−n) cuando z →∞,

lo que equivale a

ĺım
R→∞

sup
|z|=R

|Φ(z)− p(z)||z|n = 0.

Si Γ está acotado, entonces

Φ(z) = I +O(z−1) o Φ(z) = I + C�z +O(z−2),

donde

Φ(z) = p(z) +O(z−n) cuando z →∞

equivalentemente

ĺım sup
R→∞

sup
|z|=R

|Φ(z)− p(z)||z|n <∞.

2.2.1. Integrales de Cauchy

De�nición 2.2.3. Sea Γ una curva orientada y f : Γ → C una función. De�niremos

la integral de Cauchy como

CΓf(z) =

∫
Γ

f(s)

s− z
σs, (2.2)

donde σs = ds
2πi

Observación 2.2.2. La función integral de Cauchy funciona en un entorno para fun-

ciones analíticas fuera del contorno.

De�nición 2.2.4. Sea Ω ⊂ C. Diremos que una función f : Ω → C es α−Hölder

continua en Ω, si para cada s∗ ∈ Ω, existe ∧(s∗), δ(s∗) > 0 tal que

|f(s)− f(s∗)| ≤ ∧(s∗)|s− s∗|α; |s− s∗| < δ(s∗), s ∈ Ω.

Note que esta de�nición es útil cuando α ∈ (0, 1]. Si α = 1, f es Lipschitz y si es

α > 1, entonces f es constante.
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De�nición 2.2.5. Sea f : Ω → C una función. Diremos que f es uniformemente α−

Hölder continua en Ω, si ∧ y δ lo podemos elegir independientemente de s∗.

Lema 2.2.1. Una función uniformemente α−Hölder continua en una curva acotada Γ

con constantes δ y ∧, satisface

sup
s1,s2∈Γ

{
|f(s1)− f(s2)|
|s1 − s2|α

}
< C∧ <∞,

donde C depende de δ en Γ y s1 6= s2.

De�nición 2.2.6. Sea Γ una curva suave, cerrada y acotada, un espacio de Banach,

C0,α(Γ), consiste de las funciones uniformemente α−Hölder continuas con norma

‖f‖0,α = sup
s∈Γ
|f(s)|+ |f |0,α.

donde |f |0,α = sups1,s2∈Γ

{
|f(s1)−f(s2)|
|s1−s2|α

}
, s1 6= s2.

2.2.2. Lema de Plemelj

Lema 2.2.2. Sea Γ una curva suave y acotada, f : Γ → C una función α−Hölder

continua y f(s∗) para algún s∗ ∈ Γ. Entonces,

1. CΓf(s∗) existe.

2. Para cada θ > 0, existe δ > 0 tal que CΓf(z) es continua en Bθ,Φ(s∗, δ), donde Φ

es el ángulo que hace la tangente de Γ a s∗ con la horizontal.

Donde Bθ(x, δ) =
{
y ∈ B(x, δ) : | Im(x−y)

x−y | > senθ
}

con θ ∈ (0, π).

Observación 2.2.3. Bθ,Φ(x, δ) = (Bθ(x, δ)− x)eiΦ.

Ahora, hablaremos del valor del límite de CΓf(s∗) cuando f es una función α−Hölder

continua.

21



Tomemos a s∗ ∈ Γ y consideremos a

CΓf(s∗) =

∫
Γ

f(s)− f(s∗)

s− z
σs+ f(s∗)

∫
Γ

σs

s− z
,

por el teorema de Cauchy, tenemos∫
Γ

σs

s− z
=

 1 si z ∈ Ω+

0 en otro caso.

Por el lema anterior, tenemos los límites de izquierda y derecha de la integral de Cauchy.

C+
Γ f(s∗) = ĺım

z→s∗,z∈Ω+

CΓf(s) = f(s∗) +

∫
Γ

f(s)− f(s∗)

s− z
σs

C−Γ f(s∗) = ĺım
z→s∗,z∈Ω−

CΓf(s) =

∫
Γ

f(s)− f(s∗)

s− z
σs,

donde los límites son notangenciales. Así, si s∗ ∈ Γ, el valor principal de la integral de

Cauchy es: ∮
f(s)

s− s∗
σs = ĺım

δ↓0

∫
Γ\B(s∗,δ)

f(s)

s− s∗
σs.

Si Γδ = Γ ∩ B(s∗, δ), entonces∫
Γ

f(s)− f(s∗)

s− s∗
σs = ĺım

δ↓0

∫
Γ\Γδ

f(s)− f(s∗)

s− s∗
σs

= ĺım
δ↓0

∫
Γ\Γδ

f(s)

s− s∗
σs− ĺım

δ↓0

∫
Γ\Γδ

σs

s− s∗
.

Así, llegamos a un resultado, el cual, nos dice que la integral de Cauchy es la solución

(única) para un problema de RH (Problema simple escalar de RH), el cual es conocido

como el Lema de Plemelj.

Lema 2.2.3. Sea Γ un arco suave que va de a hasta b y f una función α−Hölder

continua en Γ. Entonces, para s∗ ∈ Γ \ {a, b}

C+
Γ f(s∗) =

1

2
f(s∗) +

∮
f(s)

s− s∗
σs

C−Γ f(s∗) = −1

2
f(s∗) +

∮
f(s)

s− s∗
σs.

Equivalentemente

C+
Γ f(s∗)− C−Γ f(s∗) = f(s∗) o C+

Γ f(s∗) + C−Γ f(s∗) = 2

∮
f(s)

s− s∗
σs.
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Capítulo 3

Ecuación Lineal de Korteweg-de Vries sobre una

Semirrecta

3.1. El Método Uni�cado

En este apartado haremos el análisis de un problema de valor inicial y de frontera

para la ecuación de KdV lineal. Con base a dos métodos distintos lograr encontrar una

representación integral de solución y poder parametrizar sus términos, de tal modo, que

se puedan dar estimación numérica y, conseguir así, una representación grá�ca de su

comportamiento.

Consideremos un problema de valor inicial y de frontera para la ecuación de KdV

homogénea lineal. Así, tomemos a λ > 0 y a q : C3(Ω) → R, tal que Ω = R+
x × R+

t y

satisface

qt(x, t) = −λ∂3
xq(x, t)

q(x, 0) = q0(x) (3.1)

q(0, t) = h0(t).
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Utilizaremos una transformada para poder resolver la ecuación (3.1), la cual de�niremos

como:

De�nición 3.1.1. Sea t ≥ 0. Entonces de�nimos la transformada q̂ de q como:

q̂(k, t) =

∫ ∞
0

e−ikyq(y, t)dy, (3.2)

siempre y cuando la integral sea convergente.

Ahora para poder encontrar la expresión de q, de�nimos la transformada inversa de

la expresión (3.2) como sigue.

De�nición 3.1.2. Sea q̂(k, t) la transformada que se de�ne en (3.2) y sea y ≥ 0.

Entonces de�nimos la transformada inversa, q, como:

q(x, t) =
1

2π

∫
R
eikxq̂(k, t)dk. (3.3)

Teorema 3.1.1. Sean q : C3(Ω) → R, tal que satisface la ecuación (3.1) y q̂(k, t)

de�nida en (3.2), entonces (3.1) tiene una representación integral de la solución de la

forma

q(x, t) =
λ

2π

∫
R
eikx+iλk3t

[
g2(λk3, t) + (ik)g1(λk3, t) + (ik)2g0(λk3, t)

]
dk

+
1

2π

∫
R
eikx+iλk3tq̂(k, 0)dk.

Demostración. Derivamos a (3.2) y sustituyendo a (3.1), obtenemos que:

q̂t(k, t) = λ
[
qxx(0, t) + (ik)qx(0, s) + (ik)2q(0, s)− (ik)3q̂(k, t)

]
la cual es una ecuación lineal de primer orden con respecto a t. Así, solucionamos por

factor integrante y obtenemos que

e−iλk
3tq̂(k, t)− q̂(k, 0) = λg2(λk3, t) + (ik)λg1(λk3, t) + (ik)2λg0(λk3, t), (3.4)

donde

gj(•, t) =

∫ t

0

e−i•s∂jxq(0, s)ds.
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Por lo que, por la transformada inversa de Fourier, se tiene:

q(x, t) =
λ

2π

∫
R
eikx+iλk3t

[
g2(λk

3, t) + (ik)g1(λk
3, t) + (ik)2g0(λk

3, t)
]
dk (3.5)

+
1

2π

∫
R
eikx+iλk3tq̂(k, 0)dk.

3.2. Pares de Lax

Con el método precedente, se logró obtener una representación integral al problema

de valor inicial y de frontera propuesto en (3.1), cuya base primordial está dada por

una propuesta de una transformada que actua sobre la recta real, la cual, tiene cier-

tas desventajas, si deseamos restringir el dominio de ésta a un intervalo, dado que la

transformada propuesta, al ser un alterado de la transformada de Laplace y Fourier, no

podemos adaptarlas a que actuen sobre un intervalo. Por lo que, el siguiente método

nos dará mayor libertad en ese ámbito, dado que no requiere de una transformada, solo

que los dominios cumplan ciertas propiedades, las cuales en el transcurso de la sección

se irán detallando.

Dado el problema de valor inicial y de frontera mostrado en (3.1), podemos calcular

el operador adjunto de la ecuación del problema. Así, la podemos ver como

(∂t + λ∂3
x)q = 0. (3.6)

De�nición 3.2.1. Sea L : C3(Ω) → C0(Ω) que de�ne al operador diferencial de (3.1),

tal que

Lq = 0,

donde L = (∂t + λ∂3
x)

De�nición 3.2.2. De�niremos el producto interior vinculado a la ecuación (3.1) como

la función 〈·, ·〉 : C3(Ω)× C3(Ω)→ R+ tal que

〈(∂t + λ∂3
x)q, p〉 =

∫ ∫
Ω

(∂t + λ∂3
x)q · pdxdt.
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Teorema 3.2.1. Sean Ω̃ = [0,∞) × [0, T ] y p, q : C3(Ω̃) → R, entonces el operador

adjunto de la ecuación (3.1) está dado de la forma

−pt = λ∂3
xp. (3.7)

Antes de demostrar que este teorema se cumple, vamos a considerar el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Sea p, q : C3(Ω̃)→ R. Tomando el producto interior de estas dos funcio-

nes, tal como en la de�nición (3.2.2) entonces∫
pq|Ω̃dx+ λ

∫
(pqxx|Ω̃ − pxqx|Ω̃ + pxxq|Ω̃)dt = 0.

Demostración. Utilizando el hecho que p está contenido en un conjunto con soporte

compacto, entonces se tiene que p(0, t) = p(∞, t) = 0. Así, se tiene la demostración.

Con este lema, podemos dar pie a la demostración del teorema (3.2.1).

Demostración. Utilizando la de�nición (3.2.2) e integrando por partes, tenemos que

〈(∂t + λ∂3
x)q, p〉 =

∫
pq|Ω̃dt+ λ

∫
(pqxx|Ω̃ − pxqx|Ω̃ + pxxq|Ω̃)dt+ 〈q,−(∂t + λ∂3

x)p〉.

Tomando en cuenta el lema anterior, llegamos al resultado deseado.

Con los resultados previos, vemos que la forma adjunta p relacionada a la ecuación

de inicio, satisface la equación (3.7).

Además, podemos notar que este operador es en particular, un operador autoadjun-

to, tal y como veremos en el siguiente enunciado.

Corolario 3.2.1. Sea p : C3(Ω̃)→ R el operador adjunto de la ecuación (3.1), tal que

p(x.t) satisface la igualdad (3.7), entonces p es un operador autoadjunto.

Demostración. Sea p : C3(Ω̃)→ R. De la expresión (3.7), podemos observar que

(∂t + λ∂3
x)p = 0,
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de donde se puede notar que el operador (∂t + λ∂3
x) es el mismo que de la expresión

(3.6).

Multiplicando la ecuación (3.1) por p y a la ecuación (3.7) por q, restándolas y

completando la derivada del producto, se tiene que:

(pq)t − λ(−qxxp+ pxqx − pxxq)x = 0. (3.8)

Supongamos que la ecuación (3.1) es válida en un abierto, suave a trozos, Ω ⊂ R2 y sea

Ω◦ un subdominio de Ω. Aplicando el teorema de Green a (3.8) en el subdominio Ω◦ y

el corolario (1.3.1), entonces∫ ∫
Ω◦

[(pq)t − λ(−qxxp+ pxqx − pxxq)x] dxdt =
∫
∂Ω◦

[(pq)dξ − λ(−qξξp+ pξqξ − pξξq)ds] = 0. (3.9)

Una familia uniparamétrica de soluciones de (3.7) está dada por:

p(x, t; k) = e−ikx−iλk
3t. (3.10)

Luego, al sustituir a (3.10) en (3.8) y (3.9) se obtiene:(
e−ikx−iλk

3tq
)
t
− λ

(
e−ikx−iλk

3t
[
−qxx + (−ik)qx − (−ik)2q

])
x

= 0 (3.11)

y ∫
∂Ω◦

[
e−ikξ−iλk

3s
(
qdξ − λ

[
−qxx + (−ik)qx − (−ik)2q

]
ds
)]

= 0. (3.12)

Ahora, de la ecuación (3.11), si desarrollamos las derivadas y eliminamos términos se-

mejantes, entonces cumple ser una forma diferencial exacta, cuando (3.1) se satisface y

es válida en Ω, entonces existe una 0-forma M = µ(x, t, k)e−ikx+(−iλk)3t.

Como la ecuación está formulada en la semirrecta y siendo

Ω◦ = {0 < ξ <∞, 0 < s < t} ,

entonces (3.12) llega a ser la relación global.
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Si la ecuación (3.1) es válida en Ω̃, entonces de la expresión (3.11) , tenemos la

existencia de una función M tal que:

Mx = e−ikx−iλk
3tq (3.13)

Mt = e−ikx−iλk
3t
[
λ(−qxx + (−ik)qx − (−ik)2q)

]
.

Por otro lado, tenemos que

Mx = e−ikx−iλk
3t(µx + (−ik)µ) (3.14)

Mt = e−ikx−iλk
3t(µt + (−iλk)3µ).

Así, de las ecuaciones (3.13) y (3.14), obtenemos el sistema:

µx + (−ik)µ = q

µt + (−iλk)3µ = λ(−qxx + (−ik)qx − (−ik)2q).

Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado

Teorema 3.2.2. El problema de valor inicial y de frontera (3.1) es equivalente al

sistema

µx + (−ik)µ = q (3.15)

µt + (−iλk)3µ = λ(−qxx + (−ik)qx − (−ik)2q).

Este sistema de ecuaciones es conocido como las Ecuaciones de Lax.

3.3. Problema de Riemann Hilbert

Dado el problema de valor inicial y de frontera de�nido en (3.1), en este apartado lo

reduciremos a un problema de RH; en el cual, buscaremos una función seccionalmente

analítica que cumplan la condición de salto.

Así, del sistema (3.15), vemos que su forma diferencial está dada por

W (x, t; k) = e−ikx−iλk
3t
(
qdx+

[
λ(−qxx + (−ik)qx − (−ik)2q)

]
dt
)
. (3.16)
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Proposición 3.3.1. La forma diferencial (3.16) del sistema (3.15) es cerrada.

Demostración. Sea W la forma diferencial estipulada en (3.16), entonces

dW = Wxdx+Wtdt

= e−ikx−iλk
3t
(
λ∂3

xq + qt
)
dt ∧ dx.

Esta última ecuación será cerrada si se cumple la expresión (3.1).

Dado que Ω̃ es una abierto, suave a trozos, por el lema de Poincaré (corolario (1.3.2)),

la forma diferencial cerrada W es también exacta. Así existe una 0−forma diferencial

µe−ikx−iλk
3t, tal que:

d
(
µe−ikx−iλk

3t
)

= W, (3.17)

para la cual, q(x, t) satisface a (3.1) en el dominio

Ω̃◦ = {(x, t) : 0 < x <∞, 0 < t < T} .

Así integrando la expresión (3.17) de (xj, tj) a (x, t) y multiplicando el lado izquierdo

por eikx+iλk3t, se tiene:

µj(x, t, k) =

∫ (x,t)

(xj ,tj)

eik(x−ξ)+iλk3(t−s) [qdξ + λ
[
−qξξ + (−ik)qξ − (−ik)2q

]
ds
]
, (3.18)

donde

µj(x, t, k) = µ(x, t, k)− µ(xj, tj, k)eik(x−xj)+iλk3(y−tj).

Observación 3.3.1. Si integramos por partes la expresión (3.18), cuando k tiende a

∞, entonces la integral tiende a 0. Por lo tanto,

µ = O
(

1

k

)
.

Es decir, µ es de orden 1
k
.

Ahora, elegimos el punto (xj, tj) ∈ Ω̃ de tal modo que podamos de�nir una función

seccionalmente analítica µ(x, t, k). Como Ω̃ es un dominio poligonal, entonces los puntos

(xj, tj) los podemos tomar como los puntos de las esquinas. Así,

(x1, t1) = (0, T ), (x2, t2) = (0, 0), y (x3, t3) = (∞, t).
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Por lo que, para i = 1, 2, 3 tenemos que

µi(x, t, k) =

∫ (x,t)

(xi,ti)

eik(x−ξ)+iλk3(t−s) [qdξ + λ
[
−qξξ + (−ik)qξ − (−ik)2q

]
ds
]
,

Ahora, tomamos el punto (x, t) = (0, 0), entonces

µ1(0, 0, k) =

∫ 0

T

e−ikξ−iλk
3s
[
qdξ + λ

[
−qξξ + (−ik)qξ − (−ik)2q

]
ds
]
,

µ2(0, 0, k) = 0, (3.19)

µ3(0, 0, k) = −
∫ ∞

0

eik(x−ξ)q(ξ, t)dξ.

Así, obtenemos las siguientes condiciones de salto

∆µ1,2(x, t, k) = −eikx+iλk3t(g̃(k)),

∆µ2,3(x, t, k) = eikx+iλk3t(q̂0(k)), (3.20)

∆µ1,3(x, t, k) = eikx+iλk3t(−g̃(k) + q̂0(k)),

donde ∆µi,j las diferencias de las expresiones dadas en (3.19), con i = 1, 2 y j = 2, 3.

Siendo

g̃(k) =

∫ t

0

e−ikx−iλk
3s
[
qdξ + λ

[
−qξξ + (−ik)qξ − (−ik)2q

]
ds
]
,

q̂0(k) =

∫ ∞
0

e−iλkyq(y, 0)dy.

Por el lema (2.2.3) y la integral de cauchy podemos encontrar una solución explícita

para la condición de salto (3.20), es decir

µ(x, t; k) =
1

2πi

{∫
∂D

eilx+il3tq̂0(l)
dl

l − t
−
∫
R
eilx+il3tg̃(l)

dl

l − t

}
. (3.21)

Así, de (3.21) y (3.15) llegamos a la solución de (3.1). Este proceso se resume en

el siguiente teorema, el cual re�eja al problema de RH vinculado al problema de valor

inicial y de frontera inicial.

Teorema 3.3.1. Dado el problema de valor inicial y de frontera (3.1), podemos obtener

un problema de RH con las condiciones de salto (3.20). Así, el problema (3.1) tiene

como solución a

q(x, t) =
1

2π

∫
R
eikx+iλk3tq̂0(k)dk − λ

2π

∫
∂D+

eikx+iλk3tg̃(k)dk. (3.22)
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3.4. Invarianza

Ahora, buscaremos una v 6= k, de tal modo que λv3 = λk3; es decir,

v1 = −1+
√

3i
2

k y v2 = −1−
√

3i
2

k. (3.23)

Proposición 3.4.1. Dada las invarianzas (3.23) y la transformada de�nida en (3.2),

entonces ésta tendrá como dominio a

T1 =
{
k ∈ C : Im(k) ≥

√
3Re(k)

}
, (3.24)

T2 =
{
k ∈ C : −Im(k) ≤

√
3Re(k)

}
,

donde T1 y T2 son los dominios de la transformada, evaluada en las invarianzas, res-

pectivamente.

Demostración. Si sustituimos (3.23) en la transformada (3.2), tenemos que

q̂(v1,2, t) =

∫ ∞
0

e−iv1,2xq(x, t)dx. (3.25)

Dado que q(x, t), por de�nición de la transformada, es de orden exponencial, enton-

ces ésta está acotada. Para que la integral tenga sentido, entonces debe de converger;

es decir, siendo k = Re(k) + iIm(k) con Re(k), Im(k) ∈ R; en el caso de la inva-

rianza v1, |e
√
3Re(k)−Im(k)

2 ||ei
Re(k)+

√
3Im(k)

2 | = |e
√
3Re(k)−Im(k)

2 |, lo cual tiende a 0, siempre que
√

3Re(k) ≤ Im(k). Análogamente para la invarianza v2, resuminos que converge cuando
√

3Re(k) ≥ −Im(k) y así, los dominios son los conjuntos (3.24)

Figura 3.1: Dominio de convergencia de

q̂(v1, t).

Figura 3.2: Dominio de convergencia de

q̂(v2, t).
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Sustituyendo las expresiones de (3.25) en (3.4) y despejando a g2(k3, t), se tiene que:

g2(k3, t) = e−iλk
3tq̂(v1,2, t)− q̂(v1,2, 0)− iv1,2g1(k3, t) + v2

1,2g0(k3, t) (3.26)

Dado que las funciones que componen a estas expresiones son analíticas y convergen en

cada uno de sus dominios, respectivamente. Entonces, la combinación lineal de (3.26)

usando los factores (k− v2) y −(k− v1) seguirá siendo analítica. Sustituyéndo estas g2

en la expresión (3.22), obtenemos

q(x, t) =
1

2π

∫
R
eikx+iλk3tq̂(k, 0)dk

+
1

2π

∫
∂D

eikx+iλk3t

(
e−iλk

3t

v1 − v2
((k − v2)q̂(v1, t)− (k − v1)q̂(v2, t))

)
dk (3.27)

− 1

2π

∫
∂D

eikx+iλk3t

(
k − v2

v1 − v2
q̂(v1, 0)−

k − v1

v1 − v2
q̂(v2, 0)

)
dk

− 3λ

2π

∫
∂D

eikx+iλk3tk2g0(λk
3, t)dk.

Teorema 3.4.1. Sea (3.1) un problema de valor inicial y de frontera, entonces tiene

como solución a (3.27), el cual es equivalente a la expresión (3.5) y (3.22).

3.5. Dominio de Convergencia

Para que las integrales propuestas en (3.18) estén bien de�nidas, en general, para

que µi tenga sentido, se tendrá que ver donde éstas convergen, es decir, la región donde

el integrando es analítico.

Basta con analizar el exponente de la función exponencial, ya que su convergencia

es mucho mas acelerada que el factor acompañante. Así, tomemos a k = a+bi, tenemos

|eik(x−ξ)+ik3(t−s)| = |e−b(x−ξ)||e−(t−s)(3a2b−b3)|

y para que converja, −b(x− ξ) < 0 y −(t− s)(3a2b− b3) < 0.

Para la función µ1, si el punto (ξ, s) está sobre la curva de integración, entonces

x− ξ > 0 y t− s < 0, dejando que b > 0 y ±
√

3a < ±b; de donde de�nimos al conjunto

D+ = {k ∈ C : b > 0 y ±
√

3a < ±b}.

32



Análogamente para la función µ2, tenemos que x − ξ > 0 y t − s > 0. Así, b > 0 y

±
√

3a > ±b; teniendo que

E+ = {k ∈ C : b > 0 y ±
√

3a > ±b}.

En el caso de la función µ3, tenemos que s = t, donde t es un número �jo, anulando así

el segundo factor y ds = 0. Por lo que, x− ξ < 0, b < 0 y

µ3(x, t, k) =

∫ x

∞
eik(x−ξ)qdξ. (3.28)

El conjunto para este caso es

F = {k ∈ C : b < 0}.

Por lo tanto,

µ(x, t, k) =


µ1 si k ∈ D+,

µ2 si k ∈ E+,

µ3 si k ∈ F.

(3.29)

Figura 3.3: Regiones donde µi es sec-

cionalmente analítica. Figura 3.4: Región Ω̃.

Por otro lado, para analizar la convergencia de q(x, t) de la expresión (3.5) tomamos

el factor exponencial y desarrollando, tendremos que si k3 = (a3 − 3ab2) + (3a2b −

b3)i, entonces |ekxi| = |eaxi||ebx| = 1|ebx| y |e−(a3−3ab2)i||e−(3a2b−b3)t| = 1. Luego, e−bx y

e(3a2b−b3)(s−t) tienden a 0, cuando |k| igual lo hace. Es decir, si x > 0 y (s − t) < 0,
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entonces b > 0 y 3a2b − b3 > 0. Por lo que, el domino donde q asegura su existencia,

y la transformada tenga sentido, es en el semiplano superior donde se cumple que

±
√

3a < ±b, de donde obtenemos el dominio de convergencia, el cual está dado por

D =

{
z ∈ C : arg(z) ∈

(
π

3
,
2π

3

)
∪
(
π,

4π

3

)
∪
(

5π

3
, 2π

)}
. (3.30)

Geométricamente, en el plano ab son rectas que pasan por el origen con pendiente

±
√

3 = tan θ, entonces θ = 60◦ o θ = −60◦ o equivalentes. Por lo que, con el análisis

anterior, e(kx+k3(s−t))i es analítica en D (Figura 3.5).

Análogamente, para la ecuación (3.27) vemos que converge en el conjunto

D
′
=

{
z ∈ C : arg(z) ∈

(
π

3
,
2π

3

)}
,

como se muestra en la �gura 3.6.

Figura 3.5: Dominio de convergencia de

(3.22) y (3.5).
Figura 3.6: Dominio de convergencia de

(3.27).

3.6. Lema de Jordan

Teorema 3.6.1. Sea f(k) = eikx+iλk3t
(
e−iλk

3t

v1−v2 ((k − v2)q̂(v1, t)− (k − v1)q̂(v2, t))
)
una

función analítica en D
′′
R ⊂ D

′
, entonces∫

∂D
′′
R

f(k)dk = 0. (3.31)
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Demostración. Sea ∂D
′′
la frontera del dominio D

′′
R ⊂ D

′
, tal que ∂D

′′
R = CR + γ1 + γ2,

donde

γ1,2 : R→ C y CR :

[
π

3
,
2π

3

]
→ C,

tal que

γ1(R) = Re
π
3
i, γ2(R) = Re

2π
3
i y CR(θ) = Reθi.

Por lo que, usando el teorema de Cauchy, la integral de f(k) en ∂D
′′
R, cuando R tiende

a in�nito, es igual a cero (véase [10]). Por lo tanto, queda demostrado el enunciado.

Por otro lado, tomando a

CR(θ) = R(cos(θ) + isen(θ)) y h(k) =
((k − v2)q̂(v1, t)− (k − v1)q̂(v2, t))

v1 − v2

y k ∈ C tenemos que∣∣∣∣ ∫
CR

eikxh(k)dk

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2π
3

π
3

Re−Rsen(θ)x|h(R(cos(θ) + isen(θ)))|dθ

≤ MR

∫ 2π
3

π
3

eRsen(θ)dθ

≤ πMRe−R

3
,

Así, cuando R tiende al in�nito, la integral sobre CR es cero. Llegando así, al siguiente

resultado conocido como el Lema de Jordan.

Corolario 3.6.1. Sea CR un arco de circunferencia y h una función analítica en D
′
,

entonces

ĺım
R→∞

∫
CR
eikxh(k)dk = 0. (3.32)

Dado que la curva ∂D
′′
R es cerrada y siguiendo de los resultados (3.31) y (3.32),

tenemos

−
∫
CR

f(k)dk =

∫
γ1

f(k)dk +

∫
γ2

f(k)dk.
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y de esto se sigue que∫
∂D′

f(k)dk = ĺım
R→∞

(∫
γ1(θ)+γ2(θ)

f(k)dk

)
= ĺım

R→∞

(
−
∫
CR

f(k)dk

)
= 0.

Por lo tanto, la solución (3.27) queda expresada como

q(x, t) =
1

2π

∫
R
eikx+iλk3tq̂(k, 0)dk

− 1

2π

∫
∂D′

eikx+iλk3t

(
k − v2

v1 − v2
q̂(v1, 0)−

k − v1

v1 − v2
q̂(v2, 0)

)
dk (3.33)

− 3λ

2π

∫
∂D′

eikx+iλk3tk2g0(λk
3, t)dk.

3.7. Funciones de Green

En esta sección veremos la representación integral de la solución del problema dado

en (3.1), la podemos asociar en términos de las condición inicial y de frontera propues-

tos; la cual será equivalente a las expresiones (3.5) y (3.22).

Tomemos la solución (3.33) y en conjunto a la transformada (3.2), tenemos que:

q(x, t) =

∫ ∞
0

q(y, 0)G(I)(x, y, t;λ)dy +

∫ ∞
0

q(0, s)G(B0)(x, y, t;λ)ds, (3.34)

donde

G(I)(x, y, t;λ) =
1

2π

∫
R
eik(x−y)+λk3tdk

−

(
1−
√

3i

4π

)∫
∂D

e
ik
(
x−

(
−1+

√
3i

2

)
y
)

+iλk3t
dk (3.35)

+

(
−1−

√
3i

4π

)∫
∂D

e
ik
(
x−

(
−1−

√
3i

2

)
y
)

+iλk3t
dk,

G(B0)(x, y, t;λ) = − 1

2π

∫
∂D

(−3λk2)eikx+iλk3(t−s)dk.
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3.8. Parametrización de las Funciones de Green

Ahora reescribiremos a las ecuaciones dadas en (3.35). Así, para el caso de las

integrales de frontera tomaremos a k = r + i
√

3r cuando Re(k) ∈ (0,∞) y r > 0; y

tomamos a k = r − i
√

3r cuando Re(k) ∈ (−∞, 0) y r < 0, siempre que Im(k) > 0.

Por lo que∫
∂D

e
ik
(
x−

(
−1−

√
3i

2
y
))

+iλk3t
dk =

∫ ∞
0

e−
√

3rx (cos(β)− i sin(β)) (1− i
√

3)dr

+

∫ ∞
0

e−
√

3r(x+y) (cos(α) + i sin(α)) (1 + i
√

3)dr,∫
∂D

e
ik
(
x−

(
−1+

√
3i

2
y
))

+iλk3t
dk =

∫ ∞
0

e−
√

3r(x+y) (cos(α)− i sin(α)) (1− i
√

3)dr

+

∫ ∞
0

e−
√

3rx (cos(β) + i sin(β)) (1 + i
√

3)dr,∫
∂D

(−3λk2)eikx+iλk3(t−s)dk =

∫ ∞
0

24λr2e−
√

3rx cos(γ)dr.

Por otro lado, para parametrizar a la integral con respecto a la recta real, tomamos a

k = r con Re(k) ∈ (0,∞); y a k = −r para Re(k) ∈ (−∞, 0). Así la integral queda:∫
R
eik(x−y)+iλk3tdk =

∫ ∞
0

2 cos(r((x− y)− λr3t))dr.

Por lo tanto,

G(I)(x, y, t;λ) =
1

π

∫ ∞
0

cos(r(x− y) + λr3t)dr

+
1

π

∫ ∞
0

e−
√

3r(x+y)
(

cos(α) +
√

3 sin(α)
)
dr

− 2

π

∫ ∞
0

e−
√

3rx cos(β)dr,

G(B0)(x, y, t;λ) =
24λ

π

∫ ∞
0

r2e−
√

3rx cos(γ)dr,

siendo

α = r(x− y)− 8λr3t, β = r(x+ 2y)− 8λr3t, y γ = rx− 8λr3(t− s).
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3.9. Análisis Numérico

En este apartado se da una representación grá�ca de algunos ejemplos particulares

de la solución, en los cuales, podemos observar el comportamiento de ésta para diferen-

tes valores de la constante λ con tiempos t < 1.

En los grá�cos de las �guras 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10 se tomanron como condiciones inicial

y de frontera a las funciones q(x, 0) = xe−x y q(0, t) = sen(π
t
), donde se �jaron un valor

de λ, variando el tiempo con un paso regular.

Así, en la �gura 3.7, se muestra la grá�ca de la solución q(x, t;λ) donde λ = 1. Se

puede ver que a medida que el tiempo va variando, las curvas van descendiendo y la

dispersión va desapareciendo. En el caso, donde el tiempo es t = 0.5, la dispersión se

hace mas evidente.

Análogamente, en las �gura 3.8 y 3.9 se toma una valor de λ mayor o igual que 1, y

en comparación a la demás grá�cas, en ésta se logra apreciar mayor el efecto dispersivo

para los tiempos menores de 0.5. En la �gura 3.10 su comportamiento no varía compa-

rando con el grá�co 3.8.

En todas estas grá�cas, a medida que va avanzando el tiempo, éstas tienden a des-

aparecer como consecuencia de la condición exponencial.
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Figura 3.7: Grá�ca de q(x, t;λ) con λ =

1 y tiempo t = 0, 0.5, 1, 1.5, 2.
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Figura 3.8: Grá�ca de q(x, t;λ) con λ =

1.5 y tiempo t = 0, 0.2, 0.5, 1, 1.5, 1.7.
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Figura 3.9: Grá�ca de q(x, t;λ) con λ =

1 y tiempo t = 0, 0.2, 0.5, 1, 1.5, 1.7.
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Figura 3.10: Grá�ca de q(x, t;λ) con

λ = 0.5 y tiempo t = 0, 0.5, 1, 1.5, 2.

En las �guras 3.11, 3.12, 3.15 y 3.16 se tomaron como condiciones iniciales y de

fronteras a las funciones q(x, 0) = sen(λx) y q(0, t) = sen(λt), respectivamente. Además

se varió el parámetro λ < 1, de tal modo que fuese pequeño, respetando la relación

λ = 1
n2 , donde n ∈ N y valores del tiempo t < 1. Se puede notar que, a medida

que λ se acerca a 0, las ondulaciones van aumentando pero la amplitud de éstas van

descendiendo, de tal modo que se van pegando al eje real; en el caso donde n = 2, las

ondulaciones son mas notorias, las cuales no varían mucho cuando el tiempo cambia.
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Figura 3.11: Grá�ca de q(x, t;λ) con

λ = 1
8
y tiempo t = 0.2, 0.5, 0.7.
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Figura 3.12: Grá�ca de q(x, t;λ) con

λ = 1
4
y tiempo t = 0.2, 0.5, 0.7.
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Figura 3.13: Grá�ca de q(x, t;λ) con

λ = 3
8
y tiempo t = 0.2, 0.5, 0.7.
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Figura 3.14: Grá�ca de q(x, t;λ) con

λ = 1
2
y tiempo t = 0.2, 0.5, 0.7.

Figura 3.15: Grá�ca de q(x, t;λ) con

λ = 1 y tiempo t = 0.5.

Figura 3.16: Grá�ca de q(x, t;λ) con

λ = 1
64

y tiempo t = 0.5.
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Conclusión

En este trabajo de tesis se analizó un problema de valor inicial y de frontera para

la parte lineal de la ecuación KdV en base a dos métodos distintos; vía pares de Lax

y usando el Método Uni�cado [2], donde se pudo corroborar que, en ambos, se llegó a

la misma representación integral de la solución. Cabe mencionar que usando los pares

de Lax se pueden resolver problemas donde el dominio espacial es un intervalo o una

semirecta. Por otro lado, el método uni�cado como se utiliza la transformada de Laplace,

se pueden resolver problemas solo sobre una semirecta. En nuestro caso se pudo expresar

la solución en términos de integrales que involucran solo una condición de frontera y una

inicial(Véase [2], pág. 37). Además, presentamos ejemplos de soluciones particulares.
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