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Introduccion

En la disciplina Matemética Educativa, prevalecen diversas problematicas respecto a los
procesos de ensefianza-aprendizaje de las Matematicas en los distintos niveles educativos.
Una de ellas es la relacionada con el estudio de la formacion de profesores; particularmente
la determinacion del conglomerado de conocimientos matematicos y didacticos, que un
profesor de matematicas deberia tener para que su practica de ensefianza de las matematicas
sea lo mas iddnea posible, de topicos especificos relacionados con el conocimiento base para

la ensefanza.

El estudio de la formacion de profesores ha tomado cada vez mas interés tanto por la
comunidad de investigadores en Matematica Educativa, como por las administraciones
educativas. Estas Ultimas, debido a que autoridades educativas consideran principalmente
que el desarrollo del pensamiento y competencias matematicas de los estudiantes depende
esencialmente de los conocimientos, competencias y habilidades de los profesores. De
manera general, se han realizado investigaciones cuya intencion ha sido caracterizar los
componentes del conocimiento matematico que deberian integrar los profesores, lo que ha
dado oportunidad de conocer algunos modelos teéricos (Shulman, 1986; Shulman, 1987;
Ball, 2000; Ball, Thames & Phelps, 2008; Hill, Ball & Schlling, 2008; Schoenfeld y
Kilpatrick, 2008; Godino, 2009; Pino-Fan, Godino y Font, 2015; Godino, Batanero, Font y

Giacomone, 2016; Godino, Giacomone, Batanero y Font, 2017).

Por lo que en este trabajo, interesd continuar en la linea de investigacion formacién de
profesores, con el propdsito de caracterizar componentes del Conocimiento Didactico
Matematico (CDM) que evidencia un profesor de matematicas durante su préctica, al abordar
el tema de la derivada. La nocion de derivada, ha sido objeto de estudio desde distintas
aproximaciones tedricas; particularmente en cuestiones instruccionales, investigaciones
como Hitt (2003); Salinas y Alanis (2009); Gavilan (2005); Pino-Fan (2014); Pino-Fan et al.
(2015) han mencionado que la ensefianza de las nociones del Calculo es conocida por ser una
fuente de serios problemas para los profesores, respecto de la comprension de las ideas
fundamentales y que existen pocas investigaciones centradas en la formacion de profesores

sobre el tratamiento de la derivada. Sin embargo, el objetivo de esta investigacion fue
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Introduccion

caracterizar las facetas epistémica, que refiere a la diversidad de significados institucionales
de cualquier objeto matematico; interaccional, que describe las interacciones que se
establecen en aula de clases; mediacional, que refiere a los recursos apropiados para
potencializar el aprendizaje de los estudiantes; y ecoldgica, que sefiala las relaciones del
contenido matematico con otras disciplinas; del CDM, que evidencia un profesor del tema
derivada. Con la intencion de analizar el “conocimiento didactico matemético que
efectivamente se implementa en el aula”, estudio considerado importante, porque el hecho
de saber este conocimiento podria ayudar al profesor a mejorar su practica docente, al
analizar y reflexionar el desarrollo de ésta; asi como orientarlos para el disefio de acciones
formativas, acrecentado su actualizacién y formacion continua y redisefiando actividades o

secuencias didacticas que propicien el aprendizaje de los estudiantes.

El trabajo, se encuentra estructurado en cinco capitulos, a traves de los cuales se va
consiguiendo gradualmente el fin Gltimo del mismo. En el Capitulo 1, se presentan
antecedentes, donde se describieron investigaciones sobre la problematica que subyace sobre
la ensefianza y aprendizaje de la derivada, se plante6 la pregunta de investigacion, un objetivo
general y cuatro objetivos particulares, que guiaron el rumbo del estudio. En el Capitulo 2,
se recogen las nociones tedricas y metodoldgicas que se utilizaron a lo largo de la
investigacion, particularmente del Enfoque Ontosemiético del conocimiento y la instruccion

matematica (EOS) (Godino, 2009; Godino et al., 2016). Y se plantea la metodologia usada.

En el Capitulo 3, se presenta el significado global de la derivada retomado de una
investigacion; la revision del Programa de estudio de Nivel Medio Superior (NMS) de la
Universidad Autonoma de Guerrero (UAGro) y dos libros de texto, recurso potente para la
practica de los profesores, que permitieron identificar los significados pretendidos de la
derivada en el bachillerato. En el capitulo 4, se presenta el analisis de las clases de un profesor
de una escuela preparatoria, al impartir el tema de la derivada, mostrando en primer lugar el
analisis detallado de los objetos y procesos matematicos, que se pusieron en juego durante
las practicas matematicas implementadas, es decir, los significados matematicos (faceta
epistémica); y posteriormente se presenta la caracterizacion de las facetas interaccional,

mediacional y ecoldgica.
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Mientras que en el capitulo 5, se presenta una sintesis y las conclusiones de los resultados
obtenidos de esta investigacion. Producto de la respuesta a la pregunta de investigacion,
tomando como base el objetivo general y los objetivos particulares. Mostrando ademas,
algunas limitaciones, aportaciones y cuestiones abiertas de la investigacion. Y finalmente se

presentan las referencias bibliograficas.



Capitulo 1

Antecedentes y problematica




Capitulo 1. Antecedentes y problematica

Capitulo 1. Antecedentes y problematica

1.1. Introduccion

En este apartado se presenta un panorama general de investigaciones realizadas en el campo
de la Matematica Educativa, que sustentan el problema del trabajo y se enmarcan, el objetivo
general y los objetivos particulares. Para la presentacion de los antecedentes y de la
problemaética, se ha organizado el capitulo considerando cuatro aspectos: el estudio de la
determinacion y andlisis del conocimiento matematico que deberian tener los profesores
sobre un tdpico especifico; investigaciones que reportaron problemas con la ensefianza y
aprendizaje del calculo infinitesimal (derivada); estudios que mencionan algunos factores
que se deberian considerar en la ensefianza de la derivada; y trabajos que estudian sesiones
de clase con profesores al abordar un contenido matematico. Estas investigaciones se

presentan con el proposito de precisar la pertinencia de nuestra investigacion.

1.2. Determinacion y analisis del conocimiento matematico que deberian tener
los profesores de matematicas
1.2.1. Pertinencia del estudio con profesores en servicio

Una de las problematicas en el campo de formacion de profesores de matematicas que ha
interesado a investigadores, formadores de profesores y administraciones educativas como
la Universidad Auténoma de Guerrero (UAGro), esté relacionada con la determinacion del
conglomerado de conocimientos matematicos y didacticos, que un profesor de matematicas
deberia tener para que su préctica de ensefianza de las matematicas sea la mas idénea posible,
sobre tdpicos especificos relacionados con el conocimiento base para la ensefianza (Ponte y
Chapman, 2006; Pinto y Gonzélez, 2008; Pino-Fan, 2013; Pino-Fan y Godino, 2015; Godino
et al., 2016). Debido a que es un tema de actualidad, existen investigaciones que sefialan que
el desarrollo del pensamiento y las competencias matematicas de los estudiantes, dependen
de manera importante de la formacion de sus profesores (Grossman, 1990; Shulman, 2005;
Ponte y Chapman, 2006; Godino, 2009; Pino Fan, Godino y Font, 2011).

En el mismo sentido, Dolores (2013) sefial6 que la formacidn de profesores ha sido uno de
los factores vinculados con la calidad de la educacién, dado que los cambios actuales y los
previsibles demandan un profesor de Matematicas con una actitud de cambio y de

actualizacién continua. Y si se enfoca a administraciones educativas, particularmente, en la
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UAGro en su Plan y Programa de Estudios por Competencias 2010, enfatiza para el NMS la
actualizacion docente con la intencién de favorecer metodologias de ensefianza y con ello la
formacion de los estudiantes, basadas en competencias que permitan una mayor y mejor

evaluacion?, situacion que en la préactica atn no se consolida.

Al respecto, en las investigaciones en Matematica Educativa se han propuesto diversos
modelos teodricos que tratan de describir y analizar los componentes del complejo de
conocimientos que se requieren para la ensefianza de las matematicas (Shulman, 1986;
Shulman, 1987; Ball, 2000; Ball, Thames & Phelps, 2008; Hill et al., 2008; Schoenfeld y
Kilpatrick, 2008). Sin embargo, Godino (2009) mencion6 que estos modelos de
conocimiento matematico para la ensefianza, incluyen categorias demasiado globales; por
ello, en sus estudios presenta un modelo que permite un andlisis mas detallado de cada uno
de los tipos de conocimiento que se ponen en juego en una ensefianza efectiva (proficiente,

eficaz, idonea) de las matematicas.

Este modelo o sistema de categorias de analisis, que relaciona los conocimientos matematicos
y didacticos del profesor; integran, organizan y extienden los modelos que han propuestos
Shulman (1986); Llinares y Krainer (2006); Ponte y Chapman (2006); Philipp (2007);
Sowder (2007); Ball et al. (2008); Sullivan y Wood (2008); Hill et al. (2008); Schoenfeld y
Kilpatrick (2008); Ball et al. (2008), enunciando que “esto permitiria orientar el disefio de
acciones formativas y la elaboracion de instrumentos de evaluacion de los conocimientos de
los profesores” (Godino, 2009, p. 19). Este sistema es llamado modelo de Conocimiento
Didactico-Matematico (CDM), propuesto en el marco del Enfoque Onto-Semiético del
conocimiento y la instruccion matematica (EOS),? que incluye facetas (epistémica, cognitiva,
afectiva, interaccional, mediacional y ecoldgica) para la ensefianza y aprendizaje de tdpicos
especificos. El cual también se ha desarrollado y perfeccionado, como se muestra en los

trabajos dirigidos por Godino, Batanero y Font (2007); Font, Godino y Gallardo (2013); Pino-

1 Universidad Auténoma de Guerrero (2010) Modelo curricular y plan de estudios por competencias de
educacién media superior de la Universidad Autonoma de Guerrero. P. 71.
2 El modelo teérico “Enfoque Onto-Semidtico del conocimiento y la instruccién matematica”, se describira a

profundidad en el Capitulo 2.
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Fan y Godino (2015); Pino-Fan, Assis y Castro (2015); Godino et al. (2016); Godino et al.
(2017). Todos ellos, con la intencion de analizar y determinar los conocimientos que deberian
tener los profesores de matematicas, por lo que cada version del modelo presenta similitudes;
en particular, hacen énfasis sobre algunas de las facetas propuestas en Godino (2009); otros
analizan el conocimiento de los profesores a partir de tres dimensiones, con base en
conocimientos puramente matematicos que se tienen, otros sobre los conocimientos
didacticos, asimismo se han ocupado de evaluar dichos conocimientos; y otros estudian el

desarrollo e identificacion de competencias de los profesores.

En particular, para esta investigacion se hace uso del modelo que proponen Godino et al.
(2016) que permite caracterizar la actividad matematica del profesor, es decir, se logran
identificar los elementos que intervienen en el proceso de ensefianza aprendizaje en términos
de précticas, objetos y procesos matematicos, y con ello, identificar los significados que se
le dan a los objetos matematicos. Como consecuencia, se admite analizar y describir el

conocimiento especializado del profesor de matematicas.

Investigaciones como Badillo, Figueiras, Font y Martinez (2013) mencionaron que es
necesaria una agenda de investigacién que acerque a la practica los modelos teéricos
existentes, para conceptualizar la practica docente, describir y analizar entre otros aspectos,
coémo se presenta la matematica en el transcurso de una clase. De igual manera, Pinto y
Gonzélez (2008) resaltaron la necesidad de estudiar el conocimiento del profesor de
matematicas, a través de marcos conceptuales que permitan comprender como construye los
significados matematicos, como los transforma y como los representa en la practica docente.
Es asi que para el desarrollo del trabajo de investigacion, se hace uso de un modelo teérico

que permitira analizar el conocimiento de un profesor al abordar un contenido matematico.

1.3. Investigaciones que reportaron problemas con la ensefianza y aprendizaje
de la derivada

Las cuestiones relativas a la ensefianza y aprendizaje del célculo infinitesimal han sido
intensamente investigadas en Matematica Educativa. En particular el concepto derivada,
considerada una de las nociones clave del Célculo de acuerdo con Sanchez-Matamoros,
Garcia y Linares (2008); Pino-Fan, Castro, Godino y Font (2013); Pino-Fan (2013), Pino-
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Fan et al. (2015); Godino et al. (2017). Dicho concepto ha sido objeto de especial atencion
desde distintas aproximaciones teoricas, particularmente las cuestiones de indole cognitiva
(concepciones de los estudiantes, esquemas cognitivos y tipos de errores) e instruccionales
(estrategias y alternativas para la ensefianza de la derivada) tal y como se mostraron en Habre
& Abboud (2006); Artigue, Batanero y Kent (2007); Sanchez-Matamoros et al. (2008);
Gordillo, Movilla y Parra (2015); Mateus (2016); Pino-Fan (2017).

En relacion a cuestiones instruccionales o a la instruccion matematica. Hitt (2003), Salinas y
Alanis (2009) afirmaron que la ensefianza de las nociones del célculo es conocida por ser una
fuente de serios problemas, tanto para alumnos como para profesores, respecto de la
comprension de las ideas fundamentales. Asimismo, Gavilan (2005) y Pino-Fan et al. (2015)
sefialaron que existen pocas investigaciones centradas en los profesores, y menos adn, en los
conocimientos que debe tener un profesor sobre la nocion de derivada. Pino-Fan (2013)
menciond que las maltiples dificultades de las nociones del Célculo a las que se enfrentan
los alumnos se deben, en cierto modo a la naturaleza compleja de dichas nociones, pero que
también se debe, en gran parte, a como el profesor gestiona los conocimientos sobre los
objetos matematicos del Calculo, y para el caso de la nocidén derivada existen pocas
investigaciones centradas en los profesores en relacion al tratamiento que hacen de esta

nocion.

Las investigaciones enunciadas anteriormente, marcan la necesidad de continuar el estudio
de la préactica del profesor para la nocion derivada. Lo que da pie a desarrollar el presente
trabajo, es decir, analizar los elementos que intervienen en el proceso ensefianza aprendizaje
cuando el profesor ensefia el tema de la derivada en el aula de clases, con la intencion de

identificar el tratamiento que éste le da a dicho tema.

1.3.1. Conocimientos matematicos de profesores y futuros profesores sobre derivada,
mediante el disefio de actividades

Investigaciones como Badillo, Azcarate y Font (2011) describieron el esquema de la derivada
como la conexion de dos objetos complejos f'(a) y f'(x) derivada en un punto y la funcion
derivada, analizan los niveles de comprension de cinco profesores que trabajaban con la

asignatura de Matematicas en centros educativos de Colombia. El estudio se realizo a partir



Capitulo 1. Antecedentes y problematica

de una descomposicion genética y con aportaciones del EOS. Se disefié un instrumento,
donde profesores realizaron tareas que implicaban la coordinacion de los macroobjetos f“(a)
y f’(x) en contextos algebraicos y graficos, asi como relacionar la pendiente de la recta
tangente y razon de cambio para la construccion de los macroobjetos. En el analisis se sefialo,
que el nivel de comprension intra algebraico-trans* grafico no es posible que se dé en la
realidad, dado que no es cognitivamente viable, puesto que la interpretacion gréafica de los
macroobjetos f“(a) y f"(x) requieren de una complejidad en el manejo del aparato formal
de estos objetos que no se tiene construida en el nivel intra algebraico. Mientras que el nivel
trans algebraico-intra grafico es cognitivamente mas factible de encontrar, porque los
profesores estan influenciados por la ensefianza tradicional de los conceptos matematicos.
Otro aspecto fue que los profesores presentaron dificultad en la comprension grafica de los
macroobjetos f(x), f'(a) y f'(x) al reproducir inconsistencias en la interpretacion.
Finalmente, se concluy6 que en los resultados de los profesores prima la algebrizacién de los

conceptos matematicos en el detrimento de la interpretacion grafica de los mismos.

Proponiendose mejorar la caracterizacion de los conocimientos de los futuros profesores,
Pino-Fan (2013) realizé un estudio con estudiantes de Licenciatura en Ensefianza de las
Matematicas de la Universidad Auténoma de Yucatan, sobre conocimientos que estos
deberian tener para lograr los aprendizajes sobre la derivada. Para ello, disefi6 un cuestionario
con tareas que involucraron significados de dicha nocion, como el analisis de la derivada de
la funcién valor absoluto y el calculo de la funcion primitiva. Las respuestas permitieron
explorar, las practicas matematicas desarrolladas por los futuros profesores, es decir, el
conocimiento didactico-matematico, referente a la faceta epistémica sobre la derivada. Se
hizo la descripcién de las configuraciones epistémicas (analisis a priori de los conocimientos;
conocimientos esperados) y de las configuraciones cognitivas (andlisis de las respuestas de

los estudiantes; conocimientos que efectivamente poseen).

Los resultados mostraron que el conocimiento comun del contenido no es suficiente para
abordar tareas propias de la ensefianza y se requiere cierto nivel de conocimiento

especializado y un conocimiento ampliado de los objetos matematicos; se evidencid la

3 Se construyen relaciones internas del objeto matematico. Las explicaciones son locales y particulares.
4 Las relaciones construidas adquieren mayor coherencia y se estructuran relaciones.
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desconexidn de significados parciales de la derivada en los futuros profesores, debido a las
dificultades presentadas; y también se identificé que los futuros profesores tienen un mejor
desempefio cuando se usa la derivada en su acepcién como pendiente de la recta tangente. El
autor sefial6 que, aln quedan cuestiones por responder centradas en aspectos del
conocimiento y la formacion inicial de profesores, por lo que las investigaciones podrian

continuar en pro de la mejora de la calidad de los procesos de formacion del profesorado.

Asimismo, Pino-Fan et al. (2015) analizaron las practicas matematicas con una muestra de
futuros profesores (Facultad de Matemaéticas de la Universidad Autonoma de Yucatén,
Meéxico) de la resolucion de dos tareas sobre derivadas. El andlisis se hizo a traves de las
practicas matematicas y configuraciones de objetos y procesos, bajo el Enfoque Onto-
Semiotico (EOS) del conocimiento matematico, con la intencion de caracterizar los
conocimientos del profesorado de Matematicas. Se disefié un cuestionario, donde los items
activaron distintos significados para el objeto derivada (pendiente de la recta tangente, razén
instantanea de cambio y tasa instantanea de variacion). Los resultados mostraron que los
futuros profesores exhibieron dificultades para resolver tareas relacionadas con el
conocimiento especializado y ampliado sobre la derivada y que el 56,6% de ellos tuvieron
problemas para demostrar la definicion formal de la derivada que conlleva el uso de la
derivada como limite de tasas medias de variacion. Por ello, sugirieron hacer conciencia de
esta complejidad tanto para los formadores, dando oportunidad a los profesores de desarrollar
el conocimiento requerido para la ensefianza de la derivada, como para los futuros profesores,

para que desarrollen y evalGen la competencia matematica en sus estudiantes.

Robles, Del Castillo y Font (2012) disefiaron, implementaron y valoraron una secuencia de
actividades didacticas realizadas por computadora, que promovieron la construccion del
significado de la funcion derivada. Se trabajé con alumnos del primer curso de Calculo
Diferencial e Integral de Ingenieria de la Universidad de Sonora, cuyo objetivo fue propiciar
la puesta en juego de las diferentes representaciones de la funcion derivada (a partir de la
gréafica de f(x) obtener la tabla de valores para f(x)', construir la grafica correspondiente y,
finalmente, identificar la expresion analitica respectiva). La valoracion de la idoneidad
didactica de la secuencia se desarrolld con base a los seis criterios de idoneidad propuestos

en el EOS, para cada criterio se presenté una comparacion entre lo esperado a partir del
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disefio de la secuencia (a priori), y lo observado como resultado de su implementacion (a
posteriori). El primer aporte de la investigacion, fue el disefio de la secuencia didactica cuyo
objetivo fue propiciar la puesta en juego de diferentes representaciones de la funcién
derivada, recalcando la importancia de usar applets y enfatizando que las actividades
disefiadas son un material util, para profesores e investigadores interesados en la ensefianza
aprendizaje de la derivada. La segunda aportacion, es la aplicacién al proceso de instruccion
implementado de un modelo de anélisis didactico sistemético para la descripcion, explicacion
y valoracion de episodios de clases de matematicas.

Las investigaciones presentadas anteriormente, analizaron los conocimientos matematicos de
profesores y futuros profesores mediante el disefio de diversas actividades para el objeto
matematico derivada, con la intencion de identificar los conocimientos que éstos poseen, los
resultaron mostraron que prima la algebrizacion de los conceptos matematicos en el
detrimento de la interpretacion gréfica de los mismos. Otros analizaron la faceta epistémica
del Conocimiento Didactico Matematico, evidenciando la desconexién de los significados
parciales de la derivada. Por ello, sugirieron hacer conciencia de esta complejidad para los
formadores y dar oportunidad a los profesores de desarrollar el conocimiento requerido para
la ensefianza de la derivada, asi como aplicar al proceso de instruccion de un modelo de
andlisis didactico sistematico para la descripcién, explicacion y valoracion de episodios de
clases de matematicas. Es asi que en el presente trabajo, se continuara con lo sugerido por
los resultados de estas investigaciones, haciendo un analisis didactico de sesiones de clase
cuando un profesor ensefia la derivada, con la intencion de describir y analizar algunas facetas

del Conocimiento Didactico Matematico.

1.4. Factores que se deberian considerar en la ensefianza de la derivada

Pino-Fan et al. (2011) presentaron una reconstruccion del significado global (holistico) de la
derivada, considerando los tipos de problemas abordados en distintos momentos historicos y
los sistemas de practicas correspondientes. Haciendo uso de las nociones de configuracion
epistemica y significado global del “enfoque ontosemidtico” del conocimiento y la
instruccion matematica. El objetivo fue la reconstruccion del conocimiento didactico-
matematico sobre la derivada mediante la descripcion del significado epistémico global de la

derivada, dicha reconstruccion se realizd mediante un estudio histérico-epistemologico, a
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partir de los informes de investigacion y documentos historicos del calculo infinitesimal. Se
identificaron y describieron de manera sistematica objetos matematicos primarios
(situaciones, lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos) que
intervinieron en los sistemas de practicas de los cuales emergi6 el objeto derivada. Como
resultado se identificaron nueve sistemas de préacticas los cuales llevaron asociados, una

configuracién epistémica y cada una constituyé un significado parcial de la derivada.

Concluyeron que la reconstruccion del significado global de la derivada, es importante para
el disefio, implementacion y evaluacion de planes de formacion matematica y de procesos
instruccionales sobre un contenido matematico especifico. Ya que a partir del significado
global de un objeto matematico, se determinan cual o cuales seran los significados
pretendidos, implementados y evaluados, en una practica educativa especifica; ademas de
que tal significado es pieza clave para el conocimiento didactico-matematico del profesor;
pues para una ensefianza idénea de un contenido matematico especifico se requiere la
apropiacion de este conocimiento, con la intencion de que el profesor conozca la trama de

los conocimientos sobre el propio contenido a ensefiar.

Pino-Fan et al. (2013) caracterizaron el significado pretendido en el curriculo de Bachillerato
de la Universidad Autonoma de Yucatan y abordaron los significados de la derivada, a partir
de las précticas matematicas propuestas tanto en el Plan de Estudios como en los libros de
texto de dicho nivel. La comparacién de ambos significados (global y curricular) permiti6
valorar la idoneidad epistémica del significado curricular proponiendo juicios de valoracion,
con base en la representatividad de los campos de problemas propuestos, tipo de
representaciones activadas en el planteamiento y solucion de las tareas, conocimientos
previos a la introduccion de la derivada, representatividad de los significados institucionales
pretendidos respecto del significado global de referencia, para la idoneidad epistémica del

significado curricular de la derivada.

El andlisis, evidencidé que el significado de la derivada pretendido en el curriculo de
bachillerato es: la derivada como limite del cociente de incrementos. Se sugiere que en la
ensefianza de la derivada, se consideren los vinculos con la historia del calculo diferencial,

propuesta que podria favorecer a que los estudiantes desarrollen el pensamiento matematico,
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comprendan el significado holistico de un objeto matematico y, en particular, dar sentido a
la simbologia de Leibniz que prevalece en la actualidad. La hipdtesis que declararon, es que
si las instituciones educativas se apoyan de los desarrollos de las investigaciones del campo
de la Matematica Educativa, se lograria disefiar un curriculo idéneo en relacion con los
significados de los objetos matematicos y con ello se facilitaria que los profesores de

matematicas logren disefiar e implementar procesos de instruccion idéneos.

Banfi (2015) cre6 un espacio virtual de reflexion entre docentes, tratando la introduccion del
“limite de una funciéon en un punto” y de la “derivada de una funcién en un punto”,
presentando un enfoque basado en los textos “Calculo diferencial e Integral” de diferentes
editoriales. La modalidad formativa que propuso fue e-learning, medio electrénico para el
aprendizaje a distancia o virtual, donde se integra el uso de las tecnologias y elementos
pedagogicos para la formacion, capacitacion y ensefianza de los profesores en linea. Se buscé
el intercambio de experiencias y debate interno. Para ello, se llevo a cabo una propuesta
didactica, presentando el concepto del limite mediante el concepto de la “pendiente de una
curva en un punto”, ideas intuitivas de la “pendiente de una curva”, “pendiente de una curva
entre dos puntos” (pendiente de la recta secante) y finalmente la “pendiente de una curva en
un punto” (pendiente de la recta tangente). Se propusieron espacios virtudes con un docente
para cada una de ellas, que actu6é como tutor; se llevaron a cabo actividades de lectura de los
modulos, observacion, analisis y reflexion del material hipertextual e hipermedial
correspondiente  (videos, articulos académicos, archivos de audio); actividades
complementarias como debates, intercambio y analisis de lecturas y propuestas en foros. Se
concluyo que la interaccion permite al profesor, planificar actividades de formacion a través
de las lecciones, tareas, documentos, enlaces con webs o colaborativas mediante foros, wikis
y glosarios. Lo que podria cambiar la forma de planificar las actividades de los profesores y
con ello lograr un mejor aprendizaje en los estudiantes, se recalca la importancia de
implementar instrumentos informéaticos para la ensefianza del calculo diferencial,

particularmente la derivada y su representacion grafica.

Estas investigaciones, recalcaron la importancia de que los profesores consideren algunos
recursos para su practica docente; como la apropiacion del significado global del objeto

matematico a ensefiar, pues éste es clave para su conocimiento didactico-matematico, para
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conocer la trama de los conocimientos sobre el propio contenido a ensefiar; también
enfatizaron en el uso de la tecnologia para la ensefianza de la derivada y su representacion
grafca; asimismo se hace la recomendacion a instituciones educativas de consultar los
desarrollos de las investigaciones en el campo de la Matematica Educativa, para lograr
disefiar un curriculo idéneo en relacion con los significados de los objetos matematicos, pues
ello, facilitaria que los profesores de matematicas logren disefiar e implementar procesos de
instruccion idéneos. Es asi que, surge el interés de revisar los recursos que se sugieren en
estos trabajos; como consultar el significado global de la derivada, los significados de la
derivada que se establecen en la propuesta curricular de la UAGro e identificar los
significados que son implementados por un profesor en el aula de clases. Asi como conocer
los materiales didacticos en que se apoya el profesor para la ensefianza. Con la intencion de
identificar el grado de aplicacion de los significados que le atribuye el profesor a la derivada,

respecto de aquellos que se tienen como pretendidos en la propuesta curricular.

1.5. Sesiones de clase con profesores al ensefiar un contenido matematico

Contreras, Garcia y Font (2012) describieron una parte del proceso de estudio de una clase
de Bachillerato, sobre el objeto limite de una funcion. Se realizé un analisis epistémico del
proceso de instruccion, se identificaron las practicas matematicas realizadas y los objetos
primarios con la crénica de la sesion. Para la descripcidn, se hizo una valoracion parcial de
la idoneidad del proceso de estudio, tomando en cuenta los significados de referencia grafico,
geométrico, el infinitesimal y numérico. Con dicho marco fue posible abordar, a profundidad,
el estudio del significado institucional implementado. Con la trayectoria instruccional se
pudo identificar el tipo de ensefianza que desarrollé el profesor, que, en gran medida es
dialdgica, y, en menor medida, magistral. Ademas, el estudio descriptivo de las clases facilito
aflorar los conflictos semidticos reales que suceden en clase. Se recalca que existen muchos
estudios con la formacion de profesores que tienen connotaciones de caracter psicologico, ya
gue solamente cubren parte de las indagaciones que pueden efectuarse en este campo,

guedando el espacio del analisis semi6tico muy poco abordado.

Badillo et al. (2013) abordaron la visualizacion de la practica docente en el aula, identificaron
elementos esenciales de la actividad matematica en el desarrollo temporal de una clase

(definiciones, propiedades, procesos matematicos, etc.). El objetivo de la investigacion fue
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disefiar un instrumento para la visualizacion, que diera cuenta de la complejidad matematica
durante el desarrollo de una clase en términos de objetos, procesos y relaciones que las
profesoras utilizaron para aproximarse al concepto de mediatriz; el instrumento dio cuenta
de las similitudes y diferencias de la actividad matematica de diferentes profesoras que
abordaron un mismo contenido matematico en el mismo afio escolar. Se observaron clases
de un curso de primaria de diferentes colegios con tres profesoras, que explicaban la

mediatriz en tres grupos diferentes.

Los autores afirmaron que el instrumento, se puede aplicar para analizar los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, para resaltar y visualizar los elementos
esenciales de la actividad matematica. Destacando la importancia del trabajo como
aportacion para la formacion del profesorado de matematicas, enunciando que para su
desarrollo, es necesario: (1) seleccionar episodios de aula, (2) realizar el anéalisis de las
préacticas profesionales observadas en estos episodios y del conocimiento didactico -
matematico activado en dichas précticas, (3) disefiar un ciclo formativo en el que se utilicen
estos episodios y el analisis realizado en el punto 2 e (4) implementar estos ciclos formativos
en la formacién inicial y/o permanente de profesores de matemaéticas. El trabajo hizo

aportaciones a las fases 1 y 2.

Asimismo, Mateus (2016) realizé un analisis de la estructura y funcionamiento de una
secuencia de clases de matemaéticas, con estudiantes de Colombia, donde se ensefiaba el
método de integracion por partes. El objetivo del trabajo fue realizar un andlisis minucioso
del proceso de instruccion sobre una secuencia de clases. El principal resultado fue la
valoracion de la idoneidad didactica del proceso de instruccion implementado y una
explicacion de las dificultades de aprendizaje de los alumnos. Para el andlisis de la
transcripcion de las clases, se utilizé el modelo de analisis didactico propuesto por el Enfoque
Ontosemiotico de la Cognicidn e Instruccion Matematica, que permitid realizar un analisis
sistematico para la descripcion, explicacion y valoracion de episodios de clases de
matematicas. Los resultados mostraron tres grandes dificultades a lo largo de las 12 sesiones
de clase: dificultad para determinar el orden jerarquico para elegir cual funcién se nombrara
como u y cual como dv, conduciendo a los estudiantes a considerar que siempre debe

tomarse como u la funcion que esta escrita de primero en la integral; dificultad para hacer
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transformaciones como tratamientos, conversiones, trasferencias y aplicar la regla de
integracion por partes; y dificultad para solucionar problemas pertenecientes a otros

contextos cientificos como la fisica y la economia.

Finalmente, se menciona que dicho analisis didactico, al igual que una radiografia, penetra
en la estructura interna de la clase, resaltando aspectos y matices que, si bien pueden parecer
obvios después de haber sido encontrados, se hallan ocultos ante una mirada general. Este
tipo de analisis puede orientar a los profesores en formacién y a los que imparten este tipo de

clase a valorar, reflexionar y sugerir acciones de mejora.

Las investigaciones mostraron la importancia de analizar sesiones de clases, sefialando que
estos estudios permiten identificar el tipo de ensefianza que desarrolla un profesor y facilita
aflorar los conflictos semidticos reales que suceden en clase. Recalcando que este tipo de
analisis puede orientar a los profesores que imparten algin contenido matematico a valorar,
reflexionar y sugerir acciones de mejora. Por lo que, es necesaria hacer mas investigaciones
de este tipo. Atendiendo estas sugerencias, en la presente investigacion se pretende hacer un
andlisis didactico cuando se ensefia la derivada, para identificar los elementos esenciales que

suceden en el aula de clases.

1.6. Problematica y objetivos de la investigacion

Autores como Breda, Pino-Fan y Font (2017) y Godino et al. (2017) han afirmado que existe
un acuerdo generalizado, que consiste en que el profesor de matemaéticas ha de conocer y ser
capaz de realizar correctamente préacticas matematicas para resolver los problemas
matematicos que propone a los estudiantes del nivel correspondiente; asi como articularlos
con los bloques tematicos posteriores; y un conocimiento especializado del propio contenido,
considerando las transformaciones que se deben aplicar al mismo en los procesos de
ensefianza y aprendizaje. Sin embargo, en la realidad esto no siempre sucede asi, pues los
resultados de las investigaciones enunciadas en el apartado anterior lo muestran. Y aunque
estas investigaciones comparten la finalidad de mejorar los procesos de ensefianza

aprendizaje, aun queda mucho por analizar en tal proceso.

Tales investigaciones, muestran la importancia y pertinencia de conocer y estudiar el

conocimiento didactico matematico que tienen o ponen en juego los profesores, al realizar
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tareas especificas sobre diversos topicos matematicos. Donde se recalca la importancia de
hacer uso de algin modelo tedrico, para conceptualizar la practica docente, describir y
analizar como se presenta la matemaética en el transcurso de una clase. También se marca la
necesidad de estudiar a los profesores de matematicas para comprender como se construyen
los significados matematicos de tdpicos matematicos, como los transforma y los representa
en la practica docente; asi como continuar con el estudio con los profesores en pro de la

mejora de la calidad de los procesos de formacion del profesorado.

Por ello, en este trabajo de investigacion, se caracterizaron algunos componentes del
conocimiento didactico matematico que un profesor de matematicas implementé durante su
practica, al ensefiar topicos especificos de matematicas. De manera particular, se centro en
describir algunas facetas del Conocimiento Didactico Matematico (CDM) que efectivamente
pone en juego un profesor de NMS de la UAGro al ensefiar el tema de derivada, a traves de
la observacion de sus clases; caracterizando algunas facetas del modelo de CDM propuesto
por Godino et al. (2016). Con la intencion de identificar el conocimiento matematico vy el
conocimiento pedagdgico que desarrolla el profesor en el aula de clases, estudio considerado
importante, porque dar a saber este conocimiento podria ayudar al profesor a reflexionar
sobre su propia practica y cuestionarse de lo que pudiera mejorar, para gestionar el
aprendizaje de los estudiantes. Asimismo, para los futuros profesores dotarle de herramientas

para proponer y sugerir acciones de mejora cuando se aborde el tema derivada.

Navarro (2007) sefialé que hay una acepcion generalizada que la reflexion constituye uno de
los mecanismos fundamentales para promover el cambio y el desarrollo profesional de los
docentes; de igual manera Breda et al. (2017) mencionaron que la reflexién del docente sobre
su propia practica es un aspecto clave en la formacion docente. Por tal razén se cree que, con
la investigacidn, los profesores podrian replantear la forma de planificar las actividades en

caso de ser necesario, para lograr un mejor aprendizaje en los estudiantes.

Con base en lo anterior se plantea el problema y el objetivo general de la investigacion, como

sigue:

17



Capitulo 1. Antecedentes y problematica

Pregunta de Investigacion

¢Cudles son los conocimientos de las facetas epistémica, interaccional, mediacional y
ecologica del Conocimiento Didactico Matematico, que implementa un profesor del tema
derivada?

Objetivo general

Caracterizar las facetas epistémica, interaccional, mediacional y ecoldgica del Conocimiento

Didactico Matematico, que evidencia un profesor del tema derivada.
Obijetivos particulares

= OP1. Describir los significados de la derivada pretendidos en el Plan y Programa de
estudio de la UAGro y de dos libros de texto de Nivel Medio Superior, para conocer
el grado de aplicacion de los significados que se tienen como referencia.

= OP2. Identificar los significados de la derivada que efectivamente implementa un
profesor en el aula de clases, para conocer el grado de aplicacion de los significados
pretendidos.

= OP3. Describir los significados de la derivada con base en el curriculo de NMS y los
significados efectivamente implementados en el aula de clase.

= OP4. Describir como se gestiona el conocimiento en el aula de clases, cuando el

profesor aborda el tema de la derivada.
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Capitulo 2. Marco conceptual y metodologia

2.1. Introduccion

En el presente capitulo se muestran las “herramientas” y nociones teéricas que son utilizadas
para el desarrollo de este estudio; concretamente del “Enfoque Onto-Semiotico (EOS) del
conocimiento y la instruccidon matematica” que sirven de base para utilizar el modelo
especifico que propone dicho enfoque, el llamado “Conocimiento Didactico Matematico”
(CDM), describiendo cada uno de los aspectos que se toman en cuenta. Asimismo, se

presenta la metodologia empleada para el desarrollo de la investigacion.

2.2. El Enfoque Onto-Semidtico (EOS) del conocimiento y la instruccion
matematica

El EOS es un sistema tedrico que trata de integrar diversas aproximaciones y modelos
tedricos usados en la investigacion en Educacion Matematica sobre diversas problematicas.
Es desarrollado por Godino y Batanero (1994), Godino (2002) y Godino et al. (2007),
quiénes sentaron las bases de dicho sistema, el cual incluye un modelo epistemologico de las
matematicas, sobre bases antropoldgicas y socioculturales; un modelo cognitivo, sobre bases
semidticas de indole pragmatista, y un modelo instruccional coherente con los anteriores;
todo ello visto como herramientas que permiten describir y explicar los fenédmenos relativos
a los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas, con la intencion de ayudar a
mejorar tales procesos (Grugeon-Allys, Godino y Castela, 2016).

A continuacién se describen brevemente algunas de las nociones del EOS que son de utilidad

para el desarrollo del presente trabajo.

2.2.1. Sistemas de practicas y significado de los objetos matematicos

Dentro del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion matemaética, la nocion
de “practica matematica” juega un papel central, desde el punto de vista epistemologico como
didactico. Por ello, se considera practica matemética a “toda actuacion o expresion (verbal,
gréfica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros
la solucién obtenida, validarla y generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y

Batanero, 1994, p. 334). Estas préacticas pueden ser realizadas por una persona o compartidas
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en el seno de una institucion®, lo cual da lugar a las nociones de sistemas de practicas
personales® y sistemas de précticas institucionales’. Y si los sistemas de précticas son
compartidos en el seno de una institucion, entonces los objetos emergentes también se
consideran como “objetos institucionales™® y si los sistemas de practicas son personales, los
objetos emergentes son “objetos personales™.

También en el EOS se concibe el significado de los conceptos matematicos (namero, funcion,
derivada, etc.), desde una perspectiva pragmatico-antropolégica. Es decir, el significado de
un objeto matematico'® se define como el sistema de précticas operativas y discursivas que
una persona (o una institucion) realiza para resolver una cierta clase de situaciones—
problemas en las que dicho objeto interviene (Godino y Batanero, 1994). Estos sistemas de
practicas se categorizan teniendo en cuenta diversos puntos de vista. Primeramente la
distincion entre los significados personales de un sujeto, y el significado institucional
(compartida, social) de las mismas.

Cuando se hace la descripcion de los conocimientos de un sujeto particular, también sera
necesario distinguir el sistema global de précticas que potencialmente puede poner en juego
dicho sujeto, de los subsistemas de précticas declaradas (en un proceso de evaluacion),
logradas (al ser comparadas con unas practicas institucionales de referencia) e inicial (sobre
las practicas de conocimientos previos). Y en cuanto a los significados institucionales
también es necesario distinguir entre las practicas efectivamente implementadas en un

proceso de estudio, de las pretendidas, y de las practicas de referencia.

® Godino (2014) afirma que “Una institucion esta constituida por las personas involucradas en una misma clase
de situaciones problematicas” (p. 11).

6 “Los sistemas de practicas personales, asociadas a un campo de problemas, esta constituido por las practicas
prototipicas que una persona realiza en su intento de resolver un campo de problemas C” (p. 339).

T “El sistema de practicas institucionales, asociadas a un campo de problemas, esta constituido por las practicas
consideradas como significativas para resolver un campo de problemas C y compartidas en el seno de la
institucion I” (p. 337).

8 “El objeto institucional OI es un emergente del sistema de practicas sociales asociadas a un campo de
problemas, esto es, un emergente de PI(C). Los elementos de este sistema son los indicadores empiricos de
OI” (p. 338).

% “objeto personal OP es un emergente del sistema de practicas personales significativas asociadas a un campo
de problemas, esto es, un emergente de PP(C). (Godino y Batanero, 1994, p. 339).

10 Objeto o entidad matemética como: “todo aquello que puede ser indicado, todo lo que puede sefialarse
o a lo cual puede hacerse referencia, cuando hacemos, comunicamos o aprendemos matematicas” (Godino,
2002, p. 5).
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Es decir, la interpretacion de los significados como sistemas de préacticas lleva a hablar de
tipologias de significados (Figura 1) personales (globales, declarados y logrados) y
significados institucionales (implementados, evaluados, pretendidos, referenciales)
(Godino, 2014).

("~ SIGNIFICADOS ) ( \’
S SIGNIFICADOS
P
/ PERSONALES articipacion | |NSTITUCIONALES

Global __Ensefianza Referencial

Declarado <::‘I> Pretendido
& =
Implementado
Aprendizaje

Apropiacion

Logrado

/Significado HOLOSIGNIFICADO  significado)
/ parcial parcial \

[ SISTEMA DE PRACTICAS ]

Operativas Discursivas

TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS
(Material, biolégico y social)

Figura 1. Significado como sistemas de practicas (Godino, 2014, p.13).

Para el significado global de referencia de un objeto matematico, éste se define a partir de
dos nociones: 1) significado global (holistico), que comprende los diferentes significados
parciales de un objeto matematico y para su determinacién se requiere realizar un estudio
historico-epistemoldgico sobre el origen y evolucion del objeto en cuestién; y 2) significado
de referencia o pretendidos, entendido como los sistemas de practicas que se usan como
referencia para elaborar los significados que se pretenden incluir en un proceso de estudio
(Pino-Fan et al., 2011). Para una institucion de ensefianza concreta, los significados
pretendidos sera una parte del global de un objeto matematico.

2.2.2. Objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de précticas

En el apartado anterior se menciond que se considera a los objetos matematicos como
entidades emergentes de los sistemas de practicas. Particularmente. Font et al. (2013) sefialan
lo siguiente

Nuestra propuesta ontoldgica se deriva de las practicas matematicas, siendo éstas el contexto

basico en la que los individuos obtienen su experiencia y de las cuales los objetos
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matematicos emergen. Consecuentemente, el objeto adquiere un estatus derivado de las
practicas que le preceden (p.104).
Es asi que, en la investigacion también se analiza la ocurrencia de los objetos matematicos,
a partir de las practicas matematicas realizadas para resolver problemas matematicos. De
igual manera, en los sistemas de practicas matematicas operativas y discursivas, intervienen
objetos ostensivos (simbolos, graficos) y no ostensivos (conceptos, proposiciones), que
ocurren al hacer matematicas; y que son representados en forma textual, oral, grafica o
incluso gestual.
Asimismo el EOS propone la siguiente tipologia de objetos matematicos primarios, que
intervienen en los sistemas de practicas (Godino, et al., 2007):
v Elementos linglisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos
registros (escrito, oral, gestual).
v" Situaciones-Problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios).
v" Conceptos/Definiciones (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta,
punto, numero, media, funcion, derivada).

v" Proposiciones/Propiedades (enunciados sobre conceptos).

\

Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo).

v" Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y

procedimientos, deductivos o de otro tipo).

Estos seis tipos de entidades primarias postuladas amplian la tradicional distincion entre
entidades conceptuales y procedimentales. Las situaciones-problemas son el origen o razén
de ser de la actividad; el lenguaje representa las restantes entidades y sirve de instrumento
para la accion; los argumentos justifican los procedimientos y proposiciones que relacionan
los conceptos entre si (Pino-Fan, 2013).
2.2.3. Configuracion ontosemidtica
Para un analisis mas “fino” de la actividad matematica, el EOS introduce la herramienta de
configuracién ontosemidtica, donde los objetos matematicos primarios (problemas,
definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos) se relacionan entre si, formando
redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas que se realizan para

la resolucion de las situaciones-problemas.
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Estas configuraciones pueden ser epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas
(redes de objetos personales) (Godino, Font, Wilhelmi & Lurduy, 2011). Por ello, cuando
una persona realiza una practica matematica, activa un conglomerado formado por
situaciones—problemas, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos,
articulados en la configuracion (objetos matematicos primarios). Estos objetos matematicos
que conforman la configuracion, se manifiestan durante la actividad matematica: el lenguaje
matematico con el cual se hace referencia a ellos, que a su vez evocan a conceptos o
definiciones, los cuales se operativizan mediante procedimientos y propiedades asociadas,

que se manifiestan durante la solucion de las tareas matematicas.

La emergencia de los objetos de la configuracion tiene lugar mediante respectivos procesos
matematicos *de: comunicacion, problematizacion, definicion, enunciacion, elaboracion de
procedimientos (algoritmizacion, rutinizacion) y argumentacion (Godino, 2014). En la
Figura 2 se muestra el desglose, y las interacciones, de los objetos matematicos primarios,
las facetas duales desde las que éstos pueden ser vistos, y los procesos que llevan asociados.

LENGUAJES
Y
Comdnicacian

Moo

Contexto
Institucional

Figura 2. Configuracion ontosemiética (Godino, 2014, p.23).

11 Es una secuencia de acciones que es activada o desarrollada, durante un cierto tiempo, para conseguir un
objetivo, generalmente una respuesta (salida) ante la propuesta de una tarea matematica (entrada) (Font et al.,
2013).
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2.3. Conocimiento Didactico Matematico del profesor de matematicas desde el
punto de vista del EOS
2.3.1. EI Modelo Conocimiento Didactico Matematico (CDM)

En Godino (2009) se comenz6 a proponer un sistema de categorias para analizar los
conocimientos del profesor de matematicas; denominado modelo de Conocimiento Didactico
Matematico (CDM), que proporciona pautas y criterios para analizar y caracterizar el
conocimiento requerido por los profesores para la ensefianza de temas especificos de
matematicas. Dicho modelo se ha ampliado y perfeccionado con el desarrollo de numerosos
trabajos dirigidos por Godino et al. (2007), Font et al. (2013), Pino-Fan y Godino (2015),
Pino-Fan et al. (2015), Godino et al. (2016) y Godino et al. (2017).
Para el desarrollo del trabajo de investigacion se hace uso del modelo CDM que proponen
Godino et al. (2016) que permite analizar y caracterizar el conocimiento didactico
matematico implementado por un profesor al abordar el tema derivada en el aula de clases;
lo que es equivalente a conocer los elementos que intervienen en el proceso de ensefianza
aprendizaje.
Para la investigacion, se coincide en que el Conocimiento Didactico- Matematico (CDM) se
interpreta como:
la trama de relaciones que se establecen entre los distintos objetos matematicos primarios (y
los procesos de significacion), que se ponen en juego en las practicas operativas y discursivas
del profesor, realizadas con el fin de resolver un determinado campo de situaciones
problematicas para implementar procesos de instruccion eficaces (idoneos) que faciliten el
aprendizaje de los estudiantes. (Pino-Fan, Godino y Font, 2010, p. 209).
Este conocimiento es una combinacion de conocimiento del contenido y de conocimiento
pedagogico del contenido, equivalente al conocimiento necesario para la ensefianza de las
matematicas, que es diferente del que adquieren los estudiantes y que es propio de los

profesores (conocimiento especializado del profesor).

2.4. Herramientas tedricas que se utilizan para el analisis de la practica del
profesor

2.4.1. Modelo del Conocimiento Didactico Matematico
Como se ha venido mencionando, el modelo de CDM que proponen Godino et al. (2016) de

la figura 3 es el que se toma para analizar los conocimientos del profesor. Este modelo
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corresponde a la dimension didactica de acuerdo con Pino-Fan et al. (2015), se compone de
seis facetas que se relacionan entre si, en diferentes etapas de los procesos de ensefianza y
aprendizaje sobre temas matematicos especificos como estudio preliminar, planificacion,

implementacién y evaluacién (Pino-Fan, Godino y Font, 2014; Pino-Fan et al., 2015).
Las fases que componen la dimension didactica son las siguientes:

—Faceta epistémica: es el conocimiento de la pluralidad de los significados institucionales de
cualquier objeto matemaético, dependiendo de los diferentes contextos de uso, y el
reconocimiento del sistema de précticas, objetos y procesos implicados en cada significado

parcial.

— Faceta cognitiva: implica el conocimiento de como lo estudiantes aprenden, razonan y

entienden las matematicas y como progresan en su aprendizaje.

— Faceta afectiva: incluye los conocimientos sobre los aspectos afectivos, emocionales,
actitudinales y creencias de los estudiantes con relacién a los objetos matemaéticos y al

proceso de estudio seguido.

— Faceta instruccional: conocimiento sobre la ensefianza de las matematicas, organizacion
de las tareas, resolucion de dificultades de los estudiantes, e interacciones que se puede

establecer en el aula.

— Faceta mediacional: conocimiento de los recursos (tecnologicos, materiales y temporales)

apropiados para potenciar el aprendizaje de los estudiantes.

— Faceta ecoldgica: implica las relaciones del contenido matematico con otras disciplinas, y
los factores curriculares, socio-profesionales, politicos, econémicos que condicionan los

procesos de instruccion matematica.

Todas estas facetas forman parte del conocimiento especializado del profesor de matematicas
(linea punteada en la figura 3), en la medida que tales procesos ponen en juego algin

contenido matematico, sea comun o ampliado (Godino et al., 2016).
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Figura 3. Facetas y componentes del conocimiento del profesor (Godino et al., 2016 p. 292).

Ademas, todas ellas se relacionan entre si; por ejemplo, dada una tarea matematica
determinada, el profesor debe ser capaz de movilizar la diversidad de significados que se
ponen en juego (faceta epistémica) y también debe resolver la tarea, utilizando distintos
procedimientos, mostrar diversas justificaciones y explicaciones, o bien variarla para

adaptarla a los conocimientos de los alumnos (facetas interaccional y cognitiva).

Particularmente en la investigacion, interesa describir y analizar el conocimiento de las
facetas del CDM que implementa un profesor en el aula de clases, a partir de la observacion.
Por tal razén, no se describe el conocimiento de las facetas cognitiva y afectiva, ya que se
analizan los conocimientos y significados del profesor como parte institucional, sin
intervencion del investigador. Interesa pues, describir los significados institucionales que se
implementan y no los significados personales (cognitiva y afectiva) del profesor, es decir,
solo se describe el conocimiento que se logra observar del profesor como representante de la

institucion y que implementa en el aula de clases.
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2.4.2. Caracterizacion de la faceta epistémica

Para dar cuenta de la faceta epistémica, se usan las herramientas de sistemas de practicas,
objetos y procesos matematicos, y configuraciones epistémicas; que permitiran identificar
los significados institucionales que se atribuyen a la derivada.

2.4.2.1 Sistemas de précticas y los objetos emergentes

Para esta investigacion, se consideran a los sistemas de practicas matematicas discursivas y
operativas como sistemas de précticas institucionales, donde el foco de atencion son las
précticas que realiza el profesor, es decir, se considera al profesor como representante de la
institucion en el aula de clases. Y dado que los sistemas de practicas son compartidos en el
seno de wuna institucién, entonces los objetos emergentes son llamados objetos

institucionales.

De acuerdo con la figura 1, existen diversos tipos de significados; de manera particular para
este trabajo se centra en los significados de referencia, pretendidos y en los significados

institucionales implementados.

2.4.2.2. Configuracion epistémica

Se hace uso de la nocion configuracion epistémica? (Figura 4), que permite analizar y
describir sistematicamente los objetos matematicos primarios (situaciones/problemas,
elementos linguisticos, conceptos/definiciones, proposiciones/propiedades, procedimientos
y argumentos) que intervienen en las practicas matematicas sobre la derivada (Font y Godino,
2006). Para el presente estudio, se hacen configuraciones epistémicas para la descripcién de
los significados que propone el Programa de estudios de la UAGro y dos libro de texto con
el tema de la derivada. De manera similar, configuraciones epistémicas de acuerdo con las

préacticas matematicas que efectivamente desarrolla el profesor en el aula de clases.

12| as configuraciones epistémicas se componen de los objetos matematicos que intervienen y emergen de los
sistemas de practicas matematicas en distintos contextos de uso. Un objeto matematico puede tener varias
configuraciones epistémicas las cuales a su vez llevan asociadas un significado parcial distinto para dicho objeto
matematico (Font y Godino, 2006).
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PROBLEMAS/
Tareas

Figura 4. Configuracion de objetos primarios intervinientes en las practicas (Pino-Fan et al., 2013,
p. 126).

2.4.2.3. Procesos matematicos

Para el analisis de las practicas matematicas que se desarrollan en el aula de clase, intervienen
procesos matematicos (Font y Rubio, 2017). Y dado que dichos procesos son densos en la
actividad matematica, no se pretende realizar un estudio exhaustivo de ellos; por ello, se
limita a realizar una sintesis, tomando los mas relevantes al mirar la clase de manera global
(comunicacion,  problematizacion,  definicién, enunciacion, algoritmizacion vy

argumentacion) mismos que establece el EOS.

2.4.3. Caracterizacion de la faceta interaccional
Para dar cuenta de la faceta interaccional del CDM; se enuncian nociones de Godino, (2000);
Godino, Contreras y Font, (2006). Que ayudaran a identificar la interaccién profesor-

estudiantes.

2.4.3.1. Dimensiones de un proceso de instruccién matematica. Trayectorias muestrales

En la realizacion de un proceso de instruccion (cada experiencia particular de ensefianza de
un contenido matematico) se pone en juego una muestra de elementos del significado
pretendido o implementado de un objeto matematico (epistémica), asi como una muestra de
las funciones docentes y discentes. Es decir, se produce una trayectoria muestral del proceso
(Godino, 2002) que describe la secuencia particular de los componentes que han tenido lugar

a lo largo de un tiempo.

Como las practicas matematicas pueden estar a cargo del profesor, de los estudiantes o bien

distribuirse entre ambos; por ello, ademas de la configuracion epistémica, también se
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consideran la configuracion docente 3y discente!, de manera que la articulacion de las tres
constituye una configuracion didactica'® (Godino et al., 2006). Donde en cada proceso de
instruccion, se produce una trayectoria de configuraciones didacticas, que a su vez se
descompone en trayectorias méas especificas (trayectorias epistémicas, docentes y discentes),
cuyo analisis lleva a la comprension global de la trayectoria didactica en su conjunto (Robles
et al.,, 2012). En la investigacion se consideran dos trayectorias especificas: trayectoria
epistémical®, (distribucion temporal de practicas, objetos y procesos matematicos) y
trayectoria docente!’. Por lo tanto no se reporta una configuracion didactica como tal, dado
gue no se consideran las configuraciones y trayectorias de los estudiantes. Por ello, se dara

cuenta de la interaccion que sucede en el aula de clases en base a éstas dos configuraciones.

2.4.3.2. Estados de las trayectorias de los procesos instruccionales
2.4.3.2.1. Trayectoria epistémica

Para desarrollar el andlisis epistémico (configuracion epistémica, su secuenciacion y
articulacion) de un proceso de instruccion, las configuraciones epistémicas se descomponen
en unidades de analisis, con el fin de caracterizar el tipo de actividad matematica que se
implementa efectivamente. Estas unidades de anélisis son llamados estados de la trayectoria
y se distinguen seis estados posibles, segun el tipo de entidad que se estudia en cada
momento: E1: Situacional'®, E2: Actuativo®®, E3: Lingiiistico®®, E4: Conceptual®!, E5:
Proposicional®? y E6: Argumentativo®. Estos estados suceden a lo largo del proceso

instruccional relativo a un tema o contenido matematico. Los cuales a su vez se identifican

13 Conjunto actividades que se circunscriben a una situacién-problema (o tarea) especifica.

14 Sistema de funciones/acciones que desempefia un alumno a propésito de una configuracion epistémica.

15 La secuencia interactiva de estados de las trayectorias que tienen lugar a propésito de una situacion-problema
(o tarea).

16 | a distribucién a lo largo del tiempo de la ensefianza de los componentes del significado institucional
implementado. Estos componentes (problemas, acciones, lenguaje, definiciones, propiedades, argumentos) se
van sucediendo en un cierto orden en el proceso de instruccion.

17 Distribucion de las tareas/acciones docentes a lo largo del proceso de instruccion de un contenido o tema
matematico.

18 se enuncia un ejemplar de un cierto tipo de ejercicios/problemas.

19 se aborda el desarrollo o estudio de una manera de resolver los problemas.

20 se introducen notaciones, representaciones graficas, etc.

21 se formulan o interpretan definiciones de los objetos puestos en juego.
22 sp enuncian e interpretan propiedades.

23 s justifican las acciones adoptadas o las propiedades enunciadas.
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como unidades epistémicas, que son oraciones que componen la cronica de un proceso de

estudio y son numeradas correlativamente para su referencia.

2.4.3.2.2. Trayectoria docente
Para las actividades o acciones que realiza el profesor, Godino et al. (2006) proponen la
siguiente categorizacion: P1: Planificacion?, P2: Motivacion?®, P3: Asignacion de tareas?,

P4: Regulacion?’, P5: Evaluacion?®, P6: Investigacion?®.

2.4.3.3. Interacciones didacticas

Como se menciond anteriormente, con la identificacion de trayectorias y estados potenciales,
se proporciona un procedimiento sistematico para identificar regularidades en la
secuenciacion de los estados en cada trayectoria, 0 en las interacciones entre dos 0 mas
trayectorias. Se trata de describir la interaccion del profesor con los estudiantes a propdésito
de los componentes de un saber matematico especifico, usando determinados recursos o

materiales.

2.4.3.3.1. Configuraciones didacticas de referencia
Para clasificar la interaccion que sucede en el aula de clases. Godino et al. (2006) se

fundamenta en lo que dice Guy Brousseau (1997) proporcionando herramientas para analizar
los procesos de instruccion matematica; es asi que establece cuatro tipos de configuraciones

tedricas, usadas como referencia para el analisis de las configuraciones didéacticas

24 Disefio del proceso, seleccion de los contenidos y significados a estudiar (construccion del significado
pretendido y de la trayectoria epistémica prevista).

25 Creacion de un clima de afectividad, respeto y estimulo para el trabajo individual y cooperativo, a fin de que
se implique en el proceso de instruccion.

% Direccion y control del proceso de estudio, asignacion de tiempos, adaptacion de tareas, orientacion y
estimulo de las funciones del estudiante.

27 Fijacion de reglas (definiciones, enunciados, justificaciones, resolucion de problemas, ejemplificaciones),
recuerdo e interpretacion de conocimientos previos necesarios para la progresion del estudio, readaptacién de
la planificacion prevista

28 Observacion y valoracion del estado del aprendizaje logrado en momentos criticos (inicial, final y durante el
proceso) y resolucion de las dificultades individuales observadas.

29 Reflexion y analisis del desarrollo del proceso para introducir cambios en futuras implementaciones del
mismo, asi como la articulacion entre los distintos momentos y partes del proceso de estudio.
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efectivamente implementadas en un proceso instruccional, se designan como: magistral®,

adidactica’!, personal®? y dialdgica®:.

En la figura 5 se representan en los cuatro vértices de un cuadrado, los tipos de

configuraciones did4cticas teoricas descritos.
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Figura 5. Configuraciones didacticas teoricas.

A lo largo de un proceso de instruccion matematica las configuraciones empiricas oscilaran

en torno a estos tipos tedricos.

2.4.4. Caracterizacion de la faceta mediacional

Para caracterizar la faceta mediacional del CDM, correspondiente con los recursos
(tecnoldgicos y materiales temporales) que son utilizados para abordar un contenido
matematico, se toman en cuenta herramientas que establecen Godino et al. (2006); Godino,
Batanero, Rivas y Arteaga (2013) y Arteaga, Batanero y Gea (2017), identificando los

componentes que resultan en el proceso de instruccion.

%0 La manera tradicional o clasica de ensefiar matematicas, basado en la presentacion magistral, seguida de
gjercicios de aplicacion de los conocimientos y saberes presentados.

31 El estudiante crea una actividad de produccién de conocimiento, de manera independiente de la intervencidn
del profesor. El sujeto entra en interaccion con una problematica, poniendo en juego sus propios conocimientos,
cuando se da interaccion entre un sujeto y un medio para resolver un problema.

32 Se tiene cuando la resolucion de la situacién-problema (o la realizacion de una tarea) se realiza por el
estudiante sin una intervencién directa del docente.

33 La institucionalizacion (regulacién) tiene lugar mediante un didlogo contextualizado entre el docente y los
alumnos, quienes han tenido ocasion de asumir la tarea, familiarizarse con ella y posiblemente de esbozar alguna
técnica de solucion.
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Tabla 1

Componentes e indicadores de idoneidad mediacional (Godino et al., 2013, p. 62)

Componentes:

Indicadores:

Recursos  materiales
(Manipulativos,
calculadoras,
ordenadores)

NUmero de alumnos,
horario y condiciones
del aula

Tiempo (De ensefianza
colectiva/tutorizacion;
tiempo de aprendizaje)

-Se usan materiales manipulativos e informaticos que permiten introducir buenas
situaciones, lenguajes, procedimientos, argumentaciones adaptadas al contenido
pretendido.

-Las definiciones y propiedades son contextualizadas y motivadas usando
situaciones y modelos concretos y visualizaciones.

-El ndmero vy la distribucién de los alumnos permite llevar a cabo la ensefianza
pretendida.

-El horario del curso es apropiado (por ejemplo, no se imparten todas las sesiones
a Ultima hora)

El aulay la distribucion de los alumnos es adecuada para el desarrollo del proceso
instruccional pretendido.

-El tiempo (presencial y no presencial) es suficiente para la ensefianza pretendida
-Se dedica suficiente tiempo a los contenidos mas importantes del tema

-Se dedica tiempo suficiente a los contenidos que presentan més dificultad de
comprension.

2.4.5. Caracterizacion de la faceta ecoldgica

Para caracterizar a la faceta ecoldgica del CDM, se utilizan herramientas que proponen

Godino (2009) y Godino et al. (2013); que permiten identificar y describir la relacion de los

componentes efectivamente implementados y los propuestos en el curriculo de bachillerato.

Tabla 2

Componentes e indicadores de idoneidad ecoldgica (Godino et al., 2013, p. 57)

Componentes:

Indicadores:

Adaptacién al curriculo

Apertura hacia la
innovacion didactica

Adaptacién socio-
profesional y cultural
Educacion en valores
Conexiones intra e
interdisciplinares

-Los contenidos, su implementacion y evaluacion se corresponden con las
directrices curriculares.

-Innovacién basada en la investigacion y la practica reflexiva

- Integracién de nuevas tecnologias (calculadoras, ordenadores, TIC, etc.) en el
proyecto educativo.

-Los contenidos contribuyen a la formacién socio-profesional de los
estudiantes.

-Se contempla la formacién en valores democraticos y el pensamiento critico.

-Los contenidos se relacionan con otros contenidos intra e interdisciplinares.

2.5. Metodologia

La investigacion tiene un enfoque cualitativo. “Cuando se busca comprender la perspectiva

de los participantes (individuos o grupos pequefios de personas a los que se investigara)

acerca de los fendmenos que los rodean, profundizar en sus experiencias, perspectivas,

opiniones y significados” (Herndndez, Fernandez y Baptista, 2010, p.364). Puesto que

interesa analizar la practica del profesor, para describir y caracterizar las practicas, objetos y

procesos matematicos que desarrolla, asi como los contenidos matematicos que aborda y los
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materiales que emplea para tal fin. Por ello, se observa al profesor en el aula de clases sin
ninguna intervencion por parte del investigador, con la intencion de que éste desarrolle la
clase lo méas natural posible y comprenderlo dentro de su propio espacio; es importante
mencionar que no se busca enjuiciarlo, pero si comprender a detalle lo que realiza en el aula

de clases.

2.5.1. Componentes y fases de la investigacion

Para la consecucion de los objetivos, planteados anteriormente, nos proponemos cinco fases:
Fase 1

Significado global de la derivada

El significado global de la derivada, se realiz6 con base en Pino-Fan et al. (2011), quienes
sefialaron nueve significados distintos (significados parciales) en la evolucion histérica del
objeto matematico derivada, es decir, se ha activado implicita o explicitamente en nueve
subsistemas de practicas y cada uno contiene una configuracion epistémica asociada a objetos
y procesos que constituyeron algan significado parcial para dicha nocién, mismos que seran
considerados como significados de referencia para la derivada.

Fase 2

Situacion curricular del contenido matematico derivada en el NMS de la UAGro en
México

Se realizo el analisis del curriculo de Bachillerato de la UAGro, es decir, se reviso el Plan 'y
Programa de estudios (Uap Matematicas V) por competencias 2010 de Educacion Media
Superior de la UAGro vy la revision del contenido matematico de dos libros de texto que
utilizo el profesor como apoyo para sus clases; con la intencion de identificar y describir las
préacticas y objetos matematicos que intervinieron en la configuraciones epistémicas de la
derivada (significados pretendidos).

Fase 3

Contextualizacion de las clases e instrumentos para la recoleccion de los datos

El estudio se llevo a cabo considerando un solo profesor del NMS de la UAGro. Quién
actualmente labora en la escuela preparatoria No.1 (con una antigiiedad de 30 afios en
servicio) ubicada en la ciudad de Chilpancingo, Gro.

La recoleccion de datos se realizo a través de observaciones de clase, grabando cada una al

momento de ensefar el contenido matematico de la derivada, mediante el uso de una camara
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de video y una grabadora de voz. Estos recursos permitieron identificar los elementos
esenciales de la practica del profesor, ademas, de realizar las transcripciones, asi como
analizar y describir detalladamente los objetos matematicos que intervinieron en las practicas
matematicas durante el desarrollo del tema

Cabe sefialar que se observaron de manera continua 8 sesiones de clase, pues fueron estas
sesiones las dedicadas al trabajo con la derivada, con una duracién de aproximadamente de
50 minutos, acordes con el horario asignado por la escuela.

Fase 4

Niveles de analisis didactico propuesto por el EOS

Para realizar el analisis del proceso de instruccion, se uso del modelo de analisis didactico
propuesto por el EOS (Godino et al., 2007; Pochulu y Font, 2011). Dicho modelo considera
cinco niveles, cada uno permite analizar aspectos complementarios de los procesos de
ensefianza y aprendizaje de la matematica, los cuales se enuncian a continuacion:

1) Identificacion de practicas matematicas.

2) Elaboracion de las configuraciones didacticas y epistémicas de objetos y procesos
matematicos.

3) Analisis de las trayectorias e interacciones didacticas.

4) ldentificacion del sistema de normas y metanormas.

5) Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de instruccion.

Para el andlisis de las clases, se utilizaron los tres primeros niveles. Con base en estos niveles
se interpretaron las sesiones de clase, lo que permiti6 caracterizar las facetas del CDM.
Fase 5

En los capitulos 4 y 5 se realizan las descripciones y caracterizaciones de las sesiones de
clase para el tema de la derivada.
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Capitulo 3. Significados de referencia y significados pretendidos
de la derivada

3.1. Introduccion

En este apartado se presentan los significados de referencia y los significados pretendidos de
la derivada. Primeramente, se muestra el significado de referencia (global) de la derivada
retomado de la investigacion de Pino-Fan et al. (2011); Posteriormente, se identifican y
describen los objetos matematicos de la derivada establecidos tanto en el Programa de estudio
de la UAGro para el NMS como en dos libros de texto de calculo diferencial, a partir de la
identificacion de practicas matematicas desarrolladas para la resolucién de los problemas
matematicos; y como consecuencia de ello, se presentan los significados que son

identificados como pretendidos para el NMS para el estudio de la derivada.

3.2. La importancia de estudiar los significados de la derivada

Es importante recordar que el interés de la investigacién, es identificar el Conocimiento
Didactico Matematico que implementa un profesor en el aula de clase al abordar el tema de
la derivada, es por ello que se hace necesario conocer el tratamiento que se tiene de la
derivada en el NMS. Pino-Fan (2017) sefiala que cuando se pretende indagar sobre los
conocimientos que tienen ciertos sujetos (profesores o estudiantes) sobre un determinado
objeto matematico, una pregunta imprescindible es ;qué es o qué significado(s) tiene
realmente dicho objeto matemético? Hay dos formas de aproximarse a la respuesta. La
primera estudiando la naturaleza historico epistemoldgica del objeto matematico (significado
de referencia). Y la segunda realizando un estudio de los significados pretendidos por el

curriculo de matematica y los libros de texto sobre la nocién particular.

3.3. Significados de referencia de la derivada

Como se mencion0 anteriormente y como parte de la fase 1 de este trabajo, se presenta el
significado de referencia de la derivada, retomado de la reconstruccion del significado global
(holistico) de la derivada de la investigacion realizada por Pino-Fan et al. (2011), donde
sefialan que a lo largo de la evolucion historica ésta nocion ha adoptado nueve significados
distintos (significados parciales), es decir, la derivada se ha presentado implicita o

explicitamente en nueve subsistemas de practicas donde cada una de las cuales tiene una
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configuracién epistémica asociada, de objetos y procesos que constituyen un significado

parcial de derivada.

A estas nueve configuraciones, respectivamente asociadas a los sistemas de practicas, se han
denominado: 1) el trazado de tangentes en la matemaética griega (CE1); 2) problemas sobre
la variacion en la edad media (CE2); 3) célculo de subtangentes y tangentes con el &lgebra
(CE3); 4) trazados de tangentes mediante consideraciones cinematicas (CE4); 5) célculo de
maximos y minimos mediante la idea intuitiva de limite (CE5); 6) calculo de tangentes y
subtangentes mediante métodos infinitesimales (CE6); 7) el célculo de fluxiones (CE7); 8)
el célculo de diferencias (CE8) y, 9) la derivada como limite (CE9). Estas configuraciones,
a pesar de ser distintas entre si, algunas de ellas tienen similitudes, de manera que se pueden

relacionar como se ilustra en la figura 6.
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Figura 6. Significado epistémico global de la derivada (Pino-Fan et al., 2011, p.174).
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Como se observa en la figura 6, los significados de la derivada se han desarrollado de manera
paulatinaa lo largo de la historia desde los primeros trabajos sobre tangentes en la matematica
griega, hasta una definicion formal que fue dada a partir del limite del cociente de
incrementos. De modo que los elementos en conjunto y sus relaciones, ilustrados en la misma

figura conforman el significado epistémico global de la derivada (Pino-Fan, 2013).

A continuacion se muestran los conceptos-definiciones que intervienen en cada una de las

configuraciones del significado global de la derivada (Tabla 3):

Tabla 3
Conceptos-definiciones de la derivada

Configuraciones Conceptos-definiciones

Epistémicas

CE1: Trazado de

tangentes en la

a) Se dice que una recta es tangente al circulo cuando lo toca y prolongada no lo corta
(Definicion 11 del libro 111 de los Elementos de Euclides);

matematica b) Se dice que dos circulos son mutuamente tangentes cuando se tocan mutuamente y
griega.

CE2: Problemas

no se cortan (Definicion IV del libro 111 de los Elementos de Euclides).

La demostracion que realiza Oresme de la denominada “Regla de Merton”, conduce a

sobre la variacion
en la Edad
Media.

CE3: Calculo de
subtangentes y
tangentes con el

algebra.

CE4: Trazado de

tangentes

la idea de que el espacio recorrido por un mévil es igual al area bajo la gréafica de su
velocidad en funcién del tiempo. Intervienen conceptos tales como:

a) aceleracion uniforme, definida por los escolasticos de Merton como aquella para la
cual incrementos iguales de velocidad se adquieren en intervalos de tiempo iguales;
b) movimiento uniforme, definido como aquel que se tiene cuando las distancias
iguales eran recorridas en tiempos iguales;

c) velocidad instantanea, que es la forma en que definieron al movimiento variable;
d) longitud, la cual seria nuestra abscisa, que considera es el tiempo;

e) latitud, que seria nuestra ordenada, y considerada la intensidad o la amplitud del
fendmeno, ya sea velocidad, calor u otros;

f) representacidon gréfica de las intensidades de las cualidades, que es la representacion
de la forma de acuerdo con la variacion de la intensidad, respecto del tiempo.

Se sefialan distintas formas de concebir la recta tangente a una curva:

a) la posicion particular de una secante que gira en torno al pie de la tangente, hasta
que dos de sus puntos de interseccién con la curva llegan a coincidir; y b) aquella que
esta determinada por una recta que gira alrededor del punto de contacto dado, hasta
que el otro punto en el que aquella corte a la curva, coincida con el primero.

a) concepto intuitivo de movimiento instantaneo;

b) Una curva es la trayectoria de un punto movil;
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mediante
consideraciones

cinematicas.

CE5: Calculo de
maximos y
minimos
mediante la idea
intuitiva de

limite.

CE®6: Calculo de
tangentes y
subtangentes
mediante
métodos

infinitesimales.

CE7: El célculo

de fluxiones.

CES8: El célculo

de diferencias.

c) en todas las demads lineas curvas, cualesquiera que sean, su tocante en cualquier
punto es la linea de direccién del movimiento que tiene en ese mismo punto el mévil
que la describe (concepcioén de tangente de Roberval);

d) una tangente es la que resulta de la composicién de dos movimientos de un punto
movil que traza la curva (concepcion de tangente de Sluse).

Conceptos-definiciones tales como el limite y la derivada. Otra cuestion es que, al
desarrollarse métodos generales para la determinaciéon de maximos y minimos (por
ejemplo, el método de Fermat o la formulacion de Hudde).

Método de Fermat: dado un polinomio de la forma y = ¥%_, a,x¥, entonces, se tiene

un méaximo o un minimo cuando y = ¥7_, ka,x*~1 = 0 (método de los extremos).

. . .. , , A+E)f(A
El proceso utilizado por Fermat es, en esencia, similar al calculo de lim;_,, %

que se emplea en la actualidad para hallar la primera derivada.

a) La concepcién de Barrow sobre la tangente, como posicion limite de la secante
cuando a y e se aproximan a cero, hecho del cual subyace suprimir las potencias de a
y e de orden superior a uno en la primera regla de Barrow;

b) la nocién intuitiva de limite, tanto en el método de Barrow para hallar las
subtangentes, como en el método de los extremos de Fermat; y ¢) la nocién intuitiva
de la derivada.

a) “o” esun intervalo de tiempo infinitamente pequefio

b) “momento de X” que define como un incremento infinitesimal de X y que representa
con ox (anadlogamente define el momento de y, oy);

¢) en palabras de Newton: cantidades fluentes, o simplemente fluentes, a estas
cantidades que son aumentadas gradualmente e indefinidamente; se representan
mediante las Ultimas letras del alfabeto v, x, y, z, para distinguirlas de las otras
cantidades; d) el concepto fluxion definido con sus palabras: representa con las mismas
Gltimas letras coronadas con un punto v°; x°; y°; z° las velocidades con que las
fluentes aumentan por el movimiento que las produce y que, por consiguiente, se
pueden llamar fluxiones; e) “momento de la fluente” es la cantidad infinitamente
pequefia que varia una fluente como x en un intervalo de tiempo infinitamente pequefio
“0”, es decir, x°.

Se utiliza dy para denotar el concepto de diferencial de una variable y, la cual define
como la diferencia infinitamente pequefia entre dos valores sucesivos de y
(andlogamente define la diferencial de la variable x, dx). Y se introducen los simbolos
[ para representar el proceso de sumar rectangulos o areas, y O para representar las

diferencias entre dos valores sucesivos de x 0.
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CE9: Laderivada El concepto de limite, del cual se dieron diversas definiciones a lo largo de esta etapa,
como limite. como por ejemplo:
a) el valor del que una variable puede llegar a diferir en menos que una cantidad
arbitrariamente pequefia (Simon Lhuilier);
b) Cuando los sucesivos valores atribuidos a una variable aproximan indefinidamente
a un valor fijo tanto que al final difieren de él tanto como uno desea, esta Ultima
cantidad es denominada el limite de todas las otras (Cauchy);
c) el limite de una funcion f(x) vale L cuando x tiende a Xo Si para cualquier cantidad
positiva € > 0 existe otra cantidad positiva § > 0 de manera que para todo punto x
verificando 0 < Ix — x,l < § y donde la funcidn f esté definida se tiene que If (x) —
LI < & (Weierstrass).
Por su parte, Bolzano define la derivada de una funcién como la cantidad f(x) hacia

f(x+Ax)—f(x)
Ax

la que se aproxima el cociente cuando Ax se aproxima a cero.

Finalmente, en el primer cuarto del siglo XIX la derivada de una funcion se define

como: f/(x) = Limy_o (&0

Pino-Fan et al. (2011) sefialan que a partir del significado global de un objeto matematico,
pueden determinarse cual o cudles seran los significados pretendidos, implementados y
evaluados, en una préctica educativa especifica. De esta manera, afirman que conocer el
significado global de la derivada es pieza clave del conocimiento didactico-matematico del

profesor.

3.4. Significados pretendidos de la derivada

Los significados pretendidos de la derivada, entendidos como los sistemas de practicas que
se usan como referencia que se pretenden incluir en un proceso de estudio. Y como parte de
la fase 2 de la investigacion, se hace la revision y analisis del Plan y Programa de estudios
de la UAGro, asi como de dos libros de texto que declaré utilizar el profesor; lo que permitio
conocer el tratamiento que se le da a la derivada en el NMS. Ya que el analisis de la dupla
“Plan de Estudios de calculo diferencial, libros de texto”, permite indagar como se aborda un

objeto matematico en el curriculo de matematicas del bachillerato (Pino-Fan, 2013).
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3.4.1. Situacion curricular del contenido matematico de la derivada en México

3.4.1.1. Reforma Integral de la Educacion Media Superior (RIEMS)34

La Educacién Media Superior (EMS) esta basada en el enfoque educativo por competencias
y esta en el centro de la politica educativa de la Secretaria de Educacion Publica (SEP). Sus
fundamentos se encuentran en el acuerdo 442 del Diario Oficial de la Federacion de fecha 26
de septiembre de 2008 en los que establece la creacion de un Sistema Nacional de
Bachillerato (SNB) en un marco de diversidad y competencias Genéricas y el Perfil del
Egresado de la Educacion Media Superior, mismos que fueron integrados por la
Subsecretaria de Educacién Media Superior dependiente de la SEP, e incluyen aportaciones
de las autoridades educativas de los estados de la republica como la Red de Bachillerato de
Asociacion Nacional de Universidades e Instituciones de Educacion Superior (ANUIES).

El proposito general del plan de estudios: es lograr que los estudiantes desarrollen
integralmente las competencias genéricas, disciplinares béasicas y extendidas y las
competencias profesionales basicas, a través de una planta de profesores y directores
formados en los &mbitos de las competencias, capaces de gestionar sus actividades en torno
a los aprendizajes y los estudiantes, para que éstos cursen con éxito una carrera profesional
y/o se incorporen al mercado laboral y coadyuven al desarrollo del estado de Guerrero y el

pais>.

Particularmente, las competencias para los docentes que imparten clases en la Educacion
Media Superior en la modalidad escolarizada, se establecen y se fundamentan en el acuerdo
447 del Diario Oficial de la Federacion de fecha 29 de octubre de 2008. Enunciando que en
el México de hoy, es necesaria una comprension de la funcién del docente que vaya mas alla
de las practicas tradicionales de ensefianza en el saldn de clases, para adoptar un enfoque
centrado en el aprendizaje en diversos ambientes, sobre todo ante la RIEMS emprendida para
el establecimiento del SNB.

Las competencias que deberan cumplir los docentes de las instituciones educativas. Son las

siguientes:

¥RIEMS. Plan de Estudios por Competencias de Educacion Media Superior de la Universidad Auténoma de
Guerrero (2010), p. 14.
3 Plan de Estudios por Competencias de Educacién Media Superior (2010), P.27.
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1. Organiza su formacion continua a lo largo de su trayectoria profesional.
2. Domina y estructura los saberes para facilitar experiencias de aprendizaje significativo.

3. Planifica los procesos de ensefianza y de aprendizaje atendiendo al enfoque por

competencias, y los ubica en contextos disciplinares, curriculares y sociales amplios.

4. Lleva a la préctica procesos de ensefianza y de aprendizaje de manera efectiva, creativa e

innovadora a su contexto institucional.
5. Evalla los procesos de ensefianza y de aprendizaje con un enfoque formativo.
6. Construye ambientes para el aprendizaje autdbnomo y colaborativo.

7. Contribuye a la generacién de un ambiente que facilite el desarrollo sano e integral de los

estudiantes.
8. Participa en los proyectos de mejora continua de su escuela y apoya la gestion institucional.

Estas competencias demandan de un profesor actualizado y con una formacion continua, es
decir, éstos deben contar con los conocimientos, habilidades y actitudes que les permiten
disefar clases participativas, en las que se fomente el aprendizaje colaborativo, la resolucién
de problemas y el trabajo en torno a proyectos. Asi como integrar el desarrollo de las
competencias genéricas en cada una de sus areas de ensefianza. Y se hace necesario incluir

materiales de apoyo para la ensefianza y potencializar el aprendizaje de los estudiantes.

3.4.2. La derivada en el programa de estudios de Matematicas y descripcién de la
Unidad de Aprendizaje (Uap)

De acuerdo con la revision de los programas de estudio propuestos en la UAGro, se identificd
que el tema derivada se presenta en la Uap Matematicas V6. La cual forma parte del area
disciplinar de Matematicas; se ubica en el quinto semestre y es parte de la Etapa de

integracion y de vinculacion del Plan de Estudios por Competencias 2010, de EMS de la

36 Universidad Auténoma de Guerrero. Educacion Media Superior (2010). Plan de Estudios por Competencias,
Programa de estudios de Matematicas V.
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UAGro; se imparte con cuatro horas semanales, para hacer un total de sesenta y cuatro en el

semestre. El proposito general de la Uap es

Que el estudiante articule conocimientos de diversas disciplinas, identifique sus
relaciones, (sistemas y reglas o principios) para estructurar ideas, argumentos, y dar
solucién a problemas surgidos de la actividad humana aplicando el razonamiento, el
analisis e interpretacion de procesos finitos que involucren razones de cambio (Plan

de Estudios por Competencias Matematicas V, 2010, p. 5).

En la Tabla 4, se describe el contenido tematico presentado en el Plan y Programa de estudio;
primeramente se aborda el concepto funcion, razon de cambio y definicion de derivada
(Unidad 1), posteriormente se propone la derivacion de funciones algebraicas y trascendentes
aplicando las reglas de derivacién (Unidad 2), y finalmente en la Unidad 3 se estudia el

comportamiento de una funcién (crecimiento, decrecimiento, maximos, minimos y puntos de

inflexion de una funcion) a partir de las graficas.

Tabla 4

Distribucién de los contenidos de aprendizaje de calculo diferencial segtin la UAGro.

Competencias
disciplinares

Proceso de

construccion
del aprendizaje

Unidades de competencia

I. Funcién, razén de
cambio y derivada

I1. Derivacion de
funciones

1.
Comportamiento
de una funcién

2. Propone, formula,
define y resuelve
diferentes tipos de
problemas matematicos
buscando diferentes
enfoques.

3. Propone explicaciones

de los resultados
obtenidos mediante
procedimientos
matematicos y los
contrasta con modelos
establecidos o
situaciones reales.

4. Argumenta la
solucion obtenida de un
problema, con métodos
numericos, gréaficos,
analiticos y
variacionales, mediante

Problema
Funcion
Graéfica
Derivada
Comportamien
to-
Optimizacion

Distingue las
relaciones entre dos
variables que son
funciones.

Evalla la velocidad y
expresa la regla
relacionada al
observar la gréfica
que representa la
posicion de un
vehiculo en
movimiento, para las
funciones siguientes:
i. fx)=c

i. f(x) =x

i) fx)=x+0>b

iv. f(x) =ax+b

Resuelve el problema
de evaluar la
velocidad y expresar

Aplica las reglas
de la derivacion
para las funciones
algebraicas.
Reproduce las
reglas de la
derivacion para
las funciones
trascendentes.
Aplica las reglas
de la derivacion
para la derivada
de una funcion.
Construye un
modelo para
expresar la
ecuacion de la
tangente a una
curva.

Evalla los
intervalos de
crecimiento y
decrecimiento de
una funcién a
partir del analisis
de las gréficas de
los problemas
abordados en los
cursos de 1° a 4°
semestres.
Determina
analiticamente los
valores maximos,
minimos
absolutos y/o
puntos de
inflexién de los
problemas
abordados en los
cursos de 1° a 4°
semestres.
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el lenguaje verbal y la regla al observar la
matematico. 5. Analiza grafica que representa
las relaciones entre dos o la posicion de un

mas variables de un vehiculo en

proceso social o natural movimiento, para las
para determinar o funciones siguientes:
estimar su V. f(x) = x?
comportamiento. vi. f(x) = x3

8. Interpreta tablas, Define la derivada de
graficas, mapas, una funcién

diagramas y textos con
simbolos matematicos y
cientificos.

3.4.3. Analisis de la Unidad de aprendizaje Matematicas V

En el capitulo 2 se menciond que para efectuar el analisis de la unidad de aprendizaje (Uap),
se hizo uso de la nocion de configuracién epistémica (Font y Godino, 2006) que permitio
identificar 'y describir sistematicamente los objetos matematicos primarios
(situaciones/problema, elementos linglisticos, conceptos/definiciones, propiedades/

proposiciones, procedimientos y argumentos) propuestos en el programa de estudio.

A continuacion, se describe la configuracion epistémica asociada con los objetos

matematicos primarios.

Como elementos linglisticos se aprecian los términos del lenguaje simbélico (notacion de
funcion, variables, los nimeros reales, punto de coordenadas, simbolos para suma, resta,
multiplicacién, division, igualdad, ecuacion, notaciones para expresar la derivada de una
funcién y notaciones para las férmulas de derivacion) y grafico (plano cartesiano, rectas,

representacion geométrica de una funcion y de la derivada).

En situaciones problemas se proponen ejercicios contextualizados®” y no contextualizados
$Bpara distinguir las relaciones (entre dos variables) que son funciones, calcular la derivada
de funciones y aplicaciones de la derivada para diversas funciones (maximos, minimos,

concavidad).

37 Simulan situaciones de la vida cotidiana que se resuelven con conocimientos previos de matematicas.
38 Actividades en contexto matematico (Ramos y Font, 2006).
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Los conceptos-definiciones aparecen primeramente definiciones previas: funcion,
desigualdad, ecuacion, pendiente, secante, tangente; y como definicion emergente la razon

de cambio promedio, rapidez de cambio instantnea y finalmente de la de derivada.

Como proposiciones se observan los teoremas o reglas para la derivacion de funciones, regla

de la cadena y las propiedades de las identidades trigonomeétricas.

Y finalmente, como argumentos se aprecia que se solicita la justificacion de las soluciones
obtenidas en los problemas de aplicacion, con métodos numéricos, gréficos, analiticos y

variacionales, mediante el lenguaje matematico.

En el programa de estudios de la unidad de aprendizaje, se resalta la interpretacion
geométrica de la derivada como la razon de cambio promedio, asi como ejercicios para
calcular la derivada de diversas funciones. El tratamiento que se la da a la derivada es como
el limite del cociente de incrementos. Y la bibliografia propuesta para los estudiantes se

presenta en la tabla 5:

Tabla 5
Bibliografia basica para el estudiante

Libros de bachillerato

1  Martinez de G., Mayra et al. (2009). Célculo diferencial e integral. México: Santillana
Mora V., Emiliano y del Rio F., M. (2009). Célculo diferencial e integral. Ciencias sociales y
econémicas administrativas. México: Santillana.

3 Ortiz C. F. J. (2007). Calculo Diferencial. México: Grupo Editorial Patria.
Stewart, H., etal. (2010). Introduccién al calculo. México: Thompson. 2. Salazar, G., Bahena R. y Vega
H., (2007). Célculo Diferencial. México: Grupo Editorial Patria.

5  Stewart, James. (2007). Calculo Diferencial e Integral. México: CENGAGE Learning.

6  Stewart, James. (2010). Célculo Conceptos y Contextos. México: CENGAGE Learning.

7  Larson, R., etal. (2002). Calculo diferencial e integral. México: McGraw-Hill.

3.4.4. Revisién y andlisis de dos libros de texto de bachillerato con el tema de la
derivada

3.4.4.1. Importancia del estudio del Libro de Texto

Se ha mencionado de la revision y analisis de dos libros de texto que el profesor declar6

utilizar para la implementacion de sus clases. Es sabido que los libros de texto son esenciales
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para la planeacion de los procesos de instruccion (Pino-Fan et al., 2013). Por ello, la revision
de los libros de texto, es debido a la importancia que estos adquieren para los profesores
durante la implementacion de sus clases. Dichos libros tienen por titulo: Célculo diferencial
bajo el enfoque por competencias en estricto apego a la RIEMS y Matematicas V Calculo

diferencial.

Se puede observar que el profesor no hace uso de la bibliografia basica que se propone en el

Programa de estudio (tabla 5).

3.4.4.2. Configuraciones epistémicas asociadas a las practicas propuestas en los libros de
texto de bachillerato

Para efectuar el andlisis, se utiliz6 la nocién de configuracion epistémica para identificar y
describir sistematicamente los objetos matematicos primarios que intervinieron en las
practicas matematicas, es decir, el analisis se centrd en identificar los objetos matematicos
primarios asociados a las practicas matematicas identificadas, especificamente en los

capitulos dedicados al estudio de derivada (Pino-Fan, 2013).

3.4.4.2.1. Libro1

Este libro contempla tres unidades didacticas para el estudio de la derivada. La primera se
orienta a la presentacidn de funciones, la segunda a la definicion de limites y la tercera unidad
se dirige a la introduccidn del célculo infinitesimal, las definiciones de razon de cambio y de
la derivada, asi como la presentacion del célculo de derivadas, derivadas de funciones
transcendentales, derivadas sucesivas y aplicaciones de la misma. Se identificaron los
objetos, practicas y procesos matematicos de esta Gltima unidad (Unidad 111), que es donde
se aborda el tema de nuestro interés. Lo que permiti6 identificar tres significados de abordar

la derivada.

3.4.4.2.1.1. Identificacion de las practicas matematicas (significado 1)

Las practicas matematicas, estan en torno con la interpretacion geométrica de la deriva. Para
ello, se proponen y resuelven ejercicios introductorios contextualizados para calcular
incrementos; la diferencial de diversas situaciones de manera algebraica y grafica, tales
como: razon de cambio de velocidades, poblaciones, ingreso, longitud, etc.; asi como la

realizacion de ejercicios para explicar la velocidad instantanea de un mavil.
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3.4.4.2.1.2. Identificacion de objetos matematicos (significado 1)

En los elementos linguisticos se aprecian los términos del lenguaje simbolico (Ax, Af (x),

— Y1—Yo

m ,
X1—Xo

variables, niUmeros naturales, simbolos para suma, resta, multiplicacion, division,

igualdad, ecuaciones) y gréfico (segmentos, plano cartesiano, graficas e interpretaciones
geométricas de los incrementos, rectas secantes, notaciones para la velocidad instantanea en

ciertos segundos).

En situaciones/problemas se abordan dos tipos de ejercicios-problemas, 1) problemas
introductorios contextualizados sobre incrementos, cantidades infinitamente pequefias y
diferenciales; y 2) problemas (resueltos) que refuerzan y ejemplifican el uso y la
interpretacion geométrica de la velocidad instantanea de un movil en diversos segundos y

con ello el calculo de la derivada.

Como conceptos-definiciones se tienen las definiciones previas de la pendiente de una recta

secante m = 11;3'0 y una definicion emergente, la velocidad instantanea en un punto t del

1~ Xo

fE+AD-f(B)

intervalo como el limite: v(t) = limy;_0 A

En las proposiciones se pueden sefialar: el incremento de una funcién.

Sea una funcion f(x), si x varia de un valor inicial a y un valor final b, entonces
tenemos un valor inicial para la funcion f(a) y un valor final f(b). A la diferencia
f(b) — f(a) se le llama incremento de la funcion y se denota por Af (x) (Cuevas y
Bermudez, 2016, p. 129).

Los procedimientos consisten en el desarrollo del calculo de incrementos, el método de
tabulacion para encontrar los valores y la gréafica de funciones, procedimiento para la

resolucion de velocidades instantaneas.

En cuanto a los argumentos se puede identificar el uso de las graficas y de tablas para
. . .. . s d .
encontrar el valor de variables distancia-tiempo y de la relacion v = " Asi como elementos

de la geometria analitica.
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En este libro, se hace la interpretacion geométrica de la derivada a partir del calculo de la

velocidad instantanea de un movil, se usa la formulam = yz—_zl para calcular la pendiente de
A1

X2
la secante. Y se emplea el método de las secantes, para hacer tender de manera indefinida el
incremento de la variable independiente a cero. Se deja ver la semejanza que existe entre la
férmula para calcular la velocidad promedio y la pendiente de una funcién, donde se observa

que en ambas se obtiene una division de incrementos, lo que le llaman razon de cambio.

3.4.4.2.1.3. Identificacion de las practicas matematicas (significado 2)
Se desarrollan las practicas matematicas en torno al calculo de la derivada, por medio de los
teoremas de derivacién para diversas funciones y en las justificaciones de dichos teoremas

haciendo uso de la definicién de derivada.

3.4.4.2.1.4. Identificacion de objetos matematicos (significado 2)
Como elementos linguisticos se aprecian términos del lenguaje simbolico

fx+Ax)-f(x) dy

e e y’, variables, los numeros reales, simbolos para suma, resta,

(limAx—>0
multiplicacién, division, igualdad, ecuaciones) y gréafico (plano cartesiano para representar
grados de inclinacion de la tangente, rectas tangentes, rectas secantes, pendiente de una

funcién, gréaficas de la derivada de la funcion logaritmo y funciones trigonométricas).

En situaciones/problemas se abordan tres tipos de ejercicios: 1) introductorios
contextualizados que solicitan calcular la razén de cambio; 2) no contextualizados para
calcular derivadas de funciones (suma, resta, multiplicacion y cociente de funciones) y uso
de la regla de la cadena; y 3) problemas no contextualizados para calcular la derivada de

funciones trascendentales.

Como conceptos-definiciones se presenta la definicion de derivada. “Si una funcion f esta

fx+Ax)—f(x)
Ax

definida en un punto x y existe el lim,,_, , se dice que la funcién f es derivable

en x y su derivada es dicho limite” Ibidem., p. 142. Asi como la definicion: “Si a®? = x,

entonces log,x = b”. Ibidem., p. 161.

Se presentan las proposiciones: La regla de los cuatro pasos para encontrar la pendiente de

una funcion; “Sea ¢ € R si f(x) = c, entonces f"(x) = 0” Ibidem., p. 144; “Sea la funcién
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identidad f(x) = x, entonces f'(x) = 1" Ibidem., p. 145; y “Sea ¢ E R y f(x) = «x,
definamos g(x) = cf(x), entonces g'(x) = cf"(x)” Ibidem., p. 147; “La derivada de una
funcion de la forma f(x) = x™ es igual al producto del exponente por la potencia disminuida
en una unidad de la misma variable independiente, esto es: la funcion f(x) = x™, donde n €
R, entonces f'(x) = nx™ 1 Ibidem., p. 149; “La derivada de la suma de un nimero finito
de funciones es igual a la suma de las derivadas de cada una de las funciones; sean f(x),

h(x), g(x), funciones reales, si f(x) = h(x)g(x), entonces f'(x)=h'(x)g(x) +

g' (x)h(x)” Ibidem., p. 150; “Sean f(x), h(x), g(x) funciones reales, si f(x) = %, donde

g’(x)h(x)_h’(x)g(x)”
(h(x))?

derivable en un punto x y g es otra funcién que es derivable en f(x), entonces la funcion

h(x) # 0, entonces: f'(x) =

Ibidem., p. 156; “Si f es una funcién

compuesta (gof) es derivable en X y (gof)'(x) = g'(f(x))” Ibidem., p. 159; Y las

propiedades basicas de los logaritmos, por ejemplo: “Ln(x) = 0, ya que e® = 1. Ln G) =
-1, yel= i” Ibidem., p. 161; la derivada de la funcion logaritmo: “Sea f(x) = Inx,

entonces f'(x) = i Ibidem., p. 164. Y las proposiciones para la derivada de funciones

trigonométricas.

Los procedimientos consisten basicamente en los pasos para calcular derivadas de funciones
algebraicas y trascendentales, algoritmos algebraicos o procedimientos para demostrar las

proposiciones mencionadas anteriormente.

Para los argumentos se pueden sefialar la definicion de derivada y las propiedades de los
logaritmos y de las identidades trigonométricas para la demostracién de las proposiciones y
de los conceptos/definiciones. El uso de las graficas para interpretar el significado de la

derivada.

3.4.4.2.1.5. Identificacion de las practicas matematicas (significado 3)
Las précticas que se desarrollan, son con base en las aplicaciones de la derivada, realizando
y proponiendo diversos ejercicios; e interpretando las soluciones geométricamente.

Considerando definiciones previas como las presentadas en las practicas anteriores.
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3.4.4.2.1.6. Identificacion de objetos matematicos (significado 3)

Como elementos linguisticos se presentan términos del lenguaje simbolico (f'(x), f”"(x),

d . , .. ., e ey . .

é, variables, simbolos para suma, resta, multiplicacion, division e igualdad, ecuaciones,
desigualdades) y gréfico (plano cartesiano, para encontrar intervalos para los cuales las
funciones estan definidas, recta tangente, normal, subtangente y subnormal en un punto;

funciones crecientes y decrecientes; representar maximos, minimos y puntos de inflexion.

En situaciones/problemas se abordan tres tipos de ejercicios, 1) no contextualizados para
calcular la pendiente de una recta, la derivada de funciones, calcular la subnormal y
subtangente; 2) no contextualizados para calcular maximos, minimos, puntos de inflexién y
concavidad de una funcion; y 3) contextualizados para calcular la primera, la segunda
derivada (puntos criticos, maximos, minimos, puntos de inflexion, concavidad) y establecer

modelos que indiquen la raz6n de cambio, velocidad instantanea).

Como conceptos-definiciones se tienen los conceptos previos; de la normal: en un punto
dado de una curva es la perpendicular a la tangente en dicho punto, y como las pendientes de
dos rectas perpendiculares son reciprocas y de signos contrarios, conociendo la pendiente y
un punto de la tangente, también podemos calcular la pendiente y la ecuacién de la recta

normal; subtangente: si (x, (f(x)) son las coordenadas del punto de contacto de la tangente,
_f),

la longitud de la subtangente queda definida como S; = - subnormal: la definicién de la

subnormal se define como S,, = f(x).m.

Se presentan las proposiciones: “Se dice que una funcién real f(x) es creciente en un
intervalo si para cualesquiera dos elementos dentro del intervalo, llamémosle a y b, donde
a < b, se tiene que f(a) < f(b)”, “Se dice que una funcion real f(x) es decreciente en un
intervalo si para cualesquiera dos elementos dentro del intervalo (a, b) donde a > b, se tiene
que f(a) > f(b)”, “Si una funcion continua es creciente en un punto dado, su derivada en
ese punto es positiva, “Si una funcion continua es decreciente en un punto dado, su derivada
en ese punto es negativa” Ibidem., p. 176; “Sea f una funcion continua, f tiene un maximo
local (o también llamado maximo relativo) en c, si f(c) = f(x), para todo x en un intervalo
abierto que contiene a ¢”; “Sea f una funcion continua, f tiene un minimo local (o tambien
llamado minimo relativo) en c, si f(c) < f(x), para todo x en un intervalo abierto que
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contiene a ¢” Ibidem., p. 181; “Si f es diferenciable en un intervalo abierto, se dice que la
gréafica de f es concava hacia arriba sobre el intervalo si se tiene que f” (la primera derivada
de f) es creciente sobre dicho intervalo”. “De forma analoga, se dice que la gréfica de f es
concava hacia abajo si f“(la primera derivada de f) es decreciente sobre el intervalo”; “Si se
obtiene que f** > 0 para todo elemento x del intervalo, entonces la grafica de f es concava
hacia arriba en el intervalo dado”; y “Si se obtiene que f* < 0 para todo elemento x del
intervalo, entonces la grafica de f es concava hacia abajo en el intervalo dado” Ibidem., p.
183.

Los procedimientos se presentan en el calculo de derivadas, pasos para encontrar maximos
o minimos de una funcién en un intervalo, procedimiento para encontrar puntos de inflexion

en la grafica de una funcién y pasos para resolver problemas de aplicacion de la derivada.

Como argumentos se pueden sefialar: el teorema de Pitagoras para deducir las longitudes de
la tangente y la normal; las graficas de funciones para argumentar los valores de la normal y
la tangente; las proposiciones de funcidn creciente y decreciente, para calcular maximos y
minimos de funciones; la regla de la primera derivada para calcular maximos y minimos; se
hace uso de la segunda derivada y de graficas para comprobar resultados de concavidad de

funciones.

En este libro primeramente, se presentan problemas introductorios sobre la velocidad
instantanea, se inicia el tratamiento de la derivada como razén instantanea de variacion
(limite del cociente de incrementos). Posteriormente, se propone calcular la derivada de
funciones por medio de teoremas de derivacion; y finalmente la aplicacion de la derivada

para determinar maximos, minimos y la concavidad de funciones.

En cuanto a los objetos matematicos ostensivos-no ostensivos, se observa que destacan los
ostensivos como simbdlicos para representar funciones y sus derivadas, graficos para
interpretar a la derivada y sus aplicaciones. Y no ostensivos como definicién de la derivada

como el limite del cociente incremental y las proposiciones de derivacion
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3.4.4.2.2. Libro 2

Este libro contempla tres unidades didacticas para el estudio de la derivada. La unidad | se
nombra como Limites; la unidad 1l Razon de cambio y la derivada; y la unidad Ill como
valores maximos y minimos relativos, ejemplos de sus aplicaciones. Se identificaron los
objetos, practicas y procesos matematicos de la Unidad I1, que es donde se aborda el tema de

interés. Lo que permitié identificar tres significados para la derivada.

3.4.4.2.2.1. ldentificacion de las practicas matematicas (significado 1)

Las practicas que se identifican estan en torno a la interpretacion geometrica de la deriva y
el calculo de derivadas de funciones por la definicidn. Se proponen y resuelven ejercicios
introductorios contextualizados y no contextualizados para calcular incrementos, razon de
cambio de funciones, pendientes de rectas secantes; asi como la realizacion de ejercicios

descontextualizados para explicar y calcular la velocidad instantanea de una funcion.

3.4.4.2.2.2. ldentificacion de objetos matematicos (significado 1)

En los elementos linglisticos se aprecian los términos del lenguaje simbdlico (formula de la

fx+h)—f(x)
h

. A ; A ; H
pendiente de una recta, é, limp,_o ﬁ, limy,_o , pendiente de rectas secantes,

razén de cambio instantanea, limite de la razon de cambio promedio y gréfico (la tabulacion
y representacion de diversas funciones en el plano cartesiano, interpretaciones geométricas

de la razon de cambio promedio y de razén de cambio instantanea, la pendiente de una curva.

En situaciones/problemas se abordan dos tipos de ejercicios, 1) contextualizados para
calcular la raz6n de cambio promedio y razon de cambio instantanea; y 2)
descontextualizados que ejemplifican a la derivada como razon de cambio e instantanea,
ejercicios de calcular derivadas de funciones aplicando la definicion de derivada (derivacion

con cuatro pasos).

En conceptos-definiciones se presentan las definiciones de razén de cambio instantanea: el

. , . . . . , A
limite de la razén de cambio promedio cuando Ax tiende a cero se tiene llmAx_)Oﬁ 0

, +h)- . ., ;. , .. ,
limy,_ WT”(’C); la derivada de una funcion es el limite de la razon de cambio instantanea

cuando Ax tiende a cero (Ibafiez y Garcia, 2007, p.96).
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.. . . .Y P -
En las proposiciones se pueden identificar: “A la division ﬁ se llama razon de cambio

promedio de f(x) con respecto de x” Ibidem., p. 81; “cuando una funcion crece, la pendiente
de las rectas secantes son positivas”; “la pendiente de las rectas secantes que son paralelas al
eje X, valen cero”; “cuando la funcion decrece la pendiente de las rectas secantes son
negativas” Ibidem., pp. 102-103.

En cuanto a procedimientos son de caracter simbolico y grafico, consisten basicamente en
los pasos para el céalculo de razones de cambio promedio e instantanea, en el céalculo de la

derivada de funciones haciendo uso de la definicion.

Y en los argumentos se pueden destacar la formula de la pendiente de una recta, las gréaficas
para justificar procedimientos y comprobar resultados, la definicion de la derivada y las

ejemplificaciones de técnicas a seguir usando conceptos y proposiciones.

3.4.4.2.2.3. ldentificacion de las préacticas matematicas (significado 2)
Se identifican las practicas matematicas en torno al célculo de la derivada por medio de
teoremas de derivacion, se proponen y resuelven diversos ejercicios de derivacion para

funciones algebraicas, exponenciales, logaritmicas y trigonomeétricas.

3.4.4.2.2.4. ldentificacion de objetos matematicos (significado 2)
Como elementos linglisticos se aprecian términos del lenguaje simbolico (Z—i, notaciones

para la derivada de funciones algebraicas y funciones trascendentales) y de lenguaje grafico

(plano cartesiano, para representar la pendiente de funciones e interpretacion de la derivada).

En situaciones/problemas se abordan tres tipos de ejercicio: 1) no contextualizados que
solicitan calcular la derivada de funciones algebraicas; 2) no contextualizados para calcular
derivadas de funciones trascendentales (logaritmicas, exponenciales y trigonométricas); y 3)

no contextualizados para calcular la derivada de funciones explicitas e implicitas.

No se presentan conceptos-definiciones.

.. . d .
Aparecen las proposiciones: “La derivada de una constante d—; = 07; “la derivada de una

. . d ' . d
variable con respeto a ella misma es ﬁ = 1”; “la derivada de una suma = u—v+w)=
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du

dv d . .- ., ., d
bl ﬁ”; “la derivada de la multiplicacion de una constante por una funcion — (cv) =

dv . . .y d —_1dv

c E”; “la derivada de la potencia de una funcion de exponente constante - w)* = nv™ ! =
. T .. . d dv du,,, . .

la derivada de la multiplicacion de dos funciones - (uv) = u—+v-—" la derivada de la

u dv
division de dos funciones %(%) = % Ibidem., pp. 109-116; férmulas de derivacion

para funciones trascendentes; y funciones trascendentes: logaritmicas y exponenciales.

Los procedimientos consisten basicamente en el célculo de derivadas de funciones
algebraicas y trascendentales, pasos o procedimientos algebraicos para demostrar los

teoremas de derivacion.

Para los argumentos, se observan en las ejemplificaciones de técnicas a seguir usando las
proposiciones o propiedades de derivacion; las propiedades de logaritmos y de las

identidades trigonométricas para la demostracién de las proposiciones de derivacion.

3.4.4.2.2.5. Identificacion de practicas matematicas (significado 3)

Las practicas matematicas desarrolladas son en base al célculo de tangentes y la normal de
una curva, asi como las explicaciones para su interpretacion en el plano cartesiano; y en el
calculo de las pendientes de la tangente a una curva (ecuaciones de la tangente, normal,

subnormal, subtangente) enfatizando el uso de la derivada para ello.

3.4.4.2.2.6. Identificacion de objetos matematicos (significado 3)
Como elementos linguisticos se presentan términos del lenguaje simbdlico (Z—i, y—y =

m(x — x,), simbolos para suma, resta, multiplicacion, division, ecuaciones) y grafico (plano

cartesiano para representar la longitud de la normal, tangente, subtangente y subnormal).

Como situaciones/problemas se abordan problemas no contextualizados para encontrar la
pendiente de la tangente a una curva, ecuaciones de la tangente y la normal, longitud de la

subtangente y de la subnormal; asi como la representacién grafica de ello.

En conceptos-definiciones se tienen los conceptos previos: “la derivada es la pendiente de la

f(@)
@

recta tangente a una curva”; “el célculo de la longitud de la subtangente es: LT =
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calculo de la longitud de la subnormal esta determinado por:LN = |f(a) [;—x f(a)] | Ibidem.,

p.140.

Se presentan las proposiciones: “dos rectas son perpendiculares si sus pendientes son
reciprocas y de signo contrario”; “la proyeccion de la longitud de la tangente sobre el eje X
recibe el nombre de longitud subtangente (LT)”; “la longitud de la proyeccion de la longitud

de la normal sobre el eje X recibe el nombre de longitud de subnormal (LN)” Ibidem., p. 145.

Los procedimientos se presentan en el desarrollo o pasos para calcular la pendiente de la
tangente a una curva, ecuaciones de la tangente y la normal, longitud de la subtangente y de

la subnormal; asi como su representacion grafica.

Como argumentos, se hace uso de la definicion de la derivada; la forma punto-pendiente de
una recta; las propiedades de las pendientes para dos rectas perpendiculares; asi como el uso

del plano cartesiano para justificar e interpretar las soluciones.

El andlisis del contenido matematico referente con la derivada de los libros 1y 2, se pudo
conocer la forma en que se aborda ésta nocion en el bachillerato; donde se identifica que las
situaciones/problemas, conceptos/definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos
que se activaron en los textos, es: la derivada como limite del cociente de incrementos. En la
tabla 6 se presentan las definiciones que establecen ambos libros.

Tabla 6

Definiciones de la derivada en los libros de texto
Definiciones de la derivada

Libro 1 Libro 2
»= La derivada de una funcidon es el limite de la
» La velocidad instantdnea en un punto t del razén de cambio instantaneo cuando Ax tiende a
intervalo como el limite: cero.
. FE+AD)-f (1) . i i
v(t) = limy, > _ El valor Qe la derivada en cualquier punto de una
curva es igual a la pendiente de la recta tangente

a la curva en aquel punto.
»  Siuna funcion f estd definida un punto x y existe =  Una funcion f es derivable en un punto si la

el derivada en ese punto existe y es diferenciable

lim, Of(X+Ax)—f(x) en un intervalo abierto (a, b) si la funcién es
X— H - -

Ax diferenciable en todos los valores que

se dice que la funcion f es derivable en x y su

derivada es dicho limite pertenecen al intervalo.

» La derivada de f(x) es el limite del valor del
cociente diferencial:
f’(x) = limh_)o

fx+h) - fx)
h

56



Capitulo 3. Significados de referencia y pretendidos de la derivada

3.4.5. Significados pretendidos de la derivada en el Nivel Medio Superior

De acuerdo con la revision y andlisis del contenido de la derivada en 2 libros de texto de
calculo diferencial, se aprecié que dichos libros, establecen como conocimientos previos a la
introduccidn de la derivada: funciones, continuidad y, fundamentalmente, la nocion de limite.
Asimismo, se logr6 observar que las situaciones/problemas, conceptos/definiciones,
proposiciones, procedimientos y argumentos que se activaron en los textos,
independientemente del contexto de uso de la derivada, siempre aluden a un mismo
significado: la derivada como limite del cociente de incrementos. Esto se puede distinguir,

en las definiciones que se plantean en los libros (Tabla 6).

CE9

AN
2~ | Laderivada como \

. ; limite
Raqun dg camb[o Aplicaciones de la derivada
promedio & instantanea. / \ (maximos. minimos).

Derivadas a partir de férmulas de
derivacion.

Tangentes y normal.

Figura 7. Significados de la derivada pretendido en el NMS.

Por ello, el anélisis del Plan y Programa de Estudios de la UAGro y dos libros de Texto de
calculo diferencial, permitio identificar los significados de la derivada pretendidos en el
NMS. Por un lado, la organizacion que se hace en el Programa de Estudio de la UAGro
(Tabla 4) de los temas planificados para la ensefianza del calculo diferencial, acenttan la
interpretacion geométrica como razén de cambio, mientras que los dos libros de texto
también recalcan la interpretacion geométrica y aplicaciones de la misma pero como
procedimientos meramente algebraicos. Y ambas propuestas recurren a la nocién de limite,
para definir y usar a la nocién derivada. Es por ello que, se evidencia que el objeto limite
juegaen la actualidad un papel fundamental para la introduccion y definicion de dicha nocién
en el NMS, frente al significado global (Figura 6). Cabe mencionar que un resultado similar
ya se habia encontrado en el trabajo de Pino-Fan, Castro, Godino y Font (2013), en el cual

se analizaron textos de bachillerato sobre la derivada.
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Se evidencia que la configuracion que se activa para el tratamiento de la derivada, en el NMS
en el proceso de ensefianza de dicho objeto es la CE9 (Figura 7) y de acuerdo con la revision
de los programas de estudio en dicho nivel, es en esta Uap el primer contacto de manera
formal que tienen los estudiantes con el Calculo diferencial, especificamente con la derivada.
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Capitulo 4. Analisis de los conocimientos didactico-matematicos
puestos en juego en el aula de clases

4.1. Introduccién

En este capitulo, se presenta la descripcion de las clases del profesor de una escuela
preparatoria, quien fue al impartir el tema derivada; el andlisis detallado de los objetos
matematicos primarios (elementos linglisticos, situaciones-problemas, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos) y procesos matematicos (problematizacion,
representacion, definicidn, enunciacién, argumentacion y generalizacidn) que se pusieron en
juego durante las practicas matematicas desarrolladas por el profesor, es decir, los
significados matematicos que se interpretaron de dichas practicas (faceta epistémica);
asimismo, se caracterizaron las facetas interaccional, mediacional y ecolégica del modelo
CDM.

4.2. Desarrollo de la experiencia de ensefianza

Para lograr el objetivo general y con ello responder a la pregunta de investigacion, se realizo
un andlisis didactico desde la teoria que soporta el trabajo, tomando en cuenta las
observaciones de la practica de un profesor (un caso). Con el propésito de identificar el CDM
gue pone en juego un profesor durante las sesiones de clase, con la intencion de comunicar a
otros profesores lo que ocurre en el aula de clases, y con ello reflexionar sobre la propia

préactica al abordar cualesquier tdpico.

4.2.1. Procedimiento

La poblacion de interés de esta investigacion fue un profesor que labora en el NMS
(preparatoria) de la UAGro, en el campo disciplinar de Matematicas, informacion referente
ala fase 3 de la investigacion. Con la revision previa del Plan y Programa de estudio de dicha
universidad, el tema de la derivada se propone en la Uap Matematicas V. Con base a ello, se
contactd y entrevistd previamente a profesores para saber los tiempos exactos en que
abordarian el tema de derivada. En un primer momento se contactd a cuatro profesores de
distintas preparatorias, sin embargo, se consideré observar a uno de ellos para la
investigacion; quien menciond que empezaria a trabajar con el tema de interes hasta la unidad

de competencia 11 (altimos temas del semestre) tomando en cuenta su propia planeacion de
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clase. El instrumento que sirvio para la recoleccién de la informacion fue la observacion de

las clases.

4.3. Descripcion y analisis del proceso de estudio del profesor

4.3.1. Participante

El profesor que fue observado, forma parte de la planta docente de la escuela preparatoria
No.1 ubicada en la ciudad de Chilpancingo, Gro. Este profesor tiene una formacion
académica de Licenciado en Educacién y cuenta con una Licenciatura en Matematica
Educativa; tiene una antigtiedad de 30 afios frente a grupo como docente en dicha institucion,
donde imparte las unidades de aprendizaje de Matematicas I, Matematicas 111 y Matematicas
V con los grupos de primero, segundo y tercer grado respectivamente; y también labora en
una escuela primaria de la misma ciudad. Se observoé al profesor en el aula del grupo 502
T.M, donde se grabaron de manera continua 8 sesiones de clase cuya duracion
aproximadamente fue de 50 minutos por sesion, mismas que se implementaron de acuerdo

con el horario asignado por la escuela, es decir, 4 sesiones por semana.

Para el analisis de las transcripciones de las sesiones de clase observadas, se utilizaron los
tres primeros niveles del modelo de analisis didactico propuesto por el EOS, los que ya se
han referido en el capitulo 2, referente a la fase 4 de la investigacion. Con relacion a los
objetos matematicos primarios, éstos se identificaron mediante definiciones, procedimientos
de construccion, propiedades y situaciones-problema (ejemplos, contraejemplos o tareas). El
analisis de las sesiones de clase permitio elaborar configuraciones epistémicas (redes de
objetos institucionales) donde se reconocieron los objetos y procesos, asi como la diversidad
de significados que se pusieron en juego durante el desarrollo del tema de la derivada.

Informacion que primeramente se utilizo para dar evidencia a la faceta epistémica.

4.3.2. Faceta epistémica

Habré que recordar que el conocimiento correspondiente a la faceta epistémica, se refiere a
la pluralidad de los significados institucionales de cualquier objeto matematico, del
reconocimiento del sistema de précticas, objetos y procesos implicados para cada significado

parcial. Es asi que a continuacion se presenta la descripcion de las clases del profesor,
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identificando las practicas matematicas, los objetos y procesos matematicos y con ello, los
significados que el profesor le atribuye a la derivada.

4.3.2.1. Identificacion de practicas matematicas

En un primer momento se identificaron las précticas que desarrollé el profesor, las cuales se
activaron en torno con la interpretacion geométricamente de la derivada: El profesor mostro
interpretaciones sobre la pendiente de una recta; dibujé una curva en el plano cartesiano y
trazd rectas secantes y pendientes; e hizo calculos algebraicos usando la formula de la
pendiente de una recta conocidos dos puntos. Al conjunto de objetos matematicos que se
activaron, se le nombré configuracion epistémica 1(CE1). Se identifico que el profesor
promovid a que los estudiantes se involucraran en las actividades propuestas para el tema,
solicitando participar de manera constante con sus conocimientos previos relacionados con

la pendiente de la recta.

4.3.2.2. Identificacion de objetos y procesos

Tabla 7
Configuracion epistémica 1

Objetos matematicos

Elementos linguisticos
Expresidn oral: pendiente como la inclinacion, pendiente cuando se tienen dos puntos, la tangente de un

angulo, limite, recta tangente, recta secante.

cateto opuesto - d .
m = Y2=y1 &Y _ 1

fG+n)—f(x)
’ lmh—)O T

lenguaje simbdlico: tg(a) = y lenguaje grafico:

cateto adyacente’ X2—Xx1 dx

tangente:

b
secante,

TS

Situaciones-problemas

El profesor no propuso aplicaciones sobre el objeto matematico ni ejercicios. Sélo fomentd a que los

estudiantes recuerden conocimientos previos que podrian ayudar a desencadenar la interpretacion
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geométrica de la derivada; como localizar puntos en el plano cartesiano, pendiente de una recta,
incrementos, y el limite de una funcion.
Definiciones
Se identifican y enlistan definiciones, aunque algunas son acercamientos a éstas, que sirvieron para el
acabado de las definiciones que enuncid el profesor.

La derivada es la pendiente de una

D: Ds La pendiente es una inclinacion.
recta en un punto.

D, La pendiente es la tangente del angulo Sea una funcién f(x), si x varia de un valor inicial
de inclinacion. x y un valor final x + h, entonces tenemos un valor
La pendiente de una recta es m= ' inicial para la funcién £ (x) y un valor final f(x +
Ds: y2-y1 h)
Xp—X1 )
La recta tangente es la que toca en un El limite dice que para que una recta secante se
D punto a una curva. pueda considerar tangente, la distancia entre los
b La secante es la recta que corta a la D puntos debe ser tan pequefia que sea casi el cero,
’ curva en dos puntos. no exactamente cero pero lo mas reducido.
El limite de los puntos de la recta secante, es decir, que la distancia entre los puntos debe ser tan
pequefia que sea casi cero 0 minima posible para que la recta sea considerada pendiente de la
Do

flx+h)—f(x)
h

la definicion de derivada.

recta. Si se tienem = y aplicando el limite a esa h o incremento, ahora si se establece

Proposiciones
Cualquier afirmacidn, relacionada con la definicion y el procedimiento de construccién de derivada, que
puede ser cierta o falsa, pero que hay un intento de justificarla en la clase.
En un tridngulo rectangulo la tangente de un angulo es igual al cateto opuesto sobre el cateto
adyacente.
Procedimientos
Una serie de pasos en lenguaje simbdlico, grafico y algebraico para interpretar la derivada:
Mediante la construccién de una curvay el trazo de rectas secantes; en la aplicacion de la férmula
Pre de la pendiente conocidos dos puntos y en el limite del cociente de incrementos.
Pr,  Recta secante, recta tangente y pendiente de una curva.
Argumentos
Se hace uso de argumentaciones grafico-visuales y en las constantes explicaciones del profesor.
El uso del plano cartesiano para representar a la curva de una funcién, localizar los puntos P

%))y Q (x + h, f(x + h)) e interpretar a la derivada.

Ar1

A Mediante la construccién de una curva y haciendo uso de la formula de pendiente de una recta
r2 . T .
conocidos dos de sus puntos para establecer la definicion de derivada

Arz  Enlas explicaciones y ejemplificaciones del uso de los procedimientos geométricos y algebraicos.
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Procesos matematicos
De modo general, el analisis de la clase impartida por el profesor permiti6 identificar un proceso de
comunicacion, esto con el constante discurso del profesor oral/escrito; de igual manera se presentd un
proceso de definicion al mencionar diversas definiciones que emergieron para la interpretacion
geométrica de la derivada. Asimismo, el profesor realizo el proceso de enunciacién en la presentacién
de una propiedad de los angulos de un triangulo rectangulo. Aungue en minimas ocasiones el profesor
también, realizd el proceso de problematizacién al esforzarse a que los estudiantes se involucren con el
tema, solicitando conocimientos de sus cursos anteriores, para que entendieran las cuestiones que se les
presentd. También se realizé el proceso de argumentacion o justificacién, mediante la construccion de
una curva y haciendo uso de la férmula de pendiente de una recta conocidos dos de sus puntos para

establecer la definicion de derivada y en las explicaciones y ejemplificaciones de procedimientos.

En esta primera configuracion, se puede concluir que el profesor define a la derivada por
medio de la interpretacion geométrica, haciendo uso de graficos y procedimientos
algebraicos, aungue de manera implicita también se observaron ideas variacionales aunque
no formales, como la razon de cambio, como los cambios de distancias o diferencias que
enuncio el profesor, hecho que se pudo enfatizar mencionando que dichas razones de cambio
también se pueden relacionar con el concepto derivada. De igual manera, cuando el profesor
trazé la secante s6lo menciono en el discurso que dicha recta se convierte en tangente cuando
se aplica el limite, pero no se hizo una explicacién a fondo. También se observa que el
concepto de derivada lo asocid con otros conceptos como angulo de inclinacion y la tangente
de un angulo en un triangulo rectangulo aunque no relaciond dichos conceptos en las

explicaciones gréaficas que realizo.

4.3.2.3 ldentificacion de practicas matematicas

A partir de la interpretacion geométrica de la derivada (CEL), se identificd que el profesor
desarroll6 las practicas matematicas en funcion de la enunciacion de la definicion formal del
concepto de derivada de una funcion, explicd y desarrollo diversos ejemplos para calcular
derivadas por medio del método de los cuatro pasos (por definicion). Donde al conjunto de
los objetos matematicos que se activaron en dichas practicas, se nombr6 configuracion
epistémica 2 (CE2).

4.3.2.4 ldentificacion de objetos y procesos matematicos

Tabla 8
Configuracion epistémica 2
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Objetos matematicos

Elementos lingiisticos
Expresion oral: limite, razén, derivada, método de cuatro pasos, férmulas de derivacién; lenguaje simbolico:

notaciones de Lagrange y Leibniz para representar la derivada de una funcién Z—z, v, f(x),D,y, f(x), f(x+

Ax), Ax, h.
Situaciones-problemas
Ejercicios descontextualizados de calculo de derivadas, haciendo uso de la definicion (método de cuatro
pasos).
Ejemplos realizados por el profesor:
Calcular la derivada por el método de los cuatro pasos
A) f(x)=8x%—5x+3
B) y=x"
Ejemplos realizados por los estudiantes:
a) f(x)=5x+3
Definiciones
La derivada es el limite de la razon de la funcion incrementada menos la funcion original entre el

f(x+h)—f(x)
h

Ds
. . . d ,
incremento cuando éste tiende a cero, = = limy,_,

Proposiciones
Cualquier afirmacion, relacionada con la definicién y el procedimiento de construccion de derivada, que

puede ser cierta o falsa, pero que hay un intento de justificarla en la clase.

. . L. . . . d ‘ k
P.1  Laderivada es igual limite cuando el incremento tiende a cero del cociente d—z = limy_, .

P, Propiedades de limite: el limite de una constante es igual a ella misma.
Procedimientos
Una serie de pasos para el calculo de derivadas.

Célculo mental, uso de las operaciones fundamentales (sumas, restas, multiplicacion y division de
P términos).
Pr,  Calculo de la derivada por el método de los cuatro pasos.
Argumentos

Se resaltan ejemplificaciones y explicaciones de la aplicacién del método de los cuatro pasos para

calcular la derivada de diversas funciones.

Procesos matematicos

De modo general, el andlisis realizado durante la clase, el profesor efectué un proceso de comunicacion esto
con las explicaciones constantes oral/escrito y en el limitado dialogo entre profesor-estudiantes; no hubo
problematizacion dado que s6lo se mostro el calculo de derivadas como seguir una técnica (método de los
cuatro pasos); se identificd un proceso de definicién cuando sefiald el concepto de derivada y con ello la

enunciacion de algunas propiedades de limite; aparece también un proceso de algoritmizacion en los pasos
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del célculo de la derivada de diversas funciones. Respecto a la argumentacion se identifico en las

ejemplificaciones y explicaciones de técnicas, asi como del uso de las proposiciones.

En la configuracion se identificaron otros elementos linglisticos (términos semejantes,
signos de agrupacion, términos simétricos, potencias, suma, resta, multiplicacion,
factorizacion, funciones originales y funciones incrementadas) que no aparecieron en la tabla,
dado que no estan directamente relacionados con la derivada, pero que si ayudaron al profesor
a aplicar el método de los cuatro pasos (la derivada por definicion) para diversas funciones.

4.3.2.5 ldentificacidn de practicas matematicas

Las practicas matematicas que se identificaron del profesor, estuvieron en torno al calculo de
la derivada de diversas funciones por medio de la teoremas o formulas de derivacion, donde
el profesor solicito a los estudiantes calcular la derivada de diversas funciones aplicando
férmulas de derivacion, con base en un formulario proporcionado por él mismo. Esta

configuracién se nombré configuracion epistémica 3 (CE3).

4.3.2.6 ldentificacion de objetos y procesos matematicos

Tabla 9
Configuracion epistémica 3

Objetos matematicos

Elementos lingdisticos
Expresion oral: formulas de derivacion; lenguaje simbolico: %, y f(x), % w™) = mu™! % (w),
d
=W
4 — dx
Situaciones-problemas
Ejercicios descontextualizados de célculo de derivadas haciendo uso de férmulas de derivacion.
Particularmente, se trabaja con funciones polinémicas y radicales.
Ejemplos realizados por el profesor. Derivar las siguientes funciones:
a) y=x"+7x3—14x+09.
LR
b) f(x) =4x3 — xs.
c) y=(x*+5)(3x*—-4).
d flx) =vx(3—x?).
e) y=(4-9x)".
) y= §(4x —x7%.
9 flx)= V7x* = 9x.

EE Ejemplos realizados por los estudiantes.

EP
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1. f(x) = (8x —x8+ 2)°.
2. f(x) =V1lx —x%
Definiciones
No aparecen definiciones.
Proposiciones
Cualquier afirmacion, relacionada con la definicion y el procedimiento de construccién de derivada, que

puede ser cierta o falsa, pero que hay un intento de justificarla en la clase.

P1  Laderivada de cualquier constante es cero: % (c) =0.
P,  Laderivada de la variable cuando esta sola sin factores ni exponentes es 1: % (x) =1.

. . da
Ps  Laderivada de una constante por una variable es la constante: - (cx) = c.

La derivada de una variable, pero afectada por una potencia, va a ser igual al exponente que se convierte

p,  en factor de la misma variable y le asignamos exponente solo que al exponente que tenia original le

R d —
restamos la unidad: E(xm) = mx™ 1,

Ps  La derivada de un producto de funciones: 2 (uv) = ulv+via
dx dx dx

La derivada de la raiz cuadrada es igual a la derivada de lo que hay dentro del radical el valor de la u

y en el denominador colocamos el 2 multiplicado por la misma raiz que estamos derivando:
P
: 4 o
dx
2\u

. .z . d 1 d

P2 La derivada de una funcion elevada a una potencia: E(u’”) = mum1! E(u)'
Ps 4 my — m-1 4

= (cu™) = cmu = (u).

Procedimientos

f(Vu) =

El desarrollo de pasos para calcular la derivada de diversas funciones por medio de las férmulas de

Pry
derivacion (funciones polinémicas y radicales).
Argumentos
A Se destacan ejemplificaciones y explicaciones de técnicas a seguir y del uso de las proposiciones para
r

calcular la derivada de diversas funciones.
Procesos matematicos
Durante el andlisis de la clase se observé que el profesor realiz un proceso de comunicacion esto con las
explicaciones constantes oral/escrito y en el dialogo entre profesor-estudiantes; también se identificd un
proceso de problematizacion en la aplicacion de las férmulas de derivacion proporcionadas por el profesor
para diversas funciones, asi como un proceso de enunciacion cuando el profesor present6 las formulas de
derivacion; Y de manera constante un proceso de algoritmizacidn en los procedimientos para calcular la
derivada de funciones. Los estudiantes se limitaron a seguir el procedimiento secuencial que hizo el profesor,
0 bien apoyarse en el formulario proporcionado por el profesor, en este sentido, la actividad priorizo

ejemplificaciones por encima de las justificaciones de los procedimientos y propiedades.
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Es importante mencionar que dentro de esta configuracion, también aparecieron otros
elementos linglisticos tales como: constantes, variables, coeficientes, exponentes, nimeros
naturales, numeros irracionales, serie de términos, suma, resta, multiplicacion y division,
incognitas, nimeros reales, simbolos para potencias, igualdad, etc. Que el profesor utilizd

para calcular la derivada de diversas funciones.

De acuerdo con la identificacion de las tres configuraciones epistémicas; el tratamiento que
mostro el profesor con la derivada fue con base a la interpretacion geométrica, haciendo uso
de gréficos y procedimientos algebraicos; intentd relacionar a la derivada con la pendiente
de una recta, tangente de rectas, rectas secantes de una curva, tangente del angulo de
inclinacion, catetos de un tridngulo rectangulo y rectas en una circunferencia, aunque no hubo
una explicacion clara con tal relacion. Y la mayor parte de las sesiones de clase, el profesor
se enfocd a que los estudiantes se apropiaran del concepto derivada como la aplicacion de las
férmulas de derivacién para diversas funciones, donde lo importante fue saber aplicar dichas
férmulas méas que la interpretacion de dicho concepto.

Asimismo, se identificaron practicas matematicas operativas (resolucion de problemas) y
discursivas (explicacion, justificacion y comunicacion de las actividades), asi como la
intervencion de objetos ostensivos (simbolos y graficos) y no ostensivos (conceptos y
proposiciones), ocurridos en la actividad matematica y que fueron representados en forma
textual, oral, grafica o incluso gestual. De acuerdo con las configuraciones epistémicas
(elementos linglisticos, situaciones-problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos
y argumentos) que se realizaron, se identificaron tres significados parciales del objeto
matematico derivada, los cuales se muestran en la figura 8. En cuanto a los procesos
matematicos se identificaron de comunicacion, definicion, enunciacién, problematizacion y
argumentacion que intervinieron en los objetos matematicos y con ello en cada

configuracién.
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CE9
I

La derivada
/ como limite. \
La derivada como la pendiente de

la recta tangente a la gréfica de la
funcion en un punto.

Célculo de derivadas a partir
de formulas de derivacion.

La derivada como el limite del cociente
incremental (método de los cuatro pasos).

Figura 8. Significados de la derivada que implemento el profesor.

4.3.2.7. Discusion de la Faceta Epistémica
De acuerdo con lo mencionado en el capitulo 111, en la propuesta curricular del bachillerato

de la UAGro y en los dos libros de texto, los significados propuestos apuntaron a un mismo
significado, es decir, a la derivada como limite, por lo que era de esperarse que el profesor
orientara la ensefianza hacia el mismo significado global de la derivada CE9. Lo que coincide
con Godino y Batanero (1994), quienes mencionaron que el profesor, como parte de la
institucion escolar, debe recurrir, para la eleccion de los significados pretendidos, a los
significados de referencia. Y que los significados logrados (aprendidos) por los estudiantes

dependen fundamentalmente de los significados institucionales.

Se pudo observar durante el desarrolla de las clases, que el profesor no logré relacionar los
significados atribuidos por él mismo a la derivada, en consecuencia los estudiantes
consideraron los contextos graficos y algebraicos separados, aplicando solamente algoritmos
para resolver ejercicios y no conectaron procesos vinculados con la idea de derivada (razon,
limite, funcion), lo que concuerda con los resultados Sanchez-Matamoros et al. (2008) y
Gordillo, Arango y Fan (2015) quienes mencionaron gque los modos de representacién de un
objeto matematico influyen en la construccion de los significados de los estudiantes, debido

a que los pueden considerar como separados al aplicar algoritmos sin relacion
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4.3.3. Faceta Interaccional

Esta faceta refiere a la interaccion entre el profesor y estudiantes, describiendo y revisando

la comunicacion que se propicia en el aula de clases. Primeramente, se presentan las

trayectorias: epistémica y docente de la CE1, con ello la configuracion empirica del profesor

describiendo el tipo de interaccion generada; de manera similar para las CE2 y CE3.

Tabla 10

Trayectoria epistémica 1

u.
Epist.

CE

Descripcion

Estado potencial

CE1l

10
11

12

13

Hace una afirmacion, que se categoriza como una
aproximacion a una definicion: La pendiente es una
inclinacion.

Se introduce la notacién de la pendiente de una recta
m= % y de la tangente de un angulo en un

triéngulo reCté.ngulo tg(a) = W

Enuncia: en un triangulo rectangulo la tangente de
un angulo es igual al cateto opuesto sobre el cateto
adyacente.

La definicion: La pendiente es la tangente del angulo
de inclinacion.

Dibuja una circunferencia y rectas sobre ella.

Las definiciones: La recta tangente es la que toca en
un punto a una curva y la secante es la recta que corta
a la curva en dos puntos.

Uso del plano cartesiano para representar la curva de
una funcién desconocida para interpretar a la
derivada.

Durante la explicacion se identifica la siguiente
afirmacion que se utiliza para la definicion de la
derivada: Sea una funcién f(x), si x varia de un
valor inicial x y un valor final x + h, entonces
tenemos un valor inicial para la funcién f(x) y un
valor final f(x + h).

Uso del plano cartesiano para representar las
explicaciones.

Recuerdo de la definicion de la pendiente de una
recta conocidos dos de sus puntos.

Aplica la formula de la pendiente.

El uso de la formula de la pendiente de una recta
conocidos dos de sus puntos para establecer la
definicidn de derivada y justificar las afirmaciones.

Una afirmaciébn que se caracteriza como
acercamiento a una definicion: El limite dice que
para que una recta secante se pueda considerar
tangente, la distancia entre los puntos debe ser tan
pequefia que sea casi el cero, no exactamente cero
pero lo mas reducido.

cateto opuesto

E4

E3

ES

E4
E3

E4

E3

E4

E3

E4
E2

E6

E4

E1: Situacional
E2: Actuativo
E3: Lingistico
E4: Conceptual
ES5: Proposicional

E6:
Argumentativo
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14

15

Uso del plano cartesiano para justificar las
explicaciones y procedimientos usados.

La definicién de derivada: El limite de los puntos de
la recta secante, es decir, que la distancia entre los
puntos debe ser tan pequefia que sea casi cero o
minima posible para que la recta sea considerada

pendiente de la recta. Si se tiene m = W y

aplicando el limite a esa h o incremento, ahora si se
establece la definicion de derivada.

E6

E4

Tabla 11
Trayectoria docente 1
u.
CE Descripcion Estado potencial
Doc.
Recuerdo de conocimientos previos (pendiente de una
1 recta, angulo de inclinacién, tangente de un dnguloy las P4
rectas de una circunferencia).
2 Introduccion de notaciones. P4
3 Recuerdo e interpretacién de reglas conceptuales. P4
4 Dibuja una circunferencia y rectas en ella. P4
5 Recuerdo e interpretacion de definiciones. P4
Presenta la grafica de una funcién para explicar la
6 . i o h P4
interpretacion geométrica de la derivada.
7 Explica/justifica los procedimientos que ha mostrado. P4
Recuerdo de proposiciones previas (la derivada se
8 asocia con el copcepto de tangente y con la pendiente, P4 P1: Planificacion
empleo de la formula de la pendiente de una recta
conocidos dos puntos, distancias e incrementos). ) L
: - P2: Motivacion
9 Congldera las respuestas de los estudiantes en las P2
CEl explicaciones. . . P3: Asignacion
Constantes interrogaciones sobre
10 prop.o’smlo.nes/prop|edades (domml‘c‘) ti_lmagen de una P5 P4: Regulaci6n
funcion, distancia entre dos puntos “A” incrementos).
11 Se _refe_renma en el plano cartesiano para las P4 P5 Evaluacion
explicaciones.
12 Recu_erdo de definiciones previas (la formula de la P4 P6: Investigacién
pendiente de una recta).
13 Explica/justifica la técnica que ha mostrado. P4
Con diversas preguntas evalla la secuencia de
14 L P5
procedimientos.
Motivacion, (considerando las respuestas de los
15 : P2
estudiantes).
Presenta una primera definicién del concepto de
16 : P4
derivada.
17 Se referencia en el plano cartesiano para las P4
explicaciones.
18  Formaliza la definicién que present6 (12) . P4
19 Orientacion (anotar lo escrito en el pintarrén). P3
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4.3.3.1. Primera configuracion empirica del profesor

Para describir esta configuracion se consideran las tablas 10 y 11, con la relacion de ambas
se identificé la interaccion sucedida en el aula de clases. En esta configuracion, el profesor
desarroll6 actividades referentes con la interpretacion geométrica de la derivada. Se inicia la

clase, solicitando conocimientos previos de los estudiantes (Unidad docente. 1)
Profesor [LI]: ¢ Que recordamos de la pendiente?
E [L2]: ¢es la tangente?

Profesor [L7-L12]: Para obtener la pendiente hay una formulita, la recordamos

¢ Cual es?, ¢ Quién recuerda?

Que dio lugar a nuevas explicaciones por parte de él mismo. Dichas explicaciones pusieron
en juego las funciones docentes de recuerdo (Unidad docente 2 y 3). Con ello se presenta una
afirmacion (Unidad Epistémica 1, 2 y 3) con el proposito de realizar diferentes acepciones
sobre la derivada, considerando las respuestas y participaciones de los estudiantes;
enseguida, el profesor describe la definicion de la pendiente de una recta (Unidad Epistémica.
4).'Y representa de manera grafica la pendiente haciendo uso del circulo y trazando diferentes

rectas (Unidad Epistémica 5, 6 y Unidad docente 4 y 5).

Posteriormente el profesor, asocia a la derivada con funciones (Unidad Epistémica 7 y
Unidad docente 6 y 7) donde involucra a los estudiantes a participar en la construccion de la

definicion.
Profesor [L24]: ¢ Qué representa este trazo?
Profesor [LI]: ¢ Qué pedimos para ubicar un punto en el plano?
E [L30]: las coordenadas
Profesor [L30]: Las coordenadas ¢ verdad?

Profesor [L32, L33]: ¢Alguna pregunta en las coordenadas? No verdad.
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Con dichas cuestiones recurrio nuevamente a recordar conocimientos previos (Unidad
Epistémica 8 y Unidad docente 8). Considerando las respuestas de los estudiantes (Unidad

docente 9) y continua con las interrogantes (Unidad docente 10),

Profesor [L35]: ¢Cudl es la diferencia que estamos observando? ¢Qué nombre

recibiria esa diferencia?

(Unidad Epistémica 9) en esta ocasion los estudiantes no responden, pero el profesor insiste
con las preguntas apoyandose del gréfico que construyé (Unidad docente 11), lo que muestra
que los lleva a la interpretacion que habia planeado previamente sobre la derivada. De modo
gue se continlia explicando y estimulando a los estudiantes para recordar conocimientos

previos.
Profesor [L74]: Entonces, ¢cudl es la formula de la pendiente?

(Unidad Epistémica 10 y Unidad docente 12), solo algunos estudiantes responden de manera
satisfactoria y aplican la formula de la pendiente considerando las coordenadas de los puntos
Py Q de la curva (Unidad Epistémica 11, 12 y Unidad docente 13) Y:

Profesor [L77]: ¢ Como quedaria? ¢ De acuerdo?

El profesor plantea que los estudiantes analicen la situacion y con ello recordar contenidos

de clases anteriores (Unidad docente 14).

Profesor [L78]: ... Hay una condicién para la h, para la recta que tenemos trazada

no sea secante y sea tangente ¢ cual es la condicion?
E [L78]: Que se le aplique el limite

Reafirmando lo que mencionan los estudiantes (Unidad docente 15). Con lo anterior se
presenta un primer acercamiento a la definicién de derivada (Unidad Epistémica 13 y Unidad
docente 16) justificando las explicaciones y usando el grafico que dibujé (Unidad Epistémica
14 y Unidad docente 17), finalmente enuncia una definicion “mas” formal de derivada
(Unidad Epistémica 15 y Unidad docente 18 y 19). Durante el desarrollo de la actividad, no
se da espacio para atender dudas por parte de los estudiantes, de modo que el profesor asume,

con las participaciones de ellos, se ha entendido el tema.
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Por tanto, en esta configuracion, se identificaron rasgos de tipo dialégico (tipo D) debido a

las interrogantes planteadas por parte del profesor hacia los estudiantes y las participaciones

mismas de éstos ultimos. Ademas se identifican rasgos de una presentacién magistral (tipo

A), dado que se observa que el profesor presenta y desarrolla el tema derivada basado en lo

planeado previamente para la clase, sin dar pie a otras interpretaciones que pudieran surgir

por parte de los estudiantes. Por lo tanto en la tabla 12, se puede resumir lo presentado

anteriormente.

Tabla 12

Trayectorias epistémica, docente e interaccion

Trayectoria

Trayectoria

CE E%Ztsjn;éca Estado Potencial %?]Cigzge PIc_:)tS;?\gioal Configuracion Tedricas
Epistémica Docente
1 Conceptual 1 Regulacion
2 Linguistico 2 Regulacion
3 Proposicional 3 Regulacion
4 Conceptual 4 Regulacion
5 Linguistico 5 Regulacion
6 Conceptual 6 Regulacion
7 Linguistico 7 Regulacion Magistral
8 Conceptual 8 Regulacion
9 Linguistico 9 Motivacion Dialdgica/ Adidéactica
CEl 10 Conceptual 10 Evaluacion Magistral
11 Actuativo 11 Regulacion Personal
12 Argumentativo 12 Regulacion
13 Conceptual 13 Regulacion Dialdgica
14 Argumentativo 14 Evaluacion
15 Motivacion
16 Regulacion
15 Conceptual 17 Regulacion
18 Regulacion
19 Asignacion
Tabla 13
Trayectoria epistémica 2
CE . U . Descripcion Estado potencial
Epistémica
Definicion: La derivada es el limite de la razén E1: Situacional
de la funcién incrementada menos la funcién
16 original entre el incremento cuando éste tiende B4 E2: Actuativo
a cero, o limy, ¢ flth)-f@) ) .
dx . h E3: Linguistico
CE? 17 Uso de Iz;s notaciones para representar a la E3
derivada: 2~ =y’ = f'(x) = D,y. E4: Conceptual
18 Aplicacion del método de los cuatro pasos para E2
la funcién f(x) = 8x% — 5x + 3. E5: Proposicional
19 Uso de notaciones en la aplicacién del método E3

de los cuatro pasos.

E6: Argumentativo
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Propiedades de limite: el limite de una

20 ) .
constante es igual a ella misma.
21 Uso de las explicaciones, ejemplificaciones
con el método de los cuatro pasos.
Uso del método de los cuatro pasos para derivar
22 -
la funcion f(x) = 5x + 3.
23 Propiedades de limite: el limite de una
constante es igual a ella misma.
24 Uso de las explicaciones, ejemplificaciones
con el método de los cuatro pasos.
Aplicacion del método de los cuatro pasos para
25 =z 7
otra funcion f(x) = x’.
26 Enuncia: la derivada es igual limite cuando el

. . . d
incremento tiende a cero del cociente d—z.

Justificacion de la derivada de una funcion, por
27 medio de explicaciones y aplicacion del
método de los cuatro pasos.

E5

E6

El

E5

E6

E2

E5

E6

Tabla 14
Trayectoria docente 2
u.
CE Doc Descripcion Estado potencial
20  Presenta la definicidn de la derivada. P4
21 Introduccién de notaciones para la derivada. P4
Explica/justifica el método de los cuatro pasos que ha
22 P4
mostrado.
Introduccién de notaciones para expresar los pasos de la
23 L . P4
definicion de la derivada.
Se aplica la definicion (método de los cuatro pasos) y
24 ensefa el calculo de la derivada por dicho método f(x) = P4
8x2? — 5x + 3.
25  Recuerdo de proposiciones previas (propiedades de limite). P4 o
26  Presenta la resolucion del ejercicio. p4  Pl:Planificacion
27  Evaluacion interrogativa colectiva. P5 L
CE2 ,g  Planteamiento del problema de hallar la derivadade f(x) = P2: Motivacion
5x + 3.
29  Evaluacion interrogativa colectiva. ps  P3: Asignacion
30  Ayuda a presentar la resolucion del ejercicio. P3 .
Presenta un ejercicio f(x) = x”. P4: Regulacion
31 (Derivada de una funcién) que involucra diversos P4 _ »
procedimientos  (desarrollo de binomios cuadrados, P5: Evaluacion
operaciones fundamentales, factorizacion). o
Recuerdo de proposiciones previas (la derivada es igual PG: Investigacion
32 . - - . dy P4
limite cuando el incremento tiende a cero del cociente E)'
33  Presenta la resolucidn del ejercicio. P4
34  Orientacion (anotar lo escrito en el pintarrén). P4

4.3.3.2. Segunda configuracién empirica del profesor

Para la descripcion de esta configuracion, se consideran las tablas 13 y 14; y la relacion de

ambas, permitio identificar la interaccion. Por ello, en esta configuracion se identifico que el
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profesor planificd la clase para abordar a la derivada como el limite del cociente incremental,
para ello inicio enunciando su definicion (Unidad docente 20, Unidad Epistémical6) y con
ello sus respectivas notaciones (Unidad docente 21 y Unidad Epistémica 17), exponiendo el
método de los cuatro pasos (Unidad docente 22 y 23). No se observo participacion por parte
de los estudiantes, prevaleciendo la intervencion del profesor quien llevo la batuta durante la

presentacion de la actividad.

El profesor presenta un ejemplo para aplicar el método de los cuatro pasos a una funcion
(Unidad Epistémica 18 y Unidad docente 24), es hasta esta actividad se involucra a los

estudiantes, estimulandolos a participar en la aplicacion de cada paso del método.
Profesor [L132]: ¢ Qué dice el paso 1?

Profesor [L45-163]: ¢Qué consideramos como siguiente paso? ¢Qué pasa si
reducimos 8x2 con —8x2?, ¢ Cuanto suman?, ¢ Qué hacemos? ¢ Qué tienen en comun

esos términos?, ¢ Qué nos quedo?

Las participaciones de los estudiantes son minimas, siendo el profesor quien realiza el uso de
notaciones para representar cada paso (Unidad Epistémica 19). Durante la aplicacion del
método de los cuatro pasos, promoviendo a que los estudiantes recuerden conocimientos

previos, es decir, durante la resolucién el profesor desempefia las funciones de recuerdo.
Profesor [L169]: ¢ Ya con eso se termina?
E [L170]: No, porque vamos a aplicar el limite.
Profesor [L177]: ¢ Cémo seguimos cuando se trabajo el tema de limites?

(Unidad Epistémica 20 y Unidad docente 25). Finalmente el profesor presenta la resolucion
del ejercicio planteado (Unidad Epistémica 21 y Unidad docente 26). Y al concluir con la

actividad, cuestiona:
Profesor [L184]: ¢Hay alguna duda?
(Unidad docente 26). Y una estudiante pregunta:

E [L187]: ¢los valores que le dio a las x puede ser cualquiera?
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El profesor interpreta, que la estudiante quiere saber si el método de los cuatro pasos se puede

aplicar para cualquier funcion,

Profesor [L189-L192]: jAh sil, lo que ahorita buscamos es un ejemplo que se
pareciera al ejercicio que tienen en su cuadernillo y ya si por tu cuenta quieres

trabajar otros ejemplos ahi si ya los inventaria.

Con esta respuesta se observa que la estudiante se convence, sin embargo, no hay garantia de
que sea verdadero por el recurso empleado del profesor. Se menciona nuevamente (Unidad
docente 27)

Profesor [L193]: ¢ Otra duda?

Los estudiantes ya no responden. En esta parte de la configuracion la participacién es poca,
el discurso se centra mas en el profesor durante la presentacion y aplicacion secuencial el
método de los cuatro pasos. Se propone un ejercicio mas, para calcular la derivada de una
nueva funcion aplicando el método de los cuatro pasos (Unidad Epistémica 22 y Unidad
docente 28), la dindmica utilizada es pasar a una estudiante a resolverlo al pintarrén y se
considera la ayuda de sus compafieros, el profesor interviene nuevamente (Unidad docente
29) incitando a los estudiantes a recordar propiedades (Unidad Epistémica 23). Se sigue
observando poca participacién por parte de los estudiantes, por lo que el profesor reafirma la
solucidn del problema (Unidad Epistémica 24, Unidad docente 30). No se abrié espacio para

dudas, hecho que no garantiza la ausencia de las mismas.

Se presenta un nuevo ejercicio, que involucra el desarrollo de binomios cuadrados y la
aplicacion del método de los cuatro pasos (Unidad Epistémica 25, Unidad docente 31),
nuevamente se motiva a que los estudiantes recuerden propiedades de limite (Unidad
Epistémica 26, Unidad docente 32), se considera que ésta es una forma de tener la atencion
de los estudiantes, de modo que el profesor presenta el procedimiento de resolucion del
ejercicio en el pintarrén (Unidad Epistémica 27, Unidad docente 33). Finalmente el profesor

indica la toma de notas por parte de los estudiantes (Unidad docente 34) mencionando:
Profesor [L278]: Y ya tenemos resuelta nuestra derivada ¢ Esta claro verdad?

Y no da oportunidad de la manifestacion de posibles dudas de los estudiantes.
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Las actividades que realiz6 el profesor, en la segunda configuracion empirica, indican que se

situe en el tipo A (magistral), con algunos rasgos del tipo D (dialogal). Pero de manera

general se identifica como magistral. Por lo tanto en la tabla 15, se puede resumir lo

presentado anteriormente.

Tabla 15

Trayectoria epistémica, docente e interaccion

Trayectoria

Trayectoria

Epistémica . Docente Estado . . -
CE Unidad Estado Potencial Unidad Potencial Configuracion Tedricas
Epistémica Docente
16 Conceptual 20 Regulacion
17 Lingistico 21 Regulacién
18 Actuativo 22 Regulacion
19 Lingtiistico 23 Regulacion
20 Proposicional 24 Regulacion Magistral
21 Argumentativo 25 Regulacion
22 Situacional 26 Regulacion Magistral/ Adidactica
CE2 23 Proposicional 27 Evaluacion Dia%é ica
24 Argumentativo 28 Asignacion g Personal
25 Actuativo 29 Evaluacion o
26 Proposicional 30 Asignacion Dial6gica
27 Argumentativo 31 Regulacion
32 Regulacion
33 Regulacion
34 Regulacion
Tabla 16
Trayectoria epistémica 3
u. L .
CE Epist. Descripcion Estado potencial
Se mencionan algunos teoremas de derivacion:
La derivada de cualquier constante es cero: % (c) =
0.
La derivada de la variable cuando esta sola sin factores
ni exponentes es 1: = (x) = 1. E1: Situacional
28 La derlvad{; de una constante por una variable es la E5  E2: Actuativo
constante: = (cx) = c.
La derivada de una variable pero afectada por una E3: Linguistico
potencia, va a ser igual al exponente que se convierte
en factor de la misma variable y le asignamos E4: Conceptual
exponente solo que al exponente que tenia original le
restamos la unidad: ﬁ (x™) = mx™1. ES5: Proposicional
Uso de las notaciones para representar a las férmulas . .
29 de derivacion. E3  E6: Argumentativo
Encontrar la derivada para la funcién y = x7 + 7x3 —
30 E2
14x + 9.
31 En las explicaciones y ejemplificaciones de la E6

aplicacion de las formulas de derivacion.

78



Capitulo 4. Conocimientos didactico — matematicos en el aula de clases

1 4

32 Encontrar la derivada de la funcién f(x) = 4x3 —x3. E2

33 Se destacan las ejemplificaciones y explicaciones de E6
técnicas a seguir y del uso de las proposiciones.

Derivar el producto de funciones y = (x* + 5)(3x? —

34 4) E2
Enunciacion de: la derivada de un producto de

35 . . d d d E5
funciones: —(uv) =u—v +v—u.

. L. Gx dx  dx .

36 Ejemplificaciones y explicaciones de técnicas a seguir E6
y del uso de las proposiciones.

37 Derivar la funcién f(x) = Vx(3 — x?). E2
Enunciacion de: La derivada de un producto de
funciones: i(uv) =ulvt+viu

_dx dx dx ;
38  La derivada de una raiz  cuadrada ES
d
, W

39 Se destacan las ejemplificaciones y explicaciones de E6
técnicas a seguir y del uso de las proposiciones.

40 Encontrar la derivada de la funcién: y = (4 — 9x)” E2
Se enuncia: La derivada de una funcién elevada a una

41 - .d s m m-1 d E5
potencia: E(u ) =mu — ).

42 Ejemplificaciones y explicaciones de técnicas a seguir E6
y del uso de las proposiciones.

43 Encontrar la derivada de la funcién f(x) = (8x — E1
x8 +2)°

..y d
Se presenta nuevamente la proposicion — (u™) =

44 P d Prop dx E5
mu™t - W.

45 Ejemplificaciones y explicaciones de técnicas a seguir E6
y del uso de las proposiciones.

46  Derivar la funcién y = %(4x —x7)°. E2

47 Seenuncia %(cu’") = cmu™! ;’—x wW. E5

48 Ejemplificaciones y explicaciones de técnicas a seguir E6
y del uso de las proposiciones.

49  Derivar la funcién f(x) = v11x — x* El
Se  presenta  nuevamente la  proposicion:;

d
50 - (u) E5
(Vi) = dx
f(u) =% =

51 Ejemplificaciones y explicaciones de técnicas a seguir E6
y uso de las proposiciones.

52 Resolvemos el ltimo ejercicio: f(x) = ¥Y7x* —9x  E2

53 Se destacan las ejemplificaciones y explicaciones de E6
técnicas a seguir y del uso de las proposiciones.

Tabla 17
Trayectoria docente 3
u. L .
CE Doc. Descripcion Estado potencial
Se planifica la clase en torno a calcular derivadas de P1: Planificacion
35 ) . . P1
funciones, haciendo uso de un formulario.
36  Motivacién (el trabajo es mas sencillo y rapido). P2  P2: Motivacion
37  Presenta las formulas de derivacion. P4
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38
39

40
41

42

43
44

45

46
47
48

49

50

51

52
53

54

55

56
57

58

59

60

61

62
63

64
65

66

67

68

69
70

Introduccién de notaciones.

Planteamiento de hallar la derivada de una funcién y = x7 +

7x3—14x+9

Explica/justifica la técnica que ha mostrado.

Presenta la solucion del ejercicio.

Presenta otro ejercicio para encontrar la derivada de una
1 4

funcion f(x) = 4x3 — x3.

Evaluacién interrogativa colectiva.

Presenta la resolucion del ejercicio.

Propone calcular la derivada de otra funcion y = (x* +
5)(3x2 — 4).

Enuncia proposiciones (derivada del producto).

Muestra la solucién del ejercicio.

Orientacion (anotar lo escrito en el pintarrén).

Propone calcular la derivada de otra funcion f(x) = vVx(3 —
x2).

Evaluacién interrogativa colectiva (“;Qué operacion se esta
efectuando y que formula se va a utilizar?”).

Recuerdo y enunciacién de proposiciones (derivada del
producto y derivada de la raiz cuadrada).

Presenta la resolucion del ejercicio.

Propone calcular la derivada de la funcion y = (4 — 9x)7.
Evaluacion interrogativa colectiva (“;Cudl seria la formula
requerida o indicada?”).

Enuncia la proposicion (la derivada de una funcion elevada a
una potencia).

Presenta la resolucion del ejercicio.

Asignacion de derivar una funcion f(x) = (8x — x® + 2)°.
Nuevamente enuncia la proposicion (la derivada de una
funcidn elevada a una potencia).

Revisa la resolucion del ejercicio en conjunto con los
estudiantes.

Planteamiento de calcular la derivada de una funcién y =
g(4x —x7)°.

Evaluacion interrogativa colectiva (“;se aplicaran los mismos
pasos que en los casos anteriores?”).

Recuerdo y enunciacién de la proposicion (derivada del
producto de una funcion elevada a un exponente multiplicada
por una constante).

Presenta la resolucion del ejercicio.

Orientacién (anotar lo escrito en el pintarron).

Asignacion de derivar una funcion f(x) = v11x — x*.
Presenta nuevamente la proposicion:

d

o) =B

f o

Revisa la resolucion del ejercicio en conjunto con los
estudiantes.

Propone calcular la derivada de la funcion f(x) =
V7x* = 9x.

Recuerdo de la proposicidn (derivada de una raiz cuadrada).
Presenta la resolucidn del ejercicio.

P4
P4

P4
P4

P4

P5
P4

P4

P4
P4
P4

P4

PS5

P4

P4
P4

P5

P4

P4
P3

P4

P3

P4

PS5

P4
P4

P4
P3

P4

P3

P4

P4
P4

P3: Asignacion
P4: Regulacion
P5: Evaluacion

P6: Investigacion
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4.3.3.3. Tercer configuracion empirica del profesor

Para la descripcion de esta configuracion, se toman en cuenta las tablas 16 y 17; y con la
relacion de ambas se identifico la interaccion sucedida en el aula de clases. Por ello, en la
configuracién, se identifica que esta clase como las posteriores estan preparadas para derivar
funciones aplicando reglas de derivacion (Unidad docente 35). El profesor menciona la

existencia de otro procedimiento para derivar funciones.

Profesor [L284]: Las formulas de derivacion tienen la intencion de hacer mas sencillo

el trabajo

(Unidad docente 36). Por lo que enuncia y escribe en el pintarron proposiciones de derivacion
(Unidad Epistémica 28, Unidad docente 37).

Profesor [L293-L297]: La derivada de cualquier constante es cero... Una constante
puede ser cualquier nimero natural, pero puede ser también una fraccion, un nimero

irracional. Anoten unos ejemplos.

(Unidad Epistémica 29, Unidad docente 38), solo se observa la intervencion del profesor

explicando un formulario que proporciona a los estudiantes previamente.

Presenta un ejemplo, indicando calcular la derivada de una funcion (Unidad Epistémica 30 y

Unidad docente 39), tratando de involucrar a los estudiantes con las siguientes interrogantes:

Profesor [L358-L361]: Esa funcién tiene la forma de una serie de términos sean
positivos 0 negativos la derivada se obtiene trabajando cada uno por separado.
¢, Cudl seria la derivada de y? ¢ Cuél aplicariamos?

Se observa poca participacion de los estudiantes, durante la presentacion de la resolucion por
parte del profesor (Unidad Epistémica 31, Unidad docente 40 y 41), no hay espacio para
externar dudas. El profesor sigue con el mismo proceso, y presenta un ejemplo mas (Unidad
Epistémica 32 y Unidad docente 42). Se propicia una lluvia de preguntas con la intencion de
analizar los conocimientos existentes en los estudiantes e involucrarlos en la resolucion del

ejercicio (Unidad docente 43).
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Profesor [L381-L393]: ¢(Qué formula vamos a utilizar?, ¢Cuél es la derivada de

1
4x3?, ¢ Qué valor tenemos en el numerador?

La participacion de los estudiantes no se logra. Finalmente el profesor presenta el resultado
de la derivada de la funcion (Unidad Epistémica 33 y Unidad docente 44). Ahora éste
propone, encontrar la derivada de un producto de funciones (Unidad Epistémica 34 y Unidad
docente 45), para ello escribe en el pintarrén una proposicion para proseguir con la
explicacion (Unidad Epistémica 35 y Unidad docente 46) insistiendo con la idea de

involucrar a los estudiantes...

Profesor [L420]: ¢ Habra términos semejantes que se puedan reducir?, ¢son divisible

entre?
E [L293-L297]: Todos tienen mitad y todos tienen una misma letra

No hay participaciones, el profesor presenta la resolucion (Unidad Epistémica 36 y Unidad
docente 47) e indica a los estudiantes a tomar nota de lo escrito en el pintarron (Unidad
docente 48). Se continla presentando ejemplos, para abordar diferentes proposiciones de
derivacion; presentando un ejemplo para la derivada de un producto de funciones,
involucrando radicales (Unidad Epistémica 37 y Unidad docente 49) continuando con

preguntas constantes a los estudiantes (Unidad docente 50).

Profesor [L430]: ¢Qué operacion se esta efectuando y que formula se va a utilizar?

¢, Como resolvemos una diferencia de fracciones cuando el denominador es distinto?

Participaron algunos estudiantes ante los cuestionamientos. El profesor fomenta el recuerdo
de la proposicién de la derivada de un producto de funciones (Unidad Epistémica 38 y Unidad
docente 51), después de una extensa explicacion el profesor muestra la resolucién (Unidad
Epistémica 39 y Unidad docente 52), nuevamente no se abre un espacio para atender dudas
de los estudiantes. Se continta con la dinamica, donde los estudiantes tienen limitadas

participaciones.

Ahora, el profesor asigna a una estudiante el calculo de la derivada de una funcidn, similar a

la realizada en el dltimo ejemplo (Unidad Epistémica 43y Unidad docente 57), donde se
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enuncia nuevamente la formula ya utilizada (Unidad Epistémica 44 y Unidad docente 58).
Algunos estudiantes intentan ayudar a la compariera a calcular la derivada de la funcion
propuesta. El profesor también participa en la resolucion del ejercicio y finalmente en
conjunto revisan la resolucion (Unidad Epistémica 45y Unidad docente 59). Con la
participacion de los estudiantes, se da por entendido que no hay dudas, pues ya no se abre un

espacio para atenderlas.

Se sigue con la ejemplificacion de ejercicios, el profesor muestra el calculo de una nueva
funcion (Unidad Epistémica 46 y Unidad docente 60), cuestiona a los estudiantes con la
intencion de evaluar lo que éstos ha aprendido e involucrarlos en la resoluciéon (Unidad
docente 61), orientdndolos a tomar nota de lo realizado hasta ese momento (Unidad docente
64).

Se propone la ejercitacion para calcular una nueva funcion (Unidad Epistémica 52 y Unidad
docente 68), en esta actividad no se promueve la participacion de estudiantes. El profesor
enuncia la férmula de derivacion (vista previamente) que le permitira encontrar la derivada
de la funcion (Unidad Epistémica 53 y Unidad docente 69). Después de una explicacion el

profesor presenta la derivada de la funcién (Unidad docente 70) y concluye la clase.

Profesor [L542-L544]: Hasta aqui concluimos el semestre, no alcanzamos a concluir
lo que indica el curso porque el tiempo no nos alcanzd. Sin embargo tanto ustedes

como Yo hicimos lo necesario.

Al final de esta actividad tampoco hubo oportunidad para preguntas por parte de los
estudiantes. Se puede decir, que en la mayoria de las actividades implementadas no se
permite espacio para preguntas de los estudiantes, tampoco para disipar dudas, no se observa
retroalimentacion durante el desarrollo del tema derivada. El profesor asume que con las
limitadas participaciones de los estudiantes durante la resolucion de los ejercicios, es
suficiente para el logro de su aprendizaje. La forma de proceder del profesor, éste no se
garantiza, pues con la dinamica empleada para la resolucion de las actividades no logro
involucrar a todos los estudiantes ya que solo se limitan a tomar nota de lo presentado y
algunos sin saber o reflexionar sobre lo que escriben. Por lo cual esta configuracion docente

es de tipo A (magistral). En la tabla 18, se puede resumir lo presentado anteriormente.
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Tabla 18
Trayectoria epistémica, docente e interaccion
Trayectoria Trayectoria
CE Eﬂ?%?éca Estado Potencial El)Jontzgr;ge nggzg?al Configuracion Teoricas
Epistémica Docente
28 Proposicional 35 Planificacion
29 Lingistico 36 Motivacion
30 Actuativo 37 Regulacion
31 Argumentativo 38 Regulacion
32 Actuativo 39 Regulacién
33 Argumentativo 40 Regulacion
34 Actuativo 41 Regulacion
35 Proposicional 42 Regulacion
36 Argumentativo 43 Evaluacion
37 Actuativo 44 Regulacion
38 Proposicional 45 Regulacion
39 Argumentativo 46 Regulacion
40 Actuativo 47 Regulacion
41 Proposicional 48 Regulacion
42 Argumentativo 49 Regulacion Magistral
43 Situacional 50 Evaluacion
44 Proposicional 51 Regulacion Adidactica
45 Argumentativo 52 Regulacion .
CE3 46 Actuativo 53 Regulacion Magistral Personal
47 Proposicional 54 Evauacién
48 Argumentativo 55 Regulacion Dialdgica
49 Situacional 56 Regulacion
50 Proposicional 57 Asignacion
51 Argumentativo 58 Regulacion
52 Actuativo 59 Asignacion
53 Argumentativo 60 Regulacion
61 Evaluacion
62 Regulacion
63 Regulacion
64 Regulacion
65 Asignacion
66 Regulacion
67 Asignacion
68 Regulacion
69 Regulacion
70 Regulacion

4.3.3.4. Discusion de la Faceta Interaccional
Durante la interaccion dada en el aula, se identifico que el profesor se centr6 en la

presentacion del tema de la derivada como la resolucion mecénica de ejercicios. En menor
medida, los estudiantes se enfrentaron a resolver problemas en los que tenian que movilizar
conocimientos y conceptos, es decir, los estudiantes no tienen oportunidad de cuestionar la
naturaleza de los objetos matematicos presentados, ni de pensar acerca de las operaciones

que realizan y/o sobre su naturaleza conceptual, como también lo ha reportado Preiss,
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Valenzuela y Larrain (2011). En general, el estilo del profesor y su estrategia didactica
incidio en la dinamica que prevalecio en el aula, el grado de participacion de los estudiantes,
los niveles de interaccidn, los niveles de atencion y disposicion de los estudiantes, y con ello
el aprovechamiento escolar de los mismos, aspectos que han sefialado en sus resultados
Mares, Guevara, Rueda y Rivas (2004). Lo sucedido en el aula de clase con este profesor,
también coincide con resultados de investigaciones que han destacado el predominio de una
practica orientada al desarrollo de procedimientos repetitivos (Araya y Dartnell, 20009,
Radovic y Preiss, 2010).

4.3.3.5. Conclusiones de la interaccion sucedida en el aula de clases

De acuerdo con el analisis de la interaccion que sucedid en el aula de clases, se pudieron
identificar varios aspectos. Primeramente, el profesor organizo las actividades académicas
con base en los contenidos del Programa de estudio correspondiente, en cuanto a la
comunicacion del profesor se observo una presentacion clara (no hablé rapido), enfatizo
conceptos clave del temay en algunas ocasiones se favorecio el dialogo entre los estudiantes;
sin embargo, no se observo que reconociera conflictos o dudas por parte de éstos (no dando

espacio para tales dudas).

Para el desarrollo del tema, se propicié la participacion de los estudiantes durante la
construccion de la definicién de la derivada y en la resolucion de ejercicios, pero siempre
sirviendo como guia de lo planeado por el mismo profesor, sin dar oportunidad de interpretar
la informacion presentada de forma distinta. Estas participaciones acontecieron, cuando se
intentd involucrar y captar la atencién de los estudiantes, solicitando a algunos de ellos
resolver ejercicios en el pintarron. Con dicha dindmica, se puede decir que el aprendizaje
sucedio por medio de la observacion, con base en lo realizado por un experto, en este caso el
profesor, por lo que en la mayor parte de las clases los estudiantes fueron solo receptores del

proceso que siguieron instrucciones.

Los momentos de apropiacion del conocimiento matematico no fueron producto de fases de
discusion sobre los aspectos criticos del proceso de ensefianza, mas bien fueron de una
manera de encaminar a que se pensara que existe un algoritmo apropiado que garantiza la

respuesta. Una de las causas que podrian bloquear el aprendizaje, es la no captacién de
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atencion de los mismos, pues la mayoria de ellos no asumio la responsabilidad de resolver
las actividades, dado que un grupo numeroso de estudiantes quedo fuera de la dindmica de la

clase.

Por otra parte, el resultado del andlisis de las interacciones didacticas indica que la mayoria
de las clases fueron de tipo magistral y en parte dialégica. Es magistral porque se impuso la
autoridad del profesor, considerado experto, permitiendo que éste gestione su discurso e
imponga normas aceptadas por los estudiantes. Y dialdgica porque se involucro la
participacion de otras voces en el discurso (participa un grupo reducido de estudiantes),
prevaleciendo una interaccion monolégica entre docente y discente, sobre preguntas cerradas
y especificas por parte del profesor. A su vez, éste aceptd como validas las respuestas, en la

medida que coincidan con el discurso previamente disefiado.

4.3.4. Faceta Mediacional

Para caracterizar la faceta mediacional, correspondiente con los recursos (tecnoldgicos o
materiales temporales) que fueron utilizados para implementar la Uap Matematicas V y para
potenciar el aprendizaje de los estudiantes. Se consideran los componentes de la faceta:
recursos o materiales didacticos, nimero de alumnos, horario y condiciones del aula, y el

tiempo de ensefianza.

4.3.4.1. Recursos 0 materiales temporales para la ensefianza de la derivada

De acuerdo con el Plan y Programa de estudios para la Uap Matematicas V, se proponen
diversos recursos como apoyo para el profesor, con la intencion de facilitar y potencializar
el proceso de ensefianza-aprendizaje; tales como: proyector, computadora, libros de texto,
internet, pintarron, marcadores y el uso de un software educativo. Asi como medios de
presentacion de la informacion en clase (pizarra, proyector, etc.); medios para blusqueda de
la informacion (libros de texto e internet); y dispositivos de calculo y graficacion
(calculadoras, software).

Con base en las trayectorias epistémica y docente implementadas en el proceso de instruccion
de la derivada. Se lograron identificar los materiales que uso el profesor durante sus clases,
éstos fueron: el pintarrén, marcadores y un formulario (material tradicional) para representar

los objetos matematicos tales como; elementos lingiisticos, situaciones/problemas,
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definiciones, proposiciones y argumentos. Cabe resaltar que las situaciones/problemas no
fueron contextualizadas en ningin momento, mientras que los objetos matematicos fueron

representados mediante el uso del plano cartesiano.

4.3.4.2. Numero de alumnos, horario y condiciones del aula

El grupo estuvo conformado por 35 estudiantes y el profesor, se puede afirmar que el grupo
estaba sobrecargado de estudiantes, lo que pudo ser un factor para que no se lograra
involucrar en las actividades a la totalidad de ellos; y menos aun, de que el profesor tuviera
una atencion personalizada. La implementacion de cada una de las clases se llevaron a cabo
bajo un horario asignado por la escuela, en éste se programaron cuatro sesiones semanales
acordes con lo indicado en el Plan y programa de estudio; el horario fue apropiado, pues las
sesiones estuvieron programadas entre las 8:00hrs y las 11:00hrs.

El proceso de instruccion tuvo lugar en el aula de clase, espacio usual para la interaccion
entre profesor y estudiantes, ésta contaba con suficientes butacas mdviles, para que los
estudiantes pudieran trabajaran en equipo, sin embargo, no hubo necesidad de ello, pues no
hubo actividades planeadas para trabajo en equipo, en la mayor parte de la sesiones se realizd
trabajo de manera individual. En el saldn de clases siempre se dispuso, de un pintarrén; cabe
resaltar que el profesor menciond que la escuela cuenta con proyectores, pero habia que
solicitarlos con antelacion a la direccién de la misma escuela para poder usarlos, por lo que
en su caso preferia escribir la informacion en el pintarrén o bien proporcionar fotocopias a

los estudiantes.

4.3.4.3. Tiempo de ensefianza

El altimo componente considerado fue el tiempo de ensefianza colectiva. De acuerdo con el
Plan y Programa de estudio de la UAGro se establecen cuatro horas semanales, es decir, 240
minutos; mientras que la duracion que el profesor dedico a las actividades para la ensefianza
fue de cuatro sesiones de 50 minutos, lo cual indica que efectivamente se implementaron 200
minutos a la semana sin tomar en cuenta que la clase iniciaba 5 minutos después y se concluia

10 minutos antes de lo programado, tiempo menos de lo propuesto en el programa de estudio.

Por medio de las trayectorias epistémica y docente, se logro identificar la distribucién del

tiempo dedicado en la ensefianza-aprendizaje. El profesor dedico el tiempo suficiente para
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las explicaciones del contenido matematico; sin embargo, priorizé en ejemplificar y resolver
ejercicios propuestos por €l mismo, haciendo que el tratamiento de la derivada se redujera al
desarrollo de célculos y procedimientos meramente aritméticos, mas que propiciar o
desarrollar el andlisis en los estudiantes. Con el hecho anterior, el profesor no dedico espacio
o el tiempo para tratar las actividades propuestas en el Plan y Programa de estudio, tales
como: busqueda de la informacion por parte de los estudiantes, el trabajo en equipo,
exposicion, desarrollos y resultados de contenidos por parte de los estudiantes. Tampoco se
priorizo la retroalimentacion de los aprendizajes adquiridos y no se puso atencién a las
dificultades que se presentan en los estudiantes, situacion que segun el programa de estudios

deberia atenderse.

4.3.4.4. Discusion de la Faceta Mediacional
Tomando como referencia los componentes de la faceta mediacional, los materiales usados

por el profesor durante el desarrollo de las clases al ensefiar el tema de la derivada, fueron
Unicamente el pintarrén y marcadores. Materiales considerados insuficientes para representar
o0 visualizar a los objetos matematicos, pues la mayoria de estudiantes no se interesaron por
las explicaciones del profesor. Al respecto Banfi (2015) y Robles et al. (2012) resaltaron la
utilizacion de materiales como la computadora, programas y software, para complementar la
ensefianza de la derivada, en cuyo caso la técnica de calculo cambiaria radicalmente. Lo
anterior, permitiria centrar la atencion en el proceso de modelizacién y analisis de la derivada,
en lugar de centrar la atencion sobre las técnicas de célculo o en el desarrollo algoritmos.
Asimismo, la importancia de adaptar la tecnologia en los procesos educativos representa una
gran oportunidad para que estudiantes, profesores e investigadores tengan acceso a apoyos
visuales o interactivos para favorecer el aprendizaje (Celaya, Lozano y Ramirez, 2010). De
modo que lo anterior toma sentido e importancia considerar el nimero de alumnos, el horario,
las condiciones del aula y el tiempo didéactico, tanto presencial como no presencial (Arteaga
etal., 2017).

4.3.4.5. Conclusiones
De acuerdo con los componentes identificados en la faceta mediacional, se pudieron conocer
y describir los recursos técnicos y temporales usados durante el proceso de instruccion.

Donde los materiales utilizados fueron los tradicionales como el libro de texto, escritura y
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calculo manual en cuadernos y pizarra. Se considero importante la descripcion de los recursos
didacticos (material manipulativo, libros y apuntes, tecnologia y tiempo disponible) que se
utilizaron o deberian utilizarse en la ensefianza de un contenido matematico; con la intencién
de que el profesor o futuro profesor de matemaéticas reconozca los medios o materiales a
utilizar para la ensefianza de cualesquier tema, y ser capaz de reconocer la presencia o
ausencia de los mismos, durante el proceso de estudio propuesto, asi como su adecuado uso

o aplicacion.

4.3.5. Faceta ecoldgica

Finalmente la faceta ecoldgica del CDM, que se vincula con el conocimiento del curriculo y
las conexiones intra e interdisciplinares (escuela y sociedad). El objetivo es verificar que los
contenidos implementados se corresponden con las directrices curriculares propuestas; y que
éstos contribuyan con la formacién socio-profesional de los estudiantes; de modo que los
mismos tengan relacién con otros contenidos matematicos y con otras disciplinas. Para ello,
se identificaron los componentes: adaptacion al curriculo, apertura hacia la innovacion
didactica, adaptacion socio- profesional y cultural, educacion en valores y conexiones intra e

interdisciplinares.

4.3.5.1. Adaptacion al curriculo

Es importante recordar que se realiz6 una revision de la propuesta curricular para el NMS de
la UAGro, donde se describieron los contenidos matematicos y los objetos matematicos de
la derivada presentes en la misma; realizando lo propio sobre dos libros de texto, ambas
revisiones permitieron identificar los significados pretendidos del objeto matematico

derivada.

Cabe mencionar que los significados implementados, se identificaron con base en los
contenidos matematicos que efectivamente implementd el profesor; observando que éstos se
corresponden con las directrices curriculares, aunque no en su totalidad como se muestra en
la tabla 19. Una de las razones declaradas por el profesor de no abordar la totalidad de tales
contenidos, fue por las condiciones presentadas en la escuela (suspensiones inusuales de

clases) y por las caracteristicas de los estudiantes (presentan dificultades en la disciplina). En
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consecuencia, el tiempo no fue suficiente para implementar la totalidad de los contenidos
propuestos.
Tabla 19

Contenidos del Plan y Programa de estudio
Contenidos establecidos en el Plan y programa de estudios de NMS de la UAGro

Contenidos propuestos Contenidos implementados en el aula

I. Funcion, razon de cambio y derivada. I. Limites de funciones.
I1. Derivacion de funciones. Il. La derivada.

[11. Comportamiento de una funcién. I11. Derivacion de funciones.

En la tabla 20 se presentan; el significado global de referencia para la derivada, retomado de
una investigacion realizada previamente; los significados pretendidos en el bachillerato de la
UAGro; y los significados efectivamente implementados por el profesor en el aula de clase

sobre la misma nocién. Con la intencion de identificar el grado de aplicacién de los

significados efectivamente implementados, en la ensefianza con la derivada.

Tabla 20
Significados de la derivada

Significado global de referencia

La derivada
Significados pretendidos en el

bachillerato

Significados implementados en

el aula

CEL: Trazado de tangentes en la
matematica griega.
CE2: Problemas sobre la variacion
en la Edad Media.
CE3: Célculo de subtangentes y

tangentes con el algebra.

CE4: Trazado de tangentes
mediante consideraciones
cinematicas.

CE5: Célculo de méaximos vy
minimos mediante la idea intuitiva
de limite.

CE6: Célculo de tangentes y
subtangentes mediante métodos
infinitesimales.

CET7: El célculo de fluxiones.

CE9: La derivada como
limite.

- Razén de cambio promedio e
instantanea.
- Derivadas a partir de

formulas de derivacion.

- Tangentes y normal.

- Aplicaciones de la derivada

(méximos, minimos).

CED9: La derivada como limite.
- La derivada como la pendiente
de la recta tangente a la gréfica

de la funcién en un punto.

- La derivada como razon de
cambio instantanea (regla de los

cuatro pasos).

- Célculo de derivadas a partir de

formulas de derivacion.
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CES8: El célculo de diferencias.

CE9: La derivada como limite.

Como bien se ha mencionado a lo largo de esta investigacion, el significado que prevalece
en el NMS, frente al significado global de referencia, es el tratamiento de la derivada como
limite (CE9); por lo que era de esperarse gque el profesor oriente la ensefianza hacia el mismo
significado (la derivada como limite). Sin embargo, aunque los significados pretendidos e
implementados apunten al mismo significado (CE9), las practicas matematicas que se
desarrollaron fueron un tanto diferentes de las pretendidas, lo que conlleva a interpretar
nuevos significados para el mismo objeto matematico, como se puede observar en la tabla
20. Para el NMS se identificaron cuatro formas de abordar o de tratar a la derivada, mientras
que en la practica del profesor se identifico tres formas de tratamiento para la misma nocién;
es decir, en la practica se implementd menor contenido matematico de lo establecido en los

documentos oficiales para el NMS.

4.3.5.2. Apertura hacia la innovacion (creacion) didactica

En el Plan de Estudios por Competencias de EMS, se establecen las competencias
disciplinares de Matematicas; donde se determina que los estudiantes deben argumentar la
solucion de problemas, mediante métodos numeéricos, graficos, analiticos o variacionales,
lenguajes verbal y matematico, asi como el uso de las tecnologias de la informacion y la
comunicacion®. En cuanto a las competencias de los profesores, se mencion6 que éstos
deben organizar su formacion continua a lo largo de su trayectoria profesional,
particularmente, mantenerse actualizado en el uso de la tecnologia de la informacién y la

comunicacion®.

Con base en la experiencia realizada y vivida durante esta investigacion, se identifico que el
profesor promovid la interpretacion de los conceptos que presentd; formuld, y resolvio
diferentes tipos de ejercicios matematicos de manera algebraica y grafica; y argumento

soluciones a traves de explicaciones y en el desarrollo de procedimientos aritméticos,

39 Universidad Auténoma de Guerrero (2010) Modelo curricular y plan de estudios por competencias de
educacion media superior de la Universidad Autonoma de Guerrero. P. 85.

4 RIEMS. Acuerdo 447 Consultado el 03 de junio de 2018 en http://www.reforma-
iems.sems.gob.mx/work/sites/riems/resources/LocalContent/165/1/acuerdo442.pdf.
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algebraicos, graficos y variacionales, utilizando los lenguajes verbal y matematico. Sin
embargo, se limito a la utilizacion de materiales como pintarrén y marcadores, de modo que
implement6 los contenidos matematicos de forma tradicional; no se observd innovacion
durante la ensefianza, pues no se realizaron actividades donde se pudieran integrar a la
totalidad de los estudiantes y no se integraron las nuevas tecnologias (calculadoras,

ordenadores, TIC, etc.) como se establece en el Plan y Programa de estudios.

4.3.5.3. Adaptacion socio- profesional y cultural

Dado que el Plan y Programa de Estudios se sustenta bajo el enfoque por Competencias;
enfatiza una educacion integral para los estudiantes. Por ello, el &rea de conocimiento de
Matematicas y particularmente los contenidos propuestos en la Uap Matematicas V,
contribuyen a las competencias genéricas, es decir, los conocimientos, valores y actitudes
(componentes de las competencias) permitiran a los estudiantes a lo largo de toda la vida a:
aprender por si mismos, a comunicarse con sus semejantes, cuidar a la naturaleza y a si
mismos, asi como a colaborar solidariamente en actividades del medio social donde viven y
asumir cabalmente sus obligaciones como ciudadanos, entre otras competencias*. Es por

ello, que los contenidos contribuyen a la formacion socio-profesional de los estudiantes.

4.3.5.4. Educacion en valores

Dado que los contenidos de la Uap Matematicas V estan planificados para desarrollar
competencias y los componentes de éstas son los conceptos (saber), procedimientos (saber
hacer) y las actitudes (saber convivir). Estos componentes se pudieron identificar en la
presentacién y enunciacion de conceptos/definiciones respecto a la nocion derivada;
procedimentales con las explicaciones y el desarrollo de procedimientos graficos y
algebraicos (interpretacion geométrica de la derivada y célculo de la derivada de funciones);
y actitudinal en la forma en como se desarrollaron las clases, respeto con las participaciones
de los estudiantes-profesor y entre los estudiantes, se observa que éstos reconocen de forma
critica su desempefio personal durante la interpretacion de problemas matematicos,

reconociendo sus limitaciones y fortalezas.

41 Universidad Auténoma de Guerrero (2010) Modelo curricular y Plan de estudios por Competencias de
Educacion Media Superior de la Universidad Auténoma de Guerrero. P. 83.
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4.3.5.5. Conexiones intra e interdisciplinares

Durante el desarrollo de las clases, se observo que los contenidos implementados por el
profesor estuvieron relacionados con contenidos de otras unidades de aprendizaje, pero en la
misma area de conocimiento (intra). Lo anterior cuando el profesor, estimulé a que los
estudiantes recordaran conocimientos previos 0 conocimientos Vistos en cursos anteriores,
tales como: localizar puntos en el plano cartesiano, pendiente de una recta, angulo de
inclinacion de una recta, razones trigonomeétricas en un triangulo rectangulo, rectas en una
circunferencia, célculo de la pendiente de una recta conocidos dos de sus puntos
(Matematicas I, I, 111 y V), aunque no relaciond a éstos con otras areas de conocimiento;
dado que los ejercicios presentados fueron descontextualizados, lo que no permitid
relacionarlos con otras disciplinas ni con aspectos sociales (sociales, politicos y econémicos).
Por ejemplo en el Programa de estudio y los libros de texto, se proponen ejercicios para
introducir a la derivada, como calcular velocidades instantaneas de moviles; incremento de
una funcién (tasa de crecimiento poblacional, costos). Con lo cual, el profesor pudo
relacionar a la derivada con el estudio de fendmenos fisicos, econdmicos y quimicos

(interdisciplinares).

4.3.5.6. Discusion de la Faceta Ecoldgica
Con base en los componentes de la faceta ecoldgica, se verifico el grado de correspondencia

entre los contenidos implementados con las directrices curriculares propuestas; asi como las
conexiones intra e interdisciplinares (escuela y sociedad). Identificando que el profesor
implemento tres significados para la derivada de los cuatro propuestos, haciendo uso del
menor contenido matematico establecido en el Programa de Estudio; limitdndose ademas, a
la implementacidn de los contenidos matematicos de forma tradicional sin innovar, pudiendo
integrar las nuevas tecnologias (calculadoras, ordenadores, TIC, etc.). Ademas, se observd
que los contenidos implementados se relacionaban con contenidos de otras unidades de
aprendizaje, pero en la misma area de conocimiento (intra), sin considerar otras areas de
conocimiento. Por lo que los ejercicios presentados fueron descontextualizados, es decir, solo
se resolvieron en el contexto matematico, lo que no permitié relacionarlos con situaciones de

la vida cotidiana.
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Algunos autores como Martinez, Giné, Fernandez, Figueiras y Piquet (2011), han
mencionado que realizar conexiones inter e intradisciplinares permite articular otros
subdominios de conocimiento del profesor. Dando oportunidad a que el profesor desarrolle
su propio dominio en la disciplina; pues la conexidn constituye una exposicion de los
diferentes contenidos matematicos y de los conocimientos pedagogicos de los mimos. En
este sentido, un resultado del trabajo es que no se identificd en el profesor una articulacién
de sus conocimientos (conexion interdisciplinar), observando la ausencia de un conocimiento
didactico que le permitiera elegir las situaciones mas idéneas para ejemplificar un objeto
matematico (Gamboa y Figueiras, 2014). De acuerdo con Garcia-Garcia y Dolores (2017)
las conexiones matematicas, ayudan a establecer relaciones entre las matematicas y otras
asignaturas disciplinares o con situaciones de la vida real, para favorecer el aprendizaje de
los estudiantes. Lo que fortalece nuestra postura, de dar a conocer a los profesores el
conocimiento didactico matematico, pues esto implicaria identificar qué se puede mejorar
del conocimiento del contenido y del conocimiento pedagogico del mismo, para lograr un

aprendizaje idoneo.
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Capitulo 5. Sintesis de los resultados

5.1. Introduccion

En este Gltimo capitulo, se presenta una sintesis de los resultados obtenidos durante el
desarrollo de esta investigacion. Como producto de la respuesta a la pregunta de
investigacion, planteada en la misma, tomando como base el objetivo general y los cuatro
objetivos particulares propuestos. En ese sentido, se recapitula la intencidn de los objetivos
particulares para relacionarlos con los resultados obtenidos; presentando la sintesis de la
caracterizacion de las facetas epistémica, interaccional, mediacional y ecoldgica del CDM.
Es importante mencionar, que el presente trabajo contribuye al campo de la formacion de
profesores de matematicas, considerando que existen diferentes cuestiones alun por
responder, desde nuestro punto de vista. Las investigaciones de este campo, se enfocan en
pro de la mejora de la calidad de los procesos de formacion del profesorado. Por Gltimo, se
presentan las limitaciones de la investigacidn, y se mencionan algunas cuestiones abiertas a

desarrollar en la mencionada linea de investigacion.

5.2. El logro de los objetivos particulares y su repercusion en la investigacion

Como bien se ha mencionado en capitulos anteriores de este trabajo de investigacion, una de
las problematicas que ha preocupado a la comunidad de investigadores e instituciones
educativas encargadas de la formacién inicial (y permanencia) de profesores de matematicas,
es la relacionada con identificar los conocimientos que éstos requieren para que su ensefianza
sea de calidad, en relacién con los aprendizajes de los estudiantes. Al respecto, se han
realizado investigaciones cuya intencion ha sido caracterizar el complejo de dichos
conocimientos, lo que ha dado oportunidad de reportar algunos modelos con los que se

intenta caracterizar los componentes que deberian integrar dicho conocimiento.

La pretension de esta investigacion, fue a partir de la observacion conocer el CDM que
implementa un profesor cuando aborda el tema de la derivada, tomando como base los
desarrollos de Godino (2009); Godino et al. (2007); Font et al. (2013); Pino-Fan et al. (2015);
Godino et al. (2016); Godino et al. (2017). Lo que permitio plantear la problematica y la

justificacion del trabajo, asi como la pregunta de investigacion:
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¢, Cuales son los conocimientos de las facetas epistémicas, mediacional y ecologica del

Conocimiento Didactico Matematico, que implementa un profesor del tema derivada?
La cual dio pie al objetivo general de:

Caracterizar las facetas epistémica, interaccional, mediacional y ecologica del

Conocimiento Didactico Matematico, que evidencia un profesor del tema derivada

Ademas se plantearon cuatro objetivos particulares que ayudaron al logro del objetivo
general y a dar respuesta a la pregunta de investigacion. Los cuales se describen a

continuacion.

5.2.1 Los significados pretendidos de la derivada en el NMS (OP1)

Como la intencion fue explorar el conocimiento didactico matematico que evidencié un
profesor, al implementar el tema de la derivada; se hizo necesario estudiar los significados
que se le atribuyen a dicha nocion, identificando los propuestos en el NMS donde se aborda,
en nuestro caso de la UAGro. Y contrastarlos con los significados que se tienen como
referencia global del objeto matematico derivada presentado por Pino-Fan et al (2011), por

ello, se propuso como primer objetivo particular:

Identificar los significados de la derivada pretendidos en el Plan y programa de
estudio de la UAGro y de dos libros de texto del Nivel Medio Superior, para conocer
el grado de aplicacion de los significados de la derivada que se tienen como

referencia.

Para el logro de este objetivo, se hizo un andlisis del contenido matemaético derivada del
Programa de estudio y de dos libros de texto de bachillerato. Mediante la descripcion
sistematica de configuraciones epistémicas de objetos matematicos, identificados en las
distintas préacticas propuestas con el tema de la derivada. El resultado, permitid identificar
cuatro significados parciales para la derivada (razones de cambio promedio e instantanea;
derivadas a partir de formulas de derivacion, tangentes y normales; y aplicaciones de la
derivada), los cuales aluden a un mismo significado: la derivada como limite del cociente de
incrementos. Correspondiente al significado de la derivada como limite, del significado

global (de referencia) de la derivada (CE9).
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5.2.2 Los significados de la derivada efectivamente implementados (OP2)

El segundo objetivo fue de vital importancia, dado que interesé identificar el CDM que
implement6 un profesor del tema derivada; y una de las componentes del modelo refiere al
estudio de los significados (institucionales) que se abordan en el aula de clases del tema de
la derivada (faceta epistémica). De ahi la importancia de conocer los significados atribuidos

al tema de interés y con ello, contrastarlos con los propuestos en el NMS:

Identificar los significados de la derivada que efectivamente implementa un profesor

en el aula de clases, para conocer el grado de aplicacion de los significados

pretendidos.
Para el logro de este objetivo, se describieron de manera sistematica configuraciones de
objetos y procesos matematicos activados en las practicas matematicas que desarrollo el
profesor, al implementar el contenido matematico de la derivada. Con ello, se identificaron
tres configuraciones epistémicas que dieron lugar a tres significados parciales para el objeto
derivada, los cuales también apuntaron al tratamiento de la derivada como el limite del
cociente de incrementos. Estos fueron: la derivada como la pendiente de la recta tangente a
la gréfica de la funcién en un punto, la derivada como el limite del cociente incremental

(método de los cuatro pasos Yy el calculo de derivadas a partir de formulas de derivacion).

5.2.3 Los significados de la derivada con base en el curriculo de bachillerato y los
significados implementados (OP3)

El tercer objetivo particular, permitié conocer el grado de aplicacion de los significados
pretendidos (Programa de estudio-dos libros de texto) con el tema derivada, con los

significados efectivamente implementados por el profesor en el aula de clases.

Describir los significados de la derivada con base en el curriculo de NMS vy los

significados efectivamente implementados en el aula de clase

Contrastando dichos significados de la derivada. Se conocid el alcance de los significados y
contenidos implementados, respecto de los significados y contenidos propuestos en curriculo
de la UAGro.
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Donde se pudo identificar que las practicas, objetos matematicos y con ello, los significados
que implementd el profesor son limitados de las practicas, objetos matematicos y los
significados matematicos que se tienen propuestos tanto en el programa de estudio como en
los dos libros de texto que se revisaron para dicho nivel. Como se puede ver en las tablas 21
y 22.

5.2.3. Gestion del conocimiento en el aula (OP4)
Este objetivo, dio cuenta de cdmo se implementaron las clases, es decir, como se gestiono la
ensefianza con la derivada, la interaccién que generd el profesor (estudiantes-profesor,

estudiantes-estudiantes) y los recursos o0 materiales usados por él mismo.

Describir como se gestiona el conocimiento en el aula de clases, cuando el profesor

aborda el tema de la derivada.

Para conseguir este objetivo, se analiz6 la comunicacion sucedida en el aula de clases; se
descompusieron las configuraciones epistémicas en unidades de andlisis (trayectoria
epistémica); asimismo se describieron las actividades (trayectoria docente) que realizo el
profesor en cada configuracion epistémica. La relacion de ambas trayectorias (epistémica,
docente) permitid identificar el tipo de interaccion dada en el aula de clases.

5.3 Caracterizacion de las facetas epistémica, interaccional, mediacional y
ecologica

Para conocer la actividad matematica implementada, se procedié a caracterizar las facetas
epistémica, interaccional, mediacional y ecoldgica del Conocimiento Didactico Matematico

del contenido matemético de la derivada.

Con la realizacion de OP2, se caracteriz6 la faceta epistémica, equivalente a identificar los
significados que el profesor le atribuy6 a la derivada a partir de las practicas, objetos y
procesos matematicos que efectivamente implement6 (Tabla 21).

Tabla 21
Conocimiento de la faceta epistémica

Faceta epistémica
Reconocimiento de sistemas de préacticas, objetos Significados institucionales (profesor) de la
y procesos en cada significado. derivada
Identificacion de practicas matematicas. 1. La derivada como la pendiente de la recta
Identificacion de objetos matematicos primarios.  tangente a la grafica de la funcion en un punto.
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2. La derivada como el limite del cociente
incremental (método de los cuatro pasos).
3. Calculo de derivadas a partir de féormulas de

derivacion.

Procesos matematicos: comunicacidn, definicion, enunciacion, problematizacion y argumentacion.

Con la realizacion de los objetivos OP1 y OP2, se caracterizé la faceta ecologica del CDM,

vinculado con el conocimiento del curriculo y las conexiones intra e interdisciplinares, como

se presenta en la tabla 22.

Tabla 22

Conocimiento de la faceta ecoldgica

Faceta ecoldgica

Componentes de
la faceta

Propuestos en el curriculo de NMS Implementados en el aula

Adaptacién al
curriculo.

Componentes de
la faceta

Apertura hacia la
innovacion
didactica.

CE9: La derivada como limite.

-Razébn de cambio promedio e

-La derivada como la pendiente de la recta

Instantanea. tangente a la gréfica de la funcion en un

-Derivadas a partir de formulas de punto.

derivacion. -La derivada como razén de cambio

-Tangentes y normal. instantanea (regla de los cuatro pasos).

-Aplicaciones de la derivada (maximos,

\P! -Calculo de derivadas a partir de formulas
minimos).

de derivacion.
Contenidos propuestos en el Plan y programa de estudios de NMS de la UAGro
Contenidos propuestos Contenidos implementados

I. Funcion, razon de cambio y derivada.  I. Limites de funciones.

I1. Derivacion de funciones.
I11. Comportamiento de una funcién.

Propuestos en el Plan y Programa de
estudios

Se establecen las competencias
disciplinares de Matematicas; donde se
determina que los estudiantes deben
argumentar la solucién de problemas,
con métodos numéricos, graficos,
analiticos o variacionales, mediante el
lenguaje verbal, matematico, asi y el uso
de las tecnologias de la informacién y la

comunicacion.

Il. La derivada.

111. Derivacion de funciones.

Implementados
El profesor promovio la interpretacién de
los conceptos que presentd; formuld, y
resolvid diferentes tipos de problemas
matematicos de manera algebraica y
grafica; y argument6 las soluciones a
través de explicaciones y desarrollo de
procedimientos aritméticos, algebraicos,
graficos y variacionales, utilizando el

lenguaje verbal y matematico.
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Las competencias docentes resaltan que
éstos deben organizar su formacion
continua a lo largo de su trayectoria
profesional, particularmente,

mantenerse actualizado en el uso de la

Sin embargo, se limité a la utilizacién del

pintarron; no se observd innovacion

durante la ensefianza, pues no se

disefiaron actividades para involucrar a

todos los estudiantes y no se integraron las

tecnologia. nuevas  tecnologias (calculadoras,

ordenadores, TIC, etc.).

Componentes de Propuestos en el Plan y Programa de estudios e implementados

@ faceta Dado que el Plan y programa de Estudios se sustenta bajo el enfoque por
Competencias; enfatiza una educacion integral para los estudiantes. Por ello, los

Adaptacién contenidos que establece la U.Ap Matematicas V, contribuyeron con las
socio- competencias genéricas y a la formacion socio-profesional de los estudiantes, es

profesional y decir, los conocimientos, valores y actitudes permitiran a los estudiantes a: aprender

cultural. por si mismos, a comunicarse con sus semejantes, asi como a colaborar
solidariamente en actividades del medio social donde viven y asumir cabalmente sus
obligaciones como ciudadanos, entre otras competencias.

Los contenidos implementados, se relacionaron con contenidos de otras unidades de
aprendizaje pero en la misma area de conocimiento (Matematicas I, I1, 111y IV) (intra)
sin relacionar a éstos con otras &reas de conocimiento; dado que los ejercicios
presentados fueron descontextualizados, lo que no permitié relacionarlos con otras

Conexionesintra ] . ] . o .
e disciplinas ni con aspectos sociales (sociales, politicos y econdmicos). Por ejemplo

interdisciplinares. g | programa de estudio y los libros de texto, se proponen ejercicios introductorios
para la derivada, como calcular velocidades instantaneas de moviles; incremento de
una funcién (tasa de crecimiento poblacional, costos). Donde el profesor pudo

relacionar a la derivada con fenémenos fisicos, econémicos y quimicos.

Y finalmente con el logro de OP4 se caracterizo la faceta interaccional del CDM, que refiere
al didlogo, interaccion y comunicacion que sucedio en el aula de clase (Tabla 23); asimismo
con la realizacion del cuarto objetivo, se dio cuenta de la faceta mediacional, que refiere los

recursos o materiales que fueron usados por el profesor (Tabla 24).

Tabla 23
Conocimiento de la faceta interaccional

Faceta interaccional

Trayectoria Trayectoria

Epistémica . Docente Estado . L -
CE Unidad Estado Potencial Unidad Potencial Configuracién Teorica
Epistémica Docente
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CE1l

CE

CE2

CE

CE3

O©CoO~NO O, WNPE

15

Trayectoria
Epistémica
Unidad
Epistémica
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

Trayectoria
Epistémica
Unidad
Epistémica
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

Conceptual
Linguistico
Proposicional
Conceptual
Linguistico
Conceptual
Linguistico
Conceptual
Linguistico
Conceptual
Actuativo
Argumentativo
Conceptual
Argumentativo

Conceptual

Estado Potencial

Conceptual
Linguistico
Actuativo
Lingtiistico
Proposicional
Argumentativo
Situacional
Proposicional
Argumentativo
Actuativo
Proposicional
Argumentativo

Estado Potencial

Proposicional
Linguistico
Actuativo
Argumentativo
Actuativo
Argumentativo
Actuativo
Proposicional
Argumentativo
Actuativo
Proposicional
Argumentativo
Actuativo

1 Regulacion
2 Regulacion
3 Regulacion
4 Regulacién
5 Regulacion
6 Regulacion
7 Regulacién
8 Regulacion
9 Motivacion
10 Evaluacion
11 Regulacion
12 Regulacion
13 Regulacion
14 Evaluacion
15 Motivacion
16 Regulacién
17 Regulacion
18 Regulacién
19 Asignacion
Trayectoria

Docente Estado

Unidad Potencial

Docente
20 Regulacion
21 Regulacion
22 Regulacion
23 Regulacién
24 Regulacion
25 Regulacion
26 Regulacién
27 Evaluacion
28 Asignacion
29 Evaluacion
30 Asignacion
31 Regulacion
32 Regulacion
33 Regulacion
34 Regulacion

Trayectoria

Docente Estado

Unidad Potencial

Docente
35 Planificacion
36 Motivacion
37 Regulacién
38 Regulacién
39 Regulacién
40 Regulacién
41 Regulacién
42 Regulacién
43 Evaluacion
44 Regulacion
45 Regulacién
46 Regulacién
47 Regulacién

Magistral
Dialégica/ Adidactica
Magistral Personal

Dialdgica

Configuracién Teorica

Magistral
Adidactica
Magistral
Personal

Dialdgica

Configuracion Tedricas

Magistral
Adidactica

Magistral Personal
Dialégica
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41 Proposicional 48 Regulacion
42 Argumentativo 49 Regulacion
43 Situacional 50 Evaluacion
44 Proposicional 51 Regulacién
45 Argumentativo 52 Regulacion
46 Actuativo 53 Regulacion
47 Proposicional 54 Evauacion
48 Argumentativo 55 Regulacion
49 Situacional 56 Regulacion
50 Proposicional 57 Asignacion
51 Argumentativo 58 Regulacion
52 Actuativo 59 Asignacion
53 Argumentativo 60 Regulacion
61 Evaluacion
62 Regulacion
63 Regulacién
64 Regulacién
65 Asignacion
66 Regulacion
67 Asignacion
68 Regulacién
69 Regulacion
70 Regulacién

Tabla 24
Conocimiento de la faceta mediacional
Faceta mediacional

Componentes .
Componentes implementados
de la faceta
Los materiales que usé el profesor, fueron: el pintarrén, marcadores para

Recursos o . - S

h representar los objetos matematicos (elementos linglisticos,
materiales
didacticos situaciones/problemas, conceptos, proposiciones y argumentos). Cabe resaltar
temporales L . -
para la que las situaciones/problemas no fueron contextualizadas en ningin momento,

ensefianza de mientras que para los objetos matematicos que intervinieron en las préacticas se
la derivada. . S . .
recurri6 a la visualizacion mediante el uso del plano cartesiano.
El grupo estuvo conformado por 35 estudiantes y el profesor; la cantidad de
estudiantes pudo ser un factor de que no se lograra involucrar en las actividades
a la totalidad de ellos; y menos ain, de que el profesor tuviera una atencién

personalizada.

l\:umero de La implementacidon de cada una de las clases se llevaron a cabo bajo un horario

alumnos, ) ]

horario y asignado por la escuela, en el cual se programaron cuatro sesiones semanales

gord"i'ones acordes con lo indicado en el Plan y programa de estudio; el horario fue
el aula.

apropiado, pues las sesiones estuvieron programadas entre las 8:00hrs y las
11:00hrs.
El proceso de instruccion tuvo lugar en el aula de clase, se contd con suficientes

butacas mdviles para los estudiantes. Sélo se disponia de un pintarrén y para
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proyectar informacion, el profesor mencion6 que se tenia que solicitar un
proyector previamente con la direccién escolar.

Componentes

de I faceta Componentes implementados

El Plan y Programa de estudio establecen cuatro horas semanales, es decir, 240
minutos. La duracion que el profesor dedic6 a las actividades de la ensefianza fue
de cuatro sesiones de 50 minutos.
Y la distribucion del tiempo; el profesor dedicé el tiempo suficiente para las
explicaciones del contenido matematico; sin embargo, prioriz6 a ejemplificar y
resolver ejercicios, haciendo que el tratamiento de la derivada se redujera al
Tiempo desarrollo de céalculos y procedimientos meramente aritméticos, mas que
didactico. propiciar o desarrollar el analisis en los estudiantes.
No se dedicd tiempo para tratar todas las actividades propuestas en el Plan y
Programa de estudio, tales como: bisqueda de la informacion por parte de los
estudiantes, trabajar en equipo, exposicion de contenidos, desarrollos y
resultados. Tampoco se dedicé tiempo para la retroalimentacion de los
aprendizajes adquiridos, y no se puso atencion a las dificultades que pudieron

presentar los estudiantes, situacion que se recalcan en el programa de estudios.

5.4. Reflexiones finales

Con el logro de los cuatro objetivos particulares se pudo asegurar el cumplimiento del
objetivo general, pues en conjunto permitieron caracterizar las facetas epistémica,
interaccional, mediacional y ecoldgica del Conocimiento Didactico Matematico; y con ello

se respondio a la pregunta de investigacion.

La caracterizacion de algunas facetas del CDM, permitié identificar y saber parte del

conocimiento especializado del profesor. Con lo cual se puede resumir en lo siguiente:

El profesor presentd la interpretacién geométrica de la derivada, haciendo uso de graficos y
procedimientos algebraicos, prevaleciendo el significado de la derivada como el limite del
cociente de incrementos; enuncidé otros conceptos que contribuyeron con la misma
interpretacion: pendiente, angulo de inclinacidn, tangente de un angulo, tridngulo rectangulo,
rectas en la circunferencia. La presentacion fue clara, enfatiz6 conceptos clave del temay en
ocasiones se favorecié el dialogo entre los estudiantes, propiciando la participacion de éstos

durante la construccion del concepto y en la resolucion de ejercicios.
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También se observd, que el profesor dedico la mayor parte del tiempo de ensefianza a la
realizacion de ejercicios, enfocandose a que los estudiantes se apropiaran del concepto
derivada como la aplicacion de las formulas de derivacion. Lo anterior, fue un factor de que
no se abordaran la totalidad de los contenidos establecidos; se usaron materiales tradicionales
como el pintarrén, marcadores y un formulario para derivar funciones; presentando la
totalidad de los ejercicios descontextualizados, no dando opcion de visualizar los contenidos
y relacionarlos con otras areas de conocimiento. Por lo cual, el aprendizaje de los estudiantes
pudo ser limitado, debido a la dindmica empleada (presentacién magistral), al enfocarse en
la realizacion de algoritmos y al mismo tiempo, se evidencié una desconexion de los

significados parciales de la derivada implementados por el profesor.

La informacion obtenida de la investigacién, se considera importante para los profesores o
los futuros profesores; pues como se pudo observar, primeramente la comparacién de los
significados globales, pretendidos y efectivamente implementados de la derivada, permitio
conocer que éstos ultimos estan un tanto limitados en relacion con los que se tienen como
pretendidos, asi como la dindmica en que se llevaron a cabo las clases, los materiales, las
condiciones del aula, también se identificaron limitados, todo ello en relacion con lo
establecido por el Plan y Programa de estudio de la UAGro. Es importante mencionar que
uno de los factores que pudo influenciar en lo sucedido, es que en un cuestionario
(informacidn general) que se le aplico al profesor se evidenci6 un total desconocimiento del

Plan de estudios por competencias 2010 por parte del mismo (Anexos).

El conocer esta informacion resulté importante, porque comunicar lo que ocurrio en el aula
de clases, podria ayudar a los profesores que trabajan con la derivada, a reflexionar sobre la
propia practica al abordar cualesquier topico. Con la intencién de que ellos mismos
identifiquen, lo que haria falta por completar en su ensefianza o sugerir acciones de mejora

si asi se considera necesario.

5.5 Limitaciones, aportaciones y cuestiones abiertas para investigar
A continuacion se presentan algunas limitaciones, aportaciones y cuestiones abiertas a

desarrollar.

Limitaciones
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Dado que la presente investigacion, se desarrollo con base en la observacion de las sesiones
de clase impartidas por un profesor del tema de la derivada, se permiti¢ identificar parte del
Conocimiento Didactico Matematico; sin embargo la limitacion es que la mera observacion
no fue suficiente para analizar las demas facetas del CDM. Especificamente, no se lograron
estudiar las facetas cognitiva; referida a los significados personales del profesor sobre el
contenido matematico de la derivada, es decir, la comprension del profesor de los objetos
matematicos implicados en el tema, aunque pudieran estar relacionados con los significados
implementados, pero segln la literatura no necesariamente. Y afectiva, referida al estudio de
conocimientos sobre aspectos afectivos, emocionales, actitudinales y creencias del profesor

relacionadas con el tema de la derivada.
Aportaciones

La identificacion de los significados pretendidos de la derivada en el Nivel Medio Superior
de la UAGro. Para ello, se realizaron configuraciones epistémicas con base en los sistemas
de précticas declarados en los documentos curriculares, que permitieron identificar los
significados parciales, apuntando a la derivada como limite del cociente de incrementos
frente al significado global de la derivada (presentado en el capitulo 3). EI hecho de conocer
los significados pretendidos de la derivada, fue importante para saber el grado de aplicacion

que sucede en el aula de clases.

Desarrollo de una metodologia que permitio la exploracion y caracterizacion de las facetas
epistémica, interaccional, mediacional y ecoldgica del CDM, de un profesor cuando ensefio
la derivada. Tomando como referencia consideraciones teoricas y metodoldgicas del marco
de referencia (EOS), y aportes de la literatura sobre didactica del Calculo; dicha metodologia,
permitid caracterizar el conocimiento de un profesor (evidenciado durante la clase) mediante
la observacion. Al mismo tiempo, con la identificacion de las configuraciones epistémicas
del conocimiento didactico matematico, dieron oportunidad de estudiar la pertinencia de
éstas en la ensefianza de la derivada. Dado que con la identificacion de dichas
configuraciones, los significados y los procesos involucrados, durante la implementacién de

una clase, podrian ayudar al profesor a mejorar su practica docente, buscando completar los
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elementos de una configuracion epistémica. Con la intencion de sugerir acciones de mejora

al ensefar la derivada.
Cuestiones abiertas para investigar

A pesar de los resultados relacionados con la descripcion de las facetas epistémica,
interaccional, mediacional y ecoldgica del CDM del tema de la derivada que evidencio un
profesor. Estos componentes se caracterizaron mediante la observacion; pues se penso al
profesor como la parte institucional, los significados atribuidos a la derivada se consideraron
como institucionales, es decir, aceptados o acordados por las personas involucradas en el aula
(estudiantes y profesor) con base a los tipos de significados que enuncia el EOS. Aun quedan
cuestiones abiertas que dan pie a posteriores investigaciones que podrian ser la continuidad
de éste estudio.

Por ejemplo: caracterizar todas las facetas de CDM, es decir, la descripcion y caracterizacion
de las facetas cognitiva y afectiva. Esto mediante el disefio de actividades sobre la derivada,
que podrian evidenciar los significados personales que muestra el profesor; asi como test
sobre las actitudes, afectos y motivaciones que reporta el profesor al inicio, durante y al
finalizar cada una de las clases con el tema de la derivada.

Otra cuestion que puede ser considerada como una oportunidad de investigacion, es aumentar
la poblacion de estudio, es decir, identificar y caracterizar el CDM de la derivada que
implementan dos o méas profesores en el aula de clases, para mostrar similitudes y diferencias

en sus formas de ensefiar dicho objeto matematico.

Realizacion de disefios didacticos para potenciar el conocimiento especializado del profesor
(considerar los 9 significados de la derivada), y retomar las configuraciones epistémicas
pretendidas para el NMS, resultado de esta investigacion. Pues se muestra la necesidad, por
parte de este profesor, de un mayor dominio sobre dicho conocimiento; ya que el profesor
debe ser capaz de movilizar y relacionar los significados de la derivada; asi como resolver
situaciones problema usando distintos procedimientos, mostrando diversas justificaciones y

explicaciones y adaptarlos con los conocimientos de los estudiantes.
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