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Resumen Se presenta una estrategia tedrico-didactica con enfoque variacional que favorece la
formacion del concepto de funcion lineal y que rompe con la presentacion clasica tratada
en los textos y otros recursos de apoyo que habitualmente acompafian los procesos de
ensefianza y aprendizaje del concepto, en el nivel preuniversitario. Se inicia el tratamiento
en el registro geométrico para evitar que influyan las nociones previas que se tengan del
sistema cartesiano y de las representaciones.

Palabras clave Estrategia didactica, grafica, trayectoria, razonamiento covariacional, funcion lineal.

Title Theoretical-didactic strategy to form the concept of graph and linear function in the
geometric register

Abstract A theoretical-didactic strategy is presented with a variational approach that favors the
formation of the concept of linear function and that breaks with the classic presentation
treated in the texts and other support resources that usually accompany the teaching and
learning processes of the concept, in the pre-university level. The treatment begins in the
geometric register to avoid the influence of notions related to the cartesian system and
the representations.

Keywords Didactic strategy, graph, trajectory, covariational reasoning, linear function.

1. Introduccién

Formar el concepto de funcion lineal se desprende de un proyecto mucho mas amplio que esta en
desarrollo, denominado Propuesta de Ingenieria Didactica (PID) para el estudio del sentido de variacion
de una funcion. En el desarrollo del analisis preliminar de la PID, en el analisis cognitivo, diversas
investigaciones orientadas hacia el estudio de la problematica de la ensefianza y aprendizaje del Céalculo
(Reséndiz, 2006; Zufiga, 2009; Castillo, 2009; Diaz, 2009; Salinas y Alanis, 2009; Rubi, Moreno, Pou
y Jordan, 2010; Pineda, 2013, Delgado, 2013; Ruiz, Hernandez y Gutiérrez, 2015; Cuevas y Delgado,
2016) ponen de manifiesto que tanto en profesores como alumnos del preuniversitario se identifican
problemas sobre la comprension de los conceptos basicos del calculo, tales como el concepto de funcion
y de los tipos de funciones, gréafica, crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos, entre otros.

En relacion al tratamiento sugerido en los libros de texto de Calculo (Apdstol, 1967; Swokowsky,
1982; Leithold, 1992; Ortiz, 2009; Stewart, 2007; Granville, 2007; Ibafiez y Garcia, 2007; Cuéllar, 2007,
Ortiz, Ortiz y Ortiz, 201; Santalo y Carbonell, 2011; Arteaga y Espinoza 2014; Contreras, 2014; Garza,
2015; Ayres, 1971; Ayres y Mendelson, 2001; Valdés, 1983) sobre el concepto de funcion, y de manera
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particular del de funcién lineal, se identifica la presentacion algebraica. Este enfoque estatico de
proponer el tratamiento influye tanto en el profesor como en los alumnos, ya que pueden llegar a
concebir una funcién lineal como aquella expresion de la forma f(x) = ax + b, para luego describir
el papel de los pardmetros, su efecto en la gréfica, y el estudio de las propiedades, y no identificar otros
comportamientos esenciales que favorecen su comprension a partir del estudio de la grafica con enfoque
dinamico.

En un estudio sobre estabilidad y cambio de concepciones alternativas acerca del andlisis de
funciones en situacién escolar (Dolores y Valero, 2004), se han reportado las dificultades que los
estudiantes universitarios tienen al ser enfrentados a actividades de anlisis de funciones elementales.
Entre estas dificultades se menciona especificamente que cuando se pide responder cuales son las zonas
de crecimiento o decrecimiento de una funcidn, el obstaculo principal es que los estudiantes no son
capaces de entender el comportamiento covariacional de las variables involucradas; dando como
resultado un gran nimero de respuestas equivocadas.

Las situaciones descritas que han arrojado las investigaciones referidas, y las identificadas en los
textos acerca de la funcion lineal y su comportamiento gréfico, nos han motivado hacia la bisqueda de
definiciones y tratamiento, y al respecto se ha encontrado que hay dos formas de definir gréafica de una
funcion, segun el punto de vista que se adopte: estatico y dinamico. Desde el punto de vista estatico, la
gréfica de una funcién puede definirse como un conjunto de puntos en un espacio determinado que
tienen una determinada propiedad; desde el punto de vista dindmico, la grafica de una funcién describe
el comportamiento de una de las variables en dependencia de otra (haciendo referencia a los casos mas
simples). Aun cuando ambas formas de referirse a la grafica de una funcién son correctas, consideramos
que la concepcidn estatica da idea de inmovilidad; mientras que la concepcién dindmica recoge la idea
acerca del cambio de una variable con respecto de otra (una de las dimensiones de estudio de la relacion
covariacional).

La idea de covariacion es necesaria para dar respuestas correctas a preguntas como ¢cuéles son
las zonas de crecimiento, decrecimiento y de estabilidad de una funcién? Asi como otras interrogantes
en el campo del analisis de funciones. Sin embargo, la accién de ubicar puntos de la grafica mediante la
tabulacion constituye en la practica una preferencia por la concepcién estatica sobre la concepcion
dindmica de grafica de una funcion y, por tanto, de su definicion.

Con el propésito de incidir en una propuesta didactica para la formacién del concepto de gréfica
de una funcién y funcion lineal bajo un enfoque dinamico, se determiné por empezar estudiando
mediante el software GeoGebra la representacion ortogonal de dos magnitudes que mantienen una
dependencia, de manera que esta situacion represente un fenémeno variacional.

Se elige el registro geométrico como registro inicial para representar dicho fenémeno variacional.
Hablando con mayor especificidad, se trataria del mismo concepto, pero sin involucrar el sistema
cartesiano; en lugar de las variables x, y aparecen otras p, q que son segmentos de rectas variables; pero
éstas Gltimas ligadas ortogonalmente durante todo el proceso de variacion. El hecho de ligar estas dos
ultimas variables ortogonalmente puede hacer que los estudiantes atiendan principalmente a la
covariacion entre ellas.

La propuesta la conforman actividades de tipo variacional en las cuales se busca la relacion entre
segmentos ortogonales a través de la dependencia que guardan las dos variables que los representan.
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Finalmente se orienta a la generalizacion necesaria para reconocer los efectos que los parametros D, d

tienen sobre la grafica de la relacién p = Dq + d; logrando en estos casos predecir la posicion de la
trayectoria a medida que varia la relacion ortogonal de las magnitudes. Hecho el trabajo anterior
mediante el uso del software GeoGebra se continua el tratamiento, ya en el sistema cartesiano.

2. Fundamento tedrico y metodologico
2.1. Razonamiento covariacional

Carlson y Jacobs (2003) definen razonamiento covariacional como las actividades cognitivas en
la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atienden a las formas en que cada una de
ellas cambia con respecto a la otra. En tal definicion, se asume que el concepto de imagen es la fuente
y el vinculo de operaciones mentales y tiene un caracter evolutivo; por tanto, las imagenes de
covariacion se pueden definir por niveles. Las acciones mentales en este marco conceptual proporcionan
un medio para clasificar los comportamientos que se pueden identificar cuando los estudiantes realizan
este tipo de actividades. Este trabajo se interesa por el desarrollo de los siguientes niveles:

Accion Mental 1 (AM1). Coordinacion del valor de una variable con los cambios en las otras. Dado el
enfoque dinamico que se asume en el trabajo, en un primer momento se busca la relacién entre
magnitudes que cambian ortogonalmente; en este nivel no se considera la designacion de los ejes con
indicaciones verbales de coordinacion de variables (y cambia con cambios en x). Sin embargo, la
busqueda de la relacion de dichas magnitudes prepara las condiciones para la transicion del registro
geométrico al grafico de la situacién, y en este ultimo, se establece como tal la relacion de las
variables dependiente e independiente, en términos de los cambios en ambas, y la basqueda interna
de la condicion del proceso.

Accion Mental 2 (AM2). Coordinacion de la direccion del cambio de una variable con los cambios en
la otra variable. El enfoque dindmico potencia la identificacion de las condiciones de un punto que
recorre cierta trayectoria: aqui, la identificacion se favorece a medida que se identifica la relacién
entre las magnitudes que varian ortogonalmente. En esa relacion, se pueden identificar las
condiciones del cambio y la direccion del cambio, lo que permite conocer la naturaleza de la
trayectoria recorrida.

Accién Mental 3 (AM3). Coordinacion de la cantidad de cambio de una variable con los cambios de la
otra variable. La relacion de las magnitudes que cambian ortogonalmente se puede representar en
términos de una trayectoria; esta Gltima en el registro geométrico ayudara a identificar la naturaleza
de ese comportamiento (creciente, decreciente o estable), y de ese modo se sabra que el cambio en
las magnitudes de salida, obedecen al cambio de la magnitud de entrada. Ya en un sistema de
coordenadas, se puede enriguecer el significado de las trayectorias (rectas).

2.2. Registros y representaciones semioticas

Duval (2004) asume que la ensefianza y el aprendizaje de la matematica es un campo de estudio
propicio para el andlisis de actividades cognitivas importantes como la conceptualizacion, el
razonamiento, la resolucion de problemas y la comprensién de textos. Ensefiar y aprender matematica
conlleva que estas actividades cognitivas requieran, ademas del lenguaje natural o el de las imagenes,
la utilizacién de distintos registros de representacion para su tratamiento. El investigador establece que
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los registros de representacion deben ser semidticos, es decir, deben permitir las tres acciones cognitivas
fundamentales ligadas a la semiosis, a saber: Formacion de un conjunto de signos que sean
identificables: Se trata de la representacion de un objeto matemaético. Por ejemplo: una frase, una
formula, una figura geométrica, etc. Esta formacién implica una seleccion de rasgos y datos del objeto
a representar. Tratamiento de la representacion: Esto es, la transformacion de la representacion
realizada en el mismo registro en que ha sido formulada. El tratamiento es una transformacion interna a
un registro. Conversion de la representacion: Es la transformacion de la representacion en una
representacion de otro registro, conservando la totalidad o una parte solamente del contenido de la
representacion inicial.

La conversion es una transformacion externa a un registro, ésta no debe ser confundida con la
codificacion que seria una especie de representacion “puntual” que no tendria en cuenta al contenido
representado. EI cambio de un sistema de representacion a otro o la puesta en juego simultanea de varios
sistemas de representacion en el desarrollo de una clase no resulta, para nada, evidente o espontaneo
para los alumnos. En general les cuesta reconocer el mismo objeto a través de sus representaciones en
distintos registros semioticos.

Los conceptos matematicos no son objetos reales y por consiguiente se debe recurrir a distintas
representaciones para su estudio, y para llevarlo a cabo resulta importante tener en cuenta que las mismas
no son el objeto matematico en si, sino que ayudan a su comprension. Si no se distingue el objeto
matematico (nimeros, funciones, rectas, triangulos, entre otros) de sus representaciones (escritura
decimal o fraccionaria, gréficos, trazados de figuras, entre otros) no puede haber comprensién en
matematica.

2.3. El software GeoGebra y la visualizacién

El software favorece el desarrollo de actividades dinamicas y ofrece un recurso heuristico en los
procesos de la resolucion de problemas, y en la basqueda y desarrollo del conocimiento, mientras que
la visualizacion, entendida esta como la asociacién de imagenes-ideas, favorece la identificacion de
patrones de comportamiento y el establecimiento de relaciones légicas que posibilitan la comprensién
matematica.

3. Estrategia tedrico-didactica
3.1. Descripcion y analisis

El objetivo principal de la propuesta es que tanto profesores como alumnos del preuniversitario
(los cuales llamamos actores) aprendan a bosquejar la grafica de la relacion entre dos variables que
cambian en un fenémeno variacional. En otras palabras, se trata de que, a partir del conocimiento de la
relacion p = Dq + d (donde D, d son magnitudes constantes) entre dos variables p, g (segmentos de
recta ligados ortogonalmente), los profesores o alumnos bosquejen la gréafica que representa dicha
relacion después de descubrir los efectos que los parametros D, d tienen sobre la grafica de la relacion
p=Dq+d.

Nivel 0. Nivel inicial. Se preparan previamente a los actores en el uso de la regla y el compas utilizando
el software GeoGebra hasta que logren realizar operaciones como las que se muestran en la Figura
1.
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El segmento AB 1o representamos por AB M |

Figura 1

También se promueven actividades que consisten en solicitar a los actores que proporcionen una
representacion geométrica que describa la relacion entre segmentos p, g ligados ortogonalmente, para
un valor inicial de q, apoyandose en el uso de la regla y el compas, y aceptando las siguientes reglas: 1.
Se debe determinar un punto como origen (0), 2. Se debe designar de antemano la unidad de medida,
3. El segmento g debe ser siempre horizontal partiendo de (0); a la derecha si es positivo; a la izquierda
si es negativo, 4. El segmento p debe ser ligado ortogonalmente al extremo final de g; hacia arriba si es
positivo; hacia abajo si es negativo. En la Figura 2 se muestran dos casos particulares de la construccion
indicada.

Figura 2

Nivel 1. Un ejemplo particular del tratamiento de la relacion objetivo. Dada la relacionp = 2q + 1y
una representacion particular de la misma, imagine que el segmento g cambia de valores entre
positivos, (en la Figura 3 se muestra el caso en que q = 2.18, por lo que p = 2(2.18) + 1 =
5.36).

FK=1

p=29+1

.
q,=2.18

Figura 3
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Aqui, el impulso didactico refiere a la pregunta: ¢Qué cambia cuando cambia g? Se espera que
los actores identifiquen que si g cambia, el segmento ortogonal p también cambia, y aumenta o
disminuye segun la variacion de valores de q. De la evidencia de que el segmento ortogonal p = BK
cambia a medida que q lo hace, se impulsa la cuestion ¢ Qué forma adquiere la trayectoria de Ka medida
gue g cambia? En la Figura 4 se muestra el caso de la trayectoria del punto a medida que g adquiere
valores positivos; se puede observar que el punto recorre una trayectoria lineal.

p=2¢+1
-
g, = 2.63

Figura 4

Nivel 2. Principio de generalizacién. En esta etapa los actores consideran los comportamientos
anteriores cada vez que g toma valores positivos (partiendo de (0) a la derecha) y valores negativos
(partiendo de (0) a la izquierda). En la Figura 5 puede identificarse que p cambia condicionado por
el cambio de g. Al variar g entre valores negativos y positivos, K hace el recorrido en una trayectoria
lineal, siempre creciente cuando g se desplaza de izquierda a derecha, y siempre decreciente cuando
q se desplaza de derecha a izquierda.

Figura 5
Con las actividades realizadas en el registro geométrico se han creado las condiciones para

continuar el tratamiento en el sistema de coordenadas. La Figura 6 representa la situacion anterior en el
sistema cartesiano.
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a;=2

Figura 6

Puesta la situacién en este registro, se analiza el comportamiento del punto K, de igual modo se
identifica que la trayectoria que recorre este punto depende del punto q. Si g toma valores mayores o
iguales a (—1/2), el punto K se posiciona por encima del eje horizontal (en los cuadrantes I y I1), si g
toma valores menores que (—1/2) el punto K se posiciona por debajo del eje horizontal (en el cuadrante

1.

Nivel 3. Relacion funcional de las magnitudes que varian ortogonalmente. Se ha observado que los
cambios de p dependen del cambio de g. Al llevar este comportamiento a un sistema coordenado,
puede notarse la relacion funcional y = 2x + 1, y esto se posibilita de manera natural en el proceso
dinamico que se ha venido anticipando. En la Figura 7 se muestra la recta asociada a la funcion lineal;
dicha recta representa el lugar geométrico del punto K a medida que g se mueve y recorre valores
positivos y negativos. De inmediato se redescubre que dicho comportamiento también se adquiere al
graficar la funcién lineal y = f(x) = 2x + 1.

&

5

Figura7

Nivel 4. Analisis de la relacion funcional p = Dg + d y f(x) = ax + b: Definicién de la funcién
lineal y de su gréfica. Considerando el caso particular estudiado, los actores analizan ahora qué
efectos producen sobre el punto K los parametros D y d, y finalmente en el sistema coordenado
analizan el comportamiento de la relacién funcional f (x) = ax + b y establecen su definicion.
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A partir de aqui se estd en condiciones suficientes para resignificar graficamente los conceptos
creciente, decreciente y estable, toda vez que el comportamiento de f(x) = ax + b, si bien
representado mediante una recta, se puede entender como la variacién que ya se ha descrito hasta ahora,
en dependencia de su pendiente, de un punto (x, f (x)) que se desplaza suavemente, y que puede ser
creciente, decreciente o estable, introduciendo con ello los conceptos adicionales de maximos, minimos,
y puntos de inflexion, aspectos que caracterizan mejor las curvas de grado mayor que uno.

4. Conclusiones

Como se describid antes, en el disefio de las actividades para la formacion del concepto de grafica
y funcion lineal, es notorio que se tratd de un fendmeno variacional; la eleccion del registro puramente
geométrico evita el uso de la calculadora y promueve el uso de la regla y el compas; en lugar de la
grafica de la relacion entre las variables x,y se pregunta por su equivalente en este fendmeno
variacional, es decir la trayectoria de K a medida que g cambia. Son estos rasgos del disefio los que
hacen que en esta propuesta didéctica prevalezca la posibilidad de atender por parte de los actores
(profesores y estudiantes) a la covariacion entre las variables en juego. El disefio de las secuencias
propias del proceso de formacion del concepto de grafica y funcion lineal involucrd el uso de
representaciones dindmicas elaboradas con el software GeoGebra, pues éste tiene una potente capacidad
grafica con opciones dinamicas.

Con esta propuesta se contribuye en la formacion del concepto de grafica y de funcién lineal
desde un enfoque dinamico, en donde se potencian algunas acciones mentales dentro del razonamiento
covariacional que posibilitan determinar las condiciones, direccion y representacion del cambio entre la
relacion de magnitudes que varian ortogonalmente. Una vez que se generan las condiciones indicadas
se tiene la posibilidad de una presentacion formal del concepto de grafica y de funcidn lineal, ademas
del tratamiento de sus propiedades.

Finalmente, con esta elaboracion se contribuye a una propuesta de ensefianza-aprendizaje en el
tratamiento de la funcion lineal y su gréafica que rompe con el esquema clasico de su presentacion en los
textos y planes y programas de estudio del nivel preuniversitario. El enfoque dindmico que se describid,
desde la vision de los autores, influye de manera natural en el estudio del sentido de variacién de una
funcidn, y presenta las bases para el tratamiento de recursos formales del calculo: el uso de la derivada.
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