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Presentacion

El presente estudio se ubica en la linea de investigacion de la mirada profesional. Caracteriza
el desarrollo de la competencia docente mirar el razonamiento de los estudiantes al resolver
problemas de probar en geometria en Futuros Profesores de Mateméticas (FPM) a partir del
conocimiento del Modelo del Razonamiento Configural. En ese sentido, las acciones de los
FPM, fueron orientadas hacia el aprendizaje y puesta en uso del Modelo del Razonamiento
Configural, este lo utilizaron para identificar aspectos claves en procesos de soluciéon a
problemas de probar en geometria, interpretar teéricamente su proceder y tomar decisiones
en situaciones de ensefianza de la prueba en geometria. Identificar, interpretar y tomar
decisiones son las tres destrezas interrelacionadas que conforman la mirada profesional
(Jacobs, Lamb y Philipp, 2010).

Los fundamentos tedricos del estudio tomaron como base la competencia docente mirada
profesional y el Modelo del Razonamiento Configural. La mirada profesional se considera
como un aspecto central en la formacién de profesores debido a que la interpretacion que
realizan sobre las acciones de los estudiantes se relaciona con las decisiones que toman para
su ensefianza. En tanto que el Modelo del Razonamiento Configural permite entender la
coordinacion de los procesos de visualizacion y consecuentemente, el Razonamiento
Configural involucrado al momento de resolver problemas de probar en geometria.

Desde el punto de vista metodologico, se disefio un médulo de ensefianza cuyo objetivo
consistio en desarrollar la competencia docente “mirada profesional” en el contexto de 1a
prueba en geometria para el caso de tres FPM, matriculados en una Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Autonoma de Guerrero con perfil profesional en Matematica
Educativa. EI médulo de ensefianza consistio en tres momentos principales: diagnostico del
conocimiento sobre la prueba en geometria, ensefianza-aprendizaje del Modelo del
Razonamiento Configural mediante su instruccion y puesta en uso para el analisis de sus
respuestas a problemas de probar en geometria y, empleo del Modelo del Razonamiento
Configural en tareas profesionales.

El analisis cualitativo de los datos tomd como base las producciones escritas y verbales de
los FPM en el proceso de solucion de los problemas de probar y las tareas profesionales, en
la etapa individual y grupal. En el analisis de sus producciones se puso especial interés en los
aspectos que identificaron como claves para resolver un problema de probar, las
interpretaciones que realizaron sobre sus procesos de solucion y en su forma de tomar
decisiones en escenarios de ensefianza aprendizaje de la prueba en geometria. Lo anterior, en
relacion con su conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural.

De esta forma, para describir el desarrollo de la competencia mirada profesional, nos
apoyamos de las tres destrezas que la conforman: identificar, interpretar y tomar decisiones.
Las dos primeras, se utilizaron para analizar el conocimiento que evidenciaron los FPM sobre
el Modelo del Razonamiento Configural, como resultado de la revisién que hicieron de sus
soluciones a los problemas de probar en geometria. La Gltima, se considerd para analizar las
decisiones que los FPM tomaron como resultado de sus interpretaciones a las respuestas que
dieron estudiantes de secundaria a problemas de probar.

El analisis que realizamos evidencid dos formas en las que los FPM razonan sobre el empleo
del Modelo del Razonamiento Configural en la resolucion de problemas de probar en



geometria. La primera de ellas refiere al uso del Modelo como una guia que da orden en el
razonamiento para la resolucion de un problema de probar y la segunda de ellas, refiere a su
uso para analizar los razonamientos involucrados al resolver problemas de probar mediante
su estructuracion. Estas dos formas se encuentran condicionados al entendimiento de los
FPM sobre los elementos tedricos del Modelo del Razonamiento Configural: aprehension
operativa, aprehensién discursiva y proceso configural.

Este documento se estructura en cinco capitulos. En el primero, se justifica y delimita el
problema y objetivo de investigacion. El segundo capitulo se constituye de los elementos
tedricos que sustentaron el estudio. En el tercer capitulo se presentan los aspectos
metodoldgicos que competen al disefio y organizacion del mddulo de ensefianza, asi como
los aspectos considerados para el analisis de los datos obtenidos. En el cuarto capitulo se
muestra el analisis de los datos y se incluyen los resultados en términos de la adquisicion de
las destrezas de identificar, interpretar y tomar decisiones en relacion con el conocimiento
del Modelo del Razonamiento Configural que evidencian los FPM. Por Gltimo, en el quinto
capitulo se exponen las conclusiones y reflexiones finales consecuentes de esta investigacion.



Capitulo 1 Justificacion y problema de investigacion

1.1 Mirada profesional en el desarrollo profesional y formacion docente

Un foco de atencion en el desarrollo profesional docente y la formacién de profesores de
matematicas es la competencia mirada profesional, al centrar la atencion en la adquisicion
de destrezas que permitan poner en funcionamiento el conocimiento de un profesor o futuro
profesor de matematicas, para favorecer los procesos de ensefianza aprendizaje.

Se comparte la postura de Llinares (2013) respecto a que la mirada profesional permite al
profesor de matematicas ver las situaciones de ensefianza-aprendizaje de una manera que lo
diferencia de la manera de mirar de alguien que no es profesor de matematicas. Asi como
sefialan Sherin (2001), Sherin, Jacobs y Philipp (2011), esta competencia se apoya en el
desarrollo de una perspectiva interpretativa de la ensefianza de las matematicas mediante el
uso en contexto del conocimiento de matematicas por ensefiar.

Considerando el panorama anterior y con base en la literatura especializada en lo que respecta
a la mirada profesional, se observan dos tematicas principales en las que se ha centrado esta
linea de investigacion:

1. Investigaciones como las de Fernandez, Valls y Llinares (2011); Sanchez-
Matamoros, Fernandez y Llinares (2014) identifican elementos matematicos
significativos y los comunican a profesores a fin de que los utilicen para la
interpretacion de la comprension de los alumnos.

2. Investigaciones como las de Schack, Fisher, Thomas, Eisenhardt, Tasell y Yoder
(2013); Wilson, Mojica y Confrey (2013) centran la atencion en las caracteristicas
propias de estadios en una trayectoria de aprendizaje y en los saltos cognitivos
necesarios para pasar de un estadio a otro, los cuales deben conocer los profesores.

Estas investigaciones previas han mostrado la pertinencia del desarrollo de la mirada
profesional al concluir que aquello que los profesores observan del actuar de los estudiantes
y como lo interpretan influye en la toma de decisiones durante los procesos de ensefianza de
las matematicas. La tendencia que se sigue en esta linea de investigacion consiste en focalizar
la atencidn en como los estudiantes para maestro identifican e interpretan la comprension de
los estudiantes en dominios particulares de contenido matematico (Fernandez, Valls y
Llinares, 2011).

Por tanto, un reto actual que enfrenta esta linea de investigacion es la de caracterizar y
desarrollar la competencia docente mirada profesional de la ensefianza-aprendizaje de las
matematicas como un componente esencial para la practica del profesor o futuro profesor de
matematicas.

Lo anterior llama la atencion a realizar estudios de la mirada profesional en areas especificas
de las matematicas a fin de que los profesores o futuros profesores de matematicas,
reconozcan como comprenden ciertos contenidos matematicos los estudiantes, interpreten
los razonamientos que evidencian y ello lo utilicen para tomar decisiones que favorezcan la
progresion en su aprendizaje.



1.2 La prueba en Geometria

El &rea especifica elegida en esta investigacion es la geometria sobre el tema de la prueba.
Entendemos por prueba a un argumento matematico para la verdad o falsedad de una
declaracion matematica que cumple con dos criterios (Stylianides, 2007):

1. Unargumento que califiqgue como prueba debe usar declaraciones verdaderas, modos
validos de razonamiento y modos apropiados de representacion.

2. Un argumento que califigue como prueba debe usar enunciados, modos de
razonamiento y modos de representacion que sean aceptados, conocidos o dentro del
alcance conceptual de los estudiantes en una comunidad de aula determinada.

La seleccion de este tema es porque la prueba es un aspecto relevante para el aprendizaje en
matematicas, por una parte, contribuye en la comprensién de los conceptos y por otra, da
sentido a lo que se aprende. Asi se evidencia en las demandas nacionales e internacionales al
sefialarse en documentos como Los principios y estandares para la educacion matematica
(NCTM, 2000), el Plan de estudios 2011 para la educacion basica (SEP, 2011) y Aprendizajes
Clave para la educacion integral (SEP, 2017), que los estudiantes deben aprender a probar en
matematicas.

Segun el NCTM (2000), un objetivo fundamental de la educacién matematica es desarrollar
la capacidad de efectuar pruebas al ayudar a los estudiantes a comprender porque algo es
verdad. En este sentido, la geometria se concibe como un contexto natural de aprendizaje
para la prueba debido a que promueve el razonar y ver la estructura axiomatica de las
matematicas. También, la SEP (2017) menciona que, al término de la educacion bésica, el
estudiante debe ser capaz de desarrollar argumentos, evaluar objetivos, resolver problemas,
asi como elaborar y justificar conclusiones. Se busca que los estudiantes comprendan la
necesidad de justificar y argumentar sus planteamientos siguiendo un razonamiento
deductivo.

Curricularmente, se ha evidenciado la relevancia de la prueba durante la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. Aunado a ello, a lo largo de los afios la prueba ha jugado un
papel fundamental en la investigacidn matematica (Lakatos, 1976). Esto se puede apreciar
desde los temas que se han explorado en esta linea de investigacion.

Por una parte, una de las preguntas que se ha intentado responder desde la investigacion es
¢Qué se entiende por prueba en educacién matematica? Algunas investigaciones (e.g
Balacheff, 2002; Reid, 2005; Stylianides, 2008 y Weber, 2014) se han centrado en reflexionar
sobre la definicion de prueba en matematicas. En estos trabajos se concluye que existen
diferentes definiciones las cuales pueden ser adecuadas para diferentes propdsitos de
investigacion. Lo antes mencionado implica que no puede ser ni posible, ni deseable, que
todas las investigaciones adopten una definicion comin (Stylianides, Bieda y Morselli,
2016).

Otro tema que se ha explorado desde esta linea de investigacion son las dificultades al
momento de aprender y ensefiar la prueba en geometria (Stylianides, Bieda y Morselli, 2016).
Investigaciones como las de Lin y Wu (2007); Otten, Gilbertson, Males y Clarck (2014) y
Buchbinder y Zaslavsky (2013) muestran dificultades en los estudiantes al realizar pruebas
en geometria relacionadas con el planteamiento de conjeturas y el sobre apoyo en lo empirico.
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Asi mismo, investigaciones como las de Issic y Yeung (2017); Zeybeck (2016) y Zeybeck
(2012) centran la atencion en los profesores y futuros profesores al reconocer que estos son
los responsables de transmitir el conocimiento, no obstante, evidencian dificultades en los
profesores y futuros profesores al ensefiar la prueba en geometria en relacion con la
incapacidad para construir y evaluar formas validas para realizar justificaciones.

Por ejemplo, Issic y Yeung (2017) estudian las ideas de los profesores en formacion y novatos
sobre los roles de las pruebas formales y preformales en geometria. Los encuestados tendian
a aceptar las pruebas preformales porque pueden demostrar visual o pragmaticamente la
proposicion del postulado, se indica la dependencia de los encuestados de probar
proposiciones geométricas a traves de una figura estatica de objetos, mientras que las pruebas
formales requieren definiciones completas y precisas de los objetos axiomaticos. El estudio
revela un problema durante la formacion de profesores: el programa de estudios no permite
conectar el conocimiento pedagdgico y sobre el contenido en términos de ensefianza de
prueba e informacién de que una prueba requiere un rico conocimiento del contenido a través
del razonamiento axiomatico y deductivo.

Por su parte, Zeybek (2016) investiga el proceso de determinacion de la verdad o falsedad de
una declaracion y la verificacion de argumentos dados como pruebas validas o
contraejemplos apropiados a la vez que, se pretendio identificar como el conocimiento
influyd en el proceso de evaluacion de la construccion. La investigacion se enmarca en un
curso de geometria y medicion y una seccioén de un curso de métodos matematicos. Se
concluyd que los futuros profesores presentan dificultades para validar argumentos y
construir pruebas y contraejemplos. Asumen que una prueba es valida solo por su estructura
0 bien, no se reconocen indeterminaciones de las conclusiones inductivas.

Del mismo modo en Zeybek (2012), se describen los intentos de futuros profesores para
construir pruebas y se examinan los diferentes argumentos con respecto a estas a fin de
comprender el concepto que disponen sobre la prueba. Los futuros profesores que
participaron en el estudio, no pudieron construir un proceso de prueba al no disponer de
razonamientos deductivos e inductivos adecuados. No identifican la necesidad de validar una
declaracion si visualmente, parece correcta.

Otro aspecto a considerar es que la importancia de la prueba en la formacién de futuros
profesores se evidencia en el énfasis de la investigacion en explorar esta area, no obstante,
las investigaciones se han centrado en demostrar que existen dificultades al construir una
prueba en geometria. Estudian las concepciones de prueba y evallan si un futuro profesor es
capaz o no, de distinguir argumentos validos en pruebas matematicas. Bajo este referente,
falta realizar investigacion que se interese en estudiar factores que contribuyan a preparar a
los futuros profesores para la ensefianza de la prueba en geometria.

Tal como sefiala Stylianides, Bieda y Morselli (2016), es mayor la cantidad de estudios que
han identificado problemas de instruccién con relacién a la cantidad de estudios que
propongan soluciones a esos problemas. Ante lo cual, los programas de formacién y
desarrollo profesional tienen un rol clave para preparar y apoyar a los docentes para ensefiar
sobre la prueba (Stylianides, Bieda y Morselli, 2016).

Consecuentemente, hemos concluido la relevancia de realizar una investigacion que atienda
la formacion de profesores de matematicas en el contexto de la prueba en geometria. Se trata



de aportar hacia la ensefianza de la prueba en geometria a partir del entendimiento de los
futuros profesores de mateméticas sobre los razonamientos involucrados al resolver
problemas de probar en geometria.

1.3 Mirada profesional en el contexto de la prueba en geometria

Como se ha expuesto, existe una problematica relacionada con la formacion de profesores de
matematicas en el contexto de la prueba en geometria. Se requiere formular escenarios de
aprendizaje para futuros profesores de matematicas que les permita ser capaces de identificar
elementos relevantes e interpretar los razonamientos involucrados al resolver problemas de
probar en geometria a fin de incidir adecuadamente en su ensefianza.

Este trabajo asume tal problematica siguiendo la linea de investigacion de la mirada
profesional. Se centra la atencidn en el desarrollo de tal competencia a partir de estudiar como
los futuros profesores de matematicas identifican elementos significativos, interpretan
tedricamente procesos de solucidn y toman decisiones de manera justificada en el contexto
de la prueba en geometria.

Para atender el contexto de la prueba en geometria se brinda como herramienta conceptual
para los futuros profesores de matematicas, el conocimiento sobre el Modelo del
Razonamiento Configural (Torregrosa y Quesada, 2007; Torregrosa, Quesada y Penalva,
2010) ya que pone de manifiesto los procesos cognitivos involucrados al resolver problemas
de probar en geometria.

Investigaciones como las de Saorin, Torregrosa y Quesada (2017); Clemente y Llinares
(2015); Clemente, Llinares y Torregrosa (2017); Clemente y Llinares (2013); Clemente y
Llinares (2014) y Prior y Torregrosa (2013); han comunicado al Modelo del Razonamiento
Configural como un medio para describir las respuestas de los estudiantes al resolver
problemas de probar en geometria a partir del razonamiento que evidencian. El razonamiento
evidenciado se interpreta en términos de las aprehensiones discursivas, aprehensiones
operativas y procesos configurales.

Lo que concluimos a partir de la revision a estas investigaciones especializadas, es que el
razonamiento configural es un proceso que el alumno genera con frecuencia para resolver y
para transmitir la solucion de un problema de probar.

Dicho lo anterior, esta investigacidn aporta:

1. El estudio del desarrollo de la mirada profesional de los Futuros Profesores de
Matematicas (FPM) en el contexto de la prueba en geometria.

2. La articulacion metodologica de la competencia docente “mirada profesional” y el
Modelo del Razonamiento Configural.



1.4 Pregunta y objetivo de investigacion
La pregunta de investigacion que aqui se plantea es la siguiente:

¢ Qué caracteriza el desarrollo de la competencia docente mirar el razonamiento de los
estudiantes al resolver problemas de probar en geometria en Futuros Profesores de
Matematicas (FPM) a partir del conocimiento del Modelo del Razonamiento Configural?

Para dar respuesta a la anterior cuestion se plantea el siguiente objetivo de investigacién:

Caracterizar el desarrollo de la competencia docente mirar el razonamiento de los
estudiantes al resolver problemas de probar en geometria en FPM a partir del conocimiento
del Modelo del Razonamiento Configural.



Capitulo 2 Fundamentacion teorica

Los programas de formacion docente enfrentan desafios tales como, la adquisicion y
desarrollo de las competencias necesarias del FPM para el ejercicio de su préctica. Una de
las competencias docentes sobre la que se ha reflexionado y conceptualizado en la
investigacion en Didactica de la Matematica es la de “mirar con sentido” o “mirar
profesionalmente” los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas (Llinares,
2011).

En este contexto, son numerosas las investigaciones sobre la competencia mirada profesional
(Bartell, Webel, Bowen y Dyson, 2013; Llinares, 2012; Stokero, 2014; Sadnchez-Matamoros,
Fernandez, Llinares y Valls, 2013 y Wilson, Mojica y Confrey, 2013) las que han
evidenciado que es posible disefiar cursos de formacion, modulos de ensefianza, entre otros,
que apoyen el desarrollo de la mirada profesional sobre las situaciones de ensefianza
aprendizaje de las matematicas. Tales investigaciones se han apoyado de trayectorias de
aprendizaje como un referente tedrico para los FPM a fin de facilitar las conexiones entre los
objetivos de aprendizaje y las actividades de ensefianza (Clements y Sarama, 2004; Sarama,
Clements, Barrett, Van Dine y McDonel, 2011).

En esta investigacion se estudio el desarrollo de la competencia mirada profesional del
razonamiento de estudiantes al resolver problemas de probar en geometria, en los FPM. Para
ello, siguiendo la estructura de otras investigaciones (Schack, Fisher, Thomas, Eisenhardt,
Tasell y Yoder, 2013; Wilson, Mojica y Confrey, 2013) se disefid6 un mddulo de ensefianza
sobre la prueba en geometria.

Se pretendié desarrollar la competencia de mirada profesional (Jacobs, Lamb y Philipp,
2010) incorporando en los FPM, el conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento
Configural (Torregrosa y Quesada, 2007) como una herramienta conceptual para el
desarrollo de la mirada profesional de los razonamientos que siguen los estudiantes al
resolver problemas de probar en geometria a fin de tomar decisiones que incidan
favorablemente en la progresion de su aprendizaje.

2.1 Competencia Mirada Profesional

La mirada profesional es un aspecto importante en la formacién de FPM ya que estudia tres
destrezas que se precisan durante la ensefianza de las matematicas. Segun Zapatera y Callejo
(2017) la mirada profesional es un término usado para indicar el acto de observar o reconocer
los fendmenos significativos y actuar en consecuencia. En el caso de la ensefianza, Van Es 'y
Sherin (2002) indican que tener una mirada profesional implica identificar y reconocer los
aspectos relevantes en una situacion de aula, aplicar el conocimiento sobre el contexto para
adoptar decisiones y conectar los aspectos identificados con principios generales de
ensefianza y aprendizaje.

Para entender la mirada profesional en FPM en el presente estudio, nos apoyamos de la
conceptualizacion de Jacobs, Lamb y Philipp (2010) quienes la plantean como el conjunto
de tres destrezas interrelacionadas:

. Identificar las estrategias usadas por los estudiantes.
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. Interpretar la comprension de los estudiantes.
. Decidir las acciones para mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje en funcion
de la comprension de los estudiantes.

La primera destreza implica identificar los aspectos matematicos significativos en las
estrategias que usan los estudiantes porque sus detalles proporcionan una ventana para mirar
su pensamiento matematico (Carpenter, Franke y Levi, 2003).

En tanto que la segunda destreza implica explicar y teorizar las observaciones para
relacionarlas con contenidos matematicos y evaluarlas para tomar decisiones adecuadas
(Mason, 2002).

Respecto a la ultima destreza, se coincide con Van Es y Sherin (2002) respecto a que, las
acciones para mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje, indican que el objetivo de mirar
profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes es hacer efectivas las
repuestas de instruccion.

La relevancia de la competencia docente en la investigacion es que contribuye al desarrollo
de una forma de mirar profesionalmente en FPM, los razonamientos que siguen los
estudiantes al resolver problemas de probar en geometria a fin de tomar decisiones que
incidan favorablemente en la progresion de su aprendizaje. Tal como plantea Llinares (2013),
la mirada profesional se requiere desarrollar durante la formacién de profesores y la
“expertise” se va consiguiendo paulatinamente a lo largo de su vida profesional.

Para estudiar la mirada profesional en el contexto de la prueba en geometria, consideramos
que los FPM:

= ldentifiguen como aspectos matematicos relevantes: 1) las representaciones
geométricas y sus modificaciones, 2) los conceptos y las propiedades geométricas
que asocian a las representaciones geometricas y sus modificaciones al resolver
problemas de probar.

= Interpreten tedricamente el razonamiento seguido al resolver un problema de probar
en geometria utilizando el Modelo del Razonamiento Configural.

= Tomen decisiones para la progresion del aprendizaje de estudiantes sobre la prueba
en geometria con base en su razonamiento.

2.2 Modelo del Razonamiento Configural

En este estudio se sigue una perspectiva cognitiva del aprendizaje de la prueba en geometria
al examinar los procesos cognitivos que evidencia una persona durante su resolucion a
problemas de probar. Se coincide en que la actividad geométrica involucra los procesos
cognitivos de visualizacion y de razonamiento los cuales, son necesarios que un FPM analice
desde un punto de vista de la ensefianza.

Asi, utilizamos el Modelo del Razonamiento Configural formulado por Torregrosa y
Quesada (2007), como una herramienta conceptual para los FPM en el analisis de los
procesos cognitivos presentes al resolver problemas de probar en geometria. Dicho Modelo
incorpora el significado del concepto figural de Fischbein (1993) y el Modelo Cognitivo de
Duval (1995; 1998; 1999) como se leera en seguida.



2.2.1 Perspectiva cognitiva del aprendizaje en geometria

La perspectiva cognitiva refiere a la aceptacion de la existencia de procesos cognitivos que
intervienen en el aprendizaje de la geometria. Esto se refleja en las ideas de Duval (1995,
1998, 1999) estructuradas en su Modelo Cognitivo del Aprendizaje Geométrico el cual,
incorpora y matiza algunas de las ideas del Modelo Configural de Fischbein (1993).

Del Modelo Configural de Fischbein (1993), Duval (1995) toma como base el concepto
figural en el que se reconoce que las entidades mentales no son iméagenes o conceptos, sino
que ambos, se fusionan en un Unico objeto mental. Esto nos permite diferenciar entre dibujo
y figura, el primero lo entendemos como una representacion grafica de una figura sobre un
papel, un ordenador o un modelo fisico, en tanto que la segunda, la referimos a una imagen
mental de un objeto fisico.

Consecuentemente, cuando una persona resuelve problemas de geometria, sigue un proceso
deductivo que consiste en “ver” de distintas maneras a las figuras y con ello, abstraer
conceptos y propiedades geométricas que conoce. Siguiendo esta direccion, y en
concordancia con lo planteado por Duval (1998), se reconoce que la geometria involucra tres
clases de procesos cognitivos, caracterizados en Ciscar (2015) como sigue:

= Procesos de visualizacion: se relacionan con la representacion de proposiciones y
resultados, asi como con la exploracion heuristica de una situacion compleja, en el
logro de una vision sinoptica de la misma y en la obtencién de una verificacion
subjetiva de la misma.

= Procesos de razonamiento: se encuentra en relacién con procesos discursivos.
Facilitan la extension del conocimiento, la demostracion y la explicacion.

= Procesos de construccidn: se construyen configuraciones como modelos en los que la
accion sobre los representantes y los resultados obtenidos establecen relaciones con
los objetos matematicos representados.

Desde el punto de vista de la formacion de los FPM resulta atil distinguir tales procesos
cognitivos como una actividad necesaria para analizar e interpretar el conocimiento
matematico desde un punto de vista del aprendizaje (Duval, 1998). Destacamos que a
diferencia de otros modelos teoricos anteriores sobre el aprendizaje en geometria (e.g.
Krutetskii, 1976 y Presmeg, 1986) este modelo, distingue el proceso cognitivo de las
representaciones y permite mirar de manera simultanea, lo conceptual y lo figural como un
componente clave del razonamiento.

En esta investigacion juegan un papel importante los procesos cognitivos de visualizacion y
de razonamiento propuestos por Duval (1995) debido a que cuando un estudiante resuelve
un problema de probar en geometria se produce un cambio continuo entre visualizar y
formular un discurso. Los procesos cognitivos de visualizacion y de razonamiento estan
intrinsecamente conectados y su sinergia es necesaria para la adquisicion de competencias
en la resolucion de problemas geométricos (Duval, 2007) tal como se profundizara
enseguida.
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2.2.2 Procesos cognitivos de visualizacion

Por visualizacién entendemos la transferencia de objetos, conceptos, fenGmenos, procesos y
sus representaciones a algun tipo de representacion visual y viceversa, segun lo planteado
por Hershkowitz, Parzysz y Van Dermolen (1996). Al centrarnos en problemas de geometria,
nos interesa el proceso o accion de transferencia de un dibujo a una figura o viceversa.

Para entender la comprension de los conceptos geométricos Duval (1998) emplea el concepto
de aprehension en tanto, distintas formas de ver una figura mateméaticamente y caracteriza
tres tipos de aprehension considerados en los procesos de visualizacidén, como sigue:

= Aprehension perceptiva: consiste en una identificacién simple de una configuracion.
Es la primera en ser usada a lo largo de toda la etapa educativa y también la primera
que aparece en el desarrollo cognitivo del alumno.

Figura 1. Reconocimiento de tridngulos y rectangulos

Por ejemplo, en la Figura 1 los triangulos pueden ser vistos como parte del tejado de
una casa Yy los rectangulos como ventanas de la misma. Cada una de estas
afirmaciones puede ser entendida como el resultado de una aprehension perceptiva.

= Aprehension discursiva: accion cognitiva que produce una asociacion de la
configuracion identificada con afirmaciones matematicas (definiciones, teoremas,
axiomas).

I
— Es un tridngulo rectangulo
e £l
—> c2 = aq? + b2
A 5, C
Figura 2. Asociacion de una configuracién geométrica con el
concepto de triangulo rectangulo y teorema de Pitdgoras

Esto sucede, por ejemplo, cuando al dibujo de la Figura 2 se le asocia la afirmacion
“ABC es un tridangulo rectangulo” sefialando sus vértices con las letras A, B, C 0 bien,
cuando al mismo dibujo, se le asocia el teorema de Pitagoras, sefialando como
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hipotenusa y catetos, los segmentos de linea recta c, a, b, respectivamente. Para ello,
el observador debe haber identificado en el dibujo lo que caracteriza a un triangulo
rectangulo y sus propiedades (del anclaje visual al anclaje discursivo).

También, puede suceder en sentido inverso por ejemplo, ante la afirmacion “ABC es
un tridngulo rectangulo” el estudiante tiene la capacidad para realizar el dibujo de un
poligono que cumpla las caracteristicas de ser triangulo y rectangulo (del anclaje
discursivo al anclaje visual).

Aprehensidn operativa: se produce cuando el sujeto lleva a cabo alguna modificacion
a la configuracion inicial para resolver un problema geométrico.

Por ejemplo, la Figura 3 ilustra una prueba del Teorema de Pitagoras, realizada por
Bhaskara en el siglo XIlI: en un triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados de
los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa (a? + b? = c?).

Figura 3. Figura inicial, configuracion agregada y reconfiguracion
tomada de Nelsen (1993, citada en Torregrosa y Quesada, 2007, p.
284)

En las moditicaciones hechas, el triangulo rectangulo Inicial se incluye en una
configuracion geomeétrica mas amplia, un cuadrado de lado c. Una vez identificadas
las subconfiguraciones formadas por los triangulos, sus lados y el cuadrado situado
entre ellos, se cambia la configuracion, moviéndolos como piezas de un puzle para
obtener otra figura.

De esta forma, se distinguen dos tipos de modificaciones: 1) Aprehension operativa
de cambio figural: cuando a la configuracién inicial se le afiaden o quitan nuevos
elementos geométricos 2) Aprehension operativa de reconfiguracion: cuando las
subconfiguraciones iniciales se manipulan como las piezas de un puzle.

En este proceso, se coincide con Duval (2007) en que la aprehension perceptiva esta
conectada con la aprehensién discursiva y la aprehension operativa. La aprehension
perceptiva se presenta de forma implicita como la base para el desenvolvimiento de las otras
dos aprehensiones asi, conforme se desarrollan, queda mas atenuada la accion en la que
subyace la aprehension perceptiva solamente como un nexo entre ellas.

2.2.3 Procesos cognitivos de razonamiento

Se entiende por razonamiento a cualquier proceso que permite extraer nueva informacion de
informaciones previas, ya sean aportadas por el problema o derivadas del conocimiento
anterior. Desde un punto de vista cognitivo del aprendizaje de geometria, hay diferentes tipos
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de procesos que dependen de la forma en la que la informacion es presentada y también, de
la forma en la que la informacion puede ser organizada (Duval, 1998).

Cuando resolvemos un problema en geometria, nos proporcionan informacién o bien, la
obtenemos a partir de la reorganizacién de una figura geométrica y de los conocimientos
geométricos que se dispongan, en todo caso, la informacidon debe procesarse a un nivel
representativo y simbdlico. En este contexto, distinguimos tres procesos cognitivos al
resolver problemas de probar en geometria en concordancia con Duval (1998):

= Proceso puramente configural: descrito anteriormente como aprehension operativa.

= Proceso discursivo natural: espontaneamente realizado en el acto de la comunicacién
ordinaria a través de la descripcidn, explicacion y argumentacion. Para poder
identificarlo es necesario distinguir las operaciones discursivas basicas, como los

(Y3} (1P

conectores “y”, “0”, ademas de los simbolos verbales abreviados (" =" significa
“produce”; " —" indica “quitar de”) que pueden aparecer en la descripcidn, la
explicacion o la argumentacion utilizada en la resolucion de los problemas.

= Proceso discursivo teorico: realizado mediante la deduccion. Utiliza solo teoremas,
axiomas o definiciones para llegar a una conclusion, esta estructurado
deductivamente y ocurre en un registro estrictamente simbdlico o en un lenguaje

natural.

Destaca el hecho de que la aprehension operativa es independiente de cualquier proceso
discursivo. No obstante, la visualizacion puede incrustarse en un proceso discursivo natural
(\Véase Figura 3 y su descripcidn) pero, un proceso puramente configural no puede integrarse
en un discurso teorico incluso si a veces da las ideas clave para una prueba. Lo anterior es
consecuente de que, en geometria cuando se razona para probar se requiere usar
proposiciones, teoremas, axiomas o definiciones.

Se consideran estos tipos de procesos cognitivos de razonamiento, a fin de identificar sus
caracteristicas infiriéndolas de los analisis sobre los registros escritos o verbales de FPM
sobre la resolucion de problemas de probar en geometria. Interesa entonces, disponer de una
herramienta conceptual que permita caracterizar el razonamiento proceso configural, en el
caso cuando los procesos de resolucion dan evidencias de coordinacion entre las
aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas.

2.2.4 El razonamiento como un proceso configural

En este trabajo aceptamos que el modelo cognitivo de Duval (1995, 1998, 1999) se
complementa incluyendo el proceso configurativo desde la perspectiva de Torregrosa y
Quesada (2007). Tales autores lo reconocen como un proceso de razonamiento involucrado
en la resolucion de problemas de probar en geometria que pone de manifiesto las
interacciones entre configuraciones iniciales y posibles modificaciones de acuerdo con
definiciones, teoremas y propiedades geométricas necesarias para probar en geometria.

Asi, entendemos el proceso configural como el desarrollo de la accion coordinada
aprehensién discursiva/aprehension operativa que realiza una persona cuando resuelve un
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problema de probar en geometria. Se genera una interaccion entre la configuracion inicial y
sus posibles modificaciones con las afirmaciones matematicas adecuadas (Torregrosa y
Quesada, 2007).

Aprehensidn Aprehension
discursiva -3 \ = operatva

Figura 4. Coordinacién de la aprehension discursiva y operativa en la
resolucién de problemas de probar tomada de Torregrosa y Quesada
(2007), p.90.

La coordinacion entre la aprehensidn operativa y la discursiva puede propiciar alguno de los
siguientes casos:

1. La coordinacién da una solucion al problema. En este caso se distinguen dos clases
de procesos configurales:

= De truncamiento: cuando la coordinacion proporciona la “idea” para resolver
deductivamente el problema. El proceso configural permite conjeturar afirmaciones
que se prueban a traves de la deduccion.

= De conjetura sin demostracion: El proceso configural permite resolver el problema
aceptando las conjeturas mediante percepcion simple.

2. La coordinacion no consigue una solucion:

= Proceso configural de bucle: se llega a una situacion de bloqueo que no permite el
avance hacia la solucién y, por tanto, hay un estancamiento del razonamiento
producido.

A continuacidn, se presentan ejemplos de cada uno de los casos que nos permiten ilustrar el
modelo teorico. Para ello, vamos a analizar las acciones posibles al resolver un problema de
probar en términos de las distintas coordinaciones entre la aprehension operativa y la
aprehension discursiva.

En el siguiente ejemplo ilustramos el proceso configural de truncamiento en el cual el
resolutor percibe como “idea clave” la prueba de conjetura RQ = RT ante lo cual, decide
modificar la configuracién geométrica descomponiéndola en dos triangulos y utilizar el
concepto de congruencia de triangulos para probar lo solicitado.
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Problema. La recta L es mediatriz de QT La recta PT cortaa L en el punto R tal que P
es un punto que no pertenece a QT. Probar que mPT = mPR + mRQ.

Tabla 1
Ejemplo de proceso configural de truncamiento

Fragmentos/Figuras de la transcripcién Caracteristicas del proceso de solucién
de un proceso de solucion

Representa la situacion inicial (aprehension
L operativa) mediante las afirmaciones del
enunciado (aprehensién discursiva):

La recta L es mediatriz de QT
La recta PT corta a L en el punto R

La mediatriz L es perpendicular a Asocia el concepto de mediatriz a la

QT (forma angulos rectos) y ademas la representacion inicial (aprehension

distancia de Q y T a la recta mediatriz discursiva) y afiade las marcas de angulo

es la misma recto y la condicion de equidistancia
(aprehension operativa).

Hay que demostrar que la distancia Plantea la conjetura de RQ =RT al visualizar

RQ es la misma que la de RT el concepto de distancia en la representacion
geométrica inicial. (Asociacion que
proporciona la idea clave que lleva a la
solucion).

Identifico los triangulos AQRX y ATRX Modifica la representacion inicial al extraer

y tengo: dos triangulos AQRX y ATRX (aprehension

R R operativa) utilizando el concepto de
_f_,,-f-"'g “5 triangulo (aprehension discursiva).
[—— R Y
Congruencia LAL Asocia a la representacion resultante

(aprehension operativa) la propiedad de
congruencia de tridngulos (aprehension
discursiva).

Lado RX = XR (lado com(in) Verifica la congruencia de los tridngulos

Angulo RXQ = RXT (la mediatriz es obteniendo la tesis de la afirmacion
perpendicular y forma angulos rectos: (discurso teorico).
RXQ = 90° = RXT

Lado QX = TX(la mediatriz divide al
segmento en partes iguales, es
perpendicular y pasa por el punto
medio)

La distancia de RQ = RT
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El resolutor hizo en varias ocasiones el ciclo aprehension discursiva/aprehension
operativa hasta que encontro la “idea” que resolvia el problema. A partir de ello, y con
apoyo de las nociones geométricas, realizé un discurso teorico.

Seguido a esto, ejemplificamos el proceso configural de conjetura sin demostracién en el
cual el resolutor plantea y acepta la conjetura de angulo recto mediante percepcion
simple.

Problema: Demuestra que el angulo APB es recto

Tabla 2
Ejemplo de proceso configural de conjetura sin demostracion

Fragmentos/Figuras de la transcripcion de un Caracteristicas del proceso de
proceso de solucion solucion

Modifica la representacion inicial al
A extraer los segmentos involucrados y
— los mide (aprehension operativa) para
ello hace wuso del concepto de
/ segmento (aprehension discursiva).

Porque el angulo tiene una abertura de 90°y Asocia la definicion de angulo recto
todos los angulos rectos tienen 90° (aprehension  discursiva) a la
representacion resultante
(aprehension operativa).

El estudiante realizé una comprobacion de la tesis a probar para el caso particular de la
representacion geomeétrica inicial compuesta por segmentos de linea recta. Percibié a
través del uso de instrumentos de medida (transportador) que la afirmacion es cierta.

Por ultimo, en el siguiente ejemplo ilustramos el proceso configural de bucle en el que el
resolutor llega a una situacion de bloqueo que no le permite avanzar hacia la solucion.

Problema. La recta L es mediatriz de QT. La recta PT corta a L en el punto R tal que P
es un punto que no pertenece a QT. Probar que mPT = mPR + mRQ.
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Tabla 3
Ejemplo de proceso configural de bucle

Fragmentos/Figuras de la transcripcion de un  Caracteristica del proceso de solucion
proceso de solucién
Probar que mPT = mPR + mPQ. Identifica la tesis que debe demostrarse,
pero comete un error
mPT = mPR + mPQ
Representa la situacion geométrica inicial
I (aprehension operativa) mediante las
afirmaciones del enunciado (aprehension
discursiva).

En la representacion inicial introduce

algunos elementos geométricos “nuevos”

como el segmento PU y los angulos X e Y

QS =ST. Ya que al estar cortada por la Asocia la definicion de mediatriz

mediana, la corta en dos partes iguales. (aprehension discursiva) a la
representacion resultante (aprehension
operativa), aunque el resolutor Ila
confunde con la mediana.

Por lo tanto deducimos que QR = RT Establece un conjetura de lo anterior

Para demostrar PR = RT entonces, APRU = Reconoce que para probar PR = RT debe

ARST probar APRU = ARST  (congruencia
RU = RS LAL). Esta asociacion entre la
ST = PUpor lados opuestos a &ngulos representacion de los  triangulos
congruentes (aprehension operativa) y el concepto de

/PXU = 2TYS congruencia (aprehension discursiva) no
LAL por lo que APRU = ARST entonces tiene interés para la resolucion del
PR = RT problema ya que puede ser cierta en este
Por lo que RT = RQ caso particular por la forma que ha

tomado la representacion, pero no en el

PT = PR +RQ caso general que demanda el problema.

La verificacion de la hipotesis no es posible debido a que el estudiante plante6 una conjetura
indemostrable (asociacién entre los dibujos de los triangulos y el concepto de congruencia)
con lo que se entra en una situacion de bloqueo que no permitié el avance hacia la solucion.

El proceso configural organiza el actuar de un resolutor, de tal forma que puede encontrarse
inmerso en un discurso natural que: 1) lo explique o 2) de la “idea” para organizar un discurso
tedrico.

En la investigacion en Didactica de la Matematica de la misma naturaleza, se ha denominado
Razonamiento Configural al razonamiento que emerge al resolver problemas de probar en
geometria, involucra distintos procesos de visualizacion y de razonamiento, y se caracteriza

17



en términos de la coordinacién entre la aprehension discursiva y la aprehension operativa
(Torregrosa y Quesada, 2007; Torregrosa, Quesada y Penalva, 2010).

El Modelo del Razonamiento Configural sigue la linea trabajada por Duval (1995) y permite
el estudio de la coordinacidn entre los procesos visuales y los de razonamiento. Desde este
Modelo se reconoce que cuando se plantea un problema de geometria, en algunos casos el
enunciado viene acompafiado de un dibujo que representa la situacién geométrica inicial; en
otros, el estudiante tiene que representarla. En ambas situaciones, el alumno lleva a cabo una
aprehension discursiva para asociar una o varias afirmaciones matematicas del enunciado, a
la configuracion de puntos que lo acompafia 0 se construye. A continuacion, analiza la
informacion y, con cierta frecuencia, hace modificaciones a la configuracion inicial lo que
supone una aprehension operativa. Como consecuencia, se pueden necesitar nuevas
asociaciones que, a su vez, puede implicar nuevos cambios, repitiéndose el ciclo aprehension
discursiva/aprehensién operativa de manera coordinada, hasta que se alcanza la solucién o
se abandona la estrategia seguida. Un esquema que muestra lo antes descrito es el siguiente
(\Véase Figura 5):

Configuracién » :
Aprehension operativa

inicial
afi'ro\riggilg;les Modificaciones a
Problema de " la configuracion
geometria matematicas a la ]

configuracion

Aprehension
Elaboracion de discursiva/aprehension operativa
una configuracion

Aprehension discursiva

Figura 5. Descripcion del Modelo del Razonamiento Configural.

La relevancia del Modelo del Razonamiento Configural para el desarrollo de esta
investigacion consiste en que:

1. Permite caracterizar las interacciones entre los procesos de visualizacién y de
razonamiento que intervienen en la resolucion de problemas de probar de geometria
(Quesada, 2014).
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2. Puede ser comunicada como una herramienta conceptual para interpretar el
razonamiento que una persona evidencia al resolver un problema de probar, como se
ha manifestado en distintas investigaciones (e.g. Saorin, Torregrosa y Quesada, 2017;
Clemente, Llinares y Torregrosa, 2017 y Clemente y Llinares, 2015).

En nuestro caso, hemos entendido que los FPM utilizan el Modelo del Razonamiento
Configural como herramienta conceptual cuando interpretan las acciones realizadas de un
estudiante al resolver un problema de probar en geometria, en términos de las aprehensiones
operativas, aprehensiones discursivas y procesos configurales. De esta forma, entienden el
razonamiento que sigue un estudiante al resolver un problema de probar y con base en ello,
toman decisiones que favorezcan en la progresion de su aprendizaje. Un ejemplo de ello se
muestra enseguida:

Problema. La recta L es mediatriz de QT. La recta PT corta a L en el punto R tal que P es un
punto que no pertenece a QT. Probar que mPT = mPR + mRQ.

Tabla 4
Ejemplo de empleo del Modelo del Razonamiento Configural

Fragmentos/Figuras de la Interpretacion de la
trascripcion de la solucién resolucion

Proceso configural

Representa la situacion
inicial (aprehension
operativa) mediante las
afirmaciones del enunciado
(aprehension discursiva):
La recta L es mediatriz de

La coordinacion
aprehension discursiva/
aprehension operativa
conlleva tener una
configuracion como
referente visual del

T QT problema de probar.
La recta PT cortaa L en el
punto R.
La mediatriz L es Asocia la definicion de La coordinacion
perpendicular a QT (forma mediatriz a la aprehension
angulos rectos) representacion inicial discursiva/aprehension

(aprehension discursiva)
mediante las marcas de
angulo recto (aprehension

operativa propicia
identificar propiedades
utiles para la resolucion

operativa). al problema de probar.
Hay que demostrar que la El estudiante asocia la La coordinacion
distancia RQ es la misma que igualdad a probar aprehension
lade RT (aprehension discursiva) a  discursiva/aprehension

la representacion inicial
(aprehension operativa)

operativa conlleva al
planteamiento de una
conjetura:

“La distancia RQ es la
misma que la de RT ”
que contribuye a la
solucién del problema
de probar.
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Determino los triangulos
AQRX y ATRX y tengo:

Identifica
subconfiguraciones
geomeétricas (aprehension
operativa) de tridngulos
(aprehension discursiva).

La coordinacion
aprehension
operativa/aprehension
discursiva propicia tener
una subconfiguracién
util para la solucion del
problema de probar.

Congruencia LAL

Asocia a las
subconfiguraciones
geométricas (aprehension
operativa) el concepto de
congruencia de triangulos
(aprehension discursiva).

La coordinacion
aprehension
operativa/aprehension
discursiva conlleva a la
demostracion de la
conjetura mediante un

Lado RX = XR (lado comtin) discurso teorico.
Angulo RXQ = RXT (la
mediatriz es perpendicular y
forma angulos rectos: RXQ =
90° = RXT

Lado QX = TX (la mediatriz
divide al segmento en partes
iguales, es perpendicular y
pasa por el punto medio)

La distancia de RQ = RT

Verifica la congruencia de
los tridngulos (aprehension
operativa) obteniendo la
tesis de la afirmacion
(aprehension discursiva).

2.3 Mirada Profesional y Modelo del Razonamiento Configural

Los fundamentos teoricos del estudio toman como base la competencia de mirada profesional
(Jacobs, Lamb y Philip, 2010) y el Modelo del Razonamiento Configural (Torregrosa y
Quesada, 2007). De esta forma se espera contribuir en el desarrollo de la mirada profesional
en FPM mediante el aprendizaje y uso del Modelo del Razonamiento Configural para
identificar aspectos relevantes en procesos de solucion a problemas de probar, interpretar
tericamente tales aspectos y con base en ello, tomar decisiones que favorezcan la
progresion en el aprendizaje de los estudiantes sobre la prueba en geometria.

Asi, se espera que los FPM, mas que centrarse en la identificacién de figuras y conceptos
geométricos que emplean los estudiantes, centren la atencion en la coordinacién de las
aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas a fin de comprender los
razonamientos de los estudiantes al resolver problemas de probar en geometria.

Como se ha expuesto en apartados anteriores, se distinguen ciertas problematicas en la
ensefianza de la prueba en geometria por parte de los FPM, asociadas a la falta de
entendimiento de los razonamientos de los estudiantes al resolver problemas de probar esto,
lo asociamos a la falta del desarrollo de la competencia de mirada profesional. Lo anterior,
imposibilita formas de intervencién adecuadas para la progresion en el aprendizaje de la
prueba en geometria en estudiantes.
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La principal dificultad, como afirma Gutierrez (2005), esta en la necesidad de conocer lo que
pasa por la cabeza de los estudiantes cuando estan envueltos en una actividad matematica,
cudles son sus procesos de razonamiento, coémo analizan y transforman la informacion que
les llega del exterior, cudndo y como toman decisiones, etc. Todo ello para tratar de mejorar
los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Se plantea que el andlisis de las respuestas de los estudiantes a problemas de probar mediante
el Modelo del Razonamiento Configural contribuird a intervenciones mas eficaces en la
progresion en el aprendizaje geométrico al permitir en el FPM un mayor entendimiento sobre
sus respuestas.
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Capitulo 3 Aspectos metodologicos
3. Metodologia

La investigacion sigue un enfoque cualitativo debido a que incluye la aproximacion a un
objeto de estudio a fin de entenderlo o interpretarlo en términos de los significados que la
gente les otorga (Denzin y Lincoln, 1994). En nuestro trabajo, tomamos por objeto de estudio
la mirada profesional y nos interesd entender su desarrollo en FPM en un contexto poco
estudiado como es la prueba en geometria.

Respecto al disefio de investigacion, se realizé un estudio de caso de tipo instrumental (Stake,
2005) debido a que analizamos a profundidad un caso, tres FPM, a partir de lo cual se
generalizo sobre la caracterizacion del desarrollo de la mirada profesional en FPM al mirar
el razonamiento de los estudiantes cuando resuelven problemas de probar en geometria a
través del uso del Modelo del Razonamiento Configural.

3.1 Disefio de la investigacion: Estudio de caso

Partimos del objetivo general para delimitar el estudio de caso como diseiio de la
investigacion, elegimos tres FPM como las unidades que componen el caso de estudio. Los
FPM participaron en un Mddulo de Ensefianza® disefiado como el escenario para recoger
datos sobre el desarrollo de su mirada profesional cuando analizan los razonamientos
involucrados al resolver distintos problemas de probar en geometria a traves del uso del
Modelo del Razonamiento Configural como herramienta conceptual.

Luego, el andlisis de los datos obtenidos se sustento de la interpretacion de los procesos de
resolucién de problemas de probar en geometria que los FPM realizaron en momentos
diferenciados, para ello utilizamos el constructo tedrico de la mirada profesional y el Modelo
del Razonamiento Configural.

3.1.1 Unidades del estudio de caso

Se seleccionaron tres Futuros Profesores de Matematicas como las unidades del estudio de
caso, dos hombres y una mujer de entre 20 a 22 afios, matriculados en el octavo semestre de
la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Autonoma de Guerrero, con perfil
profesional en Matematica Educativa.

Para su seleccion se consideraron los siguientes aspectos:

= Académicos: a) con orientacion de su perfil profesional en Matematica Educativa
y b) con antecedentes académicos en temas de geometria euclidiana. Con ello se
garantizd que las unidades del estudio de caso fueran FPM y que dispusieran de
conocimiento matematico antecedente sobre la prueba en geometria.

! En esta investigacion “se concibe el médulo como una unidad estructural y funcional dirigida a la formacién
de competencias en el profesional” (Gonzalez, 2015, p.1).
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= Administrativos: a) autorizacion de los profesores responsables del grupo y b)
disposicidn de los estudiantes para colaborar en el estudio. Los FPM que aceptaron
participar de forma voluntaria fueron los que se seleccionaron para realizar esta
investigacion.

Para identificar en qué semestres del plan de estudios se podria ubicar a estudiantes con perfil
de egreso en Matematica Educativa de la licenciatura en Matematicas de la UAGro y de su
experiencia con topicos de geometria euclidiana, se recurri6 a tres fuentes de informacion:
1) El plan de estudios de la Licenciatura en Matematicas 2009 (UAGro., 2009), 2) Los
programas de matematicas de las unidades de aprendizaje que habian cursado y estaban
cursando al momento en que se realizé este trabajo, y; 3) los libros de texto que se emplean
habitualmente en su formacion, relativos tanto al area de geometria como de aquellas en que
se estudian temas de esta area, como historia y epistemologia de la matematica.

La revision de estas fuentes, evidencié: 1) Que en los fundamentos y perfil de egreso del plan
de estudios de la licenciatura en matematicas 2009, se delimitan los campos profesionales de
formacion, uno de ellos matematica educativa. 2) Que es en la etapa de Formacion Basica
(FB) y en la Profesional (FP), donde se ubican dos Unidades de Aprendizaje (UAp) que se
articulan a topicos de geometria euclidiana: Elementos de Geometria e Historia de las
Matematicas. La primera, es de caracter obligatoria y corresponde a la etapa de FB, la
segunda es optativa y corresponde a la etapa de FP. En la primera UAp, la prueba se aborda
en temas de: congruencia y semejanza, cuadrilateros ciclicos, y puntos y rectas notables en
el triangulo. En la segunda, se articula al topico: Problemas clasicos de la antigiiedad, que
refieren a la prueba en geometria. 3) En lo que compete a los libros usados como texto, se
sugieren:

1. Bell, E. T. (1992). Historia de las Matematicas. Limusa.

2. Boyer, C. B. (1986). Historia de las matematicas. Alianza Universidad Textos,
Madrid.

Ribnikov, K. (1987). Historia de la Matematica. Editorial Mir.

Woussing, H. (1998). Lecciones de historia de las matematicas. Siglo XXI, Madrid.
Wussing, H. y Arnold, W. (1989). Biografias de grandes matematicos. PUZ,
Zaragoza.

Isaacs, M. (2002). Geometria universitaria, Thomson Learning

Coxeter, H. y Greitzer, S. (1994). Retorno a la geometria.

Howard, E. (1985). Estudio de las geometrias, LIMUSA.

Gusiev, V., Litvienko, V. y Mordkaévich, A. (1989). Practicas para resolver problemas
matematicos, Geometria, MIR-Moscu.

ok w
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Por lo que refiere al profesor titular del grupo académico (aspecto administrativo), se le hizo
una solicitud formal, en la que se le dio a conocer el objetivo y el periodo en que se tomarian
los datos, a fin de acordar los horarios de trabajo con sus estudiantes. Asi también, que uno
de los investigadores del grupo de investigacion asumiria el rol de profesor-investigador por
lo que su participacion seria nula.

A los tres FPM se les informo del objetivo, periodo de trabajo, los medios a utilizar en la
toma de datos, asi como de la confidencialidad de sus datos personales. Es asi que, de manera
voluntaria, aceptaron colaborar con el grupo de investigacion.
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Al finalizar cada una de las seis sesiones que formaban el Mddulo de Ensefianza, se
constataba que los tres FPM participaron en las actividades desarrolladas durante cada sesion.

3.2 Modulo de Ensefianza: Interpretacion de procesos de prueba en geometria

Se disefi6 un Modulo de Ensefianza (ME) para que los FPM aprendieran a mirar
profesionalmente el razonamiento de los estudiantes en problemas de probar en geometria
utilizando el Modelo del Razonamiento Configural. El objetivo del ME fue que el FPM
desarrollara la competencia docente “mirada profesional” en el contexto de la prueba en
geometria.

El disefio considero las acciones cognitivas relevantes para favorecer la mirada profesional
desde la perspectiva de Jacobs, Lamb y Philipp (2010) en relacion con el contexto de la
prueba en geometria.

1. Identificar los elementos matematicos claves para resolver la tarea. EI FPM debe
“mirar” qué elementos geométricos identifica un estudiante y si hay evidencias de
que los comprende o no.

2. Interpretar el razonamiento que evidencian los estudiantes a través de su resolucion.
El FPM valora en qué medida los elementos geométricos identificados fueron clave
para la resolucién del estudiante, para ello, utiliza el Modelo del Razonamiento
Configural.

3. Tomar decisiones. EI FPM toma decisiones que favorezcan la progresion del
aprendizaje del estudiante sobre la prueba en geometria en relacion con su
razonamiento.

Llinares (2012) reconoce que la movilizacion de las acciones cognitivas es fundamental para
gue un sujeto, en este caso un FPM, aprenda a mirar con sentido el razonamiento matematico
de los estudiantes. Destaca tres aspectos que intervienen en el proceso, los cuales fueron
incorporados en el disefio del ME:

1. Discusiones orientadas y/o orquestadas por el formador.

2. Espacio social que facilite la interaccion entre los FPM.

3. Conocimiento para la ensefianza y el desarrollo de la competencia docente. En esta
investigacion, Modelo del Razonamiento Configural.

Se coincide con Lin (2005, citado en Llinares, 2012) quien sostiene que las discusiones
orientadas y/o orguestadas por el formador alrededor de la ensefianza aprendizaje de las
matematicas, ayudan a que los FPM centren su atencién de manera progresiva sobre
diferentes aspectos de la ensefianza que pueden proporcionar informacién sobre lo que
sucede y por qué sucede. Asimismo, que el proceso de construccion del conocimiento
Unicamente tiene significacion en el contexto e interaccion conjunta al resolver problemas
profesionales (Llinares, 2012) y que el conocimiento en Educacién Matematica es pertinente
para la resolucion de las tareas de planificar la ensefianza e interpretar las producciones
matematicas de los estudiantes, segin lo sefialado en Herbst y Chazan (2003, citado en
Llinares 2012).
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3.2.1 Momentos del Médulo de Ensefianza

El ME se constituyo de tres momentos, M1: Diagnostico, M2: Ensefianza-Aprendizaje del
Modelo del Razonamiento Configural y M3: Empleo del Modelo del Razonamiento
Configural en tareas profesionales.

M1: Diagnoéstico

Descripcion:  Consisti6 en una evaluaciéon inicial (Ver Anexo 1) a los FPM de su
conocimiento sobre conceptos y propiedades geométricas y su uso para la solucién a dos
problemas de probar en geometria. Se desarrollé en dos etapas, una primera individual de
resolucion y una grupal de puesta en comun y discusion.

Objetivos: Dos objetivos comprenden este momento: O1) asegurar el nivel de partida de los
FPM, sobre conceptos y propiedades basicas de geometria, y de su habilidad para resolver
problemas de probar en geometria a fin de que estuviesen en condiciones de intervenir en los
problemas de probar y O2) Familiarizacion con la poblacion de estudio. En caso de que los
FPM no dispusieran de conocimientos previos basicos, se retroalimentaria el proceso y/ o se
modificarian las actividades del ME.

Instrumentos y técnicas: Se disefid una prueba diagnostica considerando conceptos y
propiedades geométricas que fueron de utilidad para los FPM en la resolucién de unos
problemas de probar en geometria (Véase momento 2). También, se incorporaron dos
problemas de probar que demandd a los estudiantes, identificar configuraciones y
subconfiguraciones, asi como reconocer modificaciones en las mismas y el empleo de
distintos conceptos y propiedades geométricas.

Los datos se recabaron mediante las producciones escritas de los FPM y de entrevistas con
preguntas semiestructuradas (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2014) las cuales fueron
grabadas con audio y video.

M2: Ensefianza-Aprendizaje del Modelo del Razonamiento Configural

Descripcion: En el segundo momento, el profesor-investigador introdujo el Modelo del
Razonamiento Configural a los FPM. Consistio de dos momentos: 1) Analisis de las
soluciones que dieron a los problemas de probar en la prueba diagndstica y 2) Analisis de un
documento tedrico (Véase Anexo 2). Posteriormente, los FPM resolvieron problemas de
probar y analizaron sus propias soluciones usando el Modelo del Razonamiento Configural.

Obijetivos: Este momento tuvo dos objetivos para los FPM: O1) identificar elementos claves
al resolver problemas de probar y O2) interpretar soluciones a problemas de probar mediante
el Modelo del Razonamiento Configural.

Instrumentos y técnicas: Se elaboré un documento teorico sobre el significado de la prueba
en geometria y los elementos tedricos del Modelo del Razonamiento Configural.

Aspectos centrales del documento tedrico:

= Definicion del concepto de prueba, prueba en matematicas y descripcion de su
relevancia en educacién matematica considerando las orientaciones curriculares
internacionales y nacionales.
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= Modelo del Razonamiento Configural. En qué consiste y los elementos que lo
constituyen. Se incluyeron dos ejemplos de como se utiliza el Modelo para interpretar
soluciones a problemas de probar.

Respecto a los problemas de probar que resolvieron los FPM, se incorporaron cuatro
problemas clasicos de probar en Geometria? (Ver Anexo 3 y Anexo 4), utilizados en
investigaciones previas que se sustentan del Modelo del Razonamiento Configural. Se
eligieron, porque en su solucion, se involucran configuraciones, subconfiguraciones y
conceptos elementales y propiedades especificas en geometria. Los problemas se organizaron
de forma gradual, tal que su solucion:

*= Involucra la coordinacién entre el reconocimiento de configuraciones y
subconfiguraciones y el uso de conceptos basicos (Problema 1).

= Demanda tanto una coordinacién entre el reconocimiento de configuraciones y
subconfiguraciones y el uso de conceptos basicos, como una coordinacién entre la
modificacion de subconfiguraciones y propiedades especificas (Problema 2).

= Involucra el planteamiento y prueba de hasta dos conjeturas (Problema 3 y 4).

En la Tabla 5 se muestran los problemas de probar seleccionados, asi como un analisis de sus
caracteristicas en términos del Modelo del Razonamiento Configural.

Tabla 5
Problemas clasicos de probar en Geometria para el momento dos

Problema de Aprehension Aprehension discursiva Proceso configural

probar operativa
Problema 1. Se reconoce una  Concepto de triangulo La coordinacion
En la figura configuracion isosceles: aprehension
siguiente geométrica “AC = BC" operativa/aprehension
AC=BCy compuesta por ~ Congruencia de triangulos:  discursiva propicia
¢ CAE = los triangulos "AACE y ABCD son identificar una
2 CBD. AACB,AACE'y  congruentes por el criterio subconfiguracion util
Probar que los ABCD ALA” que sugiere la solucion
triangulos del problema de
AACE y ABCD Se reconocen probar.
son como
congruentes subconfiguracio

nes los
triangulos
A AACE y ABCD

Problema 2. Se construye Definicion de segmento: La coordinacion
Dado un una “Dado un segmento aprehension
segmento configuracion cualquiera...” operativa/aprehension

2 Problemas clasicos de probar en geometria. Se caracterizan como aquellos que “su resolucion se apoya en la
capacidad de coordinar el conocimiento geométrico, para realizar conjeturas que desemboquen en la solucidn
del problema” (Torregrosa, 2017, p. 5).
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cualquiera AB.
Demuestra que

geomeétrica
compuesta por

Definicion de recta
perpendicular:

discursiva propicia
construir una

si P esun un segmento de “...recta perpendicular a  subconfiguracion dtil
punto de la recta AB, una AB” que sugiere la solucién
recta recta Definicion de punto del problema de
perpendicular ~ perpendiculara  medio: probar:
aAB ensu este que pasa “en su punto medio
punto medio por el punto entonces...”
entonces medio de dicho  Concepto de triangulo: A
d(P,A) = segmento. “Se construyen los S
d(P,B). triangulos APO y BPO” . s S
Se construye Punto medio: '
una “A0 = OB por ser O el
subconfiguracio6 punto medio de a AB”
n compuesta por  Criterio de congruencia
dos triangulos LAL:
respecto a la “Luego APO = BPO por
configuracion el criterio LAL”
inicial. Definicion de congruencia:
“AP = BP por definicion
de congruencia...”
Problema 3. Se identifica una La longitud de un La coordinacion
En el triangulo  subconfiguraci6 segmento suma es iguala  aprehension
de lafigura D  ngeométrica la suma de las longitudes  operativa/aprehension

es el Incentro y
EF es paralelo
a AB. Prueba
que EF =

AE + BF

compuesta por
el triangulo
AACB, el
Incentro D y
segmentos
paralelos EF y
AB.

Se construye
una
subconfiguracio
n mediante
trazos auxiliares
de rectas
perpendiculares.

Se identifican
elementos de
una
subconfiguracio
n: bisectrices,
triangulos y

de los segmentos que lo
forman:

“EF = ED + DF ...asi
para resolver el problema
se debe probar que ED =

AE .."
Los angulos alternos
internos tienen la misma
medida al estar entre dos
rectas paralelas cortadas
por una transversal:

“4EDA = ADAB ...por

ser angulos alternos
internos en dos rectas
paralelas cortadas por
una transversal”’
Incentro y bisectrices:
“AD y BD son bisectrices,
por definicion de
Incentro™
Concepto de congruencia:

discursiva propicia
plantear una conjetura
que replantea el
problema de probar:

“Equivalencia de
segmentos: EF =
ED + DF porque la
longitud de un
segmento suma es
igual a la suma de las
longitudes de los
segmentos que lo
forman. Asi, para
resolver el problema
se debe probar que
ED = AE; DF = BF”

27



segmentos de
los triangulos.

“...por criterio de
semejanza AAA 'y razon de

Iz

Axioma de transitividad:

“Sustituyendo
EF=ED+DF= AE+BF ..
EF = AE + BF”

Problema 4. Se construye Definicion de La coordinacion
Sean dos una circunferencias y concepto  aprehension
circunferencias  configuracion de posicion: operativa/aprehension
decentrosAy geométrica “Sean dos discursiva propicia

B
respectivament
e, secantes en
dos puntos
distintos C y
H. Por C se
traza una
paralela al
segmento AB,
que corta a las
circunferencias
en los puntos
Dy E. Prueba
que DE es dos
veces AB

compuesta por
dos
circunferencias
y dos rectas.

Se construye
una
subconfiguracié
n mediante un
trazo auxiliar de
una recta
perpendicular.

Se construye
una
subconfiguracio
n mediante un
trazo auxiliar de
rectas paralelas.
Se identifican
como
subconfiguracio
nes: figuras
triangulares,
angulos y lados
en triangulos.

Se relacionan
elementos de las
subconfiguracio
nes:

Radios de la
circunferencia y
lados de los
triangulos

circunferencias...secantes

en dos puntos...”
Definicion de rectas
paralelas:

“se traza una paralela...’
Concepto de puntos de
interseccion:

“que corta...en los
puntos...”
La longitud de un
segmento suma es igual a
la suma de las longitudes
de los segmentos que lo
forman:
“Se reescribira DE en
términos de AB
descomponiendo los
segmentos...”
Propiedad de rectas
perpendiculares en
circunferencias secantes:
“CH es perpendicular a
AB porque la recta que
pasa por los puntos de
tangencia de dos
circunferencias, es
perpendicular al segmento
de recta que pasa por los
centros de ambas
circunferencias”
Concepto de rectas
paralelas:
“entonces AO =
A'C ...por definicion de
paralelismo”

)

plantear una conjetura
que replantea el
problema de probar:

Equivalencia de
segmentos y
proporcionalidad: Se
reescribira DE en
términos de AB
descomponiendo los
segmentos. La longitud
de un segmento suma
es igual a la suma de
las longitudes de los
segmentos que lo
forman. Asi,
DE=DC+CD vy se debe
encontrar la relacion
entre DC y AO y entre
CE con OB.

e o .,
rx ---'\::ﬂ.:--_ . "\
I )
|\ i T
\ J T |
— X J
y
S A
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La longitud de un
segmento suma es igual a
la suma de las longitudes
de los segmentos que lo
forman:

“De esta forma se podria
reescribir DE en términos
de AB”

Radios de una
circunferencia
“AC = AD por ser radios
de una misma
circunferencia”
Propiedad: En un mismo
triangulo a lados
congruentes corresponden
angulos congruentes
“4A'DA = £A'CA porque
es un mismo triangulo
(ADC) a lados
congruentes corresponden
angulos congruentes”
Concepto de
perpendicularidad:
“4AA'D y 4AA'C son
angulos rectos, por
definicion de
perpendicularidad”
Propiedad de la suma de
los angulos internos en un
triangulo:

“...el 3ero. Debe ser igual,
para conservarse que
4AA'D + 4A'DA +
4A'"AD = 180°...”
Criterio de congruencia

(LAL):

“A4AA'D = AAA'C por el
criterio de congruencia
LAL”
Propiedad de transitividad:
“A0 = A'C - DA’ = AO
por transitividad”

La longitud de un
segmento suma es igual a
la suma de las longitudes
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de los segmentos que lo
forman:
"DC =DA'+A'C.."
Los datos se recabaron mediante las producciones escritas de los FPM, asi como con
entrevistas con preguntas semiestructuradas (Herndndez, Fernandez y Baptista, 2014) las
cuales fueron grabadas con audio y video.

M3: Empleo del Modelo del Razonamiento Configural en tareas profesionales

Descripcion: En este momento del ME, los FPM resolvieron tareas profesionales (Ver Anexo
4) que requirieron del uso Modelo del Razonamiento Configural, para interpretar las
soluciones dadas por estudiantes de secundaria, a dos problemas de probar.

Objetivos: Este momento tuvo dos objetivos para los FPM: O1) interpretar soluciones de
estudiantes a problemas de probar mediante el Modelo del Razonamiento Configural O2)
tomar decisiones argumentadas para la progresion de los estudiantes en su razonamiento al
resolver problemas de probar en geometria.

Instrumentos: Se disefiaron dos tareas profesionales® para las cuales se seleccionaron
respuestas de estudiantes de secundaria a dos de los problemas de probar de los momentos
anteriores. Se consideraron que en sus resoluciones estuvieran involucradas diferentes
organizaciones de las configuraciones geometricas, propiedades y definiciones, asi como la
coordinacion entre éstas.

Primeramente, se demando a los FPM analizar un proceso de prueba erréneo, interpretar el
razonamiento de un estudiante y decidir como intervenir para favorecer su progresion en la
solucion a un problema de probar. Posteriormente, los FPM analizaron procesos de prueba
incompletos de dos estudiantes, interpretaron y contrastaron ambos razonamientos y con base
en ello, debian disefiar una secuencia de tareas para guiar su resolucién dependiendo del
razonamiento manifestado.

Los datos se recabaron mediante las producciones escritas de los FPM, asi como con
entrevistas con preguntas semiestructuradas (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2014) las
cuales fueron grabadas con audio y video.

3.3 Implementacion del ME
3.3.1 Organizacion de las sesiones

El ME se desarrollé en seis sesiones con una duracion de dos horas cada una. Se organizaron
con base en los objetivos de cada momento, la programacion de las sesiones, las formas de
resolucién por los participantes y las formas de intervencién por los participantes y por el
grupo de investigacion durante la toma de datos.

3 Tareas profesionales. Son tareas “como el analisis de situaciones de ensefianza especificas proporcionan apoyo

para la construccion personal del conocimiento” (Borko, Jacobs, Eiteljorg y Pittma, 2006 en Llinares, 2012, p.
55).
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3.3.2 Planificacion de las sesiones

El ME se desarrolld en las instalaciones de la Universidad Autdbnoma de Guerrero en el ciclo
escolar 2019-2020 en cuatro semanas entre febrero y marzo de 2020, con un total de seis
sesiones. Cada sesion se realizé en un dia diferente de la semana, en el horario escolar del
grupo de 8vo semestre, con una duracién de 2 horas cada una.

En las primeras dos semanas se realizaron dos sesiones por cada grupo, comenzando por la
ultima semana del mes de febrero en tanto que, en la tercera y cuarta semana, se realiz6 una
sesién por cada grupo. Lo anterior se decidi6 a fin de favorecer la continuidad en el
aprendizaje y para disponer de un tiempo suficiente para conocer las respuestas de los FPM
y con base en ello, tomar decisiones para las subsecuentes intervenciones en el aula.

Las tareas, fechas de desarrollo en el salon de clases y actividades, se describen en la Tabla
6.
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Tabla 6
Planificacion de las sesiones del mddulo de ensefianza

Momento  Sesiobn  Fecha No. Actividad Intervencion Tiempo
Alumnos maximo
asistentes

Evaluacion diagnostica:  Trabajo individual 120 min
Definicion de conceptos  -Comprension del enunciado -20 min
geomeétricos y resolucion . .
de dos problemas de -Proceso de solucion -60 min
probar. -Entrevistas posterior a la solucion -40 min
Revision de la Trabajo grupal 120 min
evaluacion diagnostica: ., . .
g -Comparacion de soluciones -40 min

Revision de las P tacion v discusi6 40 mi
soluciones a los d rlesen a|1<:|o_n y discusion en grupo -40 min
problemas de probar. € 1as Soluciones

-Lectura y analisis sobre el Modelo 40 mi

del Razonamiento Configural -+ min
Resolucion del Trabajo en equipos de 2 40 min
problema de probar 1y integrantes
revision de su solucion: - .

-Comprensidn del enunciado del 5 min
Resolucion del problema  problema
de probar cuya solucion .
) I i0 -10 min
involucra la coordinacion T T0CesO de solucion
entre el reconocimiento  -|dentificacion de elementos clave en  -10 min

de configuraciones y
subconfiguraciones y el
uso de conceptos basicos.

su resolucion
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Revision de la solucién -Interpretacion de la resolucién con  -15 min
al problema de probar 1.  base en el Modelo del Razonamiento

Configural

Trabajo individual 20 min
-Entrevistas posterior a la solucion -20 min
Trabajo grupal 20 min
-Presentacion y discusion de la -20 min

resolucion e interpretacion

Resolucion del Trabajo en equipo de 2 integrantes 40 min
problema de probar 2:

Inicio de la resolucién del -Comprension del enunciado del -10 min
problema de probar cuya problema

solucion Qem'a,nda tanto  -Proceso de solucién -10 min
una coordinacion entre el o

reconocimiento -ldentificacion de elementos clave en  -10 min
configuraciones y suresolucion

subconfiguracion y el uso  _jnterpretacion de la resolucion con

de conceptos basicos, page en el Modelo del Razonamiento
como una coordinacion . configural

entre la modificacion de
subconfiguraciones y
propiedades especificas.

-10 min
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4

05/03/20

3

Resolucion del
problema de probar 2y
revision de su solucién:

Conclusién de la
resolucién del problema
de probar 2. Revision de
su resolucion.

Resolucion del
Problema de probar 3:

Resolucion del problema
de probar cuya solucion
involucra el
planteamiento y prueba
de hasta dos conjeturas.
Revision de la solucion al
problema de probar 3.

Trabajo en equipos de 2
integrantes

-Fin de la resolucion del problema de
probar 2

Trabajo individual
-Entrevistas posterior a la resolucién
Trabajo grupal

-Presentacion y discusion de la
resolucion e interpretacion

Trabajo individual

-Comprensién del enunciado del
problema

-Proceso de solucion

-Identificacion de elementos clave en
su resolucion

-Interpretacion de la resolucion con
base en el Modelo del Razonamiento
Configural

-Entrevistas posterior a la solucion
Trabajo grupal

-Presentacion y discusion de la
resolucién e interpretacion

10 min

-10 min

20 min
-20 min
15 min

-15 min

60 min

-10 min

-10 min

-10 min

-15 min

-15 min
15 min

-15 min
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M2

M3

5

6

12/03/20

17/03/20

3

3

Resolucion del
Problema de probar 4:

Resolucion del problema
de probar cuya solucion
involucra el
planteamiento y prueba
de hasta dos conjeturas.
Revisién de la solucién
al problema de probar 4.

Resolucion de tareas
profesionales:

Inicio de la resolucion de
las tareas profesionales
que involucran el analisis
de situaciones de
ensefianza de la prueba
en geometria.

Resolucidn de tareas
profesionales:
Conclusién de la
resolucion de las tareas
profesionales.

Trabajo individual

-Comprensién del enunciado del
problema

-Proceso de solucion

-Identificacion de elementos clave en

su resolucién

-Interpretacion de la solucién con
base en el Modelo del Razonamiento
Configural

-Entrevistas posterior a la solucion
Trabajo individual

-Comprensidn de una situacion de
aprendizaje

-ldentificacion de elementos clave e
interpretacion del razonamiento

-Toma de decision sobre la
intervencién en un dialogo alumno-
profesor

Trabajo individual

-Comprensidn de una situacion de
aprendizaje

-ldentificacion de elementos clave e
interpretacion del razonamiento

80 min

-10 min

-15 min

-10 min

-15 min

-30 min
40 min

-10 min

-10 min

-20 min

120 min

-15 min

-30 min
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-Disefio de secuencia de tareas para
la progresion en la resolucion de un
problema de probar

-Entrevistas

-Conclusién sobre el Modelo del
Razonamiento Configural

-50 min

-15 min

-10 min
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3.3.3 Organizacion de la actividad en el salon de clases

En las intervenciones en el salon de clases, por tanto, en la recogida de datos, participaron
tres investigadoras, una en rol de docente-investigador, otra a cargo tanto de grabaciones de
video y audio durante el primer momento del ME como de apoyo en la realizacion de las
entrevistas y la otra investigadora, realiz6 algunas entrevistas durante los tres momentos del
ME. Por cuanto a la participacién que tuvo el profesor responsable del grupo académico con
los que se realizd la investigacion, fue nula.

Al inicio de cada sesion, el docente-investigador realizé las acciones siguientes, en ese orden:

1. Presento el objetivo de la sesion.

2. Introdujo los problemas de probar o tareas profesionales que los FPM debian resolver.

3. Situ6 a los FPM a analizar lo que le demandaba cada problema de probar o tarea
profesional.

Durante el trabajo individual, las acciones del docente-investigador se limitaron a observar
el trabajo de los estudiantes. Los investigadores le dieron seguimiento puntual a la actividad
de los FPM durante las entrevistas, planteando preguntas sobre la forma de proceder con el
propésito de comprender lo que hicieron y porqué lo hicieron, asi como de las
interpretaciones que realizaban sobre sus soluciones utilizando el Modelo del Razonamiento
Configural. En este sentido, los investigadores se apoyaron de preguntas como las siguientes:
¢qué fue lo primero que realizaste en la actividad? ;qué aspectos fueron clave en tu
resolucién? ¢qué interpretas por aprehension operativa, aprehension discursiva y proceso
configural?

De igual forma, la intervencion del profesor-investigador consistio en guiar el aprendizaje de
los FPM sobre el empleo del Modelo del Razonamiento Configural, asi como favorecer que
comunicaran, de la mejor manera posible, sus respuestas escritas y orales en cada problema
o tarea. Con base en todo lo anterior, el profesor-investigador reconocia las formas de razonar
de los FPM, asi como sus interpretaciones. Esto fue fundamental para decidir las respuestas
a presentar ante el grupo.

La respuesta seleccionada por el docente-investigador era presentada ante el grupo y a partir
de ella se detonaba la discusion grupal sobre el proceso de resolucion de cada problema o
tarea y el andlisis del razonamiento involucrado, utilizando el Modelo del Razonamiento
Configural. Durante la discusién, los FPM compararon y validaron sus formas de proceder,
asi como, sus interpretaciones.

Lo antes descrito, permitié reconocer el desarrollo de la mirada profesional en FPM en
relacion con la progresion en su aprendizaje sobre el empleo del Modelo del Razonamiento
Configural. Se consider6 que el aprendizaje de los FPM, fue consecuente de la
retroalimentacion entre los tres FPM participantes y el docente-investigador, sobre su uso
para analizar los razonamientos evidenciados al resolver problemas de probar en geometria.
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3.4 Método de analisis de datos

El anélisis de los datos tomo6 como base las producciones escritas de los FPM al resolver los
problemas de probar en geometria y las tareas profesionales, asi como en las grabaciones de
audio y/o video las cuales son el resultado de las entrevistas. En el momento de las entrevistas
fue cuando se profundizo sobre los razonamientos que siguieron los FPM al resolver los
problemas de probar y las tareas profesionales, asi como las interpretaciones que realizaron
sobre sus procesos de solucién.

Las entrevistas fueron de tipo semiestructuradas, realizadas en la etapa de trabajo individual,
una vez que los FPM concluian cada problema o tarea. Se utiliz6 en ese proceso, una caAmara
de video y/o audio. Con la cdmara, fue posible enfocar la lente hacia el problema o tarea y
las manos de los FPM. Los espacios fisicos en que se llevaron a cabo, fueron, una sala de
usos multiples y un salén de clases.

Para el estudio de la mirada profesional en FPM a partir de su conocimiento del Modelo del
Razonamiento Configural, se considerd que el conocimiento del Modelo del Razonamiento
Configural se evidencia en los FPM en tanto a que se utiliza para identificar los elementos
relevantes del proceso de prueba, interpretar tal proceso y con base en ello, tomar decisiones
para la progresion en la comprension sobre la prueba en geometria.

De esta forma, las destrezas de la competencia docente mirada profesional se reescriben
como sigue:

1. Identificar como elementos relevantes del proceso de prueba los conceptos,
propiedades y definiciones y las manipulaciones sobre la configuracion o
subconfiguracion.

2. Interpretar los procesos de prueba en geometria en términos de las coordinaciones
entre las aprehensiones operativas y discursivas.

3. Tomar decisiones fundamentadas para la mejora de los procesos de prueba en
geometria.

En particular, se centro la atencion en analizar y comprender dos aspectos principales.

1. Conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural en FPM:
= Elementos que identifican como relevantes al resolver problemas de probar en
geometria.
= La manera en que interpretan los elementos relevantes en sus resoluciones a
problemas de probar en geometria.
= La manera en que emplean los conceptos del Modelo del Razonamiento
Configural en sus interpretaciones.
2. Toma de decisiones de FPM sobre la comprension de estudiantes
= Como interpretan y explican procesos de solucién de estudiantes.
= Como toman decisiones en situaciones de aprendizaje de la prueba en geometria
de estudiantes para la progresion en su aprendizaje.

Respecto al conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural, se realizaron
entrevistas a fin de comprender el razonamiento que siguieron los FPM al resolver los
problemas de probar y sus interpretaciones sobre las mismas y, se establecieron categorias
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para analizar la destreza de identificar y de interpretar que se muestran en la Tabla 7 y Tabla
8, respectivamente.

Tabla 7
Categorias de analisis para la destreza de identificar

Nivel Descripcion

1 Identifica solamente elementos relacionados con las aprehensiones operativas
(modificaciones sobre la configuracion) o con las aprehensiones discursivas
(asociacion de conceptos y propiedades geométricas) como aspectos clave en su
proceso de solucidn.

2 Identifica algunos elementos relacionados con las aprehensiones operativas y
con las aprehensiones discursivas como aspectos clave en su proceso de
solucion.

3 Identifica todos los elementos relacionados con las aprehensiones operativas y

con las aprehensiones discursivas como aspectos clave en su proceso de
solucion.

Identificar: Se evidencia al seleccionar fragmentos de las resoluciones que muestren aspectos
que refieran a las aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas como aspectos
claves en su proceso de solucion.

Tabla 8
Categorias de analisis para la destreza de interpretar

Nivel Descripcion

1 Interpreta tedricamente solamente las aprehensiones operativas o las aprehensiones
discursivas en el fragmento identificado. No interpreta tedricamente los procesos
configurales y su papel en la resolucion.

2 Interpreta tedricamente algunas de las aprehensiones operativas y algunas de las
aprehensiones discursivas en el fragmento identificado. No interpreta tedricamente los
procesos configurales y su papel en la resolucion.

3 Interpreta tedricamente algunas de las aprehensiones operativas y algunas de las
aprehensiones discursivas en el fragmento identificado. Interpreta algunos de los procesos
configurales.

4 Interpreta tedricamente todas las aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas
en el fragmento identificado. Interpreta algunos de los procesos configurales y destaca su
papel en la resolucién del problema de probar en geometria.

5 Interpreta tedricamente todas las aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas

en el fragmento identificado. Interpreta tedricamente, la coordinacion entre las
aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas como procesos configurales y
reconoce su papel en la resolucion del problema de probar en geometria, en el fragmento
identificado.
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Interpretar: Se evidencia al reconocer el papel de la coordinacion en la resolucion de los
problemas de probar. Exige la interpretacion fundamentada sobre la solucién usando las
aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas.

A fin de comprender el razonamiento que siguieron los FPM al resolver las tareas
profesionales, se realizaron entrevistas. De igual forma, se establecieron categorias para
analizar la destreza de tomar decisiones las cuales se muestran en la Tabla 9.

Tabla 9
Categorias de analisis para la destreza de toma de decisiones
Nivel Descripcion
1 Propone tareas que guien la resolucién del problema de probar justificadas con base en
solamente las aprehensiones operativas o las aprehensiones discursivas.
2 Propone tareas que guien la resolucién del problema de probar con base en las
aprehensiones discursivas y las aprehensiones operativas.
3 Propone tareas que guien la resolucion del problema de probar con base en la

coordinacion entre las aprehensiones discursivas y las aprehensiones operativas (proceso

configurales).

Tomar decisiones fundamentadas: Se evidencia al proponer intervenciones o secuencias de
tareas que guien los procesos de prueba fundamentadas en la interpretacion de los mismos.

Por altimo, la forma en la que se organizo el analisis de los datos fue:

1. Anélisis por expertos de los procesos de solucion a los problemas de probar.

El grupo de investigacion de este estudio, analizé las formas de proceder de los FPM
en los problemas de probar usando el Modelo del Razonamiento Configural a fin de
identificar los elementos claves en sus resoluciones e interpretar sus razonamientos.

Descripcion del analisis realizado por FPM a sus resoluciones a los problemas de
probar.

Analizamos los elementos que identifican los FPM como esenciales en su resolucion,
asi como las interpretaciones teoricas que realizaron utilizando el Modelo del
Razonamiento Configural.

Contraste entre 1y 2.

Reconocimos diferencias y similitudes en el analisis de las resoluciones a los
problemas de probar por parte de los expertos y de los FPM a partir de ello se
concluye sobre los niveles en las categorias de identificar y de interpretar.

Descripcion del proceso de toma de decisiones de los FPM en situaciones de
ensefianza de la prueba en geometria.

Se reconoce qué aspectos consideran los FPM para entender la forma de proceder de
estudiantes al resolver problemas de probar en geometria y como los utilizan, para
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tomar decisiones que orienten la progresion en el aprendizaje de la prueba. A partir
de ello se concluye respecto a la categoria de analisis de toma de decisiones.

5. Descripcion de la competencia docente mirar el razonamiento de los estudiantes al
resolver problemas de probar en geometria en FPM, a través del conocimiento del
Modelo del Razonamiento Configural como herramienta conceptual. Para ello se
retoman las conclusiones de 3 y 4 en relacién con las destrezas de identificar,
interpretar y tomar decisiones.

Se centra especial atencion en el conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural
en relacion con el desarrollo de la competencia docente mirada profesional (identificar,
interpretar y tomar decisiones) mas alla de si las soluciones a los problemas de probar o tareas
profesionales que proporcionaron los FPM, eran correctas o incorrectas. A fin de organizar
la informacidn, las respuestas de los FPM a los problemas de probar de geometria y las tareas

profesionales, las unidades del caso de estudio fueron codificadas como FPM1, FPM2 y
FPM3.
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Capitulo 4. Resultados

4. Resultados

Con base en la implementacion del Modulo de Ensefianza, se reporta el analisis del desarrollo
de la competencia docente mirar el razonamiento de los estudiantes al resolver problemas de
probar en geometria en FPM a partir de su conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento
Configural. Para ello nos apoyamos de las tres destrezas de la competencia docente mirada
profesional: identificar, interpretar y tomar decisiones. Las dos primeras, se utilizaron para
analizar el conocimiento que evidenciaron los FPM sobre el Modelo del Razonamiento
Configural, como resultado de la revision que hicieron de sus soluciones a los problemas de
probar en geometria. La Gltima, se consideré para analizar las decisiones que los FPM
tomaron como resultado de sus interpretaciones a las respuestas que dieron estudiantes de
secundaria a problemas de probar.

De esta forma, el analisis de los datos se organizé en dos secciones:

1. Conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural en FPM.
2. Toma de decisiones de FPM sobre la comprension de estudiantes.

Se reconocieron dos formas de razonar sobre el empleo del Modelo del Razonamiento
Configural para identificar, interpretar y tomar decisiones en el contexto de la prueba en
geometria. La primera, refiere al razonamiento evidenciado por FPM1 en tanto que la
segunda, refiere a FPM2 y FPM3.

A fin de comunicar los hallazgos de la investigacion, las respuestas de los FPM a los
problemas de probar de geometria y las tareas profesionales fueron codificadas como FPM1
y FPM2. Tanto FPM2 como FPM3 mostraron formas similares de emplear al Modelo del
Razonamiento Configural para identificar, interpretar y tomar decisiones en situaciones de
aprendizaje de la prueba en geometria, por tanto, sus respuestas se presentan de forma
indistinta.

4.1 Conocimiento sobre el Modelo el Razonamiento Configural en FPM

Como evidencia del conocimiento en FPM sobre el Modelo del Razonamiento Configural se
analizé que identifican como elementos relevantes en sus soluciones a los problemas de
probar en geometria y cdmo interpretan tales soluciones. Como elementos relevantes, los
FPM debian reconocer las:

1. Aprehensiones discursivas: conceptos, propiedades y definiciones de geometria plana
gue asocian a una configuracion geométrica.

2. Aprehensiones operativas: manipulaciones sobre la configuracion o subconfiguracién
geométrica.

Respecto a las interpretaciones que los FPM realizaron sobre su solucion a cada problema de
probar en geometria, estos debian expresar tedricamente:

1. Las aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas.
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2. Los procesos configurales: coordinacion entre aprehensiones operativas vy
aprehensiones discursivas.

Para evidenciar la adquisicion de las destrezas de identificar e interpretar en los FPM en
relacion con su conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural, se retoman las
Categorias de analisis para la destreza de identificar (\Véase Tabla 7) y las Categorias de
analisis para la destreza de interpretar (\VVéase Tabla 8).

Estas categorias, se utilizaron posteriormente al analisis que realizamos como expertos de los
procesos de solucion de los FPM a los problemas de probar y, de la descripcion del anélisis
que realizaron los FPM sobre sus propias resoluciones a los problemas de probar. Su uso nos
permitié concluir sobre el conocimiento de los FPM del Modelo del Razonamiento
Configural al resolver de manera gradual cada uno de los problemas de probar en geometria.

4.1.1. Problema de probar 1

El analisis de las producciones escritas y verbales de los FPM evidenciaron las aprehensiones
operativas, aprehensiones discursivas y procesos configurales que realizaron y que los
llevaron a determinar una solucion que satisfizo las exigencias del problema. Asimismo, de
su interpretacion al proceso de solucion, en el que identificaron qué elementos fueron claves
para resolver el problema. Ambos aspectos, interpretacion e identificacion, permitieron
reconocer el conocimiento de los FPM sobre el Modelo del Razonamiento Configural.

Los FPM siguieron razonamientos similares durante la resolucién al problema de probar, en
el sentido de que realizaron las mismas aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas
y procesos configurales. Sin embargo, cada uno evidencié un conocimiento distinto sobre el
Modelo del Razonamiento Configural, como se muestra a continuacion.

4.1. 1.a. Futuro Profesor de Matematicas 1
Con base en el proceso de solucién de FPM1 se reconoce el procedimiento siguiente:

1. Analizé la representacion geométrica inicial en conjunto con la hipotesis y tesis del
enunciado del problema de probar.

2. Identifico los elementos geométricos que serian clave en su solucion. Para ello,

relacionod los datos de la hipotesis del problema con dos de los tres triangulos que

“componian” la figura geométrica inicial, los que le serian 1til para su solucion.

Identificd cada uno de los componentes de ambos triangulos: lados y angulos.

4. Relaciono los componentes de ambos tridngulos con la informacion conocida: dos
angulos homdlogos congruentes y un lado homdlogo congruente.

5. Reconoci6 que podia utilizar el criterio de congruencia de triangulos Angulo-Lado-
Angulo y asi demostrar que son congruentes, tesis a probar.

w

Lo que destaca en la solucion de FPM1 en este problema, es que el visualizar con qué formas
geométricas de la representacién geomeétrica inicial trabajar (dos triangulos AACE y ABCD),
asi como sus elementos (4ngulos: ZACE,2CAE,2CBD vy lados: AC,BC), lo llevd a
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reconocer que es a través de uno de los criterios de congruencia de triangulos (criterio de
congruencia ALA), que podria probar la tesis.

Una vez que se analizo la forma de proceder de FPM1 en el problema de probar, se procedio
a comprender el razonamiento que siguié en cada una de sus acciones. Se utilizé para ello, a
la aprehension operativa, la aprehension discursiva y el proceso configural, elementos del
Modelo del Razonamiento Configural.

En la Tabla 10 se muestra el analisis de su proceso de solucion al problema de probar con

base en el Modelo del Razonamiento Configural. Incluye evidencia escrita y verbal.

Tabla 10

Analisis del proceso de solucion de FPM1 al problema de probar 1

Enunciado del problema: En la figura siguiente AC = BCy 2 CAE = « CBD. Probar
que los triangulos ACE y BCD son congruentes.

Configuracion geométrica inicial:

A A
;2%
L ~
Accion del resolutor Aprehension Aprehensién  Proceso
operativa discursiva configural
Asocia la hipdtesis inicial con la Modifica la Conceptode La
configuracion geométrica inicial. configuracion segmentos coordinacion
H geométrica rectos. aprehension
inicial mediante discursiva/apr
marcas. Concepto de  ehension
angulos. operativa
FPM1: En la conlleva a
representacion lo  Concepto de  tener un
FPMZ1: Lo primero fue identificar los que hice fue triangulos. referente
elementos que yo ya tenia...como marcar €s0s visual del
verdadero por ejemplo, que el segmento eIerpentos que Iya problema de
AC (sefiala en la figura) era igual a CB ff,z';rggz’;?gf ar probar que
eso por la parte de la hipotesis. angulos. ayuda a
delimitar una
posible
estrategia.
Modifica la configuracion Reconoce Conceptode La
geométrica mediante su subconfiguracio  triangulo. coordinacion
“descomposicion” en dos triangulos.  nes y sus aprehension

elementos en la
configuracion

Concepto de
angulos y

operativa/apre
hension
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geometrica lados de un discursiva

MO B & (om o By [AcL) 2 (82) is?JiciaI mediante  triangulo. E:]Zpicia tener
J A= e -l i ~ descomposicion: subconfigurac
o e, iy ¢/ Triangulos AACE i6n Gtil para
. ¥ LN - ‘2
AN | y ABCD, los lados la resolucion
AE y DBy los del problema
angulos de probar.
Transcripcion de la imagen: <CAE,2CBD y
ACE es £ comln a £ACE.
A's (ACE)y (BCD)
Hipétesis:
FC =EC
£LCAE = £CBD
2ACE comdn
FPM1: Lo que se me ocurrié después,
fue ver si este lado (sefiala el segmento
AE) era igual con el de acé (sefiala el
segmento DB) para usar el criterio de
congruencia.
Asocia los elementos de las Relaciona Criterio de La
subconfiguraciones geométricas con  elementos de las congruencia  coordinacion
la propiedad de congruencia subconfiguracio  ALA. aprehension
mediante el criterio de congruencia nes geomeétricas. operativa/apre
ALA. hension
FPM1: Me di cuenta que al angulo de AC = BC discursiva
o ambos ianguios (sealalos | “CAE = £CBD b e
| robar que los
triangulos AAEC y ABDC) ... como #ACE comdn friéngul?)s
tenia que este angulo era comun...el ADBA. AEAB
angulo £ACB entonces, pues, son ’
ya...cumplen las condiciones para usar
congruentes.

el criterio de congruencia ALA y de esa
manera estableci que el triangulo de aca
era congruente con el triangulo de aca
(sefala los triangulos AAEC y ABDC).

Del anélisis de su proceso de solucion, los elementos que identificamos como relevantes
fueron:

= Conceptos y/o propiedades geométricas utilizadas: concepto de triangulo y sus
elementos, congruencia de tridngulos y criterios de congruencia.

= Modificaciones sobre la figura: reconocimiento de subconfiguraciones geométricas
a partir de la configuracién geométrica inicial.

Estos elementos fueron contrastados con aquellos que FPM1 identifico del analisis que
realizd a su proceso de solucidn. Al ser cuestionado por el investigador sobre su respuesta al
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inciso a) del problema, en el que se le demandé identificar elementos relevantes en su
resolucion, FPM1 identifico:

= Conceptos y/o propiedades geométricas utilizadas: criterio de congruencia.

FPM1: La principal fue el criterio de congruencia que podemos identificarla como una
propiedad...prdacticamente fue la unica propiedad que utilicé.

= Modificaciones sobre la figura: reconocimiento de subconfiguraciones.

FPM1: Identificar a qué triangulo se referia... Entonces, yo...identifiqué un tercer
triangulo.

Este contraste permitid reconocer que FPM1 identifico solo algunos de los conceptos y
propiedades geométricas que utilizd en su proceso de solucion, asi como algunas de las
modificaciones que llevo a cabo sobre la configuracion geométrica inicial. EI nivel que le
corresponde respecto a la categoria de identificar es el 2, en razon de que en el analisis que
realiz6 acerca de su forma de proceder para resolver el problema, a pesar de que los utilizé
no identific6 como aspectos claves:

= Reconocimiento de elementos del tridngulo.
= Concepto de triangulo y sus elementos.

Siguiendo con la segunda categoria de analisis, interpretar, FPM1 evidencié una
interpretacion tedrica poco profunda sobre su proceso de solucion debido a que dejé al
margen muchas de las aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y, no interpreto
tedricamente las relaciones entre las aprehensiones operativas y aprehensiones discursivas
como procesos configurales.
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Figura 6. Interpretacion de FPM1 sobre su proceso de solucién al problema de probar 1.

El analisis sobre su proceso de solucién (véase Tabla 10) fue contrastado con la interpretacion
que hizo sobre el mismo (Véase Figura 6), a fin de entender como interpreto6 teéricamente su
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actuacion con respecto a las aprehensiones operativas, las aprehensiones discursivas y los
procesos configurales.

A partir de ello notamos que FPM1 interpretd como aprehension discursiva la informacion
proporcionada por la hipdtesis del problema, igualdad de segmentos y de angulos, asi como
el criterio de congruencia de triangulos Angulo-Lado-Angulo (ALA). De esta forma no
consider6 el concepto de tridngulo y sus elementos. Respecto a su interpretacion sobre la
aprehensién operativa, Unicamente sefialé la prueba de la congruencia entre dos triangulos.
No considerd las modificaciones sobre la configuracién geométrica inicial mediante marcas
que refieren a la informacion conocida por la hipotesis del problema, asi como su
“descomposicion” en dos triangulos.

El investigador cuestiond6 a FPM1 sobre el inciso b) del problema de probar, a fin de
profundizar en el entendimiento de su interpretacion sobre su proceso de solucion mediante
los elementos del Modelo del Razonamiento Configural. Identificamos que FPM1 relacion6
las aprehensiones operativas con “operaciones” que realizé sobre la figura geométrica y las
aprehensiones discursivas con las “justificaciones” que empled en su proceso de solucion.
Con base en ello, relacion6 Gnicamente las aprehensiones operativas con las manipulaciones
que realiz6 sobre las figuras geométricas y las aprehensiones discursivas con la informacion
que utiliz6 para justificar su proceder (hipdtesis del problema y conceptos geométricos).

De otra parte, reconocimos que FPM1 no interiorizd en qué consiste el proceso configural,
debido a que, en la interpretacion de su razonamiento en este problema, omitio describirlo.
También, porque durante la entrevista en esta etapa de su trabajo con el problema, se le
cuestiono respecto a por qué no presentd su razonamiento acerca de este proceso, su respuesta
fue que no lo entendid.

FPM1: Una aprehension operativa bueno... en este caso que... con los elementos que
nosotros teniamos, como su nombre lo indica hacer operaciones...de alguna manera
realizamos identificaciones y la trabajamos (sefiala triangulos y angulos en la
representacion geométrica).

FPM]1: En este caso pues... las aprehensiones discursivas son solamente...digamos con los
elementos obtenidos (sefiala los triangulos en la representacion geométrica) como
gue en cada momento argumentar porque la equivalencia de un elemento con otro
(sefiala los lados y los angulos en la representacion geométrica).

FPM1: (respecto al proceso configural) este no...no lo entend;.

Por lo que realizd, el nivel que le corresponde respecto a la categoria de interpretar es el 2,
en razon de que en su analisis acerca de su forma de proceder para resolver el problema,
interpret6 tedricamente algunas de las aprehensiones operativas y algunas de las
aprehensiones discursivas. No interpreté tedricamente, los procesos configurales
consecuente a que no evidencio un entendimiento sobre éstos.

4.1. 1.b. Futuro Profesor de Matematicas 2

En el proceso de solucion de FPM2 se reconoce un procedimiento similar al que realizo
FPM1:
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1. Analizd la representacion geométrica inicial en conjunto con la hip6tesis y tesis del
enunciado del problema de probar.

2. ldentifico los elementos geométricos que serian clave en su proceso de solucion. Para
ello, relaciond los datos de la hipdtesis del problema con dos de los tres tridngulos
que “componian” la figura geométrica inicial, los que le serian util para su solucion.

3. ldentifico cada uno de los componentes de ambos tridngulos: lados y &ngulos.

4. Relacion6 los componentes de ambos tridngulos con la informacion conocida: dos
angulos homélogos congruentes y un lado homélogo congruente.

5. Reconoci6 que podia utilizar el criterio de congruencia de triangulos Angulo-Lado-
Angulo y asi demostrar que son congruentes, tesis a probar.

Consecuente a que en su proceso de solucion utilizé las mismas aprehensiones operativas,
aprehensiones discursivas y los mismos procesos configurales que FPM1, empleamos la
Tabla 10 para mostrar el analisis de su proceso de solucién al problema de probar con base
en el Modelo del Razonamiento Configural.

Asi mismo, del analisis de su proceso de solucion, los elementos que identificamos como
relevantes fueron:

= Conceptos y/o propiedades geométricas utilizadas: concepto de triangulo y sus
elementos, congruencia de tridngulos y criterios de congruencia.

= Modificaciones sobre la figura: reconocimiento de subconfiguraciones geométricas
a partir de la configuracion geometrica inicial.

Estos elementos fueron contrastados con aquellos que FPM2 identificd del andlisis que
realiz6 de su proceso de solucion. Al ser cuestionado por el investigador (IN) sobre su
respuesta al inciso a) del problema, en el que se le demando identificar elementos relevantes
en su resolucion, FPM2 identifico:

= Conceptos y/o propiedades geométricas utilizadas: lados y angulos comunes en
triangulos y criterios de congruencia.

FPM2: Pues propiedades, el lado en comdn y los angulos en comunes (sefiala en su
escrito AC = BC y £CAE = £CBD)
IN:  ¢Eso es una propiedad? ¢por qué consideras que es una propiedad?

FPM2: Bueno, 2y 1 (sefiala en su escrito AC = BC y 2CAE = £CBD) es parte de la
hipétesis y 3 (sefiala el £C como angulo en comln) es una propiedad que
identifique aqui...en la figura.

IN: ¢Alguna otra?

FPM2: Bueno, otra propiedad que utilicé fue el criterio de congruencia

A partir del dialogo entre IN y FPM2, notamos que FPM2 tuvo dificultad para utilizar un
lenguaje matematico adecuado. Mostrd dificultad para diferenciar entre un concepto y
una propiedad geométrica por lo que, se limité a sefialar toda la informacion conocida
como propiedades.

= Modificaciones sobre la figura: reconocimiento de tridngulos como
subconfiguraciones e identificacion de sus elementos.
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FPM?2: Pues...solo el marcar los angulos que también, pude no haberlo marcado pero
para mi es més facil de identificarlo asi entonces, aqui con dos rayitas (sefiala
el angulo en C en Figura 7) es porque es de los dos triangulos, y uno (sefiala el
angulo en B y el &ngulo en A en Figura 7) para identificar que es el mismo y
como solo es uno, con la misma rayita ya no le puse nombre.

Figura 7. Modificaciones a la configuracion geométrica por FPM2.

IN: ¢Alguna otra?
FPM2: Pues identifique los tridngulos (sefiala los triangulos ACE y BCD) pero no hice
trazos auxiliares.

Este contraste permitié reconocer que FPM2 tuvo dificultad para identificar los conceptos y
propiedades geomeétricas en su proceso de solucion debido al poco entendimiento que
evidencio sobre estos. Por lo anterior no identifico el concepto de triangulo y sus elementos
(angulos y lados) como aspectos claves en su proceso de solucion. Asi, el nivel que le
corresponde respecto a la categoria de identificar es el 2.

Siguiendo con la segunda categoria de analisis, interpretar, FPM2 evidencido una
interpretacion tedrica poco profunda sobre su proceso de solucion debido a que no interpretd
tedricamente todas las aprehensiones operativas y todas las aprehensiones discursivas.
Tampoco interpretd tedricamente las relaciones entre las aprehensiones operativas y
aprehensiones discursivas como procesos configurales.
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Figura 8. Interpretacién de FPM2 sobre su resolucion al problema de probar 1.

El analisis sobre su proceso de solucion (véase Tabla 10) fue contrastado con la interpretacion
que hizo sobre el mismo (Véase Figura 8), a fin de entender como interpreto teéricamente su
actuar respecto de las aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y procesos
configurales.

A partir de ello notamos que FPM2 interpretd como aprehension discursiva la informacion
proporcionada por la hipotesis del problema, igualdad de segmentos y de angulos, asi como
el criterio de congruencia de triangulos Angulo-Lado-Angulo (ALA). De nueva cuenta,
mostrd dificultad para identificar los conceptos y propiedades geométricas debido a que
considerd la hipotesis del problema como aprehension discursiva. Asi mismo, no considero
el concepto de tridngulo y sus elementos.

Interpretdé como aprehension operativa la identificacion de los elementos de una
subconfiguracion geomeétrica y la conclusion sobre la congruencia de triangulos de esta
forma, no considero las modificaciones sobre la configuracion geometrica inicial mediante
marcas que refieren a la informacion conocida por la hipdtesis del problema, asi como su
“descomposicion” en dos triangulos.

El investigador cuestiond a FPM2 sobre el inciso b) del problema de probar, a fin de
profundizar en el entendimiento de su interpretacion sobre su proceso de solucién mediante
los elementos del Modelo del Razonamiento Configural. A diferencia de FPM1,
identificamos que FPM2 relaciond las aprehensiones operativas con las modificaciones que
realiz6 sobre la figura geométrica, sean estas “visibles” o no, y las aprehensiones discusivas
con los “pasos” que empled para justificar su proceso de solucion. Respecto al proceso
configural, FPM2 no evidencié un entendimiento.

FPM2: La aprehension operativa es lo que hacemos y aunque a veces no lo escribamos, por
ejemplo, en este caso identificar elementos de la subconfiguracion geométrica,
entonces, es como que lo que si razonamos pero que no siempre escribimos.

IN:  ¢Razonamos? Pero ¢sobre qué?
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FPM2: Sobre...sobre el problema...pues, yo creo sobre identificar el...relaciones, o sea,
ver...fue por identificar la figura de los triangulos dentro de la figura
general...identificar esta partecita nada mas (seiiala el tridngulo CBD) que yo no
hice trazos auxiliares ni lo anoté, pero si lo pense, yo eso entendi.

IN:  Respecto a la aprehension discursiva... ;qué entiendes por aprehension discursiva?

FPM2: Los pasos basicos de la demostracion donde ponemos porque utilicé tal propiedad o
tal teorema.

IN:  Entonces, tu sefialas la hipétesis y también, sefialas la congruencia de triangulos.

FPMZ2: Si, porque es lo que conozco.

IN:  ¢Y no identificaste los procesos configurales?

FPM2: No, no lo entendi ahi.

Por lo que realizo, el nivel que le corresponde respecto a la categoria de interpretar es el 2,
en razén de que en su andlisis acerca de su forma de proceder para resolver el problema, no
interpreté tedricamente algunas de las aprehensiones operativas y algunas de las
aprehensiones discursivas. No interpreto tedricamente, los procesos configurales.

A partir del analisis que realizamos de las repuestas de los FPM al problema de probar 1y
sus interpretaciones sobre sus procesos de solucidn, notamos que los FPM tuvieron un primer
acercamiento en el entendimiento del Modelo del Razonamiento Configural desde su uso.
Este entendimiento estuvo en términos de las aprehensiones operativas y aprehensiones
discursivas al ser elementos sobre la figura y conceptos geométricos que “comunmente”
utilizan para responder a un problema de probar. No obstante, en sus interpretaciones no
evidencian un entendimiento sobre el proceso configural, de igual forma, consideramos que
esto es debido al estudio aislado de figuras y conceptos geométricos al aprender sobre la
prueba en geometria.

Lo anterior, nos permitié tomar la decisién que al finalizar la discusion sobre la resolucion
del problema de probar 1 y su interpretacion, retomaramos el anélisis de un apartado del
documento tedrico que refiere a la descripcidn y ejemplificacion del proceso configural y
posteriormente, en grupo, se interpretara tedricamente el proceso configural en su resolucion.

4.1.2. Problema de probar 2

El anlisis de las producciones escritas y verbales de los FPM evidencian las aprehensiones
operativas, aprehensiones discursivas y procesos configurales que realizaron y que los
llevaron a determinar una solucién que satisfizo las exigencias del problema. Asimismo, de
su interpretacion al proceso de solucion, en el que identificaron qué elementos fueron claves
para resolver el problema. Ambos aspectos, interpretacion e identificacion, permitieron
reconocer el conocimiento de los FPM sobre el Modelo del Razonamiento Configural.

Anéalogo al problema de probar 1, los FPM siguieron razonamientos similares durante la
resolucién al problema de probar, en el sentido de que realizaron las aprehensiones
operativas, aprehensiones discursivas y los procesos configurales. Sin embargo, cada uno
evidencié un progreso distinto respecto a la adquisicién de las destrezas de identificar e
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interpretar en relacion con su aprendizaje sobre el Modelo del Razonamiento Configural,
como se muestra a continuacion.

4.1. 2.a. Futuro Profesor de Matematicas 1

Con base en el proceso de solucion de FPML1 se reconoce el procedimiento siguiente:

1.
2.

o o

Interpretd la hipétesis y tesis del enunciado del problema de probar.

Tradujo la informacién conocida (hipotesis del problema) a una representacion
geométrica conformada por puntos y segmentos de linea recta.

Modificé la representacion geométrica mediante trazos auxiliares (segmentos de linea
recta). Estas modificaciones las realizd a fin de obtener una representacion
geométrica que implicé los elementos que queria probar (tesis del problema).
Identifico los elementos geométricos claves para su solucién. Para ello relacion6 los
datos del problema (hipOtesis y tesis) con un triangulo “compuesto” por dos
triangulos, los que le serian atil para su solucion.

Identificé cada uno de los componentes de ambos triangulos: lados y angulos.
Relaciono los componentes de ambos triangulos con la informacion conocida: dos
lados homdlogos congruentes y un angulo homologo congruente.

Reconocid que podia utilizar el criterio de congruencia de triangulos Lado-Angulo-
Lado y asi, demostrar que son congruentes.

Relacion6 el tercer lado homologo congruente de los tridngulos con una
representacion de la distancia y probo la igualdad entre las distancias, tesis a probar.

Lo que destaca en la solucion de FPML1 en este problema, es que construir representaciones
geométricas (puntos y rectas) y, visualizar qué formas involucraban la informacion conocida
(triangulo AABP compuesto por AAMP y ABMP), lo llevo a reconocer que es a través de uno
de los criterios de congruencia de triangulos (criterio de congruencia Lado-Angulo-Lado,
LAL) que se podria replantear el problema de probar y con ello, obtener la solucién.

Una vez que se analizé la forma de proceder de FPM1 en el problema de probar, se procedié
a comprender el razonamiento que siguié en cada una de sus acciones utilizando elementos
del Modelo del Razonamiento Configural.

En la Tabla 11 se muestra el analisis de su proceso de solucion al problema de probar con
base en el Modelo del Razonamiento Configural. Incluye evidencia escrita y verbal.

Tabla 11
Analisis del proceso de solucién de FPM1 al problema de probar 2

Enunciado del problema: Sea AB un segmento cualquiera y P un punto que pertenece a
una recta L, que es perpendicular a AB en su punto medio. Prueba que d(P, 4) = d(P, B).

Accion del resolutor Aprehensidn Aprehension Proceso
operativa discursiva configural
Traduce el enunciado del Construye una Concepto de La coordinacion
problema a una representacion configuracion segmento aprehension
geométrica. geométrica discursiva/apreh
compuesta por: ension operativa
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Segmento AB, el
punto medio m de
AB, una recta L
perpendicular al
segmento AB en
T m y un punto P

A | que pertenece a la
T, o ' { recta L.
FPML1: Lo primero que hice fue

tratar de ver estem...para que se

me esclareciera un poco mas la...lo

que teniamos como

planteamiento...hacer la

representacion, en este caso

comencé haciendo la

representacion del segmento

(sefiala AB) si después como

mencionaba que la recta (sefiala la

recta L) la teniamos que construir
perpendicular al segmento deberia

de pasar por el punto medio

(sefiala el punto m) entonces fue lo

que hice, fue poner que era el punto

medio aqui (sefiala el punto m) y

trazar una recta perpendicular
(sefalalarectal)...

Concepto de
punto medio

Propiedad de
perpendiculari
dad

conlleva a tener
un referente
visual del
problema de
probar.

Realiza trazos
auxiliares:
Segmentos de
recta AP y BP
Identifica una
subconfiguracio
n geométrica
compuesta por

{ dos triangulos:

| { AAPm y ABPm

Modifica la representacion
geométrica.

FPM1: A partir de eso lo que
fue...traté de visualizar asi un
esquema rapido de cuél es el
procedimiento que iba yo a seguir
para resolverlo entonces y...como
en este caso me pedia probar una
igualdad entre distancias lo que
hice fue trazar precisamente esa
distancia aja, esos, esas distancias
gue me mencionaba (sefiala

Concepto de
triangulos

Concepto de
angulos y
lados de un
triangulo.

La coordinacion
aprehension
operativa/aprehe
nsion discursiva
propicia tener
una
subconfiguracion
atil que sugiere
la solucion al
problema de
probar.

53



AP y BP) entonces al hacer los
trazos me di cuenta de que se me
formaban dos triangulos (sefiala
los tridngulos AAPm y ABPm)

Asocia los elementos de las
subconfiguraciones geométricas
con la propiedad de congruencia
mediante el criterio de
congruencia LAL

FPM1.: lo siguiente como ya habia
visto lo que queria hacer, empecé a
identificar cosas que yo ya sabia
por hipétesis por ejemplo que si E
(sefiala el punto m) era el punto
medio del segmento (sefiala AB) al
haber identificado los triangulos
(sefiala los triangulos

AAPm y ABPm) podia yo ver que
el segmento quevade Aa E
(sefiala el punto m) era lo mismo
que el segmento queva de E a
B...aja, en este caso por la
definicion de punto medio, se
supone que si es punto medio se
conservan las distancias... aja...la
igualdad entre las distancias
FPM1: Una vez identificado que
encontré que estos segmentos eran
iguales (Sefiala Am y mB)
mmm...lo siguiente fue buscar un
angulo (sefala zAmP) que fuera

proximo al segmento (sefiala Am)
en el cual yo pudiera establecer
una equivalencia, en este caso fue
el angulo recto que tenemos
aca...nos dice que por este punto
medio (sefiala el punto m) y por
este punto P (sefiala el punto P)
pasa una perpendicular al
segmento...en este caso la
caracteristica, es que, si es
perpendicular forma angulos de
90° (sefiala LAmMP y LBmP),
entonces tenemos que este era 90 °

y este otro era 90° (Sefiala LAmP y

LBmP) entonces podia igualar
ambos angulos, y ya tenia mi
segundo elemento que necesitaba,

Relaciona
elementos de la
subconfiguracio
n geométrica
mediante la
descomposicién
en sus
elementos.

AM = MB
LPMA = LBMP
PM comin

Punto medio

Criterio de
congruencia
LAL

La coordinacion
aprehension
operativa/aprehe
nsién discursiva
propicia probar
que los
triangulos
ADBA, AEAB
son congruentes.
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luego pues ver que este lado
(sefiala Pm) o este segmento es
comUn a ambos triangulos (sefiala
AAMP y ABmP)...qja...entonces,
una vez ya que identifique los...las
equivalencias entre los elementos
pues hice alusidn al criterio de
congruencia lado, angulo, lado
porque en este caso tenia yo, las
condiciones necesarias.

Relaciona lados
homélogos

Prueba que d(P,A) = d(P, B).

{":u 'r..i.“. " . Wy oo .-’Lh-
: congruentes en
A Aw &t ¢ 3
A Sa -ﬂL--‘,u. J""-?h- Y e geométnca 3

=> Avemn partir de su

Yiiy) = d(83) 4

Transcripcion de la imagen:
Por criterio de congruencia LAL

A(AmP) = A(BmP)
= Sus elementos homologos son
equivalentes

- AP = PB
d(P,A) = d(P,B)

FPM1: Bueno, pues, una vez
teniendo los... ya digamos los
elementos que queria yo probary
tenia pues rapidamente... con el
criterio de congruencia aja, lado,
angulo, lado, pues por primera
parte o como primer elemento,
tenia yo que el segmento AP era

igual con el segmento PB entonces,
de alguna manera, si ese segmento,
le ponemos una escala o lo
medimos, ya tendriamos lo que es
la distancia.

AP = PB

descomposicion.

Concepto de
congruencia de
triangulos

Concepto de
distancia

La coordinacion
aprehension
operativa/aprehe
nsién discursiva
propicia probar
lo solicitado en
el problema.

Del andlisis de su proceso de solucion, los elementos que identificamos como relevantes

fueron:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: concepto de punto medio y de
distancia, propiedad de perpendicularidad, concepto de tridngulo, congruencia
de tridngulos y criterios de congruencia de triangulos.

= Modificaciones sobre la figura: construccién de configuraciones y
subconfiguraciones geométricas mediante trazos auxiliares, asi como la
identificacion de los elementos de las subconfiguraciones.
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Estos elementos fueron contrastados con aquellos que FPML1 identificd del analisis que
realiz6 a su proceso de solucién. Al ser cuestionado por el investigador sobre su respuesta al
inciso a) del problema (identificar elementos relevantes en su resolucién), FPM1 menciond:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: segmento, recta perpendicular,
punto medio, tridngulo, congruencia de tridngulos y criterio de congruencia.

FPM1: en este caso pues, primeramente, la definicion de un segmento y cémo lo
representamos...luego, por ejemplo, el concepto de recta perpendicular, fue un poco
importante, bueno, fue importante...luego, por ejemplo, también el punto medio, el
concepto  de  punto  medio...concepto  de  triangulo...hablando  de
propiedades ...cuando enuncié €l criterio de congruencia.

= Modificaciones sobre la figura: construccion de configuraciones y
subconfiguraciones geométricas.

FPML1: Pues en este caso como la principal, fue como que adaptar este enunciado que nos
daban de manera retorica, creo que asi se le dice, a la...digamos, una representacion
geométrica...mmm...en este caso la relacion de la distancia con un segmento, creo
que esa fue muy importante...de hecho ese era el objetivo que tenia yo que
alcanzar...la existencia de los triangulos pequeiiitos (seniala los triangulos
AAPm y ABPm).

Este contraste permitio reconocer que FPML1 identifico los conceptos y las propiedades
geométricas que utilizd en su proceso de solucion, pero solo algunas de las modificaciones
que llevo a cabo sobre la configuracién geometrica inicial. Por lo que realizd, el nivel que le
corresponde respecto a la categoria de identificar es el 2, en razén de que en su anlisis acerca
de su forma de proceder para resolver el problema, no identific6 como aspecto clave el
reconocimiento de elementos del triangulo.

Siguiendo con la segunda categoria de analisis, interpretar, FPM1 evidencido una
interpretacion tedrica mas profunda sobre su solucion al problema de probar 2 (Véase Figura
9) en comparacion con la interpretacion que realizé sobre su proceso de solucion al problema
de probar 1. En este problema, interpretd tedricamente las aprehensiones operativas,
aprehensiones discursivas y procesos configurales de acuerdo a distintos “momentos” en su
proceso de solucion.
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Figura 9. Interpretacion de FPM1 a su proceso de solucién del problema de probar 2.

El analisis sobre su proceso de solucion (véase Tabla 11) fue contrastado con la interpretacion
que FPML1 realizo sobre los distintos momentos en su proceso de solucion. Al ser cuestionado
por el investigador sobre el inciso b) del problema de probar (interpretar su solucién mediante
el Modelo del Razonamiento Configural) FPM1 explicod que “dividi6” su proceso de solucion
en cuatro momentos que refieren a los pasos ordenados que siguié. En cada momento, analizé
su actuar y lo interpretd tedricamente con las aprehensiones operativas, las aprehensiones
discursivas y los procesos configurales.

El contraste que se realiz6 muestra lo siguiente:

Similitudes:

= |dentificé cuatro momentos en su proceso de solucidn que refieren a las acciones

del resolutor.

= Segun el momento en su proceso de solucion, sefiald como aprehensiones
discursivas el concepto de punto medio, la propiedad de perpendicularidad, el
concepto de triangulo y de congruencia de triangulos, asi como el concepto de

distancia.

= Segln el momento en su proceso de solucion, sefialdé como aprehensiones operativas
la construccidn de acuerdo a la hipétesis (configuracion geométrica inicial),
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identificacion de elementos (asociados a la construccion de una subconfiguracion) e
identificar elementos homdlogos (relacionar elementos de la subconfiguracién).

Diferencias:

= No interpretd la construccién de dos tridngulos como una aprehensién operativa.
= No interpretd la prueba de congruencia entre los triangulos como un proceso
configural.

Por lo que realizo, el nivel que le corresponde respecto a la categoria de interpretar es el 3,
en razén de que en su anélisis acerca de su forma de proceder para resolver el problema,
interpretd teéricamente algunas de las aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y
los procesos configurales. No obstante, en comparacion con la interpretacion que realizo
sobre su solucion al problema de probar 1, su interpretacion es mas profunda e incluye el
proceso configural.

FPM1 progresé en su aprendizaje sobre el Modelo del Razonamiento Configural en relacion
a la adquisicion de las destrezas de identificar e interpretar. Interpreta tedricamente sus
manipulaciones sobre la configuracion geométrica como aprehensiones operativas vy, la
coordinacion entre aprehension operativa y aprehension discusiva como proceso configural.
Inferimos que tal progreso es consecuente del analisis realizado en grupo, sobre el proceso
de solucion del problema de probar 1. Se plantearon preguntas de discusion como: ¢queé
relaciones se establecen entre la figura y los conceptos y propiedades geométricas? ;cual es
el papel de tales relaciones en el proceso de solucion? Este analisis permitié a los FPM
identificar qué aspectos “mirar” al interpretar su proceso de solucion utilizando el proceso
configural.

A continuacion, se muestra su respuesta verbal al ser cuestionado por el investigador sobre
la aprehension operativa, la aprehension discursiva y el proceso configural.

FPM1: Una aprehension operativa pues es como...nos dan a nosotros elementos que
podemos nosotros manipular u operarlas, no tanto como hacemos en algebra o
aritmética, sino mas que nada, en...no saliendome de las definiciones que yo tengo
y los conceptos...lograr manipularlos.

FPML1: (Respecto a la aprehension discursiva) En este caso seria la justificacion de porque
yo estoy usando no sé, en un momento cierta propiedad o cierto concepto.

FPML1: El proceso configural pues fue, practicamente, lograr observar ambas cosas al
mismo tiempo, tanto las operaciones de...de los elementos que yo tengo y la parte
de justificacion.

4.1. 2.b. Futuro Profesor de Matematicas 2

En el proceso de solucion de FPM2 se reconoce un procedimiento similar al que realizo6
FPM1:

1. Interpretd la hipotesis y tesis del enunciado del problema de probar.
2. Tradujo la informacion conocida (hipotesis del problema) a una representacion
geométrica conformada por puntos y segmentos de linea recta.
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3. Modificd la representacién geométrica mediante trazos auxiliares (segmentos de linea
recta). Estas modificaciones las realiz6 a fin de obtener una representacién geométrica
que incluyd los elementos que queria probar (tesis del problema).

4. ldentifico los elementos geométricos claves para su solucion. Para ello relaciono los

datos del problema (hipotesis y tesis) con un tridngulo “compuesto” por dos

triangulos, los que le serian atil para su solucion.

Identifico cada uno de los componentes de ambos tridangulos: lados y &ngulos.

6. Relaciond los componentes de ambos triangulos con la informacién conocida: dos
lados homdlogos congruentes y un angulo homélogo congruente.

7. Reconoci6 que podia utilizar el criterio de congruencia de triangulos Lado-Angulo-
Lado y asi demostrar que son congruentes.

8. Relaciond el tercer lado homologo congruente de los tridngulos como una
representacion de la distancia y probo la igualdad en las distancias, tesis a probar.

o

Consecuente a que en su procedimiento utilizé aprehensiones operativas, aprehensiones
discursivas y procesos configurales similares a FPM1, empleamos la Tabla 11 para mostrar
el analisis de su proceso de solucion al problema de probar con base en el Modelo del
Razonamiento Configural.

Asi mismo, del anlisis de su proceso de solucion, los elementos que identificamos como
relevantes fueron:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: concepto de punto medio y de
distancia, propiedad de perpendicularidad, concepto de tridngulo, congruencia de
triangulos y criterios de congruencia de triangulos.

= Modificaciones sobre la figura: construccion de configuraciones y
subconfiguraciones geométricas mediante trazos auxiliares, asi como la
identificacion de los elementos de las subconfiguraciones.

Estos elementos fueron contrastados con aquellos que FPM2 identifico del analisis que
realizd a su proceso de solucion. Al ser cuestionado por el investigador sobre su respuesta al
inciso a) del problema (identificar elementos relevantes en su resolucion), notamos que
FPM2 destacé en su explicacion:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: propiedad de perpendicularidad,
concepto de punto medio, concepto de triangulos, congruencia de tridngulos,
criterios de congruencia de triangulos y concepto de distancia.

= Modificaciones sobre la figura: construccién de configuraciones geométricas.

Este contraste permiti6 reconocer que FPM2 identificO los conceptos y propiedades
geométricas que utilizo en su proceso de solucién, pero no destaco las modificaciones que
realizd sobre la configuracion geomeétrica inicial como un aspecto clave en su proceso de
solucion. El nivel que le corresponde respecto a la categoria de identificar es el 2, en razén
de que en su analisis acerca de su forma de proceder para resolver el problema, no identifico
como aspecto clave la construccion de subconfiguraciones geométricas.

Siguiendo con la segunda categoria de analisis, interpretar, FPM2 evidencié una
interpretacion tedrica mas profunda sobre su proceso de solucion al problema de probar 2 en
comparacion con la que realizo en el problema de probar 1. En este problema, interpretd
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tedricamente

las aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y procesos

configurales de acuerdo a distintos “momentos” en su proceso de solucion (Véase Figura 10).
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Figura 10. Interpretacion de FPM2 a su proceso de solucion del problema de probar 2.

El analisis sobre su proceso de solucién (véase Tabla 11) fue contrastado con la interpretacion
que FPM2 realizé sobre los distintos momentos en su proceso de solucion (Véase Figura 10).
Al ser cuestionado por el investigador sobre el inciso b) del problema de probar (interpretar
su solucion mediante el Modelo del Razonamiento Configural) FPM2 explicé su
interpretacion basandose en 4 momentos principales de su proceso de solucién, en cada
momento, analizd su actuar y lo interpreto tedricamente con las aprehensiones operativas, las

aprehensiones discursivas y los procesos configurales.

El contraste que se realiz6 muestra lo siguiente:

Similitudes:

= |dentificé cuatro momentos
realizadas por el resolutor.

en su proceso de solucion, que refieren a las acciones

= Segun el momento en su proceso de solucion, sefial6 como aprehensiones
discursivas el concepto de punto medio, concepto de perpendicularidad, concepto de
triangulo, criterio de congruencia y concepto de distancia.

= Segun el momento, sefiald6 como aprehensiones operativas la construccion de
acuerdo a la hipotesis (configuracién geométrica inicial), identificacion de
elementos en la subconfiguracion geométrica (tridangulos y lados y angulos como
sus elementos) e identificar elementos homologos (relacionar elementos de la

subconfiguracidn).

= Enel momento 2 de su proceso de solucion, interpretd teéricamente que la
coordinacion entre la aprehension operativa/aprehension discursiva propicio
identificar una subconfiguracion til para la solucion al problema de probar.
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= Enel momento 4 de su proceso de solucidn, interpretd teéricamente que la
coordinacion entre la aprehension operativa/aprehension discursiva propicio probar
lo solicitado en el problema.

Diferencias:

= No interpretd la construccién de dos triangulos como una aprehension operativa.

= No interpreto la coordinacion aprehension discursiva/aprehension operativa del
primer momento de su proceso de solucidn, en cuanto a un referente visual del
problema de probar.

» No interpreto la coordinacion aprehension operativa/aprehension discursiva del
momento tres de su proceso de solucidn, en cuanto a probar que los triangulos eran
congruentes.

El nivel que le corresponde respecto a la categoria de interpretar es el 3, en razén de que en
su andlisis acerca de su forma de proceder para resolver el problema, interpretd teéricamente
algunas de las aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y procesos configurales.
Enfatizamos que en comparacion con la interpretacion que realizd sobre su proceso de
solucion al problema de probar 1, su interpretacion es mas profunda al incorporar al proceso
configural. Anédlogo a FPML1, inferimos que el entendimiento sobre el proceso configural fue
consecuente del analisis realizado en grupo, sobre el proceso de solucion del problema de
probar 1. Las preguntas de discusion como: ¢que relaciones se establecen entre la figura y
los conceptos y propiedades geométricas? ;cual es el papel de tales relaciones en el proceso
de solucion? permiti6 a los FPM identificar qué aspectos “mirar” al interpretar su proceso de
solucion utilizando el proceso configural.

También, evidencié un cambio en su conocimiento sobre qué es una aprehension operativa
y qué es una aprehension discursiva. Interpretd tedricamente los “pasos” que realizo sobre la
figura como las aprehensiones operativas y las propiedades, conceptos y definiciones que
utilizé en cada “paso” que realizo sobre la figura como las aprehensiones discursivas, esto le
permite dar un orden y entendimiento a su razonamiento. Consideramos que este cambio en
su conocimiento se debid al cuestionamiento individual sobre su proceso de solucién e
interpretacion al problema de probar anterior. FPM2 fue cuestionado durante la entrevista
sobre el razonamiento que siguid para resolver el problema de probar a fin de que
profundizara en su analisis sobre el mismo, reconociera los aspectos clave en su solucion y
posteriormente, los relacionard con los elementos teéricos del Modelo del Razonamiento
Configural.

Durante la entrevista que el investigador realizé a FPM2 respecto a su respuesta al inciso b)
del problema de probar, menciond:

FPM2: Operativa es...los pasos basicos de la figura que realizamos para ir realizando la
demostracion ...por aprehension discursiva es todo el conocimiento que tenemos que
tener para poder utilizarlo.
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4.1.3. Problema de probar 3

Los FPM siguieron razonamientos similares durante la resolucién al problema de probar, en
el sentido de que realizaron las aprehensiones operativas, las aprehensiones discursivas y los
procesos configurales. Sin embargo, cada uno evidencié un progreso distinto respecto a su
conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural ante la adquisicion de las
destrezas de identificar e interpretar, como se muestra en seguida.

4.1. 3.a. Futuro Profesor de Matematicas 1

Con base en el proceso de solucion de FPML1 se reconoce el procedimiento siguiente:

1. Analizé la representacion geométrica inicial en conjunto con la hip6tesis y tesis del
enunciado del problema probar.

2. Relaciond los datos de la hip6tesis del problema con la representacion de un segmento
“compuesto” por otros dos segmentos de linea recta y que la tesis del problema,
correspondia a otros dos segmentos de linea recta.

3. Planted una conjetura de equivalencia entre los segmentos. Tales segmentos se
relacionan con la hipdtesis y tesis del problema de probar.

4. ldentifico los elementos geométricos clave en su proceso de solucién. Para ello

relacionod la conjetura sobre la equivalencia de segmentos, con dos tridngulos que

formaban parte de la representacion geométrica inicial.

Identificd los angulos como componentes de cada triangulo.

6. Establecio relaciones de igualdad entre los angulos de ambos triangulos a partir de la

informacion conocida (propiedad de paralelismo y concepto de bisectriz).

Concluyo que ambos triangulos eran isosceles.

8. Relacion6 los lados de los triangulos isOsceles con segmentos equivalentes.
Consecuentemente, logré probar la conjetura de equivalencia en la medida de
segmentos.

9. Sustituyo6 los segmentos equivalentes en el segmento “compuesto” (2) y asi probar la
relacion de suma, tesis a probar.

o

~

Lo que se destaca en la solucion de FPM1 en este problema, es que el visualizar con que
elementos de la representacion geométrica inicial trabajar (EF = ED + DF; EF = AE +
BF) lo llevo a plantear una conjetura (AE = ED, DF = FB) que guio su forma de proceder
para dar solucién al problema. Logré identificar las figuras geométricas (AAED y ABFD)
que relacionaban los elementos de la conjetura y con apoyo del concepto de triangulo
isdsceles, probd la conjetura y consecuentemente, la tesis del problema de probar.

Una vez que se analizé la forma de proceder de FPM1 en el problema de probar, se procedio
a comprender el razonamiento que siguio en cada una de sus acciones. Se utilizé para ello, la
aprehension operativa, la aprehension discursiva y el proceso configural, elementos del
Modelo del Razonamiento Configural.

En la Tabla 12 se muestra el analisis de su proceso de solucion al problema de probar con
base en el Modelo del Razonamiento Configural. Incluye evidencia escrita y verbal.
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Tabla 12
Analisis del proceso de solucion de FPM1 al problema de probar 3

Enunciado del problema: En el triangulo de la figura D es el Incentro y EF es paralelo a

AB. Prueba que EF = AE + BF
Configuracion inicial:

Accion del resolutor Aprehension  Aprehension  Proceso
operativa discursiva configural
Usa la configuracion geométrica inicial ~ Modifica la Incentro La
y el enunciado para anticipar una configuracion coordinacion
posible estrategia de resolucion del inicial Rectas aprehension
problema. mediante paralelas discursiva/apr
C marcas. ehension
Razona sobre Longitud de  operativa
la un segmento  conlleva al
configuracion suma planteamiento
geométrica de una
inicial y conjetura:
decide sobre ED=FAy
los pasos DF =FB
consecuentes
para la
resolucion
FPM1: Desglosar o separar los elementos ~ del problema.

de la hipétesis, por ejemplo, la primera
parte que nos dice un punto D como
mencionan ahi es el Incentro, luego que el
segmento EF es paralelo al segmento AB
como segunda hipotesis....

FPML1: Para tratar de establecer un
camino...para solucionar aqui el problema
y probar lo que nos estan pidiendo pues los
elementos que tenia en la hipotesis
comencé a marcarlos, digamos el punto D
lo identifiqué como el incentro (sefiala el
punto D) luego que el EF era paralela al
AB (sefiala ambos segmentos) esas son las
dos cosas que yo tenia entonces, una vez
gue yo, rapidamente identifiqué esos
elementos pues traté de ver qué elementos
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estaban relacionados ahi, que es lo que
podria encontrar...

FPM1: la figura me ayudd mucho a
identificar por ejemplo, que me pedian
encontrar una... que el segmento total
(sefiala EF) lo podemos ver como la suma
de este (sefiala AE) mas el otro de aca
(sefiala FB) si entonces, rapidamente lo
que pensé fue que si este segmento (sefiala
EF) también lo puedo ver como la suma de
las partes integrantes (sefiala ED y DF)
pues Gnicamente hay que encontrar la
igualdad entre estos dos segmentos la de
aqui (sefala AE) con la de aca (sefiala ED)
y la de aqui (sefiala DF) con la de aca
(sefiala FB)...

“Descompone” la configuracion
geométrica inicial.

Identifica una
subconfigura
cion

Concepto de
triangulos

La
coordinacion
aprehension

geométrica Concepto de  operativa/apre
compuesta angulos y hension
P por dos lados de un discursiva
triangulos, triangulo. propicia tener
asi como sus una
FPML: si ya sé que quiero encontrar que ~ €/ementos: subconfigurac
esos dos lados (sefiala AE y ED) son Triangulos ion atil para
iguales...y me dan elementos para los AAED y ABFD. la resolucion
angulos pues recuerdo la propiedad de los | Lados y del problema
isosceles. angulos de los de probar.
tridngulos
AAED y ABFD.
Asocia los elementos de la Relaciona Propiedad de La
subconfiguracion geométrica por medio  elementos de  paralelismo coordinacion

de la propiedad de paralelismo y el
concepto de bisectriz.
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FPM1: observé que, al ser paralelas estas
dos rectas (sefiala EF y AB) y ver esta
recta que corta a las dos (sefiala DB)
entonces puedo establecer ahi una igualdad
entre angulos aja, estem, bueno, en la parte

las
subconfigura
ciones
geométricas.
Angulos:
¢DAE
= £ZEDA
2FDB
= «FBD

Concepto de
bisectriz

aprehension
operativa/apre
hension
discursiva
propicia
probar que los
angulos son
congruentes
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de la demostracion ahi menciono que los
angulos que yo puedo establecer igualdad
es el 2BAD (sefala el &ngulo 2BAD en la
figura)...con su alterno dentro de las
paralelas (sefiala las paralelas EF y AB) o
sea, el &ngulo ADE, eso por un lado, por
el otro lado me di cuenta que también
igual, tenemos la misma situacion son dos
paralelas (sefiala las rectas paralelas EF y
AB) por lo cual esta pasando la transversal
(sefiala DB) podemos establecer la
igualdad entre el angulo mmm...2DBA
(sefiala el angulo DBA en la figura) aja,
con el angulo BDF (sefiala en la figura),
este de acé con el de aca (sefiala los
angulos DBA'Y £BDF en la figura)...por
la propiedad de las paralelas que son
cortadas por una transversal...son angulos
alternos internos

FPM1: Ok, luego en la parte nimero dos lo
que yo hice fue asi mismo establecer una
igualdad entre angulos pero ahora
utilizando la hipétesis 1, sabiendo que D es
el incentro, el lugar donde se intersectan
las tres bisectrices de un triangulo puedo
ver que si esta es una bisectriz (Sefiala el
segmento AD) entonces estos angulos
(sefala los angulos £EAD y £DAB) son
iguales, igual esta era una bisectriz (sefiala
el segmento DB) estos angulos iguales
(sefala los angulos DBF y £DBA) Yy por
arriba también (sefiala los &ngulos £ECD y
£FCD) entonces, de ahi solamente dije que
el angulo BAD, este de acé (sefiala el
angulo A) era igual con el que esta de este
lado (sefiala el angulo £EAD) si, luego del
otro lado igual, este &ngulo (sefiala £DBF)
es igual con el de aca (sefiala el angulo
2DBA)...de momento he establecido
igualdad entre estos angulos.

FPM1: Aja, luego, me bringqué el paso,
pero rapidamente se puede obtener ¢no?
Que, como ya tengo que estos dos son
iguales (sefiala los angulos

2DAE y £DAB) y este (sefiala el &ngulo
£BAD) igual con el de acé (sefiala el
angulo £EDA) entonces, como que
utilizamos la propiedad de la igualdad...la
propiedad de la transitiva, entonces yo digo
que este &ngulo (sefiala el &ngulo 2D AE)
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es igual con el de acé (sefiala el &ngulo
2EDA), entonces establezco aqui esa
igualdad entre los dos angulos...y del otro
lado también podemos hacer lo mismo,
estos dos angulos (sefiala los angulos
2FDB y £FBD) son iguales.

Prueba que los triangulos son is6sceles y Relaciona Conceptode La
con ello, la conjetura planteada. elementos de  triangulo coordinacion
Aac D Jsesces las isosceles aprehension
3 Abra Ll 0 gy sgbconfigura operggiva/apre
ciones hension
ey Vo = geomeétricas. discu_rs_,iva
eD 0 Jd aDr =FL Lados: propicia
FPM1: Una vez que ya tenemos esos dos EA = ED probar la
angulos iguales utilizo una caracteristica DF = FB conjetura.
que tienen los...oh, bueno, una de las
propiedades que tienen los tridngulos
isdsceles que en este caso (sefiala el
triangulo AAED) en un triangulo isésceles
si tenemos...perdon que, 10s lados opuestos
a angulos iguales los segmentos también
son iguales, perdén los segmentos opuestos
a angulos iguales también son
iguales...como ya habia establecido que
estos eran iguales (sefiala el angulo
2LEAD Y £DAE) naturalmente...este
(sefiala el lado EA) era igual con el de aca
(sefiala ED) y del otro lado lo mismo,
mismo razonamiento, este segmento (sefiala
DF) es igual con este segmento (sefiala FB)
de aca.
Sustituye BF y AE Se conserva  Axioma de La
A : r % la transitividad  coordinacion
bes, £ AR T | Lr = fp subconfigura aprehension
cién Longitud de  operativa/apre
) gy geométricay unsegmento  hension
E_‘tH Ef:‘ {,-i‘ se relaciona  suma discursiva
AE +FL=E FA con la conlleva a la
v T configuracion solucién del
FPM1: Una vez hecho eso estableci la geométrica problema de
igualdad entre los lados, inicial. probar

naturalmente...hemos demostrado que el
angulo AE (Sefiala el lado AE) perdon,
segmento AE, es igual con el ED, y por el
otro lado el DF, con el FB entonces, ya que
tengo esa igualdad entre segmentos, aja
ahora observo gue este segmento (sefiala
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EF) que, finalmente lo que queremos
encontrar (sefiala EF = AE + BF) una
equivalencia para EF también lo podemos
ver como la descomposicion del
angulo...del segmento ED mas el DF ...aja,
en este caso, usando una...bueno, es un
principio de...se mencionaba mucho en
geometria, que una totalidad la podemos
ver como la suma de sus partes integrantes
entonces, aja, una totalidad (sefiala EF)
como la suma de las partes (sefiala ED y
DF) que la componen...entonces, una vez,
hecho eso, como ya habia establecido una
equivalencia para este segmento (Sefiala
ED) Unicamente lo que hago es sustituirlo
(sefiala AE), como que sustituirlo en la
ecuacion (Sefiala ED + DF = EF, AE +

FB = EF) y ya, finalmente obtengo lo que
yo queria...bueno lo que se pedia.

Del analisis de su proceso de solucion, los elementos que identificamos como relevantes
fueron:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: concepto de triangulo
isdsceles, bisectriz y de incentro, propiedad de paralelismo y longitud de un
segmento suma.

= Modificaciones sobre la figura: identificacion de una subconfiguracion
geométrica compuesta por dos tridngulos y sus elementos (lados y angulos) v,
reconocimiento de relaciones entre los elementos de las configuraciones y
subconfiguraciones geomeétricas.

Estos elementos fueron contrastados con aquellos que FPML1 identifico del analisis que
realizd a su proceso de solucion. Al ser cuestionado por el investigador sobre su respuesta al
inciso a) del problema, en el que se le demandé identificar elementos relevantes en su
resolucion, FPM1 identifico:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: concepto de triangulo
isdsceles, longitud de un segmento suma, concepto de bisectriz, triangulo y de
incentro.

FPML1: Pues en este caso ya nos dijeron ese punto que llaman incentro y recordamos
propiedades que tiene el incentro o qué es el incentro, pues es donde se intersectan
las bisectrices, pues es una definicion...luego, por ejemplo, la parte de las
paralelas, que lo menciono en esta parte, al ser dos paralelas cortadas por una
transversal pues hay una propiedad de paralelismo, lo que, los angulos alternos
internos son equivalentes, los dngulos correspondientes son equivalentes...luego,
por ejemplo, la definicion de bisectriz, que la bisectriz divide al angulo en dos
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partes iguales, luego. Qué mds... las propiedades de los triangulos isosceles que a
lados iguales se le oponen angulos iguales.

= Modificaciones sobre la figura: identificacion de subconfiguraciones y sus
elementos y, reconocimiento de relaciones entre los elementos de las
configuraciones y subconfiguraciones geométricas.

FPM1: Creo que si fue muy importante observar los elementos aqui en la (sefiala la figura)
por ejemplo, yo inicialmente fuera de ver aqui lo que tenemos como hipétesis,
observé la tesis lo que queremos encontrar y la figura me ayudé mucho a identificar
por ejemplo, que me pedian encontrar una, que el segmento total lo podemos ver
como la suma de este...mds el otro de aca...si entonces, rapidamente lo que pensé
fue que si este segmento ...también lo puedo ver como la suma de las partes
integrantes...pues unicamente hay que encontrar la igualdad entre estos dos
segmentos...Es ir construyendo... hacia atrds si ya sé que quiero encontrar que
esos dos lados son iguales...y me dan elementos para los angulos pues recuerdo la
propiedad de los isosceles...me lleva un paso mds atrds, que es establecer la
igualdad entre los angulos.

Este contraste permitio reconocer que FPML1 identifico los conceptos y las propiedades
geométricas que utilizd en su proceso de solucion, asi como las modificaciones que llevo a
cabo sobre la configuracion geométrica inicial. EIl nivel que le corresponde respecto a la
categoria de identificar es el 3, en razon de que progresé en su analisis acerca de su forma de
proceder para resolver el problema.

Siguiendo con la segunda categoria de analisis, interpretar, FPM1 evidencido una
interpretacion tedrica mas detallada sobre su proceso de solucion en comparacion con la que
realizé respecto al problema de probar 2. FPM1 profundiz6 su andlisis sobre las relaciones
entre los conceptos y propiedades geométricas que empled y las modificaciones que realizd
sobre la configuracion geométrica mediante el elemento tedrico de proceso configural (Véase
Figura 11).
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Figura 11. Interpretacion de FPM1 a su proceso de solucion del problema de probar 3.

El andlisis sobre su proceso de solucion (Véase Tabla 12) fue contrastado con la
interpretacion que hizo sobre el mismo, a fin de entender cdémo interpretd tedricamente su
actuar respecto de las aprehensiones operativas, las aprehensiones discursivas y los procesos
configurales. Al ser cuestionado por el investigador sobre el inciso b) del problema de probar
(interpretar su solucion mediante el Modelo del Razonamiento Configural) FPM1 explic
que dividio su proceso de solucidn en distintos momentos que refieren a los pasos ordenados
que siguid. En cada momento sefiald las aprehensiones operativas y las aprehensiones
discursivas y las relaciono utilizando los procesos configurales (Véase las flechas sefialadas
en Figura 11).

En comparacion con su analisis sobre el problema 2, FPM1 destaco las relaciones
involucradas en los procesos configurales, asi como el papel que estos desempefian en su
proceso de solucion. Esto da evidencia de un mayor entendimiento sobre su razonamiento y
el porqué de su forma de proceder.

El contraste que se realiz6 muestra lo siguiente:
Similitudes:

= |dentificé cinco momentos en su proceso de solucion que refieren a las acciones
realizadas por el resolutor.
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= Segun el momento en su proceso de solucion, sefialé como aprehensiones
discursivas el concepto de incentro, paralelismo, elementos del tridngulo,
propiedad de paralelismo y &ngulos correspondientes y el principio de la
totalidad.

= Segun el momento en su proceso de solucion, sefialé como aprehensiones
operativas la identificacion de subconfiguraciones geometricas (triangulos) y sus
elementos (lados y angulos) y el reconocimiento de relaciones entre los
elementos de los triangulos.

= Destaco las relaciones entre las aprehensiones operativas y las aprehensiones
discursivas utilizando los procesos configurales.

Diferencias:
= No interpretd la prueba de la conjetura como un proceso configural.

Por lo que realizo, el nivel que le corresponde respecto a la categoria de interpretar es el 4,
en razon de que realiz6 una interpretacion mas detallada de su proceso de solucion. FPM1
interpreto tedricamente todas las aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas,
no obstante, interpretd algunos de los procesos configurales, destacando su papel en la
resolucion del problema de probar. De igual forma, la discusion grupal fue clave para el logro
de este progreso debido a que una pregunta a reflexionar fue ¢cual es el papel del proceso
configural en el proceso de solucion?

4.1. 3.b. Futuro Profesor de Matematicas 2

En el proceso de solucion de FPM2 se reconoce un procedimiento similar al que realizo
FPM1:

1. Analizé la representacion geométrica inicial en conjunto con la hipétesis y tesis del
enunciado del problema probar.

2. Relaciono los datos de la hipétesis del problema con la representacion de un segmento
“compuesto” por otros dos segmentos de linea recta y que la tesis del problema,
correspondia a otros dos segmentos de linea recta.

3. Planted una conjetura de equivalencia entre los segmentos. Tales segmentos referian
a la hipdtesis y tesis del problema de probar.

4. ldentifico los elementos geométricos claves en su proceso de solucién. Para ello
relaciond la conjetura de equivalencia entre los segmentos, con dos triangulos que
formaban parte de la representacion geométrica inicial.

5. Identifico los angulos como componentes de cada triangulo.

6. Establecio relaciones de igualdad entre los angulos de ambos triangulos a partir de la
informacion conocida (propiedad de paralelismo y concepto de bisectriz).

7. Concluyé que ambos triangulos eran isosceles.

8. Relaciond los lados de los triangulos isdsceles con segmentos equivalentes.
Consecuentemente, logré probar la conjetura de equivalencia en la medida de
segmentos.

9. Sustituye los segmentos equivalentes en el segmento “compuesto” (2) y asi demostrar
la relacion de suma, tesis a probar.
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Debido a que, en su proceso de solucion, realizd aprehensiones operativas, aprehensiones
discursivas y procesos configurales similares a FPM1, empleamos la Tabla 12 para mostrar
el andlisis de su proceso de solucion al problema de probar con base en el Modelo del
Razonamiento Configural.

Asi mismo, del analisis de su proceso de solucion, los elementos que identificamos como
relevantes fueron:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: concepto de triangulo
isosceles, bisectriz y de incentro, propiedad de paralelismo y longitud de un
segmento suma.

= Modificaciones sobre la figura: identificacion de una subconfiguracion
geométrica compuesta por dos tridngulos y sus elementos (lados y dngulos) v,
reconocimiento de relaciones entre los elementos de las configuraciones y
subconfiguraciones geométricas.

Estos elementos fueron contrastados con aquellos que FPM2 identificd del analisis que
realizdé a su proceso de solucion. Al ser cuestionado por el investigador sobre su respuesta al
inciso a) del problema, en el que se le demandé identificar elementos relevantes en su
resolucién, FPM2 menciono:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: propiedad de paralelismo,
relacion entre rectas paralelas cortadas por una transversal y concepto de
incentro.

FPM?2: Pues no lo hubiéramos logrado sin tener claro el de...paralelas cortadas por una
transversal y pues, que es incentro.

= Modificaciones sobre la figura: identificacion de subconfiguraciones y sus
elementos y, reconocimiento de relaciones entre los elementos de las
configuraciones y subconfiguraciones geométricas.

FPM2: Pues lo importante de la figura es ver que el segmento EF se puede ver como la
suma de dos segmentos ED y DF porque eso no, no...o sea escrito no estd...sino
fuera por la figura pues no nos dariamos cuenta de eso y, sin eso, pues no tendria
caso ver que los triangulos son isosceles y que lo que se estd probando es igual a la
suma de ese segmento.

Este contraste permitid reconocer que FPM2 identifico algunos de los conceptos y
propiedades geométricas que utilizé en su proceso de solucion, los cuales son: propiedad de
paralelismo, relacion entre rectas paralelas cortadas por una transversal y concepto de
incentro, pero no identificd el concepto de triangulo isosceles, bisectriz y longitud de un
segmento suma como elementos geométricos clave en su proceso de solucién. El nivel que
le corresponde respecto a la categoria de identificar es el 2, en razén de que aun no logra
identificar todas las propiedades y conceptos geométricos involucrados en su proceso de
solucion al problema de probar.

Siguiendo con la segunda categoria de analisis, interpretar, FPM2 evidencié una mayor
dificultad para realizar su interpretacion en comparaciéon con el problema de probar 1y el
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problema de probar 2. Interpret6 en mayor medida los conceptos y propiedades como
aprehensiones discursivas, pero no interpretd6 muchas de las modificaciones sobre las
configuraciones y subconfiguraciones geomeétricas como aprehensiones operativas (Véase
Figura 12). Plantemos que esto es debido a que el analisis de la resolucién del problema de
probar implica reconocer una primera prueba “local” que requiere conceptos y propiedades
geométricas, asi como modificaciones sobre las configuraciones y subconfiguraciones
geométricas, que permite dar solucion al problema de probar “general”.
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Figura 12. Interpretacion de FPM2 a su proceso de solucion del problema de probar 3.

El andlisis sobre su proceso de solucion (Véase Tabla 12) fue contrastado con la
interpretacion que hizo sobre el mismo (Véase Figura 12), a fin de entender como interpretd

te6ricamente su actuar respecto de las aprehensiones operativas,

las aprehensiones

discursivas y los procesos configurales. Al ser cuestionado por el investigador sobre el inciso
b) del problema de probar (interpretar su solucion mediante el Modelo del Razonamiento
Configural) FPM2 explicé que analogo al problema 2, dividid su solucion en distintos
momentos. En cada momento sefial6 las aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas

y los procesos configurales.
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El contraste que se realizé muestra lo siguiente:
Similitudes:

= Identificd6 como momentos en su proceso de solucion el identificar elementos de
la hipotesis en la figura, identificar elementos de los triangulos (lados y angulos)
e identificar relaciones entre los tridngulos.

= Segun el momento en su proceso de solucion, sefialé como aprehensiones
discursivas el concepto de incentro, propiedad de paralelismo, concepto de
triangulo, concepto de triangulo is6sceles y la propiedad de suma de segmentos.

= Segun el momento en su proceso de solucion, sefialé como aprehensiones
operativas la identificacién de elementos en las subconfiguraciones geométricas
y el reconocimiento de relaciones entre los elementos de subconfiguraciones
geomeétricas.

= Segun el momento en su proceso de solucion, sefiald la relevancia de los
procesos configurales para plantear conjeturas sobre relaciones entre los
elementos de las subconfiguraciones geométricas.

Diferencias:

= No consideré como un momento en su proceso de solucion el reconocimiento de
subconfiguraciones geométricas a partir de la “descomposicion” de la
configuracion geométrica inicial.

= No interpret6 el planteamiento y prueba de la conjetura como un proceso
configural.

El nivel que le corresponde respecto a la categoria de interpretar es el 3, en razon de que
interpret6 algunas de las aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y algunos de
los procesos configurales. Destaco su papel en el proceso de solucién. Continta interpretando
las aprehensiones operativas como los pasos que realizo sobre la configuracidn geométrica,
sin embargo, en muchas ocasiones los describio en relacion con los conceptos y propiedades
geométricas por ello su dificultad para reconocer los procesos configurales.

4.1.4. Problema de probar 4

FPM1 mostré un razonamiento diferente al de FPM2 y FPM3 durante la resolucion al
problema de probar en el sentido de que realizaron distintas aprehensiones operativas,
aprehensiones discursivas y procesos configurales. Ambos razonamientos les permitio
determinar una solucion que satisfizo las exigencias del problema.

Del analisis a las producciones escritas y verbales de los FPM sobre los elementos que
identificaron como claves para resolver el problema de probar y, su interpretacion al proceso
de solucion se concluye sobre su conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento
Configural, como se muestra en seguida.
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4.1. 4.a. Futuro Profesor de Matematicas 1

Con base en el proceso de solucion de FPML1 se reconoce el procedimiento siguiente:

1.
2.

10.

11.

12.

13.

Interpretd la hipétesis y tesis del enunciado del problema de probar.

Tradujo la informacién conocida a una representacién geométrica conformada por
circunferencias, segmentos de lineas rectas y puntos.

Identifico los elementos geométricos clave para su proceso de solucion. Para ello
relaciond los datos de la tesis con la representacion de dos segmentos de linea recta.
Modifico la representacion geométrica mediante trazos auxiliares (segmentos de linea
recta). Estas modificaciones las realizd a fin de obtener una representacion
geométrica (rectangulo) que incluyd algunos de los segmentos de linea recta.
Concluy6 igualdad entre segmentos de linea recta que se correspondian con los lados
del rectangulo.

Regreso6 a la configuracion geométrica inicial y “descompuso’ los segmentos de linea
recta mediante la suma de sus partes. Esto le permitié replantear las condiciones del
problema y reconocer que la solucion al problema de probar se traducia a probar una
conjetura de equivalencia entre los segmentos.

Modifico la representacion geometrica mediante trazos auxiliares (segmentos de linea
recta). Estas modificaciones las realiz6 a fin de obtener una representacion
geométrica compuesta por dos triangulos que relaciono las nuevas condiciones del
problema.

Probo que ambos triangulos son isésceles. Esto le permitié concluir que los lados de
cada triangulo eran iguales en medida.

Modifico la representacion geométrica de los triangulos isosceles mediante trazos
auxiliares (segmentos de linea recta). Estas modificaciones las realizé a fin de
“descomponer” cada triangulo en otros dos y con base en ello, relacionar los
segmentos de linea de recta que servirian para probar la conjetura.

Relaciono los componentes de los nuevos triangulos obtenidos con la informacion
conocida: dos lados homdlogos congruentes y un angulo homologo congruente.
Reconoci6 que podia utilizar el criterio de congruencia de triangulos Angulo-Lado-
Angulo y asi demostrar que son congruentes.

Probo la conjetura de equivalencia entre segmentos a partir de relacionarlos con las
bases de los tridngulos congruentes.

Empleando todas las conclusiones, sustituyd los segmentos equivalentes en la
relacion de suma de segmentos y da solucién al problema de probar.

Lo que se destaca en la solucion de FPM1 en este problema, es que el visualizar con que
formas geomeétricas trabajar (rectangulo TFBA, tridngulo ADAC y su “descomposicion” en
dos triangulos ADTA, ACTA) lo llevé al planteamiento de conjeturas (TF = ABy DT =
TC,CF = FE) que guiaron su forma de proceder para dar solucion al problema.

Una vez que se analizé la forma de proceder de FPM1 en el problema de probar, se procedié
a comprender el razonamiento que siguié en cada una de sus acciones utilizando elementos
del Modelo del Razonamiento Configural.
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En la Tabla 13 se muestra el analisis de su proceso de solucion al problema de probar con
base en el Modelo del Razonamiento Configural. Incluye evidencia escrita y verbal.

Tabla 13
Analisis del proceso de solucion de FPM1 al problema de probar 4

Enunciado del problema: Sean dos circunferencias de centros A y B respectivamente,
secantes en dos puntos distintos C y H. Por C se traza una paralela al segmento AB, que
corta a las circunferencias en los puntos D y E. Prueba que DE es dos veces AB.

Accion del resolutor Aprehension Aprehension Proceso
operativa discursiva configural
Representa geométricamente las Construye una  Definicion de La coordinacion

condiciones del problema.

FPML1: Lo primero que reallce aqw
fue construir la parte geométrica de
lo que eran las hipotesis...trazamos
las circunferencias que nos decian
con centro en A y en B y ademas que
estas fueran secantes entre si,
después el trazo a la recta paralela
gue pasara por C que fuera paralela
a la recta AB.

configuracion
geomeétrica

compuesta por:

Dos
circunferencias
X1lyx2
Dos rectas AB y
DE

Esta
construccion
es una
interpretacion
literal de las
condiciones
del problema.

circunferencia y
concepto de
posicion
Definicion de
rectas paralelas
Concepto de

puntos de
interseccioén

aprehension
discursiva/apreh
ension operativa
conlleva a tener
una
representacion
visual del
problema de
probar.

Traza segmentos auxiliares
perpendlculares aI segmento AB

FPM1: Una de las prlmeras cosas
gue hice fue considerar trazos
auxiliares...el primer trazo auxiliar
gue hice fue trazar una recta
perpendicular que pasara por A..que
fuera perpendicular a AB y en la otra
circunferencia hice lo mismo, la

Construye una
subconfiguraci
On geométrica

compuesta por:

Dos rectas
perpendiculares

Recta
perpendicular

La coordinacion
aprehension
discursiva/apreh
ension operativa
propicia
construir una
subconfiguracion
atil para la
resolucion del
problema de
probar.
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recta perpendicular a AB y que pase
por el punto B.

Asocia los elementos de la
configuracion geométrica y la
subconfiguracion geométrica por
medio de la relacién entre rectas
paralelas y rectas perpendiculares.

FPM1: Entonces lo siguiente que
hice fue identificar los puntos donde
intersectaban esas rectas
perpendiculares a la recta DE que
los llamé por un lado T, y por el otro
lado F, a esos puntos. Una vez hecho
eso, lo que hice fue utilizar un
principio que nos decia que si
tenemos un par de rectas paralelas y
una recta perpendicular a una de
ellas entonces, esa perpendicular
también lo iba ser a la segunda
recta...con esto lo que hice fue
encontrar que estos angulos, el
angulo con vértice en A y el angulo
con vértice en T eran ambos de 90°,
esto por la propiedad que habia
establecido de perpendicularidad...

Identifica
elementos de
la
subconfiguraci
On geométrica
y los marca.

Recta
perpendicular

Relacion entre
recta paralela y
recta
perpendicular

La coordinacion
aprehension
operativa/aprehe
nsién discursiva
propicia
relacionar
elementos en una
subconfiguracion
geomeétrica.

Asocia los elementos de la
configuracion geométrica y la
subconfiguracion geométrica por
medio del concepto de rectangulo.

FPMl: uego, utilicé la definicion
de rectangulo para ver que esta

Identifica una
subconfiguraci
On geometrica:
Rectangulo
TFAB
Descomponien
do la
configuracion
y
subconfiguraci
On geométrica.

Propiedad de

paralelismo y
perpendiculari
dad

Concepto de
rectangulo

La coordinacion
aprehension
operativa/aprehe
nsion discursiva
propicia
identificar una
subconfiguracion
atil para la
resolucién del
problema de
probar.
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figura...la figura ATFB es un
rectangulo...TFAB es un rectangulo

Reescribe las condiciones del
problema de probar.

AZUTHTC 3 (TeTait

Vivvins
£ e bodalidelt oy tgou |
dls

L M de s pacte bnlgiels
Transcripcion de la imagen:

DC=DT+TCy

CE =CF+FE

Principio, una totalidad es igual a la
suma de sus partes integrantes.
FPM1:Lo siguiente que hice fue ver
que este segmento, que DC, lo
podiamos ver como la suma de DT
mas TC...por el otro lado también,

tenemos que el segmento CE era
igual a la suma de CF y FE.

“Descompone”
un segmento a
partir de
visualizar las
partes que lo
componen.

Longitud de un La coordinacion

segmento
suma

aprehension
operativa/aprehe
nsién discursiva
conlleva a
replantear las
condiciones del
problema de
probar.

Traza dos segmentos auxiliares

Realiza trazos
auxiliares

Segmentos de

Concepto de
segmento de
linea recta

La coordinacion
aprehension

operativa/aprehe
nsién discursiva

linea recta: conlleva a tener
AD y AC una
CByEB subconfiguracion
atil para probar
L la conjetura de
FPMI:Bueno...tracé segmentos equivalencia
auxiliares, que fue el segmento DA y entre segmentos
el AC por un lado y por el otro lado, de linea recta.
el CBy el BE.
Identifica una subconfiguracion Visualiza Concepto de La coordinacion
geométrica compuesta por figuras triangulo aprehension
triangulos. triangulares discursiva/apreh
CcoOmo una Lados y ension operativa
subconfiguraci  angulos de un  conlleva a
On geométrica.  triangulo. identificar una

FPM1:Con esos trazos por ejemplo
si nos centramos en la primera

ADAC y ACBE

subconfiguracion
atil para probar
la conjetura de
triangulos
isosceles.
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circunferencia que llamé épsilon 1,
tenemos que se nos forma un
tridngulo primero, el tridngulo
ADAC ...

Prueba que los tridngulos son
isosceles

FPML1: ver que es un triangulo
isosceles (Sefiala ACBE) donde este
angulo (sefiala &ngulo en c¢) era
igual con el de aca (sefiala el angulo
en E)

Relaciona
elementos de
una
subconfiguraci
On geométrica.

Concepto de
triangulo
isosceles.

La coordinacion
aprehension
operativa/aprehe
nsién discursiva
conlleva a la
prueba de la
conjetura de los
triangulos
isosceles.

Identifica triangulos como
subconfiguraciones

Descompone
una
subconfiguraci
On geométrica

Concepto de
triangulo

Concepto de

La aprehension
operativa/aprehe
nsién discursiva
conlleva a

de un tridngulo triangulo identificar una
en dos isosceles subconfiguracion
triangulos. atil que sugiere
ADAT y ACAT la solucién al
; ACBF y AEBF problema de
it probar mediante
FPML1: nos centramos en la la validacion de
circunferencia épsilon 1y, la conjetura de
observamos que ese triangulo que equivalencia
habiamos dicho que era isosceles entre segmentos
ADAC, se podrian trazar o construir de linea recta.
otros triangulos dentro, en este caso
ADTA yA CDA aja, donde teniamos
gue ese triangulo (sefiala el angulo
2DTA) es de 90° y este también
(sefiala el &ngulo 2CAT)
Prueba la congruencia de Relaciona Suma de los La coordinacion
triangulos elementos de angulos aprehension
L &n (b1e) y(cra) las internos de un  operativa/aprehe
BimE Deimam g O TR e 8 ol
AT= KV Q0T = B0 95 1 L CAT '
o 5 ":': il ;; 17«4 Radios de la Radios de una  que los

2(1012) 3 (cra)
FPM1: Una vez observados estos
triangulos que tenemos ahi,
observamos gue tenemos un lado
igual, este de aqui (lado DA) con el
de acé (lado AC), ademas, este otro
lado de aqui (sefiala AT) era
comun...me faltéo mencionar que este

circunferencia
con los lados de
los tridngulos

circunferencia

Concepto de
perpendiculari
dad

Criterio de
congruencia

triangulos son
congruentes.
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angulo (sefiala ZEAD) era igual con
este otro de acé (sefiala angulo
£CAT)

Establece una relacion de
congruencia entre los segmentos
de linea recta.

FPML1: lo que hice fue obtener lo que
me interesaba que fue encontrar que
el segmento DT era igual con el TC.

Identifica
elementos de
la
subconfiguraci
on mediante su
descomposicid
n:

Bases de
triangulos
congruentes
DT =TC

CF = FE

Concepto de
triangulos
congruentes.

La coordinacion
aprehension
operativa/aprehe
nsién discursiva
propicia probar
equivalencia en
la medida de las
bases.

Prueba la relacion doble de AB
respecto a DE

{ICJIM\ jj»!.' !I

FPM1: Eso nos sirvio o nos ayudo
para establecer lo siguiente: que el
segmento DC era igual a dos veces
TC...con estas equivalencias lo que
podemos notar es lo siguiente, si
observamos el segmento grande DE
lo podemos ver como la suma de este
segmento DT mas TC mas CF y,
finalmente mas FE entonces,
sustituyendo las equivalencias que
encontramos anteriormente, lo que
hicimos fue asociar aqui y ver que el
segmento DT + TC = DC luego CF +
FE = CE entonces, lo que hice fue
asociar y dejarlo en estos términos
de DE = DC + CE si, luego... para
finalmente... para llegar por lo
construido...llegabamos a que el
segmento DE, este grande, era igual
a dos veces TC mas dos veces
CF...factorizamos ese dos y lo
dejamos como TC y CF...TC + CF =

Se identifican
elementos de
la

~ configuracion:

segmentos, y
se visualiza su
descomposicio
n

Longitud de un
segmento
suma
Propiedad
transitiva

La coordinacion
aprehension
operativa/aprehe
nsion discursiva
conlleva a la
solucién al
problema de
probar.

79



AB'y llegamos a lo que queriamos
encontrar.

Del analisis de su proceso de solucion, los elementos que identificamos como relevantes
fueron:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: circunferencias secantes, rectas
paralelas y perpendiculares, concepto de rectangulo, concepto de triangulo
isosceles, congruencia de tridngulos y longitud de un segmento suma.

= Modificaciones sobre la figura: trazos auxiliares, identificacion de
subconfiguraciones geométricas (rectangulo y triangulos).

Estos elementos fueron contrastados con aquellos que FPML1 identificd del analisis que
realiz6 a su proceso de solucidn. Al ser cuestionado por el investigador sobre su respuesta al
inciso a) del problema (identificar elementos relevantes en su resolucién) FPM1 destaco:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: concepto de rectangulo,
circunferencia, circunferencias secantes, propiedad de perpendicularidad, relaciones
entre rectas paralelas y rectas perpendiculares, suma de angulos interiores, criterio
de congruencia y concepto de segmento suma.

= Modificaciones sobre la figura: trazos de rectas perpendiculares e identificacion de
subconfiguraciones geometricas.

Este contraste permitio reconocer que FPML1 identifico los conceptos y las propiedades
geométricas que utilizd en su proceso de solucion, asi como las modificaciones que realizd
sobre la configuracion geométrica que construyo inicialmente. Por lo que realizo, el nivel
que le corresponde respecto a la categoria de identificar es el 3.

Siguiendo con la segunda categoria de analisis, interpretar, FPM1 evidencido una
interpretacion teorica detallada sobre su proceso de solucion al interpretar teéricamente las
aprehensiones operativas, las aprehensiones discursivas y los procesos configurales (Véase
Figura 13).
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Figura 13. Parte de la interpretacion realizada por FPML1 a su proceso de solucion.

El analisis sobre su proceso de solucién (véase Tabla 13) fue contrastado con la interpretacion
que hizo sobre el mismo (veéase Figura 13), a fin de entender como interpretd teéricamente
su actuar respecto de las aprehensiones operativas, las aprehensiones discursivas y los
procesos configurales. Al ser cuestionado por el investigador sobre el inciso b) del problema
de probar (interpretar su solucion mediante el Modelo del Razonamiento Configural) FPM1
explico que dividié su proceso de solucion en distintos momentos que refieren a los pasos
ordenados que sigue para su solucion. En cada momento sefiald las aprehensiones operativas,
aprehensiones discursivas y procesos configurales.

El contraste que se realiz6 muestra lo siguiente:

Similitudes:

= |dentificé ocho momentos en su proceso de solucion que refieren a las acciones
realizadas por el resolutor.

= Segun el momento en su proceso de solucion, sefialdé como aprehensiones
discursivas la definicién de circunferencia y de circunferencias secantes, la

propiedad de perpendicularidad y de parte-todo, criterio de congruencia y la
propiedad transitiva.
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= Segun el momento en su proceso de solucidn, sefialé como aprehensiones operativas
el realizar trazos iniciales, trazos auxiliares, identificar subconfiguraciones
geomeétricas y visualizar la particion de segmentos.

Diferencias:
= No interpretd el planteamiento y prueba de conjetura como proceso configural.

Por lo que realizo, el nivel que le corresponde respecto a la categoria de interpretar es el 4,
en razén de que realizé una interpretacion detallada de su proceso de solucion. FPM1
interpretd tedricamente todas las aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas,
no obstante, interpretd algunos de los procesos configurales, destacando su papel en la
resolucion del problema de probar.

Finalmente, se presenta la respuesta verbal de FPML1 al ser cuestionado por el investigador
durante la entrevista, sobre sus conclusiones respecto a los elementos del Modelo del
Razonamiento Configural (aprehension operativa, aprehension discursiva y proceso
configural):

FPM1: Una aprehension operativa es como, con ciertos elementos que a nosotros nos dan,
nosotros hacemos su construccion ¢no? hacemos su construccion geometrica y
podemos, asi como mentalmente moverlos, modificarlos, cambiarlos, cosas como
esas... entonces, una aprehension operativa es eso, mmm, ciertos elementos que nos
estan ofreciendo nosotros podemos modificarlos...los trazos auxiliares es como
agregar algo es una modificacion.

FPM1: La aprehension discursiva es tratar de justificar porque realizamos ciertas
modificaciones.

FPM1: Los procesos configurales es como un resultado después de observar esas
modificaciones que hicimos y las definiciones que utilizamos... ver para que nos
van a servir esas acciones que realizamos o ver como, en conjunto, qué es lo que
nos estan dando como resultado.

FPM1: (Respecto al Modelo del Razonamiento Configural) nos ofrece como un cierto orden
¢no? Cuando nosotros vamos a demostrar porque pues, creo que también, nos ayuda
también a... esclarecer muchos, podria llamarseles estem... huecos que podrian
quedarse en un proceso de demostracion. Me esta ayudando a esclarecer muchos
detalles y ver un orden en la demostracion.

A partir del analisis sobre su conocimiento del Modelo del Razonamiento Configural
(aprehensién operativa, aprehension discursiva y proceso configural), en relacion con las
destrezas de identificar e interpretar concluimos que FPM1 refiere al Modelo del
Razonamiento Configural como un modelo que da orden a su proceder. Reconoce “pasos”
que ha de seguir en su proceso de solucion utilizando las aprehensiones operativas,
aprehensiones discursivas y procesos configurales. FPM1 se enmarca en el caso en el cual,
el razonamiento para dar solucion a un problema de probar sigue un mismo “orden”: analizar
la configuracién geométrica, emplear conceptos y propiedades geométricas, relacionar la
configuracion geométrica con los conceptos y propiedades geométricas, aun cuando esto no
siempre se cumple.
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4.1. 4.b. Futuro Profesor de Mateméticas 2
Con base en el proceso de solucion de FPM2 se reconoce el procedimiento siguiente:

1. Interpreto la hipotesis y tesis del enunciado del problema de probar.

2. Tradujo la informacién conocida a una representacién geométrica conformada por

circunferencias, segmentos de lineas rectas y puntos.

3. ldentifico los elementos geométricos necesarios para su resolucién. Para ello

visualiz6 una descomposicion de segmento suma.

4. Relacion6 la descomposicion de segmento suma con cuatro segmentos de linea recta.

o

Modificd la representacién geométrica mediante trazos auxiliares (radios de las

circunferencias y segmentos de recta perpendiculares). Estas modificaciones las
realiz6 a fin de obtener una representacion geométrica conformada por cuatro
triangulos, que incluyé los elementos de la descomposicion del segmento suma con

las bases de los triangulos.

6. Concluyé igualdad entre los angulos de las bases de cada triangulo a partir del
concepto de tridngulo isdsceles y la propiedad de rectas paralelas cortadas por una

transversal.

7. Relacion6 los componentes de los nuevos triangulos obtenidos con la informacion
conocida: dos lados homdlogos congruentes y un angulo homologo congruente.
8. Reconocio6 que podia utilizar el criterio de congruencia de triangulos Angulo-Lado-

Angulo y asi demostrar que son congruentes.

9. Probd la equivalencia entre segmentos a partir de relacionarlos con las bases de los

triangulos congruentes.

10. Empleando todas las conclusiones, sustituyé los segmentos equivalentes en la

relacion de suma de segmentos y da solucion al problema de probar.

Lo que se destaca en la solucion de FPM2 en este problema, es que el visualizar con que
formas geométricas trabajar (triangulos AEAC y ACBD) y su “descomposiciéon” en dos
triangulos cada uno (AEAP,ACAP y ACBQ y DBQ, respectivamente), lo llevd a probar la
congruencia entre segmentos (EP = PC = A0 y QD = QC = OB). Tales segmentos serian

utilizados para reescribir un segmento suma y con ello, probar lo solicitado.

En consecuencia, de la forma de proceder de FPM2, hemos analizado su razonamiento
utilizando los elementos del Modelo del Razonamiento Configural (aprehension operativa,

aprehension discursiva y proceso configural).

En la Tabla 14 se muestra el analisis de su proceso de solucion al problema de probar con

base en el Modelo del Razonamiento Configural. Incluye evidencia escrita y verbal.
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Tabla 14

Analisis del proceso de solucion de FPM2 al problema de probar 4

Enunciado del problema: Sean dos circunferencias de centros A y B respectivamente,
secantes en dos puntos distintos C y H. Por C se traza una paralela al segmento AB, que
corta a las circunferencias en los puntos D y E. Prueba que DE es dos veces AB.

Accion del resolutor Aprehension Aprehension Proceso
operativa discursiva configural
Representa geométricamente las Construye una  Definicibnde La
condiciones del problema. configuracion  circunferencias coordinaci
X geométrica y concepto de  6n
compuesta por:  posicion aprehensio
Dos n
circunferencias  Definicion de  discursiva/
concentroen A rectas paralelas aprehensio
yB, n operativa
respectivamente.  concentode  conlleva a
%S rectas ABy puntos de tener una
E interseccion representac
sta LR
. ion visual
construccion del
es una
. - problema
interpretacion de probar
literal de las '
condiciones
del problema.
Plantea una relacion de segmento suma  Descompone Propiedad de La
S - . — lossegmentos segmento coordinaci
Noleme» ¢ LU= €00 ﬂ'!j 2 4G ﬁ?B de Il'nga recta a su?na on
partir de los aprehensio
segmentos de n
linea recta que operativa/a
lo conforman. prehension
ED = EC+CD discursiva
AB = A0 + OB conlleva a
plantear
una
relacion
que oriente
el proceso
de
solucion.
Traza segmentos auxiliares (radios de Construccion ~ Concepto de La
cada circunferencia) para obtener dos de una radios de coordinaci
triangulos. subconfiguraci  circunferencias én
Oon geométrica  Concepto de aprehensio
triangulo n
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FPM2: Si trazamos los radios AE,

AC,CB y DBy las perpendiculares a ED
gue pasan por C, A y B obtenemos que hay
triangulos auxiliares para ayudarnos a
resolver el problema.

compuesta por
dos triangulos:
AEAC y ACBD

discursiva/
aprehensio
n operativa
propicia
construir
una
subconfigu
racion dtil
para la
resolucion
del
problema
de probar.

Traza segmentos de recta auxiliares
(perpendiculares) para descomponer los
triangulos.

Construye una
subconfiguraci
On geometrica
compuesta por
triangulos:
AEAF,ACAF
ACOA,ACOB
AQBC y AQBD

Propiedad de
perpendiculari
dad.

La
coordinaci
on
aprehensio
n
discursiva/
aprehensio
n operativa
propicia
construir
una
subconfigu
racion atil
para la
resolucion
del
problema
de probar.

Prueba la igualdad entre los angulos de
las bases de los triangulos.

[ofces $ECAZ R CEA> X LAD forq el Jygaple Eches

atles § p 5l 'p-m'eln tortodus  por on dsonver sl
De Anltln ‘pM;”?‘ 4E0) I;PC.B: & L84

Transcripcién de la imagen: Entonces
2LECA = £CEA = £CAB porque el
triangulo ECA es isosceles y por ser
paralelas cortadas por una transversal.

De manera homologa £ZEDB = «DCB =
2CBA

Identifica
elementos de
la
subconfiguraci
On geométrica
a partir de su
descomposicio
n:

2ECA, 2CEA
¢2CAB, £EDB,

2DCB, £CBA

Propiedad de
rectas paralelas
cortadas por
una
transversal.
Concepto de
triangulo
isosceles.

La
coordinaci
on
aprehensio
n
discursiva/
aprehensio
n operativa
propicia
relacionar
elementos
en una
subconfigu
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racion

geométrica
Prueba congruencia entre los triangulos.  ldentifica Concepto de La
;’;/ ol cidtrn de corguctan A-LA oy fusngoles LPA,  elementos de cquruencia de (;oordinaci
0h ¢ (08 oot (¥igiwabes  (Tombdn Oy 608,03y 05) la triangulos. 6n
subconfiguraci  Criterio de aprehensid
Transcripcion de la imagen: Por el ongeométrica: congruencia.  n
criterio de congruencia A — L — A los ~ Dosangulosy operativa/a
triangulos EPA, PCAy CDA son un lado en cada prehension
congruentes (También triangulo discursiva
A'GDB,CQB y OBC) propicia
establecer
una
relacion de
congruenci
a entre
triangulos.
Relaciona los elementos homologos de  Identifica Concepto de La
los triangulos congruentes. elementosde  congruenciade coordinaci
Ep=dc=Ac 4 GD=qc=95Bl triangulos. 6n
subconfiguraci aprehensio
On geometrica n
mediante su operativa/a
descomposicio prehension
n: discursiva
Lados de los conlleva a
triangulos establecer
relaciones
de
equivalenci
a entre los
lados de
los
triangulos.
Prueba la relacion doble de AB respecto ~ Se identifican ~ Longitud de un La
de DE elementos de segmento coordinaci
Entonc e ‘;‘3 C?_; €0 = OB 4oh = 2o la suma 6n
b coupe. o ctae=zde configuracién  Propiedad aprehensio
1 ETe s webido) = e A2 gaométrica transitiva n
mediante su operativa/a
descomposicio prehension
n: discursiva
Lados de los conlleva a
triangulos y la solucion
segmento suma al
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problema
de probar.

Del analisis de su proceso de solucion, los elementos que identificamos como relevantes
fueron:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: circunferencias secantes, rectas
paralelas y perpendiculares, concepto de triangulo isésceles, concepto de
congruencia y criterios de congruencia de triangulos y longitud de un segmento
suma.

= Modificaciones sobre la figura: trazos auxiliares, identificacion de
subconfiguraciones geométricas (tridngulos) y sus elementos.

Estos elementos fueron contrastados con aquellos que FPM2 identificd del analisis que
realiz6 a su proceso de solucién. Al ser cuestionado por el investigador sobre su respuesta al
inciso a) del problema (identificar elementos relevantes en su resolucion) FPM2 identificé:

= Conceptos y propiedades geométricas utilizadas: circunferencias secantes, radios de
la circunferencia, segmentos de recta perpendiculares, concepto de triangulo
isdsceles, propiedad de segmentos de recta paralelas, congruencia de triangulos,
criterios de congruencia y longitud de un segmento suma.

= Modificaciones sobre la figura: trazos de radios en cada circunferencia, identificar
triangulos como subconfiguraciones geométricas y sus elementos.

Este contraste permitié reconocer que FPM2 identificO los conceptos y propiedades
geométricas que utilizd en su proceso de solucion, asi como las modificaciones que realizé
sobre la configuracion geométrica que construyo inicialmente. Por lo que realizd, el nivel
que le corresponde respecto a la categoria de identificar es el 3.

Siguiendo con la segunda categoria de andlisis, interpretar, el analisis sobre su proceso de
solucion (véase Tabla 14) fue contrastado con la interpretacion que hizo sobre el mismo
(\Véase Figura 14), a fin de entender como interpret6 tedricamente su actuar respecto de las
aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y los procesos configurales.
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Figura 14. Parte de la interpretacion realizada por FPM2 sobre su proceso de solucion.

Al ser cuestionado por el investigador sobre el inciso b) del problema de probar (interpretar
su solucion mediante el Modelo del Razonamiento Configural) FPM2 explicd que dividid su
forma de proceder en ocho momentos, en cada momento interpretd su actuar respecto de las
aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y los procesos configurales.

El contraste que se realiz6 muestra lo siguiente:
Similitudes:

= |dentificé ocho momentos en su proceso de solucion, que refieren a las acciones
realizadas por el resolutor.

= Segun el momento en su proceso de solucion, sefialé como aprehensiones discursivas
el concepto de circunferencias secantes, propiedad de paralelismo, concepto de suma
de segmentos, concepto de radio, propiedad de perpendicularidad, relacién entre
rectas paralelas cortadas por una transversal, concepto de congruencia y criterios de
congruencia.

= Segun el momento en su proceso de solucion, sefialdé como aprehensiones operativas
la construccidn de configuraciones y subconfiguraciones geométricas, la
identificacion de elementos en las subconfiguraciones y configuraciones
geométricas.

= |dentificé el papel de los procesos configurales en su proceso de solucién.

El nivel que le corresponde respecto a la categoria de interpretar es el 5, en razén de que
interpret6 tedricamente todas las aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y los
procesos configurales. Asi mismo, reconocié su papel en la resolucion del problema de
probar.

A partir del andlisis sobre su conocimiento del Modelo del Razonamiento Configural, en
relacion con las destrezas de identificar e interpretar concluimos que FPM2 refiere al Modelo
del Razonamiento Configural como un modelo para entender el actuar de una persona al
resolver un problema de probar en geometria. Este Modelo le permite entender el
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razonamiento que guia el proceso de solucion al identificar la aprehension operativa,
aprehension discursiva y el proceso configural.

FPM2 identifico como aspectos relevantes las modificaciones sobre las figuras y los
conceptos y propiedades que emplea para justificar tales modificaciones. Interpreto
tedricamente a las modificaciones como aprehensiones operativas, a los conceptos y
propiedades como aprehensiones discursivas y a la relacion entre estos como procesos
configurales. Ademas, reconocié el papel de los procesos configurales en el proceso de
solucién de un problema de probar.

4.2 Toma de decisiones de FPM sobre la comprension de estudiantes

Las decisiones que tomaron los FPM sobre la comprensidn que evidenciaron estudiantes de
secundaria al resolver problemas de probar, se analizaron con base en los elementos del
Modelo del Razonamiento Configural (aprehension operativa, aprehension discursiva y
proceso configural). En ese contexto, los FPM debian:

1. Identificar los elementos relevantes en los procesos de solucion de estudiantes de
secundaria al resolver problemas de probar en geometria.

2. Interpretar teoricamente los razonamientos de estudiantes de secundaria al resolver
problemas de probar. Tal interpretacion seria utilizando el Modelo del Razonamiento
Configural (aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y procesos
configurales).

3. Argumentar sobre sus decisiones con base en la interpretacion sobre su razonamiento

).

Para evidenciar la destreza de toma de decisiones en los FPM en relacion con su
conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural, se emplearon las Categorias de
andlisis para la destreza de toma de decisiones (Véase Tabla 9).

Estas categorias de andlisis se utilizaron una vez que se describié el proceso de solucion de
los FPM a la tarea profesional. Y, su uso nos permitio concluir sobre la toma decisiones de
FPM en relacién con su conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural.

4.2.1. Tarea profesional

Las producciones escritas y verbales de los FPM evidenciaron el analisis que realizaron sobre
los razonamientos de estudiantes de secundaria al resolver problemas de probar en geometria
y, que los llevé a tomar decisiones. Asimismo, de su conocimiento sobre el Modelo del
Razonamiento Configural en relacion con su interpretacion al proceso de solucion de
problemas de probar, en el que identificaron elementos claves que refieren a las
aprehensiones operativas y a las aprehensiones discursivas.

La forma en la que los FPM tomaron decisiones fue distinta, en razén de la forma en que

refieren a los elementos del Modelo del Razonamiento Configural, como se observa a
continuacion.
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4.2. 1.a. Futuro Profesor de Matematicas 1

La primera situacion de ensefianza de la prueba en geometria demandé el anélisis de un
dialogo entre un profesor y un alumno de secundaria. El analisis revelaba que el estudiante
habia seguido un razonamiento inadecuado durante su resolucién al problema de probar.

En este contexto, FPM1 explicd que el razonamiento del alumno era inadecuado al considerar
una representacion de un caso particular del problema de probar.

FPM1: El alumno se quedd con ese caso particular que se tenia que era el de acé (sefiala la
representacion geométrica inicial) y...hizo su demostracion de que esos angulos eran
iguales...el A con el B, esto de acuerdo con la imagen que tenemos acad...lo primero
que hizo fue remitirse a la definicion de un rectangulo...en este caso tenemos un
rectangulo y ahi utilizé una propiedad que se conoce que, cuando se intersectan sus
diagonales, en un rectangulo ...sus diagonales se bisecan de ahi pues, lo que encontré
fue la equivalencia entre los segmentos, aja, entre los lados...a partir de ahi justifico
que iban a ser equivalentes los angulos.

FPM1, primeramente, analizo el razonamiento del alumno sobre el proceso de solucion al
problema de probar, al momento en que lo explicd al profesor. Para explicar bajo qué
condiciones el razonamiento del estudiante era valido, FPM1 propuso un proceso de solucion
al problema de probar. Segin FPML1 el alumno:

= Analizd la representacion geométrica inicial en conjunto con la hipotesis y tesis del
enunciado a probar.

= Visualizd que los datos de la hipotesis y de la tesis del problema se correspondian
con una subconfiguracion geometrica de un rectangulo, que le seria Gtil para su
solucion.

= |dentifico elementos del rectangulo: sus diagonales.

= Empled la propiedad de las diagonales de un rectangulo para concluir que las
“partes” que conforman las diagonales son iguales.

=  Relaciond “las partes” de las diagonales con lados de dos tridngulos.

= Concluyo que los lados de ambos triangulos eran iguales y, por consiguiente, sus
angulos también, tesis del problema.
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Figura 15. Explicacién del razonamiento del alumno, segiin FPML.

FPM1 not6 que el proceso de solucion del alumno refiere a un caso particular del problema
de probar. Con base en ello, decidié responder al alumno mediante un caso general que se
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correspondiera con el enunciado del problema de probar y que contradijera el razonamiento
del estudiante. Su respuesta se describe en seguida.

FPM1: Lo que hice fue olvidarnos un poco de la imagen que se habia dado y, construir a
partir de los datos que nos estan dando con la modificacién o la aclaracion que
hizo en este caso, el maestro. Si nosotros ponemos ahora la construccion que
hicimos a partir de la hipétesis, la siguiente representacion...y ahora lo que
tenemos es que no se cumple lo que habia demostrado el compafiero (refiriéndose

al alumno).
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Figura 16. Decision de FPML1 ante el razonamiento evidenciado por el alumno.

Para refutar la afirmacion del alumno sobre el problema de probar (los segmentos de linea
recta se bisecan), FPM1 propuso una configuracion geometrica que cumpliera con las
modificaciones que solicita el profesor (“en el problema nimero 8 siguiente tienes que
corregir la tesis ya que solo podemos deducir que <A es congruente con <D”). FPM1
enfatizd que el alumno debia en primera instancia, entender la informacion proporcionada
por la hipétesis del problema y luego traducirla a una configuracion geometrica (indica que
ello refiere a una aprehension operativa). Considera que, en un segundo momento, el alumno
debio asociar los conceptos y propiedades geométricas a la configuracién geomeétrica (indica
que refiere a una aprehension discursiva) y finalmente, probar la tesis del problema,
relacionando la configuracion geométrica con los conceptos y propiedades geométricas
(indica que ello evidencia un proceso configural).

Concluimos que FPM1 tomo su decision de como responder al alumno, a partir de entender
bajo qué contexto el razonamiento del estudiante era valido, para ello identific6 como
aspectos claves en su proceso de solucion:

= La representacion geométrica inicial y su modificacién (rectangulo).
= Propiedades y conceptos geométricos (concepto de rectangulo y propiedad de
diagonales de un rectangulo).

Y, propuso la aprehensidn operativa, aprehension discursiva y el proceso configural que el
estudiante debia realizar para dar una solucién satisfactoria al problema de probar. Su forma
de proceder ante el actuar del estudiante, refiere al Modelo del Razonamiento Configural,

91



como una herramienta que brinda un orden en el proceso de prueba: Aprehension operativa
— Aprehension discursiva — Proceso configural.

Respecto a la segunda situacion de ensefianza de la prueba en geometria que los FPM
analizaron y en la cual se les demandd explicar los razonamientos de dos estudiantes
(estudiante 1 y estudiante 2) a un mismo problema de probar. Su analisis debia revelar que
ambos estudiantes habian seguido razonamientos inadecuados durante su resolucién al
problema de probar. Al respecto, los FPM debian disefiar una secuencia de al menos tres
tareas para guiar a cada uno de estos estudiantes, en su razonamiento hacia la solucién del
problema de probar.

En el caso de FPM1, diferenci6 los razonamientos entre los estudiantes a partir de las
aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y los procesos configurales que
realizaron en su solucion. En el razonamiento del estudiante 1, FPM1.:

Respuesta de estudiante 1. ldentific6 que el estudiante se centré en modificar la
representacion geométrica inicial a un caso particular (aprehension operativa) que cumple
con las condiciones de la hipotesis. Asi también, reconocio que no justificd la modificacion
que hizo sobre la representacion geométrica, mediante propiedades 0 conceptos geometricos
(aprehension discursiva) lo cual, no le permitié demostrar la tesis requerida (proceso
configural).

FPM1: Como que observé que él lo hizo para un caso particular...el caso cuando las
circunferencias eran iguales o con el mismo radio... creo que confundio o no sabia
la definicion de que fueran secantes ¢no? para este caso particular (sefiala dos
circunferencias tangentes con el mismo radio) tenemos que aqui (sefiala la union
de los radios) esta recta... igual cumple las condiciones, sin embargo, COMO que se
sale de la generalidad del hecho de que sean paralelas.

Z. 5%

3

Figura 17. Representacion de FPM1 de dos circunferencias con el mismo radio.

De forma analoga a la situacion de ensefianza anterior, FPM1 analiz6 el actuar del estudiante
buscando un contexto en el cual tuviera sentido su razonamiento. Esto le permitié reconocer
que el estudiante 1 atendié a una representacidn geométrica de un caso particular del
problema de probar en el cual las circunferencias tienen el mismo radio y que también,
desconocia el concepto de circunferencias secantes.

A partir de lo anterior, FPM1 interpreté el razonamiento seguido por el estudiante 1
utilizando el Modelo del Razonamiento Configural. Concluyd que el estudiante 1 se basé
Unicamente en la figura y en sus modificaciones, sin utilizar las propiedades y la informacion
proporcionada por la hipdtesis del problema. Consecuentemente, la coordinacién entre las
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modificaciones y la justificacion no le permitié obtener una solucion adecuada al problema
de probar. Segin FPM1, esto se corresponde a la aprehension operativa, aprehension
discursiva y proceso configural, respectivamente.
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Figura 18. Interpretacion de FPM1 al razonamiento del estudiante 1.
En relacion con el razonamiento del estudiante 2, FPM1:

Respuesta de estudiante 2. Identific6 que el estudiante se centr6 en modificar la
representacion geométrica inicial (aprehension operativa) pero no realizo las justificaciones
adecuadas (aprehension discursiva). Por tanto, reconocio que el estudiante no logré
demostrar la tesis requerida (proceso configural).

FPML1: Para el segundo estudiante, lo que él empezd hacer fue construcciones auxiliares,
pero de alguna manera como que no las fue justificando y...eso también le provoco
que se fuera como enredando en lo que queria encontrar o...lo que queria lograr.

De forma anéloga al estudiante 1, FPM1 analizé el actuar del estudiante 2 buscando un
contexto en el cual tuviera sentido su razonamiento. Esto le permitié reconocer que el
estudiante 2 tiene un sobre apoyo en lo que visualiza al no realizar las justificaciones
adecuadas.

A partir de lo anterior, FPML1 interpreté el razonamiento seguido por el estudiante 2 con base
en el Modelo del Razonamiento Configural. Identific6 que el estudiante 2 realizd
construcciones auxiliares sin apoyo de propiedades que justificaran su proceder. Este
estudiante prolonga un segmento de recta y visualiza la suma de segmentos, pero no
considera las definiciones y propiedades convenientes. Lo anterior, proporciona la idea
intuitiva de la prueba. Segin FPML1, esto se corresponde a la aprehension operativa,
aprehension discursiva y proceso configural, respectivamente.
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Figura 19. Interpretacion de FPM1 al razonamiento del estudiante 2.

Lo que se evidencia en lo realizado por FPML1 es que su conocimiento sobre el Modelo del
Razonamiento Configural lo ayudé a:

= |Interpretar lo que realizaron los estudiantes a partir de la aprehension operativa,
aprehension discursiva y el proceso configural.

= Disponer de una guia que orienta el proceso de solucion al problema de probar. En la
que los conceptos y propiedades geométricas y las modificaciones sobre la figura
juega un papel clave.

Consecuente al andlisis de los razonamientos de los estudiantes 1 y 2, FPM1 concluyo que
ninguno logro una solucién adecuada al problema de probar. Por una parte, el estudiante 1
no realiz6 modificaciones pertinentes a la configuracion geométrica inicial y, por otra, el
estudiante 2, a pesar de que realizd modificaciones pertinentes a la configuracion geométrica
inicial, no logro asociar las propiedades geométricas necesarias para dar solucién al problema
de probar.

Siguiendo con el disefio de la secuencia de tareas, para el estudiante 1, FPM1 propuso lo
siguiente:

1. Construccion de distintas circunferencias. Segun su interpretacion, el estudiante se
limito a circunferencias con las mismas caracteristicas por lo que requiere explorar
distintas representaciones y a partir de ello, identificar propiedades.

2. Investigar la definicion de circunferencias secantes y tangentes y trazo de las mismas.
Segun su interpretacion, el primer estudiante carece de conocimiento sobre tales
circunferencias por lo cual, es necesario explorar sobre ello.

3. Trazar y analizar configuraciones geométricas que sean Utiles en la resolucién del
problema de probar. Segun su interpretacion, el estudiante requiere conocer otras
configuraciones geométricas que contribuyan a visualizar modificaciones en la
configuracion geométrica inicial del problema de probar.

En lo realizado por FPML1, la tarea 1 refiere a aprehensiones operativas, la tarea 2 a
aprehensiones discursivas y la tarea 3 a procesos configurales. Todos ellos involucrados al
resolver el problema de probar. En relacién con su conocimiento antecedente sobre el Modelo
del Razonamiento Configural, consideré como aspectos guia el conocimiento sobre
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definiciones y propiedades (aprehension discursiva), la realizacion de trazos o
modificaciones a representaciones geométricas (aprehension operativa) y las relaciones que
se pueden establecer entre estas (proceso configural).

Respecto al disefio de la secuencia de tareas, para el estudiante 2, FPM1 propuso lo siguiente:

1. Deducir propiedades de la circunferencia e investigar sobre rectas paralelas. Segln
su interpretacion, este estudiante carece de un conocimiento sobre las propiedades y
conceptos que estan involucrados en la resolucion del problema de probar.

2. Realizar trazos en las circunferencias. Aporta a sugerir nuevas configuraciones
geomeétricas

3. Conocer tridngulos congruentes y criterios de congruencia, utilizar los criterios de
congruencia en representaciones geomeétricas y deducir relaciones entre triangulos a
partir de su congruencia. Segln su interpretacion, el estudiante no fue capaz de
relacionar la representacion y sus modificaciones con conocimientos geométricos.

En este caso, la tarea 1 refiere a aprehensiones discursivas, la tarea 2 a aprehensiones
operativas y la tarea 3 a procesos configurales. Todos ellos involucrados al resolver el
problema de probar. En relacion con su conocimiento antecedente sobre el Modelo del
Razonamiento Configural, considerd como aspectos guia el conocimiento sobre definiciones
y propiedades (aprehension discursiva), la realizacion de trazos o modificaciones a
representaciones geométricas (aprehension operativa) y las relaciones que se pueden
establecer entre estas (proceso configural). Ademas, su forma de intervencion sigue un
camino ordenado para llegar a la solucion del problema de probar.

Por lo que realizo, el nivel que le corresponde respecto a la categoria de tomar decisiones es
el 3, enrazdn de que toma decisiones con base en las aprehensiones operativas, aprehensiones
discursivas y procesos configurales.

Finalmente, al ser cuestionado por el investigador sobre la utilidad del Modelo del
Razonamiento Configural, FPM1, menciond:

FPML1: Yo considero que el modelo, sigo con la idea de que, nos da un orden de como
podemos trabajar un proceso de demostracion y, de alguna manera, aclarar todos
aquellos “huecos” que podrian llegar entre un paso de demostracion a otro.
Entonces... lo que paso aqui (sefiala la respuesta del estudiante 1) fue eso
precisamente, bueno lo vi mas en el caso del segundo estudiante... lo que podemos
observar es que a pesar de que logra hacer construcciones auxiliares que también
considero que es una tarea un poco complicada estem...sin embargo, a partir de
esas construcciones auxiliares no logramos ver esas propiedades ¢no? O esas
definiciones entonces, de alguna manera ese modelo nos esta proponiendo una base
para, en el caso de una prueba, se supone que tenemos que partir, a partir
de...construcciones o modificaciones que realizamos sobre una construccion luego
nos debe llevar al establecimiento de ciertas justificaciones... y, eso pues nos dejaria
ver la relacion que existe entre las modificaciones o justificaciones que nosotros
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hagamos para llegar a proponer pues un camino para hacer una demostracion o
una prueba o incluso ver otras propiedades.

El analisis sobre las respuestas de FPM1 a los Problemas de Probar (PP) y Tareas
Profesionales (TP) evidenci6 el desarrollo de la competencia mirar el razonamiento de los
estudiantes al resolver problemas de probar en geometria (lI: Identificar, In: Interpretar, TD:
tomar decisiones) a partir de lo que conoce sobre el Modelo del Razonamiento Configural,
COmo Sigue:

Tabla 15
Desarrollo de la mirada profesional de FPM1 y su conocimiento sobre el Modelo del
Razonamiento Configural

PP 1 In TD Conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural
0 de FPM1

TP

P1L N2 N2 - Aprehension operativa: operaciones sobre la figura.

Aprehension discursiva: argumentacion sobre las operaciones
sobre la figura.

P2 N2 N3 - Aprehension operativa: manipulaciones sobre las representaciones
geométricas.

Aprehension discursiva: justificacion del porque se utilizan
propiedades o conceptos en relacién con la figura.

Proceso configural: Realizar las aprehensiones operativas y
aprehensiones discursivas al mismo tiempo

P3 N3 N4 - Aprehension operativa: manipulaciones sobre las representaciones
geométricas

Aprehensidn discursiva: justificacion del porque se utilizan
propiedades o conceptos

Proceso configural: Realizar las aprehensiones operativas y
aprehensiones discursivas al mismo tiempo destacando su papel en
la resolucion.

P4 N3 N4 - Aprehension operativa: construccion de configuraciones
geométricas y sus modificaciones de forma escrita 0 mental.
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Aprehension discursiva: justificacion mediante propiedades o
conceptos de las construcciones o modificaciones de
configuraciones geométricas.

Proceso configural: Accién en conjunto de las aprehensiones
operativas y aprehensiones discursivas. Destacar el papel de tales
acciones en conjunto para la resolucion del problema de probar.

Modelo del Razonamiento Configural: Modelo que da un orden a
los razonamientos que se siguen al resolver un problema de probar
en geometria.

TP - - N3 Aprehension operativa: construccion de configuraciones
geomeétricas y sus modificaciones de forma escrita 0 mental.

Aprehension discursiva: justificacion mediante propiedades o
conceptos de las construcciones o modificaciones de
configuraciones geomeétricas.

Proceso configural: Accion en conjunto de las aprehensiones
operativas y aprehensiones discursivas. Destacar el papel de tales
acciones en conjunto para la resolucion del problema de probar.

Modelo del Razonamiento Configural como un modelo que da un
orden en la forma de razonar al resolver un problema de probar en
geometria mediante la estructura:

Se parte de una representacion, se modifica (aprehension
operativa) luego, se reconocen ciertas propiedades o definiciones,
las justificaciones (aprehension discursiva) y finalmente, se
relacionan (proceso configural).

Describimos su mirada profesional ante su conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento
Configural como sigue:

Cuando FPML1 se enfrent6 a una situacion de progresion en el aprendizaje de la prueba en
geometria, primeramente, propuso un contexto bajo el cual tuviera sentido el razonamiento
evidenciado por el estudiante. En tal contexto, identifico las configuraciones y
subconfiguraciones geométricas y los conceptos y propiedades geométricas que son claves
en su proceso de solucién. Consecuentemente, interpretd tedricamente las modificaciones
sobre la representacion geométrica como aprehensiones operativas y las justificaciones
mediante conceptos y propiedades geométricas como aprehensiones discursivas. Estas dos
interpretaciones las relaciond tedricamente mediante los procesos configurales.
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Lo anterior, le permitié concluir acerca de los aspectos que desde una forma de proceder que
FPMI considera valida, “faltan” en la forma de razonar del estudiante. Tales aspectos se
enmarcan en el orden siguiente: Aprehension operativa — Aprehension Discursiva—
Proceso configural. Asi, toma decisiones que “completen” el orden que se sigue en un
proceso de prueba valido.

La Figura 20 muestra lo antes descrito:

Identifica Interpreta Razonamiento que FPM1 conoce y
acepta como valido

Aprehensiones

Configuraciones y Aprehensiones .
operativas

subconfiguraciones operativas
geométricas

Aprehensiones

Conceptos y discursivas Orden
propiedades Aprehensiones
geomeétricas discursivas Proceso
configural
Proceso
configural
Contraste

Busqueda de contexto en el que
tenga sentido el razonamiento

Toma de decisiones | “Completar”

Figura 20. Mirada profesional de FPM1.

FPML1: El hecho de yo haberlo resuelto con ese modelo me hizo més evidente esos problemas
que existian, por ejemplo, en el primer caso pues se logra como que hacer ver
propiedades, sin embargo, pues hacen falta hacer ciertos trazos. Y. en la segunda se
logran hacer esos trazos, pero no se logran ver esas propiedades...en el caso de la
geometria (refiriéndose al Modelo del Razonamiento Configural) es el ejemplo donde
podemos utilizarlo...lo que yo realizaba cuando tenia un problema era... tenemos la
figura y hacer estem... llegar nada mas de las equivalencias que puede uno utilizar y
finalmente, llegar a la demostracién pero, a veces, me quedaba el problema de que
cuando volvia a revisar eso que yo habia hecho me perdia un poco en el sentido de
gue no sabia yo como habia llegado a cierta equivalencia o cierta igualdad y pues a
veces, tenia yo que volver a empezar desde el inicio, volver a empezar con la
representacion original y volver hacia adelante y de alguna manera no me servia...y
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el modelo nos esta dando una base de que pues estamos partiendo de una
representacion, la modificamos luego, vemos ciertas propiedades o definiciones, las
Justificaciones y esa relacion que estamos observando entre esas dos...creo que si
serviria como una base para comprender lo que estamos haciendo.

4.2. 1.b. Futuro Profesor de Matematicas 2

Respecto a la primera situacion de ensefianza de la prueba, FPM2 explicé que el
razonamiento del alumno era inadecuado al basar su justificacion en elementos visuales.

FPM2: Yo creo que el alumno pensd que estos dos segmentos (Sefiala el segmento AC y el
segmento DB) son paralelos cosa que el problema no dice y tal vez lo pensé asi
porque en el dibujo(Véase Figura 21) parece que sean paralelos...no sé si por azares
del destino sean o no...pero aqui en el dibujo parece que CA 'y BD son paralelos
entonces, si estos fueran paralelos tendria razon porque si se cortan por una
transversal (sefiala el segmento AB) los dangulos alternos internos son iguales...
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Figura 21. Modificaciones de FPM2 a la representacion geométrica del enunciado para
explicar el razonamiento del estudiante.

El investigador cuestiond6 a FPM2 sobre la afirmacion del alumno “ZAy 4B son

congruentes, puesto que los segmentos AB y CD se bisecan”. Ante lo cual, no evidencié un
entendimiento sobre el término “bisecan”.

FPM2: Yo crei que utilizaban este término (refiriéndose a la palabra bisecan) para decir
que se cortaban por una transversal. Pues, esta basado en lo visual porque no dice
en ningln lado también que esos dos segmentos sean iguales (sefiala CE y ED) dice
que la suma, bueno no la suma sino todo el segmento si es igual, pero no que este
cortado en un punto estratégico (sefiala el punto E).

Anélogo a FPM1, FPM2, primeramente, analizé el razonamiento del estudiante sobre el
proceso de solucién al problema de probar, al momento en que lo explicé al profesor. Para
explicar bajo qué condiciones el razonamiento del estudiante era valido. Segun FPML1 el
estudiante:
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= Supuso que dos segmentos de linea recta cumplian con la propiedad de paralelismo.

= Visualizé que tales segmentos eran “cortados” por una transversal.

= Utilizé propiedades de angulos entre rectas paralelas cortadas por una transversal
para probar lo solicitado.

Con base en ello, concluyd que el error del alumno consistié en basar su argumentacion en
lo visual. Segun FPM2, el alumno planted conjeturas a partir de la configuracion geométrica
las cuales no asocio con la informacién conocida: hipotesis del problema o con conceptos y
propiedades geométricas.

Con base en ello, decidi6 responder al alumno modificando la representacién geométrica que
acompafia al enunciado del problema de probar y que contradijera el razonamiento del
estudiante. Su respuesta se describe en seguida.

FPM2: Yo pondria esta figura (sefiala la representacion geométrica inicial) de manera un
poco diferente como puse aqui (sefiala una representacién geométrica con modificaciones
en la posicion de AC y DB, Véase Figura 22) de que, los segmentos tengan diferentes
pendientes y de signos opuestos es decir, estan los dos segmentos pero uno quiza sea vertical
y este otro (refiriéndose a DB) del mismo tamafio no, pero con una pendiente diferente y
también uno negativo y uno positivo...de signos opuestos sus pendientes. Uno, para que no
se vea que son paralelos y otro, para que nos basemos sélo en la informacion que nos esta
dando.
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Figura 22. Modificaciones de FPM2 a la representacion geométrica inicial.

Para refutar la afirmacién del alumno sobre el problema de probar (equivalencia en la medida
de los angulos), FPM2 propuso una configuracidbn geométrica que cumpliera con las
modificaciones que solicita el profesor (“en el problema nimero 8 siguiente tienes que
corregir la tesis ya que solo podemos deducir que <A es congruente con <D”). FPM2
enfatiz6 en el alumno el empleo de la figura, pero en relacion con la informacién conocida
(hipotesis del problema o con conceptos y propiedades geométricas).

El empleo de la figura se relaciona con la aprehension operativa, la informacion conocida
con la aprehensidn discursiva y, la relacion entre el empleo de la figura y la informacion
conocida, con el proceso configural.

Concluimos que FPM2 tomo su decision de como responder al alumno, a partir de entender
bajo qué contexto el razonamiento del estudiante era valido, para ello identific6 como
aspectos claves en su proceso de solucion:
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= La figura y sus modificaciones (descomponer la figura en sus “partes”).
= Los conceptos y propiedades geométricas (propiedad de rectas paralelas cortadas por
una transversal).

Su forma de proceder ante el actuar del estudiante, lo relacionamos con su conocimiento
sobre el Modelo del Razonamiento Configural, en tanto a un modelo que entender el
razonamiento de una persona al resolver un problema de probar, con base en la aprehensién
operativa, aprehension discursiva y proceso configural. Por ello que su toma de decisiones
se base en dar una estructura a la accion del estudiante en términos de la aprehension
operativa, aprehensién discursiva y proceso configural.

Respecto a la segunda situacion de ensefianza de la prueba en geometria que los FPM
analizaron (explicar razonamientos de dos estudiantes 1y 2 y disefiar una secuencia de tareas
para guiar su razonamiento hacia la solucién del problema), FPM2, primeramente, entendi6
el razonamiento de cada estudiante utilizando el Modelo del Razonamiento Configural.

FPM2 procedié de forma analoga al analisis que realizé sobre su razonamiento al resolver
los cuatro problemas de probar en M2. Explico la forma de proceder de ambos estudiantes
mediante “momentos” que refieren a las principales acciones que realizaron, en cada accion
identifico la aprehension operativa, aprehension discursiva y proceso configural. Este analisis
le permitio concluir que ningun estudiante logré dar una solucion satisfactoria al problema
de probar.

Respecto al estudiante 1, FPM1:

Respuesta de estudiante 1. IdentificO que el estudiante no realizd las aprehensiones
discursivas adecuadas al confundir el concepto de radio y el concepto de didmetro.
Consecuentemente, no logro identificarlos en la representacion geométrica (aprehension
operativa). ldentifico que los procesos configurales realizados por el estudiante, no son
suficientes para dar una solucién adecuada al problema de probar (Véase Figura 23).

FPM2: Yo creo que en la aprehension discursiva el estudiante esta identificando mal queé es
el radio y qué es el didmetro, el estudiante nos dice que el segmento PQ es el radio
de ambas circunferencias...pero aunque el segmento (refiriéndose a PQ) si, esta
constituido por el radio de las dos...pero estan encimados entonces es lo que no
logra notar. Igual no sé porque dice que el segmento MN es el diametro de las dos
circunferencias puesto que el diametro es la recta de mayor longitud de la
circunferencia, pasa por el centro. En la parte operativa el segmento PQ esta
marcado como los dos radios pero con esta aclaracion de que no esta viendo que
estan encimados...no hay mas informacion en cuanto a qué hizo operativamente
puesto que no hay trazos auxiliares, ni sefiales, ni nada pues, de que haya marcado
puntos o algo, en cuanto a lo discursivo, sefiala la relacion de que si pues, estan los
dos diametros en el segmento MN y lo del segmento PQ son dos radios entonces,
por eso ella cree que el segmento MN es dos veces el segmento PQ puesto que la
relacion del didmetro con el radio es que el didmetro es dos veces el radio pero
pues, en cuanto a lo discursivo tiene clara esa relacion pero no es suficiente
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porque...MN no son los diametros y PQ pues no son los radios y en cuanto al
proceso configural, yo identifico los primeros dos momentos que yo sefialé como
mmm...la identificacion de un camino a seguir y en el siguiente, ya 10 marca como
solucion entonces es un brinco muy brusco de ah...pues voy a hacer esto y en un
paso ya terminé entonces pues, no es claro.
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Figura 23. Interpretacion de FPM2 al razonamiento del estudiante 1.

FPM2 destacé que el estudiante 1 desconocia los conceptos geomeétricos involucrados en la
resolucion del problema de probar, lo cual lo relaciona con la aprehension discursiva.
También que el estudiante se baso unicamente en lo que supuso de la figura, pero no emple6
los conceptos geométricos de forma adecuada, por ello no obtuvo la solucion del problema
de probar.

En relacion con el estudiante 2, FPM2:

Respuesta de estudiante 2. Identificd que el estudiante realizd aprehensiones operativas
adecuadas para dar solucion al problema de probar, al construir configuraciones y
subconfiguraciones geométricas, pero no considerd las definiciones y propiedades
(aprehensién discursiva) que intervienen en tales construcciones. De esta forma, la
coordinacion entre la aprehension operativa y aprehension discursiva no conlleva a una
solucion al problema de probar (\VVéase Figura 24).

FPM2: Aqui si podemos ver en la figura que hizo trazos auxiliares tenemos este pequefio
segmento de M a M’ el segmento de N a N’ y una prolongacion que marca aqui a un
punto O y a O’. Entonces, eso puse yo como primer momento, que prolongo m
(aprehension operativa) para esto, pues yo creo que tiene claro que es una recta
(aprehension discursiva) y que esto lo hizo para identificar el camino de solucién
(proceso configural)...para el segundo momento, yo creo que lo que hizo fue
identificar o marcar...remarcar los segmentos en especial, el segmento M'P que es
el que nos dice ella, o el estudiante 2...1o que hizo el estudiante 2 que es igual a PO’
y también identificar el segmento QN’ en relacién con...el segmento QO’
(aprehension operativa) para ello necesitamos saber qué es un segmento y que
relaciones puede haber entre ellos (aprehension discursiva)...pues yo creo que en su
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proceso pues fue establecer la relacion de estos dos pares ¢no?...después dice, se
forma una recta que mide lo mismo que va de PQ, para mi ese fue un tercer momento,
identificar que estos dos segmentos (refiriéndose a M'P y QN') es igual a PQ...lo

escribe, pero yo creo que no lo entendié por eso en aprehension discursiva puse una
linea.

Justg'ﬁcaci?n a la respuesta del estudiante 2
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Figura 24. Interpretacion de FPM2 al razonamiento del estudiante 2.

DestacO que, en comparacion del estudiante 1, el estudiante 2 muestra un mayor
conocimiento sobre conceptos como el radio, rectay segmentos de recta. No obstante, cuando
realizé las modificaciones a la configuracidbn geométrica, no explicita las propiedades
geométricas involucradas. Segin FPM2, esto no le permitio obtener una solucion.

FPM2: Eso fue lo que falto notar, ya sea que ella notara que aparte de que lo pusiera o lo
marcara en el dibujo, falto ahi... para que identificara que estos segmentos
MM’,00’ y NN’ son perpendiculares a MN ...

IN: Y... Jpor qué era importante que notara eso?

FPM?2: Aja, esto era importante para que en un segundo momento viera que...hay
rectangulos o hay triangulos o hay una figura geométrica auxiliar y pues podamos
trabajar con las propiedades de esas figuras...y llegar o complementar su solucion.

Lo que se evidencia en lo realizado por FPM2 es que su conocimiento sobre el Modelo del
Razonamiento Configural lo ayudo a:

= |nterpretar el razonamiento de los estudiantes a partir de organizar sus acciones en
aprehension operativa, aprehension discursiva y el proceso configural.

= Identificar aquellos elementos “faltantes” en la estructura aprehension operativa,
aprehension discursiva y proceso configural.

Siguiendo con el disefio de la secuencia de tareas, para el estudiante 1, FPM2 propuso lo
siguiente:

1. Aprendizaje sobre circunferencias y lineas en las circunferencias. Segun su
interpretacion, el estudiante no conoce adecuadamente el concepto de radio y
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didmetro por lo que requiere de una serie de tareas que enfaticen: 1) qué es el radio,
circunferencia, recta secante, recta tangente, etc. 2) trazos en circunferencias secantes.
Pretende que el estudiante modifique su entendimiento respecto a las relaciones entre
radio y didmetro en circunferencias.

2. Empleo de propiedades de figuras geométricas. Se consideran tareas que involucren
a triangulos o rectangulos. Pretende que el estudiante conozca figuras geométricas y
sus propiedades, las cuales le seran Utiles para dar solucién al problema de probar.

3. Resolucién de problemas de probar que involucran distintas subconfiguraciones
geométricas. Se consideran tareas que “combinen” figuras, tal como la resolucion de
este problema de probar.

Notamos en lo realizado por FPM2, que su disefio involucrd las aprehensiones discursivas,
aprehensiones operativas y los procesos configurales que “falté” que el estudiante 1 realice.
En relacion con su conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural, considero
como aspectos guia los conceptos, teoremas y propiedades geométricas (aprehension
discursiva), el entendimiento sobre figuras geométricas (aprehension operativa) y la union
entre estas (proceso configural).

Para el estudiante 2, no propuso una secuencia de tareas sino mas bien, algunas sugerencias
que ayudaran a completar su proceso de solucion:

1. ldentificar relaciones de perpendicularidad.
2. Trazar figuras geométricas que ayuden en la solucion del problema.
3. Identificar que M'P + QN’ = PQ.

Segun la interpretacion de FPM2, el estudiante dispone del conocimiento necesario para
resolver el problema de probar sélo falta orientar su conocimiento hacia: 1) Asociar
definiciones 'y conceptos geométricos (aprehension discursiva), 2) Construir
subconfiguraciones geométricas (aprehension operativa) y, visualizar relaciones entre los
elementos de las subconfiguraciones geométricas y la propiedad de segmento suma (proceso
configural). De igual forma, su conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural,
lo lleva a considerar como aspectos guia los conceptos, teoremas y propiedades geométricas
(aprehensién discursiva), el entendimiento sobre figuras geométricas (aprehension operativa)
y la unién entre estas (proceso configural).

El nivel que le corresponde respecto a la categoria de tomar decisiones es el 3, en razén de
que toma decisiones con base en las aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y
procesos configurales.

Finalmente, al ser cuestionado por el investigador sobre los elementos del Modelo del
Razonamiento Configural (aprehension operativa, aprehension discursiva y proceso
configural) y la utilidad del mismo, menciond:
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FPM2: La aprehension operativa es leer la figura si nos dan una figura auxiliar, como que

identificar sus partes, sus elementos...todo lo que nos digan visualmente o todo lo
que hagamos a esa figura o sino nos dan figura pues las figuras auxiliares que
hagamos o incluso aunque nos den una figura tal vez separemos ciertas dreas...las
figuras que deseamos hacer, eso para mi es la aprehension operativa.

FPM2: La aprehension discursiva son los conceptos, teoremas, propiedades...de lo que

estamos trabajando y, el proceso configural es la union entre estas. Y, yo creo que
en el proceso configural es si la union, pero porqué o sea como que esto tienen en
comun, pero para que nos lleva ¢no?

FPM2: (Sobre el Modelo del Razonamiento Configural) es importante porque bueno, en

simplemente separar qué es lo que estds viendo o haciendo visualmente o
graficamente, qué conceptos tienes claros y porqué. Entonces...sino pudiera
separar estas tres relaciones pues no podria sugerir que visualmente hiciéramos un
cambio (sefiala su respuesta a la primera situacion de ensefianza de la prueba)
V...en este que es el mds completo (sefiala la segunda situacion de ensefianza de la
prueba) pues me sirve para analizar qué es lo que estan contestando los estudiantes
y como se les puede ayudar. Al estudiante I...podemos ver que en lo discursivo no
tiene claro los conceptos bdsicos...al estudiante dos...entiende mds de 10 que ha
visto graficamente (aprehension operativa) entonces si tiene conceptos...entonces
nos sirve para separar, separar las aprehensiones con el proceso para ver qué es
lo que esta haciendo...

El analisis sobre las respuestas de FPM2 y FPM3 a los Problemas de Probar (PP) y Tareas
Profesionales (TP) evidencié el desarrollo de la competencia mirar el razonamiento de los
estudiantes al resolver problemas de probar en geometria (I: Identificar, In: Interpretar, TD:
tomar decisiones) a partir de su conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural,
como sigue:

Tabla 16
Desarrollo de la mirada profesional de FPM2 y su conocimiento del Modelo del
Razonamiento Configural

PP | In TD Conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural
0 de FPM2
TP
P1L N2 N2 - Aprehension operativa: acciones sobre la figura
Aprehensidn discursiva: pasos de la demostracién en los cuales se
enuncia la propiedad o el teorema utilizado
P2 N2 N3 - Aprehension operativa: “pasos” que se realizan sobre la figura
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Aprehensidn discursiva: propiedades, conceptos y definiciones que
utiliza en cada “paso” sobre la figura.

Proceso configural: relaciones entre las aprehensiones operativas y
las aprehensiones discursivas.

P3 N2 N3

Aprehension operativa: “pasos” que se realizan sobre la figura

Aprehensidn discursiva: propiedades, conceptos y definiciones que
utiliza en cada “paso” sobre la figura.

Proceso configural: relaciones entre las aprehensiones operativas y
las aprehensiones discursivas.

P4 N3 N5

Aprehension operativa: modificaciones sobre la configuracion
geométrica.

Aprehension discursiva: asociacion de propiedades y conceptos
geométricos a las configuraciones geometricas.

Proceso configural: relaciones entre las aprehensiones operativas y
las aprehensiones discursivas. Destacar el papel de los procesos
configurales para la resolucién del problema de probar.

TP - -

N3

Aprehensidn operativa: construccion de configuraciones
geométricas y sus modificaciones. Saber manipular la figura.

Aprehensidn discursiva: conceptos, teoremas y propiedades
relacionadas con las figuras con las que se estan trabajando.

Proceso configural: relaciones entre las aprehensiones operativas y
las aprehensiones discursivas. Destacar el papel de los procesos
configurales para la resolucion del problema de probar.

Modelo del Razonamiento Configural: Modelo para estructurar en
el razonamiento involucrado al resolver un problema de probar en:

Lo que se logra visualizar o realizar sobre las figuras (aprehension
operativa); Conceptos, propiedades y teoremas (aprehension
discursiva) y la relacion entre ambos (proceso configural).

Respecto a FPM2, describimos su mirada profesional ante su conocimiento sobre el Modelo
del Razonamiento Configural como sigue:

Cuando FPM2 se enfrent6 a una situacion de progresion en el aprendizaje de la prueba en
geometria, primeramente, entendié el razonamiento evidenciado por el estudiante utilizando
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el Modelo del Razonamiento Configural. En tal contexto, destacé a las configuraciones y
subconfiguraciones geométricas y los conceptos y propiedades geométricas como aspectos
claves en su proceso de solucion e interpretd tedricamente:

= El entendimiento sobre una figura respecto a sus elementos y sus posibles
modificaciones como aprehensidn operativa.

= Los conceptos, teoremas y propiedades geométricas involucrados en la resolucion de
un problema de probar, como aprehensiones discursivas.

= Las relaciones entre el entendimiento sobre la figura y el empleo de conceptos,
teoremas y propiedades geométricas como procesos configurales. Destaca el papel de
los procesos configurales en la resolucion de un problema de probar.

A partir de ello, “estructura” las aprehensiones operativas y/o aprehensiones discursivas que
un estudiante debe realizar en coordinacion, para obtener una solucion adecuada al problema
de probar.

La Figura 25 muestra lo antes descrito:

Identifica Interpreta Toma de decisiones

Configuraciones y
subconfiguraciones Aprehensiones Da estructura al
geomeétricas operativas razonamiento

Conceptos y
propiedades
geométricas

Aprehensiones
discursivas

Proceso
configural

Entendimiento del razonamiento

Figura 25. Mirada profesional de FPM2.
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Capitulo 5. Conclusiones y reflexiones

El objetivo de la investigacion reportada aqui, fue caracterizar el desarrollo de la competencia
mirar el razonamiento de los estudiantes al resolver problemas de probar en geometria en
FPM a partir de su conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural. Se
fundamentd tedricamente mediante un marco conceptual compuesto de la competencia
docente mirada profesional (Jacobs, Lamb y Philipp, 2010) y el Modelo del Razonamiento
Configural (Torregrosa y Quesada, 20017). En el analisis cualitativo de los datos se puso
especial interés en las unidades del estudio de caso (FPM1, FPM2 y FPM3) en términos de
los elementos que identificaron como relevantes al resolver problemas de probar, las
interpretaciones tedricas que realizaron sobre sus procesos de solucién y las decisiones que
tomaron para la progresion en el aprendizaje de la prueba en geometria en estudiantes.

A partir de ello, concluimos que existen dos formas de razonar sobre el empleo del Modelo
del Razonamiento Configural en el contexto del aprendizaje de la prueba en geometria. Estas
se encuentran condicionadas a la manera en que se conocen los elementos del Modelo del
Razonamiento Configural (aprehension operativa, aprehension discursiva y proceso
configural).

Lo realizado en esta investigacion, nos permitio validar que la incorporacion de un
conocimiento en Didactica de la Matematica en FPM, como es el Modelo del Razonamiento
Configural contribuye al desarrollo de la mirada profesional en el contexto de la prueba en
geometria. Notamos que el aporte del aprendizaje del Modelo del Razonamiento Configural
reside en su uso como una herramienta conceptual para el analisis de los razonamientos de
estudiantes al resolver problemas de probar lo cual, contribuye a una toma de decisiones que
favorezca la progresion en su aprendizaje.

5.1 Mirada profesional en PFM a partir de su conocimiento sobre el Modelo del
Razonamiento Configural

Se presentan por casos, las dos formas de razonar sobre el empleo del Modelo del
Razonamiento Configural para mirar el razonamiento de los estudiantes al resolver
problemas de probar en geometria:

5.1.2 Caso 1. Modelo de orden al resolver problemas de probar

Un FPM que refiere a este caso, emplea el Modelo del Razonamiento Configural como un
Modelo que delimita “pasos” en la resolucion de un problema de probar en geometria. Tales
pasos siguen el orden: aprehensiones operativas, aprehensiones discursivas y procesos
configurales. FPM se caracteriza por disponer de un conocimiento matematico sobre el
proceso de solucion de un problema de probar ordenado con los elementos tedricos del
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Modelo del Razonamiento Configural, tal conocimiento lo utiliza como una guia del
razonamiento que todo resolutor debe seguir para obtener una solucion satisfactoria.

Esta forma de razonar sobre el empleo del Modelo del Razonamiento Configural se encuentra
determinado por los elementos que identifican como claves al resolver problemas de probar
en geometria, cdmo interpretan teéricamente las acciones de un resolutor y de qué forma
toman decisiones en situaciones de ensefianza de la prueba en geometria. En este caso FPM:

= Diferencia los conceptos y propiedades geométricas de las manipulaciones sobre las
configuraciones geométricas. Identifica las configuraciones y subconfiguraciones
geométricas y los conceptos y propiedades geométricas como elementos clave al
resolver un problema de probar.

= Interpreta tedricamente las modificaciones sobre la representacion geométrica como
aprehensiones operativas, las justificaciones mediante conceptos y propiedades
geomeétricas como aprehensiones discursivas y las relaciones entre las modificaciones
sobre la representacion y su justificacion, como procesos configurales.

= Toma decisiones para la progresion en el aprendizaje de la prueba en estudiantes con
base en los pasos que se deben de seguir en un razonamiento conocido que da solucion
al problema de probar. Para ello utiliza como esquema, previamente definido:

Aprehension operativa —Aprehension discursiva—Proceso configural

5.1.3 Caso 2. Modelo que estructura el razonamiento al resolver un problema de probar

Un FPM que refiere a este caso, emplea el Modelo del Razonamiento Configural como un
Modelo que estructura el razonamiento de una persona al resolver un problema de probar en
geometria. Tal estructuracion refiere a las aprehensiones operativas, aprehensiones
discursivas y a los procesos configurales involucrados en el razonamiento. FPM se
caracteriza por analizar el razonamiento evidenciado por el resolutor utilizando los elementos
teoricos del Modelo del Razonamiento Configural.

Esta forma de razonar sobre el empleo del Modelo del Razonamiento Configural se encuentra
determinado por los elementos que identifican como claves al resolver problemas de probar
en geometria, cOmo interpretan teéricamente las acciones de un resolutor y de qué forma
toman decisiones en situaciones de ensefianza de la prueba en geometria. En este caso FPM:

= Diferencia los conceptos y propiedades geométricas de las manipulaciones sobre las
configuraciones geométricas. Identifica como aspectos relevantes las modificaciones
sobre la figura (explicitas o no) y los conceptos y propiedades geométricas que
emplea en cada paso, para justificar tales modificaciones.

= |nterpreta tedricamente el entendimiento sobre una figura respecto a sus elementos y
sus posibles modificaciones como aprehension operativa, los conceptos y teoremas y
propiedades geométricas involucrados en la resolucion de un problema de probar,
como aprehension discursiva y las relaciones entre el entendimiento sobre la figura y
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el empleo de conceptos, teoremas y propiedades geométricas como procesos
configurales.

= Toma decisiones con base en “completar” el razonamiento de un estudiante utilizando
como referente la estructura: aprehensiones operativas y/o aprehensiones discursivas
las cuales debe realizar en coordinacion, para obtener una solucion adecuada para el
problema de probar en geometria.

5.2 Reflexiones finales
El desarrollo de la mirada profesional en FPM se evidencié como sigue:

Identificar: enfocaron la atencion en los conceptos y propiedades geométricas y en la
configuracion geométrica inicial para explicar sus procesos de solucion, incorporaron las
modificaciones a la representacién geométrica y la identificacion de subconfiguraciones
geomeétricas y sus componentes, como elementos claves de su proceso de solucidn.

Interpretar: incorporaron las aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas en su
andlisis, relacionaron ambos elementos tedricos mediante los procesos configurales y
reconocieron su papel en los procesos de solucion.

Tomar decisiones: propusieron intervenciones didacticas o secuencias de tareas que guiaran
la progresion en el aprendizaje de estudiantes sobre la prueba en geometria a partir del
entendimiento de sus razonamientos.

A pesar de que disefiamos el ME para que los FPM desarrollaran la competencia docente
mirada profesional de los razonamientos involucrados al resolver problemas de probar, en
relacion con la adquisicion de las destrezas de identificar, interpretar y tomar decisiones
mediante su uso en problemas de probar cada vez mas complejos, notamos que su desarrollo
fue conforme a las siguientes fases:

= Fase 1: Reconocimiento de elementos geométricos claves en procesos de solucion de
problemas de probar en geometria.
Primeramente, identificaron los conceptos y las propiedades geométricas, asi como
las modificaciones sobre la representacion geométrica como aspectos claves al
resolver problemas de probar en geometria. Se plantea que esto es consecuente de su
aprendizaje antecedente sobre la prueba en geometria.

= Fase 2: Asociacion de elementos geométricos claves con los elementos tedricos de
aprehensién operativa y aprehension discursiva.
Interpretaron tedricamente los aspectos relacionados con la figura (manipulaciones,
operaciones, entre otros) como aprehensiones operativas y los aspectos relacionados
con los conceptos y propiedades geométricas (uso para justificar o argumentar los
pasos en el proceso de solucion) como aprehensiones discursivas.
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= Fase 3: Asociacion de aprehensiones operativas y aprehensiones discursivas
mediante el proceso configural.
Relacionaron las aprehensiones operativas y las aprehensiones discursivas mediante
los procesos configurales. También, reconocieron el papel de los procesos
configurales en su proceso de solucion.

= Fase 4: Uso del modelo del Razonamiento Configural como herramienta conceptual.
Emplearon el Modelo del Razonamiento Configural en el anélisis de los procesos de
solucion de estudiantes para resolver problemas de probar en geometria y, con base
en ello, tomaron decisiones que favorecian la progresion en su aprendizaje.

Bajo este contexto, coincidimos con lo sefialado por Llinares (2012) sobre el conocimiento
en Didactica de la Matematica como un aspecto importante para el desarrollo de la mirada
profesional. En nuestro caso, el conocimiento sobre el Modelo del Razonamiento Configural
fungié como una herramienta conceptual para el analisis de los razonamientos involucrados
al resolver problemas de probar.

Consideramos que los FPM que desarrollan la mirada profesional a partir del conocimiento
sobre el Modelo del Razonamiento Configural, se distinguen por entender el razonamiento
que evidencian los estudiantes al resolver un problema de probar en geometria y, a partir de
ello, tomar decisiones que favorezcan la progresion en su aprendizaje. Tal como reporta la
literatura (e.g. Llinares, 2011) saber queé mirar y como mirar contribuye a intervenciones mas
efectivas en el aula.

De igual forma, y en concordancia con lo sefialado por Llinares (2012), consideramos la
discusion orquestada, como un aspecto importante para el desarrollo de la mirada profesional
en FPM. Posterior a la resolucion de los problemas de probar, se discutia con los FPM sobre
su proceso de solucién y su interpretacion sobre la misma a fin de producir analisis mas
profundos sobre estas.

También, reconocemos a la reflexién que realizaron los FPM sobre su propio actuar, como
un aspecto relevante para la movilizacion de las destrezas de identificar, interpretar y tomar
decisiones. El anlisis que realizaron los FPM sobre su propio actuar, les permitié reconocer
aquellos aspectos que eran claves en su solucidn, relacionarlos con los elementos tedricos del
Modelo del Razonamiento Configural y posteriormente, contrastarlo con la forma de
proceder de estudiantes de secundaria.

Consecuente de este trabajo de investigacion, reconocemos que un desafio mayor, sera
documentar méas profundamente sobre aquellos aspectos por considerar en la formacion de
profesores cuando se pretende desarrollar su mirada profesional mediante el aprendizaje de
elementos tedricos propios de Didactica de la Matematica.

Por ejemplo, estudiar qué tipo de intervenciones en espacios de formacién docente, se
requieren para movilizar el desarrollo de las tres destrezas: identificar, interpretar y tomar
decisiones, en FPM al incorporar un conocimiento de Didactica de la Matematica o bien,
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caracterizar la puesta en uso del conocimiento en FPM a fin de desarrollar su mirada
profesional.

Por ultimo, otro aspecto a profundizar a partir de la investigacion realizada, es sobre como
trasciende el desarrollo de la mirada profesional en FPM en relacion con su conocimiento
sobre el Modelo del Razonamiento Configural, en interacciones “reales” entre estudiantes y
profesores. Esto consistiria en realizar una continuidad al trabajo con los FPM, cuando
asumen el rol de profesores al ensefiar la prueba en geometria con estudiantes. Lo anterior,
compete a futuras investigaciones.
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ANexos

Anexo 1. Instrumento de evaluacion
Nombre:

Fecha: Género:

1. Enuncia las definiciones de lo siguiente:

a) Triangulo isésceles

b) Incentro

2. Enuncia las propiedades siguientes:

a) Propiedad de paralelismo

b) Propiedad de perpendicularidad

3. Enuncia los criterios de congruencia de tridngulos

4. Resuelve los problemas siguientes:
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a) En la figura siguiente el triangulo ABC es equilatero. Ademas AE = BF = CD.
Prueba que el triangulo DEF es equilatero.

b) En la figura siguiente, AD = CB y AB = CD. Prueba que AK = CK

D B
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Anexo 2. Documento tedrico
Este documento pretende brindar un apoyo para la interpretacion de la resolucion a problemas
de probar en geometria a partir del modelo tedrico del Razonamiento Configural.

Asi, se consideran las siguientes ideas:

1. Aprender qué es una prueba y su relevancia en la educacién matematica
2. Caracterizar la coordinacién entre figuras y conceptos geométricos que intervienen
en la resolucién de problemas de probar en geometria

¢ Qué entendemos por probar?

Segun el Diccionario de la Real Academia Espafiola, probar es justificar, manifestar y hacer
patente la certeza de un hecho o la verdad de algo con razones, instrumentos o testigos. Una
prueba es entonces, la razon, argumento, instrumento u otro medio con que se pretende
mostrar y hacer patente la verdad o falsedad de algo.

En matematicas esto debe hacerse mediante una secuencia de deducciones logicas que nos
llevan a concluir la validez de la declaracion del problema (Megias, 2010). Dentro del campo
de la educacion matematica, segun la postura de Stylianides (2007), la prueba se define como
un argumento matematico para la verdad o falsedad de una declaracion matematica que
cumple con dos criterios:

1. Unargumento que califique como prueba debe usar declaraciones verdaderas, modos
validos de razonamiento y modos apropiados de representacion.

2. Un argumento que califique como prueba debe usar enunciados, modos de
razonamiento y modos de representacion que sean aceptados, conocidos o dentro del
alcance conceptual de los estudiantes en una comunidad de aula determinada.

De esta forma, el primer criterio refleja una consideracion matematica en tanto que el
segundo criterio, refleja una consideracion estudiantil.

¢Por qué es importante que los estudiantes aprendan a construir pruebas?

Actualmente, las orientaciones curriculares y las recomendaciones de organizaciones
internacionales como el National Council of Teachers of Mathematics (2010), destacan como
objetivo fundamental de la educacion matematica la capacidad de efectuar pruebas al ayudar
a los estudiantes a comprender porgue algo es verdad.

En particular, la geometria nos proporciona un contexto de aprendizaje en el que los
estudiantes aprenden a razonar y a ver la estructura axiomatica de las matematicas (NCTM,
2010).

Asimismo, la relevancia de la prueba se observa en las orientaciones nacionales del
documento “Plan de estudios 2011 educacion basica” (SEP, 2011) que plantea el formular y
validar conjeturas y, buscar argumentos para validar procedimientos y resultados, como dos
de los seis aspectos involucrados en el aprendizaje matematico. Ademas, desde el nivel de
secundaria se atiende al transito del razonamiento intuitivo al deductivo.

Pruebas en geometria
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Cuando probamos en geometria partimos de un enunciado que, en algunos casos, esta
acompafiado de un dibujo o representacion de la situacion inicial y en otros casos, se tiene
que construir tal representacion.

A partir de ello, se asocian una o varias afirmaciones matematicas del enunciado al
dibujo que lo acompafa o que se construye. A continuacion, se analiza la informacion y
con cierta frecuencia, se realizan modificaciones al dibujo o representacion inicial.

Como consecuencia, se pueden necesitar nuevas asociaciones entre el dibujo resultante y
afirmaciones matematicas que, a su vez, puede implicar nuevos cambios, repitiéndose un
ciclo hasta que se alcanza la solucion o se abandona la estrategia seguida.

Siguiendo esta direccion, investigaciones como las de Torregrosa, Quesada y Penalva (2010)
plantean un modelo tedrico denominado Modelo de Razonamiento Configural el cual,
completa el modelo cognitivo de Duval (1993) y puede ser empleado para comprender el
pensamiento de los estudiantes manifestado en sus producciones verbales o escritas al
resolver problemas de probar en geometria. El modelo del Razonamiento Configural destaca
como elementos involucrados en los procesos de resolucion de problemas de probar en
geometria:

1. Representaciones planas de los objetos geométricos (configuraciones geometricas),
modificaciones en las representaciones (subconfiguraciones) y afirmaciones
matematicas.

2. Modificacion fisica o mental de la configuracion inicial denominado aprehension
operativa.

3. Accion que produce una asociacion de la configuracion identificada con afirmaciones
matematicas (definiciones, teoremas, axiomas) denominado aprehension discursiva.

4. Interacciones entre configuraciones iniciales y posibles modificaciones de acuerdo
con definiciones, teoremas y propiedades geométricas necesarias para probar en
geometria denominado proceso configural.

Veamos algunos ejemplos de lo anterior:
Ejemplo 1. En la figura, AD = CB y AB = CD. Probar que AK = CK

Representacion inicial:

Solucién Descripcién Proceso configural
5 Asocia las hipétesis iniciales AD = | La coordinacion aprehension
CB y AB=CD (aprehension | discursiva/aprehension
discursiva) a la configuracion dada, | operativa conlleva a tener un
mediante  trazos en  dicha | referente visual del problema
de probar.
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configuracion
operativa).

(aprehension

Modifica la configuracion inicial
mediante el trazo  auxiliar
(aprehension operativa) de un
segmento de linea recta AC
(aprehension discursiva). Se obtiene
una subconfiguracion.

La coordinacion aprehension
operativa/aprehension
discursiva propicia tener una
subconfiguracién atil para la
resolucion del problema de
probar.

Modifica la  subconfiguracion
geométrica (aprehension operativa)

La coordinacion aprehension
operativa/aprehension

mediante su descomposicion en dos | discursiva permite el
4\ C triangulos ADAC 'y  ABCA | planteamiento de una
N (aprehension discursiva). conjetura:
Se debe probar que "ADAC = ABCA"
ADAC = ABCA
Que contribuye a la solucion
del problema de probar.
El triangulo ADAC = | ldentifica  elementos de la | La coordinacion aprehension

ABCA por el criterio de

congruencia LLL

subconfiguracion geométrica, lados
correspondientes  del  triangulo
(aprehension operativa) y los asocia
con la propiedad de congruencia de
triangulos mediante el criterio de

operativa/aprehension
discursiva conlleva la
demostracion de la conjetura.

congruencia LLL  (aprehensién
discursiva).
Identifica una subconfiguracién | La coordinacion aprehensién
geométrica (aprehension operativa) | operativa/aprehensién
/\ de un triangulo (aprehension | discursiva permite el
A e discursiva). planteamiento de una
Se debe probar que el conjetura (la de si el tridngulo
triangulo  AAKC es es isdsceles) que contribuye a
isosceles la solucién del problema de
probar.
El AAKC es isosceles | Identifica  elementos de la | La coordinacion aprehension

porque el angulo BAC =

subconfiguracion geomeétrica,

operativa/aprehension

DCA angulos congruentes (aprehension | discursiva conlleva a la
operativa) y los asocia con el | demostracion de la conjetura.
concepto de triangulo is6sceles
(aprehension discursiva).

Como el AAKC es | ldentifica elementos de la | La coordinacion aprehension

isGsceles entonces, subconfiguracion geométrica, lados | operativa/aprehension

AK =CK (aprehension operativa), y los | discursiva conlleva a la
asocia con el concepto de triangulo | solucion al problema de
isdsceles (aprehensién discursiva). | probar.
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Ejemplo 2. La recta L es mediatriz de QT. La recta PT corta a L en el punto R tal que P es
un punto que no pertenece a QT. Probar que mPT = mPR + mRQ

Fragmentos de la
trascripcion de la solucion

Descripcion de la resolucion

Proceso configural

Representa la situacion inicial
(aprehension operativa) mediante
las afirmaciones del enunciado
(aprehension discursiva):

La recta L es mediatriz de QT

La recta PT corta a L en el punto R.

La coordinacion aprehension
discursiva/ aprehension
operativa conlleva tener una
configuracion como referente
visual del problema de probar.

La mediatriz L es
perpendicular a QT (forma
angulos rectos)

Asocia la definicién de mediatriz a

la representacion inicial
(aprehension discursiva) mediante
las marcas de angulo recto

(aprehension operativa).

La coordinacion aprehension
discursiva/aprehension
operativa propicia identificar
propiedades Utiles para la
resolucion al problema de
probar.

Hay que demostrar que la
distancia RQ es la misma
que la de RT

El estudiante asocia la igualdad a
probar (aprehension discursiva) a la
representacion inicial (aprehension
operativa)

La coordinacion aprehension
discursiva/aprehension

operativa conlleva al
planteamiento de una
conjetura:

“La distancia RQ es la misma
que la de RT”

que contribuye a la solucidn
del problema de probar.

Determino los tridngulos
AQRX y ATRX y tengo:
£ R

o,

xx

Identifica subconfiguraciones
geométricas (aprehension
operativa) de triangulos

(aprehension discursiva).

La coordinacion aprehension
operativa/aprehension
discursiva propicia tener una
subconfiguracion dtil para la
solucién del problema de
probar.

Congruencia LAL

Asocia a las subconfiguraciones
geométricas (aprehension
operativa) el  concepto  de
congruencia de triangulos
(aprehension discursiva).

Lado RX =XR

comun)

(lado

Angulo RXQ=RXT (la
mediatriz es perpendicular
y forma &ngulos rectos:
RXQ =90° = RXT

Lado 0X =TX (la
mediatriz divide  al
segmento  en  partes
iguales, es perpendicular y

pasa por el punto medio)
La distancia de RQ = RT

Verifica la congruencia de los
triangulos (aprehension operativa)
obteniendo la tesis de la afirmacion
(aprehension discursiva).

La coordinacion aprehension
operativa/aprehension

discursiva conlleva a la
demostracion de la conjetura.
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Note que en estas soluciones los procesos configurales son clave para:

1. Construir e identificar subconfiguraciones que sugieren la demostracion de
conjeturas.
2. Demostrar conjeturas que conllevan a la solucion del problema.

Asi, centrar la atencion en las interacciones entre configuraciones iniciales y posibles
modificaciones de acuerdo con definiciones, teoremas y propiedades geométricas (procesos
configurales) nos brinda elementos que son claves para comprender la resolucion de los
problemas de probar.

Bibliografia de consulta:

Megias, D. (2010). Formal Proof. Understanding, writing and evaluating proofs. Universitat Oberta de
Catalunya (Editorial).

NCTM (2000). Principles and Standards for School Mathematics. U.S: The National Council of Teachers of
Mathematics.

SEP (2011). Plan de estudios 2011. Educacion basica. México: Secretaria de Educacion Publica.

Stylianides, G. (2008). An analytic framework of reasoning-and-proving. For the Learning of Mathematics,
28(1), 9-16.

Torregrosa, G. Quesada, H. y Penalva, M. C. (2010). Razonamiento Configural como coordinacion de procesos
de visualizacion. Ensefianza de las Ciencias, 28(3), 327-340.

124



Anexo 3. Problema de probar 1y 2
Nombre:

Fecha: Género:

Problema 1. En la figura siguiente AC = BC y « CAE = « CBD. Probar que los tridangulos
ACE y BCD son congruentes.

@ g

a. Describe detalladamente el proceso de solucion indicando los conceptos y
propiedades geométricas utilizadas, asi como las construcciones auxiliares que
realices, en caso de ser necesarias, para resolver el problema.

b. Con apoyo del documento teérico 1 “Prueba en matematicas” indica las
aprehensiones operativas, aprehensiones discusivas y procesos configurales que
fueron necesarios para tu solucion.
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Nombre:

Fecha: Género:

Problema 2. Sea AB un segmento cualquiera y P un punto que pertenece a una recta L,
que es perpendicular a AB en su punto medio. Prueba que d(P,A) = d(P, B).

a. Describe detalladamente el proceso de solucion indicando los conceptos y
propiedades geométricas utilizadas, asi como las construcciones auxiliares que
realices, en caso de ser necesarias, para resolver el problema.

b. Con apoyo del documento tedrico 1 “Prueba en matematicas” indica las
aprehensiones operativas, aprehensiones discusivas y procesos configurales que
fueron necesarios para tu solucion.

126



Anexo 4. Problema de probar 3y 4
Nombre:

Fecha: Género:

Problema 3. En el tridngulo de la figura D es el Incentro y EF es paralelo a AB. Prueba que
EF = AE + BF

c. Describe detalladamente el proceso de solucion indicando los conceptos y
propiedades geométricas utilizadas, asi como las construcciones auxiliares que
realices, en caso de ser necesarias, para resolver el problema.

d. Con apoyo del documento teoérico 1 “Prueba en matematicas” indica las
aprehensiones operativas, aprehensiones discusivas y procesos configurales que
fueron necesarios para tu solucion.
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Nombre:

Fecha: Género:

Problema 4. Sean dos circunferencias de centros A y B respectivamente, secantes en dos
puntos distintos C y H. Por C se traza una paralela al segmento AB, que corta a las
circunferencias en los puntos D y E. Prueba que DE es dos veces AB

a. Describe detalladamente el proceso de solucion indicando los conceptos y
propiedades geométricas utilizadas, asi como las construcciones auxiliares que
realices, en caso de ser necesarias, para resolver el problema.

b. Con apoyo del documento tedrico 1 “Prueba en matematicas” indica las
aprehensiones operativas, aprehensiones discusivas y procesos configurales que
fueron necesarios para tu solucion.
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Anexo 5. Tareas profesionales
Nombre:

Fecha: Género:

TAREA PROFESIONAL

A continuacion, se presentan situaciones de ensefianza de la prueba en geometria. Analiza
cada situacién y responde lo que se solicite.

Enunciado. En la figura siguiente se verifica que el segmento AC es congruente con el
segmento DB y el segmento CD es congruente con el segmento AB. Probar que ZAy 2B
son angulos congruentes

PROFESOR.- en el problema namero 8 siguiente tienes que corregir la tesis ya que solo
podemos deducir que £A es congruente con 2D

ALUMNO.- Yo lo he hecho y se puede probar que los angulos A y £B son congruentes,
puesto que los segmentos AB y CD se bisecan...

a) Explica el razonamiento construido por el alumno

b) ¢Como responderias ante la respuesta proporcionada por el alumno?
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Nombre:

Fecha:

Género:

Enunciado. Dos circunferencias secantes tienen por centros P y Q. Por uno de los puntos de
corte O se traza una recta paralela al segmento PQ, que interseca a las circunferencias en los
puntos M y N. Demuestra que MN = 2PQ

Respuesta estudiante 1.

e
BV A _l;f__“ _____ NN
/ A \
s v |
) /
NP /
N # N S

La recta PQ une a los dos radios y la recta MN tiene la misma distancia que los
diametros de las circunferencias. Como el diametro mide el doble que el radio, la

recta MN tiene que medir el doble que PQ.

Respuesta estudiante 2.

T e

.,

u //_‘\\“//’ \u_

[
e

Yo creo que de M’ a P se forma una linea que mide lo mismo que de P a O’ y que
de Q a N’ se forma una linea igual a la que va de Q a N' se forma una linea igual a
la que va de Q a O'. Se forma como una recta que mide lo mismo que la que va de P
a Q. No demuestro nada al decir esto, pero yo creo que es asi

Justifica desde el modelo del Razonamiento Configural si las respuestas de los
estudiantes dan solucion al problema de probar.

Justificacion a la respuesta del estudiante 1
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Justificacion a la respuesta del estudiante 2

b) Disefia una secuencia de al menos tres tareas, para guiar a cada uno de los
estudiantes, 1y 2, hacia la solucién del problema de probar. Justifica las secuencias

disefiadas.

Secuencia de tareas para el estudiante 1
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Secuencia de tareas para el estudiante 2
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