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Prefacio

Por Lic. Alejandro Estrada Tiznado
alex_rey5000@hotmail.com

Esta obra surge a partir de las notas del curso "Formas Diferencia-
les” impartido en dos semestres por el Doctor Efrén Morales Ama-
ya en la facultad de matematicas nodo Acapulco, de la Univer-
sidad Autéonoma de Guerrero (UAGro). Esta hace distincion para
el primer semestre como "Formas diferenciales ”, y para el segun-
do semestre como "Teorema de Stokes”. Adjuntamos una notacion,
presentacion, objetivos, problemas resultos y ejercicios.

Este material es un “"Frankenstein” que combina un considerable
numero de libros, entre los que destacamos aquellos que se en-
listan en la bibliografia. Cabe mencionar que buscamos un nivel
intermendio de abstraccion y que se resuelven ejemplos completos
para que el lector se motive y se adentre en el libro.

Por Dr. Efrén Morales Amaya.

El libro Differential forms de Manfredo P. do Carmo. (1971). empie-
za definiendo formas diferenciales y el producto exterior, ambos en
asbtracto. Por otro lado el Differential forms with applications to the
physical sciences de Harley Flanders. (1989). desarrolla un capitu-
to completo de algebra exterior. Cuando se impartieron los cursos,
lo resolvi con la frase "ni tanto que queme al santo, ni tanto que no
lo alumbre”, me meti al Cdalculo en variedades. de Michael Spivak.
(1988). Con el Spivak hice una recapitulacion de formas diferen-
ciales y la definicion de producto exterior de formas se realizé a
partir del producto tensorial. Esto es un aporte del libro. En par-
ticular, no estamos haciendo una reedicion del do Carmo, usamos
do Carmo, Flanders y Spivak para darle la columna vertebral al li-
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bro, estamos indagando tres libros clasicos y famosos para dar una
presentacion que pueda ser mas conveniente para el estudiante,
para ello, es importante que nos situemos, tomando en cuenta los
elementos de los que se dispone y en funcion de estos presentar el
tema de formas diferenciales.

El libro es una amalgama, pues se compone de diferentes versiones
del tema de formas de varios libros, como es comun en cualquier
otro libro.

Tenemos la fortuna Alejandro y yo de poder trabajar en este tema.
Yo, por tener la suerte de contar con €l para materializar el curso,
que no se pierda como es comun en las notas de clase y poder
contar con un material de apoyo para presentar el curso en un
futuro, y fortuna para Alejandro como opcion de su trabajo de tesis.

Bienvenidos al material.



Notacion

—

.R” Espacio euclideano.

2. P? (R) Plano proyectivo real.

3. T*R" Haz cotangente de R".

4. T R" Haz tangente de R".

5. RZ Espacio tangente en p.

6. V* Espacio dual del espacio vectorial V.
ok

7.8 (V*) Espacio de todas las k-formas multilineales en V.

8. A’“(V*) Espacio de todas las k-formas multilineales alternan-
tesen V.

9. Qk(V) Conjunto de las k-formas diferenciales en V.

10. Mul(Vl, Cey Vn; W) Conjunto de todas las transformacio-
nes multilineales con dominio en Vi, ..., V, y codominio .

11. Sim(\/l, Ceey Vn; W) Conjunto de las transformaciones mul-
tilineales simétricas con dominio en Vi, ...V, y codominio W..
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12. Slmn( V) Conjunto de todas las formas multilineales simétri-
cas.

13. Alt(‘/l, U VA W) Conjunto de todas las transformaciones
multilineales alternantes con dominio en Vi, ..., V, y codominio W..

14. Altn(V) Conjunto de todas las formas multilineales alternan-
tes.

15. V X F’ Rotacional del campo F' diferenciable.
16. V - F Divergencia del campo F.

17. Vf Gradiente de la funcion [ diferenciable.

18. Aq g-simplejo estandar.

19. /\ Producto exterior.

20. & Producto tensorial.

21. 0 Derivada parcial u operador frontera de un simplejo.
22. H q (X ; R) g-ésimo modulo de homologia.

23. {61, €2, ... ,en} Base estandar de R".

24. {dxl, d[EQ, cee d:Cn} Base dual estandar de R".
25. Cp(M ) Espacio de cadenas M.

26. 0 ¢-simplejo singular.
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Presentacion

0.1. A modo de introduccion. {Qué es una
forma diferencial?

En geometria diferencial, la forma diferencial es un objeto ma-
tematico perteneciente a un espacio vectorial que aparece en el
calculo multivariable, calculo tensorial o en fisica. Comunmente
una forma diferencial puede ser entendida como un operador mul-
tilineal antisimétrico definido sobre el espacio vectorial tangente a
una curva, superficie y, en general a una variedad diferenciable. En
un espacio o variedad de dimension n, pueden definirse 0-formas,
1-formas, ... y n-formas.

El concepto de forma diferencial es una generalizacion sobre ideas
previas como el gradiente, la divergencia, el rotacional, etc. Esa
generalizacion y la moderna notacion usada en el estudio de las
formas difenciales se debe a Elie Cartan.

Elie-Joseph Cartan.(Dolomieu, 1869 - Paris, 1951) Matematico francés. Estudiante de la Ecole
Normale Superieure en 1888, se doctor6 en 1894 con una tesis sobre los grupos de Lie en la que
completaba la clasificacion de las algebras semisimples que habia iniciado Killing. Fue profesor de
matematicas en Montpellier (1894-1896), Lyon (1896-1903), Nancy (1903-1909) y Paris (1909-1940).
Estudié la influencia de las algebras asociativas sobre los campos real y complejo y aplico el algebra
de Grassman a la teoria de las diferenciales exteriores. Hacia 1904 public6 diversos articulos sobre
ecuaciones diferenciales. En 1926 inici6 su teoria de los espacios simétricos utilizando los métodos
topolégicos desarrollados por Weyl. Trabajé asimismo en los teoremas desarrollados por su hijo Hen-
ri. Investigo, también, sobre las bases matematicas de la teoria de la relatividad y la teoria cuantica.
Fue elegido miembro de la Academia de Ciencias en 1931 y de la Royal Society londinense en 1947.
Entre sus obras destacan Lecons sur les invariants intégraux (1922), Les espaces métriques fondés
sur la notion daire (1933) y Les systémes différentiels extérieurs et leurs aplications géométriques
(1948).
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12 INDICE GENERAL

0.2. Objetivos

Las formas diferenciales integran muchos resultados de calculo y
variable compleja en torno a varios resultados, como lo son el teo-
rema de Newton, teorema de Leibniz, teorema de Cauchy, teorema
de Greeny teorema de Stokes.

También, muchos resultados y definiciones en geometria y areas
afines no pueden ser formulados sin utilizar las formas diferencia-
les. Entre estos estan: La formulacion Hamiltoniana de la mecanica
clasica, unificaciones de las ecuaciones de Maxwell, la formulacion
geométrica de termodinamica, la forma de la conexion y curvatura,
cohomologia y teorema de De Rham, medida de Haar en grupos de
Lie y la teoria de Hodge.

Podemos enumerar los siguientes objetivos sobre esta obra:

1. Presentar una introduccion a la teoria de las variedades de
dimension arbitraria en el espacio euclideo, los tensores y las
formas diferenciales, asi mismo establecer el marco mas ade-
cuado para la teoria de de la integracion en variedades.

2. Demostracion del Teorema de Stokes, que unifica diversas
identidades clasicas entre integrales.

3. Presentar algunas aplicaciones del Teorema de Stokes, tanto
en matematicas como en fisica.



Capitulo 1

Formas Diferenciales.
Diferenciabilidad

“De pronto, en su muy primitivo cerebro de trescientos centimetros cubicos, aparecioé una represen-
tacion de una escena que podia convertirse en realidad. Aquel mono comenzo6 a prever sucesos, a
planear acciones, a perseguir un objetivo. El mas formidable suceso de la historia del mundo ocurri6

entonces”.

Obtenida del libro Una Mecanica Sin Talachas / Fermin Viniegra Heberlein. 2da edicion México.

FCE, SEP, CONACyT, 2001. Coleccién La Ciencia para Todos.

Definicion 1.0.1. Llamamos espacio euclideo al espacio vectorial
con producto interno R", para algan n > 1, donde el producto in-
terno es el producto escalar usual.

Definicion 1.0.2. Sea V un espacio vectorial sobre el campo F.
Un producto interior en V' es una funcién que asigna a cada par
ordenado de vectores x y y en V un escalar en F, representado
como (z,y), tal que para toda z, y y z en V' y toda ce en F se tiene
que:

a) (z+2y) = (2,9) + (2,9)

b) (cz,y) = c(z,y)

c) (z,y) = (y,z), donde la barra indica conjugacion compleja.
d) (z,z) >0siz#0

Notese que ¢ se reduce a (z,y) = (y,z) si F = R. Las condiciones a)

13



14CAPITULO 1. FORMAS DIFERENCIALES. DIFERENCIABILIDAD

y b) simplemente requieren que el producto interior sea lineal en la
primer componente.

Ejemplo 1.0.1. Sea V. = F". Para = = (a,...,a,) Yy = (b1,...,b,)
definase

<JI7 y> = Z aigi
i=1

que satisface las condiciones de a) a d) y se denomina producto in-
terior ordinario en F". (En cursos elementales de algebra lineal, éste
se denomina producto escalar o producto punto).

Ejemplo 1.0.2. Considerando a V = R?, z = (21,72,23) ¥ y =
(y1,92,v3). El producto escalar de z y y esta dado por

T-Y =T1Y1 + ToY2 + T3Y3

Definicion 1.0.3. Sea V un espacio con producto interior. Para
x € V definimos la norma o longitud de x mediante

|z]] = /(z, z)

La distancia entre dos puntos (vectores) = y y se denota por d(z,y)
y se define como

d(z,y) = [[z —yl|
Ejemplo 1.0.3. Si x = (21,29,...,2,) VY ¥y = (y1,%2,--.,Ys) SON Vec-

tores en R" con el producto interior euclidiano (producto escalar),
entonces

||93|| :\/<w,x>:\/x%+x%+...+x%
d(m,y) :||x—y||: <$—y,x—y>
:\/(Il—y1)2+(gp2—y2)2+...+(xn_yn)2

Es importante tener en mente que la norma y la distancia depen-
den del producto interior que se esté usando. Si se cambia el pro-
ducto interior, entonces también cambian las normas y las distan-
cias entre vectores.

Teorema 1.0.1. Sea V' un espacio con producto interior. Entonces
paraxz,yyzeVycel
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a) (z,y+z) = (,y) + (z,2).
b) <ZL‘,Cy> :6<I,y>-
¢ (x,x) =0 siy solo siz = 0.

d) Si(z,y) = (z,z) Vo €V, entonces y = z.

Teorema 1.0.2. Sea V un espacio con producto interior. Entonces
para toda z,y € V y c € F tenemos

a) [[ex|| = |e| - ||«]].

b) ||z|| = 0 siy sdlo sixz = 0. En cualquier caso ||z|| > 0.
¢) (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) |(z,y)| < ||z|| - ||y]]-.
d) (Desigualdad del triangulo) ||z + y|| < ||z|| + ||y]|-

Demostracion. Consultar (vi). [ |

En Calculo se define diferenciabilidad de esta manera: si U C R"
es abierto, f : U — R™ es diferenciable en p € U si existe una
transformacion lineal 7' : R” — R™ (que llamaremos el diferencial
de f en py lo denotaremos por df,) tal que:

lim flp+v)— f(p) —T(v)

v=0 [[]]

=0

o lo que es equivalente, escribiendo 7' como df,
f(@) = f(p) = dfy(x —p) +r(z), VzelU
donde r : U — R™ verifica :

o)

wor fle —pll

Definicion 1.0.4. Sea U C R" un conjunto abierto, f: U — R una
funcion. Decimos que f es infinitamente diferenciable o de clase
C> en p € U si existen todas sus derivadas parciales de todos los
ordenes en p. Luego f es diferenciable en U si es diferenciable para
todop € U.
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Denotaremos su derivada parcial segun z; indistintamente como
97 o como f,,. Escribiremos como

8901
of of
=|=—... : R"

su gradiente y como df, : R* — R su diferencial en un punto p € U.

Definiremos formas diferenciales en variedades, y de esta manera
poder demostrar el teorema de Stokes. Este vincula la topologia con
el analisis y, por otro lado, generaliza y engloba varios teoremas
clasicos como son el teorema fundamental del cdalculo, el teorema
del gradiente, el teorema de Green y el teorema de la divergencia de
Gauss, entro otros.

El Teorema de Stokes se anuncia como sigue: Si M es una varie-
dad de dimension k orientada, compacta, con frontera, donde oM
es la frontera de M, w es una (k—1)-forma en M y dw es la derivada

de w, entonces
/ dw = w
M oM

El Teorema de Stokes nos ensena que la integral de la derivada
exterior de una forma diferencial sobre una variedad M, puede
ser calculada mediante la integral de la forma calculada sobre la
frontera de la variedad. Esta expresion resume y vincula muchas
ideas,como son variedades, variedades con borde, formas en varie-
dades, derivada exterior de formas en variedades e integracion de
formas en variedades.

1.0.1. Teoremas integrales
Dos transformaciones integrales que son de fundamental impor-
tancia en teorias de mecanica de continuos son:

i) Teorema de Gauss. El cual permite la transformaciéon de una
integral de volumen en una integral de superficie, extendida
sobre la frontera s de un dominio

/ div Adr — / Ands
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ii) Teorema de Stokes. La cual permite la transformacion de una
integral de superficie en una integral de linea, extendida sobre
la curva frontera de una superficie abierta.

/(rot A)nds = /Atds
t es tangente a la curva frontera s, tomado como un vector de
longitud 1.

Ecuaciones de Maxwell. En la notacion clasica, en términos de
los campos eléctrico y magnético, escribimos el par de ecuaciones

10H
divH=0, rotE+-—=0 (1.1)
c Ot

A partir de la primer ecuacion de 1.1 y de la formula Gauss-Ostrogradskii
obtenemos

///didexlAdx2Ad:c3://<H,n>da=0
U r

donde I es la frontera de la region U tridimensional.

Este resultado suele expresarse en palabras como sigue: El flujo
de campo magnético a través de una superficie cerrada es siempre
cero.

A partir de la segunda ecuacion en 1.1 y la formula de Stokes, que

con T = F tenemos
// (rot E,n)ydo = j{ E,dz*
U T

donde I es la frontera de una region de una superficie U (2 dimen-

sional), entonces
—// <18H,n> do :fEadxa
u\c Ot r

Esta formula clasica puede escribirse como sigue: La razén de cam-
bio de tiempo de un fluido a través de un campo magnético de una
superficie es igual a la circulacién del campo eléctrico alrededor de
la frontera de la superficie.
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El segundo par de las ecuaciones de Maxwell tienen la forma

3
- - = — 94 1.2
kZ::l ork ¢ Ot c J@) (1.2)

donde ju = (cp,j1,J2,J3), siendo p la densidad de carga, y j =
(71,72, j3) €l vector de corriente tridimensional.

En la forma tridimensional 1.2 se convierte en el par de ecuaciones

10F 4
div E = 4mp, rotH+—§—£j (1.3)

La primera de ellas y la formula Gauss-Ostrogradskii nos dan

[ [ [ amodet naa past = [ [ (5o (1.4)

en palabras: El flujo de un campo eléctrico a través de la frontera de
una region del espacio es igual a 47 veces la carga total contenida
en la region. De la segunda de las ecuaciones 7.11 y de la formula
de Stokes obtenemos

_i//U<% >dg+// Gon da_jéﬂdx

Lo enunciamos como sigue: La corriente neta a través de una su-
perficie menos la razén de cambio de tiempo de del flujo del campo
eléctrico a través de la superficie es igual a la circulaciéon del campo
magnético alrededor de la frontera de la superficie.

Estas son todas funciones de variables espaciales z!, 22, 23 y el tiem-
po t.

La conservacion de la masa. En mecanica de particulas las varia-
ciones de la trayectoria mecanica lleva a las ecuaciones de Euler-
Lagrange. En este proceso variamos las trayectorias de las particu-
las pero sus masas son dadas como constantes. Si las masas son
ahora continuamente distribuidas, es de modo imperativo que pon-
gamos atencion en la no-variacion de la masa. Aqui la densidad p
del fluido es una cantidad fundamental definida por el hecho de
que la masa contenida en el elemento de volumen dr esta dado por

dm = pdt
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Luego la masa total contenida en el volumen 7 esta dada por la
integral definida
m = / pdt

Podriamos esperar que la constancia de la masa demanda que esta
integral permanezca independiente del tiempo. Si 7 es un volumen
definido, estacionario en el espacio, entonces la cantidad de m va
a permanecer constante porque cierta cantidad de masa va a fluir
hacia afuera (o hacia adentro) a través de la frontera de volumen 7.
La cantidad de fluido que sale en una unidad de tiempo a través del
elemento de superficie ds esta dado por el producto escalar pv - nds
donde v es la velocidad del movimiento. Por lo tanto la conservacion
de la masa demanda

—+ [ pv-nds = (1.5)

m= [ pdr (1.6)

El segundo término de 1.1 puede ser transformado por el teorema
de la divergencia de Gauss en

/ div(pv)dr (1.7)

y la ley de la conservacion de la masa queda ahora, sustituyendo
1.2y 1.3enl.1

/ [af’ - div(pv)] dr =0 (1.8)
T at

Esta ecuacion se debe cumplir para volumenes 7 arbitrariamente
escogidos, lo cual es posible solo si el integrando se anula. Por lo
tanto la ley de la conservacion impone la siguiente condicion sobre
la densidad p de un fluido

dp . .
yn + div(pv) =0

Ejemplo 1.0.4. Sea D = [a,b] un intervalo cerrado en R y f una
funcién continuamente diferenciable sobre D. Entonces se cumple
el teorema fundamental del calculo

Jdr=r®)=f@ |[d=[ 1
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denotamos por 0D la frontera orientada {b} — {a} de D.

Definicion 1.0.5. Sea U C R" un conjunto abierto, f = (fi,..., fm) :
U — R™ una funcion diferenciable. Definimos la derivada parcial de
f segin z; como la funcion:

_of (0 Ofm
N 8% n al’i’ ’ 8$Z

f

Definicion 1.0.6. Sea U C R" un conjunto abierto, f = (fi,..., f) :
U — R™ una funcion. Decimos que f es infinitamente diferenciable,
o de clase C* si existen todas las derivadas parciales de todos los
ordenes de f en todo punto de U. Escribiremos como df, = R" —
R™ su diferencial en un punto p de U. Recordemos que es una
transformacion lineal y que df, = (d(f1)p, ..., d(fm)p)-



Capitulo 2

Algebra exterior

2.1. Espacio dual

En esta seccion nos interesaremos exlusivamente en las transfor-
maciones lineales de un espacio vectorial V' en su campo de esca-
lares IF, que a su vez es un espacio vectorial de dimension 1 sobre
F. Tal transformacion lineal se llama funcional lineal en V . En el
calculo, la integral definida nos proporciona uno de los ejemplos
mas importantes en matematicas de una funcional lineal. Utiliza-
remos generalmente las letras f, g, h,... para denotar a las funcio-
nales lineales.

Ejemplo 2.1.1. Sea V el espacio vectorial de funciones continuas

complejas (o reales) sobre el intervalo [a,b]. La funcion f : V —
C (o R) definida por

es una funcional lineal en V.

Ejemplo 2.1.2. Sea V' = Mat,,«,(F) y definase f : V — F por
f(A) =tr(A), la traza de A. Luego f es una funcional lineal.

Ejemplo 2.1.3. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente fi-
nito con la base ordenada § = {zy,,...,2,}. Paracadai=1,...,n

21



22 CAPITULO 2. ALGEBRA EXTERIOR

definase f;(z) = a;, donde

es el vector de coordenadas de z relativo a 3. Entonces f; es un
funcional lineal en V llamada la i-ésima funciéon coordenada con
respecto a la base (. Notese que f;(z;) = §;;. Estas funcionales li-
neales jugaran un papel muy importante en la teoria de espacios
duales.

Para un espacio vectorial V' sobre un campo F, definimos el espacio
dual de V como el espacio vectorial £L(V,F), denotado por V*.

Por tanto, V* es el espacio vectorial que consta de todas las fun-
ciones lineales en V. Si consideramos a F = R, podemos dar la
siguiente definicion:

Definicion 2.1.1. Definimos el espacio dual de V que denotare-
mos V* como el espacio

Vi ={f:V—R:f eslineal}

Se puede ver que V* es un subespacio vectorial del R-espacio vecto-
rial de las funciones de V en R con las operaciones definidas punto
a punto. Esto es
(f +9)(x) = fz) + g(z)
(af)(x) = af(x), VaeR

2.1.1. Base dual

Teorema 2.1.1. Supongase que V' es un espacio vectorial dimensio-
nalemente finito con la base ordenada 3 = {x1,...,z,}. Sean f;(1 <
i < n) las funciones coordenadas con respecto a (3 tal como se defi-
nieron anteiormente y sea * = {fi,..., f.}. Entonces * es una base
ordenada para V*, y para cualquier f € V* tenemos que

=Y faf,

Llamamos a * la base dual de 3.
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Demostracion. Sea f € V*. Como dim(V*) = n, s6lo necesitamos
probar que

= i f(ifi)fz‘,
i=1

porque entonces * generara a V*. Sea

n

g= Z f(z)fi

i=1

Para 1 < j < n, tenemos que

o(z;) = (if(@)ﬁ) (0) = X S )

= z”: f(%‘)%’ = f(ﬂfj)

Por lo tanto, por el corolario 2.1.1. g = f.

|
Corolario 2.1.1. Sean V' y W espacios vectoriales y supéngase que
V es dimensionalmente finito con una base {x,...,z,}. SIU, T :V —

W son lineales y U(z;) = T'(x;) parai=1,...,n entoncesU =T.

Ejemplo 2.1.4. Sea V = R% Consideremos la base B = {(1,1),(1,—1)}.
Si B* = {f1, f2} es la base dual de B, entonces debe cumplir que
fi(1,1) =1, fi(1,-1) =0, fo(1,1) =0y fo(1,—1) = 1. De modo que

- {(ie ) )

Observacion 2.1.1. Es importante considerar las siguientes ex-
presiones:
a) Paratodov e Vy f € V* se cumple
v = Z oi(v)e;
=1

n

f= Z: f(ei)¢i

b) Si{ey,...,e,} esla base canonica de R", entonces denotaremos
su base dual por {dxy,...,dz,}.

A las funcionales lineales se les da también el nombre de formas
lineales.
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2.2. Formas multilineales

Sean Vi,...,V,,W espacios vectorialesy f : V; x --- x V, — W una
funcion. Decimos que f es multilineal si fijando todas las variables
menos la variable i-ésima, la funcion V; — W que se obtiene es
lineal.

Llamamos Mul(Vi,...,V,; W) al conjunto de todas las transforma-
ciones multilineales con dominio en Vj,...,V,, y codominio W. En
el caso en el que el codominio es el campo, por ejemplo, si W =R,
decimos que f : V; x --- x V,, = R es una forma multilineal. Una
k-forma multilineal (o forma k-lineal, o k-forma lineal, o k& tensor)
en V es una funcion 7 : V¥ — R que es lineal en cada variable, esto
es:

T(vy,...,av; +wg, ... ) =aT (v, oo v, o) T (01,0, Wyy e V)

paratodaa € R, vy...,v,w; € Vytodoi=1,..., k. Denotaremos por
S*(V*) al espacio de todas las k-formas multilineales en V. Como
podra notar el lector, consideraremos al campo R en la mayoria del
texto.

Ejemplo 2.2.1. Sea V un espacio vectorial sobre R. Una funcion f
que va del conjunto V' x V' de pares ordenados de vectores en V' a R,
se llama forma bilineal en V si f es lineal en cada variable cuando
la otra se mantiene fija, esto es, si

1) f(axl + 'T%y) = af(xlay) + f(‘r%y) para tOda X1,22,Y € V y a €
R.

ii) f(x,ayn +y2) = af(x,y1) + f(x,y2) paratoda z,y,40 € Vyace
R.

Representaremos al conjunto de formas bilineales en V' mediante
B(V).

Definicion 2.2.1. Una funcién f : Mat,,(F) — F se dice que es
una funcién n-lineal si f es una funcion lineal de cada renglon de
una matriz de n x n cuando los restantes n — 1 renglones se man-
tienen fijos.



2.3. FORMAS MULTILINEALES SIMETRICAS Y ALTERNANTES25

Ejemplo 2.2.2. Sea det : Matyxo R — R definida por

f(i Z)zad—bc

es una funcion 2-lineal, por filas o columnas.

f(iii’/ Z)z(a+a’)d—(c+c’)b

=ad+ d'd — bc — b
(ad — be) + (a'd — bc')

a b a b
r(a)ee(in)

2.3. Formas multilineales simétricas y al-
ternantes

Una funcién multilineal f € Mult(V;,...,V,; W) se dice que es siméti-
rica, si al intercambiar dos vectores de posicion el resultado es el
mismo. Es decir, si para todo 1 <i < j <n, se tiene que

for, .00, 000 0,) = f(01, 000,05, 0, 0, Uy)

Denotemos por Sim(Vi, ..., V,; W) al conjunto de todas las transfor-
maciones multilineales simétricas. Si W = R denotamos
Sim(Vy, ..., V,;R) = Sim, (V).

Una funcion multilineal f € Mult(V4, ..., V,; W) se dice antisimétrica
o alternada, si al intercambiar dos vectores de posicion el resultado
es opuesto. Es decir, si para 1l <i < j < n, se tiene

for, ooy v o0, Un) = —f(U1, 000, V) oo Uy, Uy)

Todas las 1-formas son automaticamente alternantes. El determi-
nante también es alternante, pero el producto punto no lo es. Es
util reformular ligeramente esta condicion. Sea Sy el grupo de per-
mutaciones de los nimeros 1 a k. Recuerde que una permutacipon
m € S, es par o impar segun si se puede expresar como producto
de un numero par o impar de transposiciones. Sea (—1)" igual a +1
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o —1, segun si 7 es par o impar. Para cada k-forma 7'y cualquier
m € S, definimos otra k-forma 7™ como

TW(UI R ,Up) = T(Uﬂ(1)7 s uvﬂ'(p>>

Entonces, claramente, las k-formas alternantes son aquellas que
satisfacen
T = (=1)"T paratoda m € Sy

Observe que T™ = T7° siempre es valida.

Existe un procedimiento canoénico para crear formas alternantes a
partir de formas aribitrarias. Si 7' es cualquier k-forma, definimos
la nueva forma Alt 7" como

AL(T) = ;, S (—1)T"

* wESE

Obsérvese que Alt(7) realmente es alternante, ya que claramente
(—=1)™7 = (—=1)"(—1)°. Asi,

ABD)) = 2 3 (~1)7(T7) = (1) 3 (-1 oT

* mEeSk TESE

Si hacemos 7 = 7o 0, entonces, como S; €s un grupo, al variar 7 en
todo S, ocurre lo mismo con 7. Asi,
o o ]' TT T
[A(T)]” = (=1)7 3 >_ (=117 = (=1)7 Alt(T)

k' TESK

como se afirmaba.

Observacion 2.3.1. Observe también que si 7' ya es alternante,
entonces Alt(7) = T, ya que cada sumando (—1)"T" es igual a T'y
existen exactamente k! permutaciones en S;. Puesto que la suma
y multiplos escalares de funciones alternantes siguen alternando,
las k-formas alternantes forman un subespacio vectorial A*(V*) de
Sk (V).

Ejemplo 2.3.1. En el ejemplo 2.2.2 se probo que det : Matoy o R — R

definida por
a b
det(c d)-ad—bc
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es 2-lineal. Ahora probaremos que es alternante. Intercambiando
la primer columna por la segunda se tiene

b a a b
det(d C)—bc—ad——(ad—bc)——det<c d)

Ejemplo 2.3.2. La funcién f : R? x R? x R3> — R dada por

f [(ala ag, a/3>7 (b17 627 b3)7 (Ch Co, C3)]
= a1b263 — a1b362 + CZngCl — &2[)103 + a3b102 — G3b261
Es 3-lineal alternante.

Ahora, denotemos por Alt(Vi,...,V,; W) al conjunto de todas las
transformaciones lineales alternantes.
Si W = R denotamos Alt(V,...,V,;R) = A"(R*).

Se puede ver que

Sim(Vy, ...,V W) € Mult(Vy, ..., V,; W)
y

Alt(Vy, ..., Vs W) € Mult(Vy, ..., Vi, W)

son subespacios. En particular, Sim, (V) y A"(R*) son espacios vec-
toriales de modo natural.

2.3.1. Producto tensorial

En matematicas, el producto tensorial, denotado por ®, se puede
aplicar en diversos contextos a vectores, matrices, tensores y es-
pacios vectoriales. En cada caso, el significado del simbolo es el
mismo: la operacion bilineal mas general.

Un caso representativo de producto tensorial es el producto de Kro-
necker de dos matrices cualesquiera.

Definicion 2.3.1. Sea w una k-forma multilineal en V' y p una
r-forma multilineal en V. Definimos su producto tensorial, w ® p €
IR+ (V*) por:

(W& P)(V1y ey Uy Vktdy v oy Uppr) = W(V1 -+ o, Uk ) P(Vkt1y - -+ s Vktrr)
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Proposicion 2.3.1. El producto tensorial tiene las siguientes pro-
piedades:

) (w+p)@yv=wy+p1y (propiedad distributiva)

i w(p+v)=wRp+wry (propiedad distributiva)
i) (aw)®p=w® (ap) =a(lw® p) (propiedad homogenénea)
W we(Ppey)=(wep @y (propiedad asociativa)

La ultima propiedad nos permite escribir
WwRpRY
Observacion 2.3.2. El producto tensorial no es conmutativo

WRPFpROwW

2.3.2. Producto exterior

Definicion 2.3.2. Denotemos por A*(V*) al espacio de todas las k-
formas multilineales alternantesen V. Sean T' € A*(V*)y S € A"(V*).
Definimos su producto exterior o producto cuna, T A S € A*7(V*),
mediante:

(k+1r)!
k!lr!
Es claro que el producto cuna de dos tensores alternados es un
tensor alternado, mientras que el producto tensorial de dos tenso-
res alternados no tiene por qué serlo. En este sentido, el producto
cuna es cerrado para los tensores alternados: es un producto ade-
cuado. La utilidad de los factoriales se ira mostrando progresiva-

mente.

TAS=

AT ® S)

El producto cuna tiene las siguientes propiedades: para todo T €
AF(V*), S e A"(V*),Re AY(V*)y a e R:

) TAN(S+R)=TNS+T AR (propiedad distributiva).
ii) (T+S)ANR=TANR+SANR (propiedad distributiva).
iii) (aS)ANT =S A (aT)=a(SAT) (propiedad homogénea).
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iv) TAS = (-1)"SAT.
De iv) se deduce que si ¢, € A'(V*), entonces o A) = —p Ay
oNo=0.

Teorema 2.3.1. El producto exterior es asociativo, es decir si'T €
AR(V*), 8 € A"(V*), y R e AY(V*), vale

|
(TAS)/\R:T/\(S/\R):WAM(T@S@R)

y por tanto escribiremos simplemente T' A S N R.

Demostracion. (k7)1 1)
+7)+1)!
T =—— = Alt((T
(TANS)AR g U (T'ANS)®R)
(k+r+D! (k+r)!
=-———Al Alt(T
(k+ )l . ATeS) e R
!
B <kkfrj“)' AT ® S ® R)
~ (k+r 1)
= WAlt(T®S®R)
La otra igualdad es analoga. |
Teorema 2.3.2. Si{fi,..., f,} es una base de V*, entonces

ﬂ:{fil/\"'/\fik 1§21<<zk§n}
es una base para A*(V*).

Demostracion. Sea T € A*(V*), en particular T' € 3*(V*), por lo tanto
podemos escribir

T:. Z Qjy, ..., jkfj1®.“®fjk’ @jy, ..., jkeR

Como T es alternada, entonces Alt(7') = 7', por lo tanto:

n

T=AWT)= 3 aj.;Al(f® @ f)

Esto es igual a
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a menos de los factoriales, por lo tanto todos los {f;, A --- A fi, :
i1,...,ix = 1,...,n} generan AF(V*), pero no son linealmente inde-
pendientes: por anticomnmutatividad de A en 1-formas, tenemos
PNy == Np,y oA ¢ = 0. Eliminando redundancias nos quedamos
con {fi, N\--- A fi, 1<y <--- <ip <n}. [ ]

Ejemplo 2.3.3. Sea V = R" y consideramos {dz,...,dz,} como
base de (R")*. Entonces si T € A*((R")*), la podemos escribir de
manera unica como

T = Z Qi ikd'rh JANEIRIVAN dxik’ Ay

1<i1 << <n

Ejemplo 2.3.4. Ya sabemos A"((R")*) tiene dimension 1 y que
det € A"((R™)*), por lo tanto si 7' € A"((R")*), entonces 7' = X\ det
para algun \ € R.

Teorema 2.3.3. Sean fi,..., fi, € A'((R")*) = (R")*. Entonces f; A
c A fr € AR((R™)%).

Demostracion. Sean vy, ...,v, € R”

(fl/\"'/\fk)<1)1,...,?)k):]{?!Alt<f1®"-®fk)

k!
— > sen(o) (i ® fi) (Vo)) - - Vo(k))

toEeSk

= > sgn(0) fi(Ver)) - - - fr(Voi))

oESE

filvr) - falvg)

flor) -+ fulve)
— det(fi(v;))

Como casos particulares, tenemos

) ) )
(fi A fa A f3)(v1, v, v3) = det(fi(vy)) = f2(01§ f2(v2; f2(U3§
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filvr +u) fi(v2)  fi(vs)
(fiN fa A f3)(v1 +u,v9,v3) = det(fi(v;)) = | falvi +u) fa(ve) folvs)
fa(vr +u)  f3(va)  fa(vs)
filvr) + fi(u)  fi(v2)  fi(vs)
= | folv1) + fo(u)  folv2) fa(vs)
fa(v) + fa(u)  fa(va)  fa(vs)
fl(’Ul) fl(Uz) fl(Ua) fl(u) (Uz) 1(?13)
folvr)  fa(v2) fa(vs) |+ fa(u) fa(va) folvs)
fa(v)  fa3(va)  f3(vs) fa(u)  f3(va)  fa(vs)
( )

= (fiNfa A f3)(v1,v2,03) + (f1 A fa A f3)(u, va, v3)
Observacion 2.3.3. Se acostumbra omitir el signo de producto
exterior A, es decir dx A dy = dxdy.
Ejemplo 2.3.5. Consideremos los siguientes productos.
i) Adx N Bdxdydz = ABdxdxdydz = 0.

ii) (Adz+Bdy+Cdz)N(Edx+Fy+Gdz) = AEdxdr+AFdrdy+AGdxdz+
BEdydr + BFdydy + BGdydz + CEdzdx + CFdzdy + CGdzdz) =
(AF — BE)dxzdy + (AG — CE)dxzdz + (BG — CF)dydz

que ilustra el producto vectorial de dos vectores en R3.

iii) (Adzx + Bdy + Cdz) A (Pdydz + Qdzdx + Rdxdy) = APdxdydz +
AQdzrdzdr + ARdxdxdy + BPdydydz + BQdydzdx + BRdydxdy +
CPdzdydz + CQdzdzdx + CRdzdzdy = (AP + BQ + CR)dxdydz

que ilustra el producto interno de dos vectores en R3.

Teorema 2.3.4. Sean v,...,v, una base de V, y sea fi,..., [, la
base dual, f;(vj) = ¢,;. Entonces el conjunto de todos los productos
tensoriales de k factores

Ju® @ fi, 1<i4,...,ix<n
es una base para S*(V'), que ademas tiene dimension n*.

Demostracién. Obsérvese que

fi1 ®"'®fik(vj1>"'vvjk) = 5@'1,]'1 ’ ""5ik,jk

1 sigi =, gk =
0 en otro caso
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Si wq,...,w, son k vectores con w; = >."

" agv; y T esta en S*(V),
entonces

T(U}i, c. ,'l,Uk) = Z R EEEEE ak’,jkT(Ujp o 7Ujk)
= Z T(U’iU"'Jvik)'fil®"‘®fik(TU1,...,wk)

Asi
T:, Z T(”h?"'vvik)'fh®"'®fik

Por consiguiente, las f;, ® --- ® f;, generan S*(V).

Supongase ahora que existen numeros a;, tales que

,,,,,,,

n

Z Qi ..., ik'fi1®"'®fikzo

Aplicando ambos miembros de esta ecuacion a (vj,,...,v;,) se ob-
tiene a;, . ;, = 0. Por tanto las f;, ® --- f;, son linealmente indepen-
dientes. |

Una construccion importante, que es familiar para el caso de espa-
cios duales, se pueden hacer también para tensores. Si f : V —
W es una aplicacion lineal, se define una aplicacion lineal f*
S* (W) — S*(V) por

(v, .. v) =T(f(v1), ..., f(vg))

para T € S*(W) y vy,...,v,.. Es facil comprobar que f*(S® T) =
f*S® f*T.

ST (1, Uy U1y -+ 5 Upt)
= (S@D)(f(v1), s for), fOrr1), -, [ (Vrta))
= S(f(v1),. (k)) T(f (k1) - fonr1))

= (f" S®f T)(V1y .y Vky Uty -« s Vktl)

Se define un producto interior en V' como un tensor de segundo
orden tal que 7" es simétrico, es decir, T'(v,w) = T(w,v) para v,w € V
y tal que T es definido positivo, es decir, T(v,v) > 0 si v # 0.
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Teorema 2.3.5. SiT es un producto interior en 'V, existe una base

v1,...,v, para 'V tal que T(v;,v;) = 6;;. (Una tal base se denomina
ortonormal respecto a T'). En consecuencia existe un isomorfismo f :
R* -V talque T(f(x), f(y)) = (z,y) paraz,y € R". En otras palabras
T = <7 >

Demostracién. Sean wy, . ..,w, una base para V. Se define
/
wy = Wi,
T (wh, ws)
/ 1) W2 /
w2 — w2 - I / * U)l,
T(wy, wy)
/ !/
W w T(wlvwi%) W' T(w2aw3) W
3 — %3 ;o 1T Ty P2
T(wy, wy) T (ws, wh)
etc.

Es facil comprobar que T'(wj,w}) = 0 si i # jy que si w; # 0 es

T(w;,w;) > 0. Se define ahora v; = w;/ \/m El isomorfismo f
queda definido por f(e;) = v;. [ |

Un tensor de orden k, w € 3V) se denomina alternado si
W(U1, .o Uy Uy U) = —w (U1, U U, )

para todo vy, ... v, € V.

El conjunto de todos los tensores de orden k alternados, es evi-
dentemente un subespacio A*(V) de S*(V). Si T' € 3*(V), se define
Alt(T) por

1
AT ) (v, ... 0) = T > sgn 0T (Vo) - - - s Va(k))
*oESE

donde S, es el grupo simétrico de k elementos

1 2 3 Son
o(l) o(2) o(3) ...0(n)
Teorema 2.3.6. Tenemos que

i) SiT € 3*(V), entonces Alt(T) = A*(v).
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ii) Siw € A*(K), entonces Alt(w) = w.
iii) SiT € 3(V), entonces Alt(Alt(T)) = Alt(T).

Demostracién. i). Sea (i,j) la permutacion que cambia entre i y j
y deja todos los otros numeros fijos. Si ¢ € S, sea ¢ = o - (i,7).
Entonces

AI(T) (v1,..., 0,0, Uiy e, V)

1
= H Z sgn J-T(Uo(1)7...,Ug(j),...,Ug(i),...,vg(k))

*oEeSk
1
= H Z sgn o - T(UUI(I), e ,’Ugl(j), e ,’Ugl(i), e ,Ugl(k))
* oESk
1 !
=4 —sgn 0" - T(Vor(1ys - -+ s Vor (i)

o’ €S

= — AI(T)(vy, ..., vp)

i) Siw € A*(V), y o(i, j), entonces w(vy(1), . . -, Vo)) = g o-w(vy, ..., vg).
Puesto que cada ¢ es un producto de permutaciones de la forma
(i,7), esta igualdad se verifica para todo ¢. Por tanto

1
Alt(w)(vy, ..., v) = i > sgn o w(Va1), - - - Vak))
*o€Sk

1
=7 > sgn o-sgn o-w(vy,..., )
* oESk

=w(vy,. .., V)

iii) es consecuencia inmediada de i) y 7). [



Capitulo 3

Formas diferenciales

En la seccion 0.1 definimos a la forma diferencial como un obje-
to matematico perteneciente a un espacio vectorial que aparece en
el calculo multivariable, calculo tensorial o en fisica. Comunmente
una forma diferencial puede ser entendida como un operador mul-
tilineal antisimeétrico definido sobre un espacio vectorial tangente a
una curva, superficie y, en general a una variedad diferenciable.

También se menciona que para un espacio o variedad de dimension
n pueden definirse O-formas, 1-formas, ...y n-formas.

En (i) una k-forma exterior en R" se define como el mapeo w que
asocia a cada p € R" un elemento de w(p) € A*¥(R})*; w puede escri-
birse como sigue

wip) = Y ay i (p)(dzy Ao Ady), i€ {L,...,n}

11 <...<ip
El estudio de formas en (vii) inicia como sigue.

Las formas diferenciales son objetos matematicos que aparecen na-
turalmente bajo el signo de una integral.

/AM+B@+CM (3.1)
//P@M+QMM+RM@ (3.2)

///HM@M (3.3)

3.1, 3.2 y 3.3 nos muestran una integral de linea, una integral
de superficie y una integral de volumen respectivamente, que nos

35
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conducen a las siguientes formas

a = Adx + Bdy + Cdz (1-forma)
B = Pdydz + Qdzdx + Rdxdy (2-forma)
v = Hdxdydz (3-forma)

Todos estos son ejemplos de formas diferenciales de tres variables
definidas en R®.

En la expresion de 5 anterior, notamos la ausencia de términos en
dzdy,dxdz, dydz los cuales sugieren simetria o antisimetria.

Consideremos la integral

//A(x, y)dzdy

con el cambio de variable z = z(u,v),y = y(u,v). Tenemos,

//A(:U,y)dxdy: //A[:E(u,v),y(u,v)]gEzZZ;dudv

de donde podemos escribir

B(z.y) oxr Ox

_ O,y _lau o

dady a(uw)dudv % % (3.4)
ou Ov

Si z = y, el determinante tiene filas iguales y por tanto se anula.
Si intercambiamos = y y, el determinanate cambia de signo. Esto
motiva a las siguientes expresiones

drdr =0, dxdy= —dydx (3.5)

Enseguida construiremos la definicion de una k-forma diferencial.

3.1. Formas diferenciales en R". Definicion
y ejemplos

Definicion 3.1.1. Para p € R", el espacio tangente en p es el con-
junto
R = {(p,v) :v e R"}
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(p,v)

Figura 3.1: E1 espacio tangente puede verse como el espacio de n-vectores cuyo punto inicial

esta ubicado en el punto p.

Es decir, R}, es una copia del espacio euclidiano R", con base en

un punto p. Podemos entender el espacio tangente como el espacio
de n-vectores cuyo punto inicial, en lugar de estar ubicado en el
origen, esta ubicado en el punto p, como en la figura 3.1. Si (p,v) €
R}, lo denotaremos simplemente como wv,.

Podemos trasladar la base de R" al punto p € R" y asi R" y R} son
naturalmente isomorfos.

Por similitud con el espacio R" definimos en R} las siguientes ope-
raciones:

i) Sean (p,v) y (p,w) € R} definimos la suma por:

(p,U)—i—(p,’LU) = (p,U+1U) GRZ

ii) Sea (p,v) € R} y a € R, definimos el producto por escalares en
R} por
a(p,v) = (p,av)
Asi R} resulta ser un espacio vectorial.
Ademas, R} posee el producto interno
(U ) = -0
donde el producto de la derecha es el producto estandar en R".
A la union puntual de espacios tangentes en cada punto de R", es
decir
U R}
pER"

se le llama el haz tangente, y se denota por TR".
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Definicion 3.1.2. Un campo vectorial es una funciéon F : R" — TR"
tal que, para cada p € R",

F(p) cR)

En otras palabras, el campo vectorial F' asigna en cada punto p un
vector con inicio en p.

Definicién 3.1.3. Sea D un subconjunto en R?. Un campo vecto-
rial sobre R? es una funcion F que asigna a cada punto (z,y) en D
un vector bidimensional F(z,y).

La mejor manera de representar un campo vectorial es dibujar la
flecha que representa al vector F(z,y) que inicie en el punto (z,y).
Naturalmente, es imposible hacerlo para todos los puntos (z,y),
pero podemos conseguir una representacion razonable de F' tra-
zando la flecha para algunos puntos representativos de D como en
la figura.

\ v F(z,y)
/ (‘B’ y) /

Figura 3.2: campo vectorial sobre R2.

Puesto que F(z,y) es un vector bidimensional, podemos expresarlo
en términos de sus funciones componentes P y () como sigue:

F(x,y) = P(x,y)i+ Q(x,y)j

o bien, simplificando, F' = P, + @),. Observese que P y () son fun-
ciones escalares de dos variables y, algunas veces, se les llama
campos escalares para distinguirlos de los campos vectoriales.

Definicion 3.1.4. Sea F un subconjunto de R?. Un campo vecto-
rial sobre R? es una funcion F que asigna a cada punto (z,y,z) en
FE un vector tridimensional F(x,y, z).
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Un campo vectorial F' sobre R? se representa en la figura.

(z,y,2)

\ J /F(a: v:2)
s -

Figura 3.3: campo vectorial sobre R3.

Podemos expresarlo en términos de sus funciones componentes P,
@y R como

F(x,y,2) = P(z,y,2)i + Q(x,y,2)j + R(z,y, 2)k

Ejemplo 3.1.1. Un campo vectorial sobre R? esta definido por
F(z,y) = —yi + xj. Describa F' trazando algunos de sus vectores

F(x,y).

Puesto que F(1,0) = j, dibujamos el vector j = (0,1) iniciando en
el punto (1,0). Como F(0,1) = —1, dibujamos el vector (—1,0). Al
continuar de este modo, calculamos varios valores representativos
de F(z,y) en la tabla y dibujamos los vectores correspondientes
para representar el campo vectorial en la figura 3.4.

En la figura 3.5 se muestran dos representaciones del mismo cam-
po vectorial hechos con un software matematico.
Observacion 3.1.1. Se recomienda al lector (x) y (xi).

Si F,G : R" — TR" son campos vectoriales, entonces podemos defi-
nir las siguientes operaciones:

i) (F+G)p)=Fp +Gp).
ii) (cF)(p) = cF(p).
iii) Si f:R" = R, (fF)(p) = f(p)F(p)
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Yy
-
-9 I
I 0 - - T
*—
r—————»

Figura 3.4: F(z,y) = —yi + «j.

Figura 3.5: F(z,y) = —yi + zj hechos con computadora.

iv) (F-G)(p) = F(p) - G(p).

Si {ej,eq,...,¢e,} €s la base estandar en R" ésta induce una base
estandar para R} en cada p € R", a saber

{(e1)p, (e2)ps -+ (€n)p}

Es decir, simplemente ubicamos el punto inicial de cada e; en el
punto p.

Si F': R* — TR" es un campo vectorial, entonces podemos escribirlo
de la forma

F(p) = Fi(p)(er)p + Fa(p)(ea)p + - - + Fulp)(en)y
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(e2)p

e} P (e1)p

Figura 3.6: Base estandar de R2.

Las funciones F; : R" — R (como ya se mencion6 antes) son llama-
das funciones componentes. Decimos que el campo F' es continuo
(diferenciable, de clase C!, C*, etc.) si cada componente F; es con-
tinua.

Recordando algunos conceptos de calculo vectorial en R? tenemos
a los operadores clasicos, que son:

El gradiente. Si f : R®* — R es una funcion diferenciable, el gra-
diente de f (grad) es el campo

grad(f)(p) = (D1f(p), D2f(p), D3 f(p))y
Escrito de otra manera

w16 = (50, 5 . % )

Es decir, el campo cuyas componentes son las derivadas parciales
de la funcion f. Este campo se suele denotar como Vf.

El rotacional. Si /' : R® — TR? es un campo vectorial diferenciable,
el rotacional de F' es el campo

rot(F) = (DoFs — D3Fy, DsFy — D1 Fy, D1 Fy — DyF))

o bien

oy 0z 0z ox ' Ox oy

Se le suele denotar V x F.

<8F3 0Fy, 0F, O0F; 0F, 8F1>
rot F =
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La divergencia. Si [' : R?* — TR? es diferenciable, la divergencia de
F es la funcion
le(F) = D1F1 + D2F2 + D3F3
o bien
OF, O0F, O0F;
+—+
ox oy 0z

Para integrar estos conceptos, damos cabida al conceto de for-
mas diferenciales. Por ahora, restringiremos nuestras definiciones
y calculos iniciales al espacio R?. La generalizacion a R™ es inme-
diata.

V.- F=

Para cada p € R?, consideraremos el espacio dual de R?.
(R%) = {f:R} > R: f es lineal}

Es decir, el espacio de las transformaciones lineales de R} a R. En
la seccion de espacio dual y base dual (se recomienda al lector re-
visar tales secciones) se menciono que (Rf,)* es un espacio vectorial
de dimension 3 y que cualquier base B = {(v1),, (v2)p, (v3),} de R3
induce una base de (R?)*, llamada la base dual B* = {fi, f2, fs}.
Repetimos que la base dual inducida por la base estandar B =
{(e1),, (€2)p, (e3),} se le llama base dual estandar y se denota por

B* = {(dx1)p, (dx2)p, (dz3),}

A cada una de las transformaciones (dz;), se les llama diferenciales
elementales en p.

Notar que (dz;),(v,) = v;, es decir, (dz;), solo toma la coordenada i
del vector v, € R?. Ala unién U,cg:(R?)* de los espacios duales se le
denomina haz cotangente de R?, y se denota por T*R3.

Definicion 3.1.5. Un campo de formas lineales o una forma ex-
terior de grado 1 en R? es un mapeo w que asocia cada p € R un
elemento w(p) € (R?)*; w puede escribirse como

w(p) = a1(p)(dz1), + az(p)(dzs), + as(p)(dzs),

3
w = Z a;dx;
i=1

donde «; son funciones reales en R3?. Si las funciones a; son dife-
renciales, w es llamada una forma diferenciable de grado 1.
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Ahora sea A*(R%)* el conjunto de mapeos p : R} x R} — R que son
bilineales (es decir, son lineales en cada entrada) y alternantes (es
decir p(vy,v9) = —p(va, v1)).

Cuando p; y p; que pertenecen a (R?)* podemos obtener un elemen-
to p; A p2 haciendo

(p1 A p2)(v1,v2) = det(p;(v;))

Por el teorema 2.3.2 se tiene {(dz; A dz;),,7 < j} es una base para
A*(R%)r. Ademas,

(dﬂfl A dl’j)p = —(dﬂfj N dﬂli)p, 1 #]

y

Definicion 3.1.6. Un campo de formas alternantes bilineales o
una _forma exterior de grado 2 en R? es una correspondencia o un
mapeo w que asocia a cada p € R? un elemento w(p) € A*(R?)}

w(p) = ara(dzy A dzs), + ars(day A dxs), + ass(dzs A dxs),

w:Zaijdxi/\dxj i,j:1,2,3
i<j
donde q;; son funciones reales en R*. Cuando las funciones q;; son
diferenciables w es una forma diferencial de grado 2.

Ahora generalizaremos la nocion de forma diferencial en R”. Sea
p € R", R} el espacio tangente de R" en p y (R})" su espacio dual.
Sea A*(R")* el conjunto de todos los mapeos alternantes k-lineales

piRYx - xR - R

(alternantes significa que p cambia de signo con el intercambio
de dos argumentos consecutivos). Con las operaciones usuales,
A*(R!)* es un espacio vectorial. Dados py, ..., p, € R, podemos obte-
ner un elemento p; A ps A ... p, de A* (R7)* haciendo

(p1 Ap2 A A pg)(v1,v2, - -+ u,) = det(pi(v))), 4,7 =1,....k

Se sigue de las propiedades del determinante que p; A pa A --- A py
es en efecto k-lineal y alternante. En particular (dz;,), A (dz;,), A
oo (dxyy), € AP (R3)*, d1,49,...,9 = 1,...,n. Denotaremos este ele-
mento por (dx;, Adx, A...A\dz;,),.
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Proposicion 3.1.1. (Proposiciéon del teorema 2.3.2) El conjunto
{dmil/\-u/\dl‘ik)p, i1<i2<...<ik, ijE{l,...,n}

es base de A" (R?)*.

Definicion 3.1.7. Una k-forma exterior en R” es un mapeo w que
asocia a cada punto p € R" un elemento w(p) € A¥(R?)*; por la
proposicion 3.1.1, w puede escribirse de la forma

w(p) = Z ai, ak(p)(dxy N Ndxy,),, i€ {1,...,n}

11<...<tk

donde a;, ; son funciones reales en R". Cuando las a;, ; son fun-
ciones diferenciables, w es llamado una k-forma diferencial.

Denotaremos por [ la k-upla (i1,..., i), i1 < ... <1, i; € {1,...,n},
y se usara para la siguiente notacion de w :

w:ZaI dr
I;

Establecemos la convencion de que una O-forma diferenciable es
una funcion diferenciable f : R" — R.

Ejemplo 3.1.2. Podemos escribir los siguientes tipos de formas
diferenciales en
R? e O-formas. Son funciones diferenciables en R2.
e l-formas. w = a;dx; + asdx,.
e 2-formas. w = ajpdx; A dxs.
R3 e O-formas. Son funciones diferenciables en R3.
e l-formas. w = a;dxy + asdry + asdxs.
e 2-formas. w = ajpdx; A dxy + ajzdry A daxs + aszdre A das.
e 3-formas. w = aj93dx; A dxy A dxs.
R* e O-formas. Son funciones en R*.
e l-formas. w = a;dx; + asdrs + azdxrs + asdxy

e 2-formas. w = ajadri Adzo+aizdr Adrs+ajsdx, ANdxs+assdrs A
dl‘g + a24dx2 A dI4 + CL34dCL’3 A dl’4

e 3-formas. w = alggdl’l /\dl"z /\dlBg +CL124d£B1 /\d$2 /\d:zc4~|—a134d:v1 VAN
dxg A de’4 + a234dx2 VAN diL‘g A diL’4
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e 4-formas. w = a1234dac1 VAN deQ VAN dxg A dl’4

Desde ahora nos restringiremos a llamar de k-formas diferenciales
a simplemente k-formas. Definiremos algunas operaciones sobre
k-formas en R".

Primero, si wy p son 2 k-formas:
w:ZaI dxy, p:Zbldx],
I I

podemos definir su suma

w + p= Z(CL[ + b[)dl’[
I

Si w es una k-forma y p es una s-forma podemos definir su produc-
to exterior w A p el cual es una (k + s)-forma, como sigue

Definicion 3.1.8. Sean

w:ZaId:L'I, I:(il,...,ik), 1 < ...<1ig,
I

p= bydxy, J={(j1,-\ds) 1 <...<Js
I

por definicion

w/\p:Zaij drxr Ndz .
1J

Proposicion 3.1.2. Sean w una k-forma, p una s-forma y 6 una
r-forma. Entonces:

a) (wWAp)ANO=wA(pA0)
b) (wAp)=(-1)(pAw)
c wA(p+0)=wAp+wAb, sir=s

Demostracion. Para probar b),escribimos

w:ZaIde, I:(’il,...,ik), 1 <...<1g,
I

p=2 bidry, J=(j,- 1 Js) <. <Js
I

entonces
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WwAp= Zalbjdxil/\.../\dxik/\dle/\.../\dxjs
1J
= ijal(—l)dxil Ao oNdxg, | Ndxg, Ndzg, AN d,
1J

= Y byar(=1)*dz; Adwy, Ao Adx, Adxg, A A da,
I

Puesto que J tiene s elementos, obtenemos por repeticion del argu-
mento de arriba para cada dz;,, jo € J,

w N\ P = ija[<—1)ksdl'j1 VAP dl’js VAN d(L’il VANRRAN dZEZk
JI

= (=D)*pAw
|

En varias situaciones, es conveniente usar las formas diferenciales
definidas sobre un conjunto abierto U C R" y sobre todo R". Esta
claro que todo lo hecho hasta ahora se extiende trivialmente a esta
situacion.

Ejemplo 3.1.3. Sea w una 1-forma en R? — {0,0} dado por

Yy T
S A P R —
“ 2?2 + y? x+x2—|—y2y
Sea U el conjunto en el plano (r,6) dado por U = {r > 0,0 < 6 < 27}
y sea f: U — R? el mapeo

z =rcosf
y =rsenf

F(r.6) = {

Calcular f*w.

Tenemos que

0 0 0 0
dx = Exdr + %xde = E(T cos 0)dr + %(T cos 0)db

= cosfOdr — rsen 0do

0 0 0 0
dy = Eydr + %de = a(r sen 0)dr + %(r sen 6)d6
= sen 8dr + r cos 8df

22 + 1% = r?cos® 6+ r?sen?f = 12
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De lo cual obtenemos

ffw= —Tsezne(cosedr — rsenfdf) + 7“(30259
r r

~senf cosfdr +r sen? 0do N sen  cos Odr + cos® 0df

(sen Odr + cos 0d0)

r r
r(sen? § + cos® 0)df
r

= db

3.2. Producto exterior

En esta seccion aprenderemos a acunar formas diferenciales. Ya
sabemos que podemos sumar formas y multiplicarlas por escala-
res, ahora definiremos su producto, llamado producto cuna o pro-
ducto exterior, igual que con formas lineales. Denotemos por Q*(U)
al conjunto de las k-formas diferenciales en U.

Definiciéon 3.2.1. Sea U C R" abierto, w € Q¥(U), n € Q"(U), con k,
r > 1. Definimos w A n € Q*"(U) punto a punto, es decir

(w An)(p) = w(p) An(p) € A((R")")

Observar que el producto cuna de la derecha es el producto cuna
de formas multilineales ya definido. Si k£ = 0, f € Q°(U), definimos
fAw=wAf= fuw.

Ejemplo 3.2.1. Hagamos el producto cuna de 1-forma en R3 con
una 2-forma en R3.

(zwyzdx) A (ydz A dx + zdy A dz) = zy’zde A dz A de + zy2*de A dy A dz
= zy2’dr ANdy A dz

El producto cuna tiene las siguientes propiedades. Para todo w €
QkU), neQU), 0 e Q(U)yacR:
i) wA(nA0)=(wAn) A0 (propiedad asociativa).
i) (w+n)AN0=wA0+nA0 (propiedad distributiva).
iii) w A (n+60) =wAn+ w A0 (propiedad distributiva).
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iv) (aw) An=w A (an) = a(w A n) (propiedad homogenea).
V) wAn=(=1)*nAw

3.3. Derivada exterior

En matematicas, el operador de derivada exterior (o diferencial ex-
terior) de la topologia diferencial, amplia el concepto del diferencial
de una funcion a formas diferenciales a un grado mas alto. Fue
inventado, en su forma actual, por Elie Cartan.

Definimos una operacion d la cual toma cada k-forma w y la con-
vierte en una (k + 1)-forma dw.
Ejemplo 3.3.1. En R? d funciona como sigue.

i) Para una O-forma f

_of of of
df = 8xdx+ aydy+ 820[2

ii) Para la 1-forma w = adx + bdy + cdz, dw se define por

Oc  0Ob da  Oc ob  Oa

iii) Para la 2-forma ¢ = adzdy + bdzdx + cdzdy se tiene que

da 0Ob Oc

Definicion 3.3.1. Sea w = > a;dz; una k-forma en R”. El diferen-
cial exterior dw de w es definido por

dw = Z dardx;
I

Proposicion 3.3.1. Propiedades de la derivada exterior.
i) d(w; + wy) = dw;y + dw, donde wy Y we son k-formas.

ii) d(w A p) = dw A +(=1)*w Adp, donde w es una k-forma y p es una
s-forma.
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i) d(dw) = d*w = 0.

iv) d(f*w) = f*(dw), donde w es una k-forma en R™ y f : R*> - R™
es un mapeo diferenciable.

Demostracién. i) Es sencillo.

i1) Sea w = Y ;ardrr, p =3 ;bydr;. Entonces

d(w A p) = d(asby) A dzidz,
IJ
= ZdealAdx] /\dl’(]‘i‘Z(l]de/\de’]/\dl’J
1J 1J
=dwAp+(—1)"> arder Adby Adzy
1J
=dwAp+ (—1)FwAdp

iii) Para probarlo, primero asumamos que w es una O-forma, esto
es, w es una funcion f : R* — R que asocia cada (zy,...,z,) € R" le
corresponde un f(xy,...,z,) € R. Entonces

iy =a( 5 3 ) - S5 )

n a2f

j=1 9%
j

n
j:

donde
o’f O*f
&Uiaxj N 8%8%
y dv; Ndx; = —dx; A\ dw;,i # j, podemos obtener que
*f
81'1'(91’]' 890]8331

d(df) ="

1<j

Ahora consideremos a w = }_ a;dz;. Por i), podemos restringirnos al
caso w = a;ydz; con a; # 0. Por ii) tenemos que

dw = daydx; + ard(dzy)
Pero d(dz;) = d(1)dz; = 0. Ademas

d(dw) = d(da[dl'[) = d(da[)dl'[ + da[d(dl’[> =0
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donde d(da;) = 0y d(dzy) = 0, con lo cual se prueba iii).

iv) Probaremos el resultado para una O-forma. Sea ¢g : R — R una
funcion diferenciable que asocia cada (yi, ..., ¥y,) € R le corresponde
un g(yi, .. .,yn). Entonces

0 dg Of;
F(dg) = f* (z ajidyi) - s 20y,

= 29D g, — atgo ) = dtsg)

Ahora, sea p = > ;a;dr; una k-forma. Mediante el uso de lo anterior,
y €l hecho de que f* conmuta con el producto exterior, obtenemos

A(fp) = d (Z f*(az)f*(dafz)>
=S d(F () A Fdan) = 3 £ (dar) A F(dar)

1

= f* (Zda[ /\dl’]) = f*(dp)

con lo que se prueba iv). [

3.4. Forma inducida (Pull-back)

Definicion 3.4.1. Sean U C R", V C R™ abiertos del espacio
euclideoy f : U — V un mapeo diferenciable. Definimos la aplica-
cion f*: lleva k-formas diferenciables en V' en k-formas diferenciales
en U tal que, siw € Q¥V), pe U yv,..., v € R", entonces:

f*(w)(p)(vb s 7vl€) = w(f(p>>(dfp(vl)> st 7dfp(vk))

Para k = 0 definimos f*(g) = g o f. Decimos que f*(w) es la forma
inducida de w bagjo f (pull-back) de w por f.

Proposicion 3.4.1. Sean f : U — V, g : V — W mapeos diferen-
ciables entre abiertos del espacio euclideo. La aplicacion f* tiene las
siguientes propiedades para todo w € QF(V), n € Q"(V):

i) f* es lineal.
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i) ff(wAn) = f"(w)A f(n)
iii) (idy)* = id k()
W) (gof)=frog

v) Si f es un difeomorfismo entonces f* es un isomorfismo lineal,
y verifica

Las propiedades tercera y cuarta nos dicen que la operacion x es un
funcional contravariante.

Observacion 3.4.1. Aplicando la segunda propiedad a una O-
forma, obtenemos:

filgw) = f(gAw) = f*(g) AN f(w)=(go f)Af(w)= (g0 f)f(w)

Lema 3.4.1. SeanU C R", V C R™ abiertos, f = (fi,..., fm) : U =V
un mapeo diferenciable. Notemos que z1,. ..z, las coordenadas en
R™, y1,...,ym las coordenadas en R™. Entonces:

f*(dyi) = d(fi) = Zn: gfz

J=1

dl’j, VZ:L,TTL

J

Demostracion. Sea v = (vq,...,v,) € R". Veamos que f*(dy;)(p)(v) =
d(f;)(p)(v). Por un lado tenemos:

d(f)(p)(v) = d(f:)p(v)

y por el otro:

f(dy:)(p)(v) = (dy) (f (P))(dfp(v)) = dyi(dfy(v))
= dyi(d(f1)p(v), -, d(fin)p(v))
= d(fi)p(v)

Observacion 3.4.2. Usamos en la demostracion el hecho que dy;
es constante como forma diferencial pues al evaluarla en cualquier
punto, obtenemos la forma multilineal dy;.
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Proposiciéon 3.4.2. Sea w € QF(V) tal que
w = Z ailm,ikdyil VANEIEIVAN dylk
1<ig <<ixp<m
entonces su pull-back para f es tal que

f*(w): Z (ail ----- Zkof)d<fll)/\/\d(flk)

1< <<, <m

Demostracion. Basta combinar el lema 3.4.1 anterior con la linea-
lidad de f*, laregla f*(wAn) = f*(w) A f*(n) y el hecho que f*(gw) =
(go f)f (w). u
Corolario 3.4.1. Siw € QF(V), entonces f*(w) € QF(U), por lo tanto

restringiendo el pull-back a las k-formas diferenciales en V, diremos
que f*: Qk(V) — QF(U).

Demostracion. Basta observar la proposicion 3.4.2, que f es dife-
renciable y sus derivadas parciales son diferenciables, y que a;, ;, ©

f son funciones diferenciables. [ |

Proposicion 3.4.3. Sean U,V C R" abiertos, f = (f1,...,fn): U =V
un mapeo diferenciable. Sea w € Q" (V). Entonces

f*(w)(p) = (detdf,)w(f(p)). Explicitamente, sia : V — R es una fun-
cion diferenciable, entonces

f*(adxy N -+ -dz,) = (ao f)det(df)dxy A -+ Adx,

Demostracion. . Basta combinar la proposicion 3.4.4 con la obser-
vacion 3.4.1. |

Proposicion 3.4.4. Sea A : V — V una transformacién lineal. Con-
sideremos A* : A"(V*) — A"(V*). Entonces A*(T) = (det A)T. Explici-
tamente, para todo vy, ...,v, € V se tiene que

ANT) =T (Avy, ..., Av,) = (det A)T(vy, ..., vy)
En particular, si ¢4, ...,¢, € V* entonces
AN (LA Nn) = A%(P1) Ao NA™(fn) = (det A)pr A+ A oy

Observacion 3.4.3. Esta proposicion nos dice explicitamente como

luce el pull-back de una n-forma por una funcion lineal entre abier-
tos de R". El lector atento quiza haya reconocido la forma del teo-
rema de cambio de variable para integrales multiples y difeomor-
fismos.
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Proposicion 3.4.5. La derivada exterior y el pull-back conmutan.
Estoes, siU C R", V C R™ son abiertos, y f = (f1,...,fm) : U =V es
un mapeo diferenciable, entonces do f* = f* od, es decir:

d(f*(w)) = f*(dw),Yw € Q*(V)

Demostracién. Consideraremos tres casos. Primero lo probaremos
para O-formas, luego para w = dy;, A --- A dy;,, y luego aplicaremos
la linealidad de d y de f* para deducirlo en el caso general.

Caso 1. kL =0. Sea a € Q°(V) = C=(V).
da

f(da) = f* (i g;dyj) = Z <8yj o f) I (dy;)

J=1 Jj=1

UL 8a df;
(o (o)
Jj=1 Jj=1i=1 %
8@ 8f " (O(ao f)
Z (Z O J) Z Oz ) XT;
i=1 \j=1 =1 7
=d(ao f)=d(f
Caso 2 w =dy;, \--- Ady;, con 1 gkgm,{zl,...,zk} c {1,...,m}.
d(f*(w)) = d(f*(dyi, A--- Adys,)) = d(f(dyi) N--- N F(dys,))
=d(d(fi,) N--- Ad(fi,)) =0
La ultima igualdad se deduce aplicando iteradamente la regla d(w A

n) = dw An+ (=1)*w A dn y la relacion d* = 0. Por otro lado dw = 0,
luego f*(dw) =

m
n

Caso 3. Si w € QF(V), entonces
w = Z @iy oo i AYiy N - N dy;,

1<ip<<ip<m
Por la linealidad de f* y de d, basta probarlo para w = an = aAn con
n=dyi, \--- Ndy;,. Como dn =0y f*(dn) = d(f*(n)) = 0;

fH(dw) = f*(d(ann)) = f*(da A +a An)
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3.5. Formas y campos en R°

Existe una correspondencia biunivoca entre formas y campos en
R3, también entre la derivada exterior y ciertos operadores clasicos
como el gradiente.

Ejemplo 3.5.1. Sea f una funcion diferenciable (una O-forma) en
R3. Podemos determinar df como
of of of
df = ——dr + —dy + —d
! ox x+0y y+8z :
Sea w = Fidx + F>dy + F3dz una 1-forma. Podemos determinar dw
por

_ (OFs  OF, 0F;  0F3 oF, O0F
dw = ( 3y P > dydz + < 5, o ) dzdx + ( g dy > dzxdy

Sea ¢ = Fidydz + Fydzdr + Fidrdy una 2-forma. Determinamos dv
por

i — <8F1 n 0F, OF;3

B By + 9% > dxdydz

Notemos que df,dw y di son funciones cuyas componentes son el
gradiente, el rotacional y la divergencia respectivamente. De esta
forma, podemos concluir que éstas forman parte de la misma ope-
racion en R?; el diferencial de formas.

Definimos el laplaciano por
82 62 2
N |
ox?  0y*> 022

Af e C>*(U)

Si escribimos simbélicamente V = (%, a%v %), entonces obtenemos
las igualdades simbolicas:

rot F=VxF divEE=V-F Af=V.-Vf

A veces se emplea también la notacion V? para el laplaciano.

Observacion 3.5.1. Se puede determinar que rot(Vf) = 0 y que
div(rot ) = 0.
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3.6. Formas cerradas y exactas

Definicion 3.6.1. Sea w € QF(U). Decimos que w es cerrada si
dw = 0; que es exacta si existe n € Q¥ 1(U) tal que dn = w. Se tiene
entonces que

dw = d*n =0
Proposicion 3.6.1. d(dw) = 0 para toda k-forma w € Q*(U).

Demostracion. Sea
W = Wy, dzi; N\ - ANdx;,
entonces
dw = d(wy, ..., ) Ndxy, N Ndzg, = ;. pdo, Adx; A - Adag,

luego
d(dw) = wi, ...y pedxe N dzy Ndzg, A -+ A dg,

donde se estan sumando indices simétricos &, ¢ con indices anti-
simétricos dz,; A dzy, por lo tanto d(dw) = 0. [ |

Como d* = 0, toda forma exacta es cerrada. El reciproco no es en
general valido. El estudio de por cuanto una forma cerrada no es
exacta es objeto de estudio de la cohomologia de De Rham.

Ejemplo 3.6.1. Sea U = R?/{(0,0)} y definimos w € Q'(U) mediante
xdy — ydx
YT Tyt
Calculando su derivada se tiene

T _ Yy
dw _d<x2+y2>dy d<x2+y2>d$
0 T 0 T
— [c%v <m2+y2> dx + @ (ﬂ +y2> dy] dy

d y 0 Yy
5 () o 3 (e ]

2 1 42) — 942 2 ,2Y _ 9,2
_ (= +2y)221‘ drdy — & +2y) Y gyd
(#* +y?) (#* + y?)?

_2x2+2y2—2x2 2y2d
xdy
(22 + y2)?2
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por lo tanto w es cerrada.

El ejemplo siguiente es un ejemplo clasico que vale la pena recor-
dar. A veces w se dice forma de angulo y se escribe w = df.

Ejemplo 3.6.2. Sea U = {(r,0) e R? : r > 0,0 < 0 < 27}, V =
R?/{(x,0) € R* : 2 > 0}, f: U — V el cambio a coordenadas polares,
es decir

f(r,0) = (rcosf,rsend)

. . . x =rcost
Como f es un difeomorfismo, el sistema de ecuaciones { y = rsend
define 7,0 : V — R como funciones de x e y. Probar que

xdy — ydx

df =
x? + y?

justificando el nombre forma de angulo.

Observacién 3.6.1. Si definimos V = {(x,y) € R* : z # 0}, entonces
definiendo w € Q'(V) como antes, resulta exacta. Tenemos que w =
dn definiendo n = f : V — R como f(z,y) = arctan(y/x).

Concluimos entonces que el dominio de una forma tiene la impor-
tancia suprema en su exactitud. Enunciaremos ahora un criterio
importante para decidir si una forma es exacta.

Definicién 3.6.2. Sea U C R". Dos curvas cerradas o,y : S* — U
son homotopicas si existe un mapeo F : S' x [0,1] — U diferenciable
tal que:

F(z,0) = a(z) VzeS'

F(z,1) =~(z) VxeS

Podemos pensar el segundo parametro como el tiempo, por lo tanto
dos curvas son homotoépicas si es posible deformar diferenciable-
mente la una de la otra sin salirse de U.

Definicion 3.6.3. Una curva diferenciable « : [a,b] — R? se dice
cerrada si a(a) = a(b).

Definicion 3.6.4. Un conjunto U C R” se dice contractil si existe
un mapeo diferenciable F': U x [0,1] — U tal que:

F(z,0) =2 VYxeU
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F(z,1)=p VzeU

para algan p € U. (Decimos que la identidad es null-homotoépica,
esto es, la identidad es homotopica a un punto, llegando a una de-
finicion mas general de homotopia que la de antes).

Ejemplo 3.6.3. Verificar que los conjuntos con forma de estrella
son contractiles. Un conjunto U C R” tiene forma de estrella si
existe py € U (el centro) tal que para todo p € U se cumple que el
segmento que une p con p, esta en U, es decir si

{tp+(1—t)py:te€0,1]} CU

Intuitivamente, un espacio es contractil si puede ser diferencia-
blemente contraido a un punto. Siguiendo con el ejemplo ante-
rior, R3/{(0,0,0)} seria simplemente conexo pero no contractil. La
reciproca siempre vale: si un espacio es contractil entonces es sim-
plemente conexo. Esta condicion mas fuerte nos permite enunciar
el siguiente:

Lema de Poincaré. Si U C R" es un abierto contractil, entonces
toda k-forma cerrada w € QF(U) es exacta, para todo k > 0.

Corolario 3.6.1. Toda forma cerrada w € Q(R") es exacta, para
todon >0, k> 0.

Lo hemos enunciado en su maxima generalidad: observemos qué
ocurre en dimension dos. Lo que pasa es que no precisamos la
contractibilidad, en este caso basta con la conexion simple. Obte-
nemos el siguiente reultado:

Teorema 3.6.1. Si U C R? es un abierto simplemente conexo, en-
tonces toda 1-forma cerrada w € Q'(U) es exacta.
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Capitulo 4

Variedades diferenciales

4.1. Superficies diferenciables

La idea de la definicion de una superficie tiene sus origenes en
la construccion de mapas que describen un lugar especifico de la
tierra. El problema de describir una region del planeta obedecio
al creciente comercio entre las naciones y a la consecuente nece-
sidad de tener una descripcion de las rutas de los viajes que se
efectuaban para no tener que hacerlos mas largos y costosos. La
realizacion de un mapa se efectua de acuerdo a varias reglas nece-
sarias para que fuese util a cualquier persona que pudiera obtener
copia de €l.

Podemos expresar algunas de estas reglas de manera matemati-
ca, como sigue: Si U denota la region que se quiere describir con
un mapa representado por 2 C R?, cada punto de la region p € U
tiene asociado un punto y solo uno en el mapa (2, denotado por
q € ), ademas, esta asociacion es tal que punto cercanos del mapa
corresponden a punto cercanos de la region, y reciprocamente; es
decir, la asociacion y su inversa son continuas. Por ultimo y como
consecuencia de lo anterior, si la region U tiene otra asociacion con
otro mapa (), entonces existe una correspondencia biyectiva entre
los puntos de € y 2 de tal forma que puntos cercanos de (), co-
rresponden a puntos cercanos de {2 y reciprocamente.

Definicién 4.1.1. Un conjunto S C R? es una superficie topoldgica
siy solo si para cualquier punto p € S existe una vecindad (relativa)

59
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de p en S y un homeomorfismo ¢ : Q — U de una region Q ¢ R* en U.
La pareja (U, ¢) se llamara una parametrizaciéon para la superficie
S alrededor del punto p.

Figura 4.1: Superficie topologica en R?

De manera breve, se dice que una superficie topologica es local-
mente homeomorfa al plano.

Por supuesto, un conjunto es una superficie topologica si y sé6lo
si para cada punto se puede dar el homeomorfismo ¢ : U —
inverso a cada parametrizacion. La pareja (U,) se denomina una
carta para S alrededor de p. Un conjunto de cartas {(U;,v;)}ics €S
un atlas para la superficie cuando las cartas cubren a S; es decir,
cuando S = U,;U;.

Asociando las coordenadas (u,v) en €2 y las coordenadas ambien-
tales (z,y,2) para S en R?, la parametrizacion ¢ y su inversa v se
pueden escribir como

p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u, v))
b(@,y,2) = (ul(z,y,2), v(z,y, 2))

Decimos entonces que ¢ parametriza a S con el sistema de coorde-
nadas (u,v) alrededor del punto p.

Ejemplo 4.1.1. Sea S la esfera de radio R y centro en el origen
de coordenadas,

Sk =A@,y 2)la* +y* + 2" = R}

Para mostrar que S% es una superficie topologica utilizaremos las
proyecciones estereograficas desde los polos norte P, = (0,0,R) y
sur P; = (0,0, —R) hacia el plano horizontal.
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(u, v) = M@, y)
Figura 4.2: Proyeccion estereografica de la esfera desde el polo norte.

Para proyectar la esfera desde el polo norte P, hacia el plano ho-
rizontal, a cada punto de coordenadas ambientales (z,y,z) en la
esfera le asociamos un punto en el plano horizontal con coordena-
das (u,v), considerando la linea recta que pasa por el polo norte
P, y por el punto p = (z,v, z). El punto asociado (u,v) del plano es
aquel obtenido de la interseccion de la recta mencionada y el plano,
como se muestra en la figura 4.2.

De tal figura se obtiene que si (z,y) son las dos primeras coorde-
nadas de p, entonces (u,v) es un multiplo escalar de (z,y); es decir
(u,v) = Az, y) para algun escalar .

De la semejanza de triangulos que se muestra en la misma figura
4.2 se obtiene la igualdad

z _ Al yll =l )l

R Al )l

lo que implica que

R
R—=z

A:

De esta forma se obtienen las expresiones para u,v en términos de
x,Y, z.

De estas relaciones y de la igualdad z* + y* + 2? = R? se obtiene que
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las expresiones inversas son

2R%y, 2R R(u* +v? — R?)
rT=————-—7
ot R Y

:—, Z_
u? + v? 4+ R? u? +v? 4+ R?

Sea V; el conjunto abierto consistente en los puntos R® que no
estan contenidos en el semieje positivo z. El conjunto U; = V;NS% =
SE\{P.} es una vecindad de p para cualquier punto p € S3\{P,}. Si
definimos la transformacién continua ¢, : U; — R? mediante

Rx Ry)
R—2 R—=z

(u,v) = Ui (2,y,2) = (

se tiene una carta (Uj,v;) para la esfera S%. La inversa de 1; es
una parametrizaciéon continua ¢, : R* = Uy, ¢1(u,v) = (2,y, z) dada
mediante

2R%u 2R%y R(u* + v? — R?)
¥1 (U'> U) =

w402+ R w2+ 02+ R? w2+ 02+ R?

De manera analoga, para proyectar la esfera desde el polo sur ha-
cia el plano horizontal, a cada punto con coordenadas (z,y,z) en
la esfera le asociamos un punto con coordenadas (uj,v;), conside-
rando la linea recta que pasa por el polo sur Ps y por el punto
p = (z,y,2). El punto asociado (u;,v;) del plano es aquel obtenido
de la interseccion de la recta y el plano.

En este caso se tienen las relaciones

Rz Ry
uy = u(x,y,2) = Ax = , v =v(r,y,2) =y =
1 1(?4) Ry 1 1(9) Yy Rz
con las relaciones inversas
2R2U1
r=—-—
ui + v + R?
2R2111
y:

ui +vf + R?
R(u? +v? — R?)
u? +v? + R2

Si V5 es el conjunto abierto consistente en los puntos de R? que no
estan contenidos en el semieje negativo z, el conjunto U, = V5, N S%
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es una vecidad de p para cualquier punto p € S3\{P,}. La transfor-
macion continua v, : U, — R? definida mediante la regla

Rx Ry )

(Uhvl) :%(%?Jaz) = (R—i—z’R—l—z

proporciona otra carta (Us,v,) para la esfera S%. La inversa de 1),
es una parametrizaciéon continua ¢, : R* — U, definida mediante la
regla de correspondencia (z,y, z) = ¢2(u,v), con

2R2U,1 2R2U1 R(U% + U% - RQ)
u? + 0¥+ R? ud +0v? + R ul + 0P + R?

et =

De esta forma, un atlas para la esfera viene dado por

{(Ur, 1), (Uz, 9h2) }

pues S% = U, U U,. Esto muestra que la esfera 5% es una superficie
topologica. Obsérvese ademas que U; N U, = S%\ {P,, P;} es un con-
junto conexo.

Ejemplo 4.1.2. La parte superior del cono circular recto C defi-
nido por la ecuacion z? + y*> = 2%, con z > 0, es una superficie to-
pologica en R®. Consideremos las coordenadas (z,y,2) en R® y (u,v)
en el plano. La transformacion continua ¢ : R> — U C C definida
mediante la regla de correspondencia

(z,y,2) = p(u,v) = (u,v, Vu? 4+ v2)

es una parametrizacion de todo el cono C, lo cual lo hace una su-
perficie topologica en R®.

En la definicion de superficie topologica hemos establecido que ca-
da punto en ella debe contar con una vecindad homeomorfa a un
abierto de R?. Para poder utilizar los elementos del calculo, res-
tringiremos nuestra atencion a aquellas superficies cuyas cartas y
parametrizaciones sean diferenciables.

Definicion 4.1.2. Un difeomorfismo estre dos superficies regu-
lares M y N es una aplicacion diferenciable f : M — N que posee
una inversa diferenciable, esto es, una aplicacion entre superficies
g: N — M tal que

gof=idy, fog=idy
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donde id,; y idy denotan las aplicaciones identidad de M y N res-
pectivamente.

Observacion 4.1.1. La definicion de funcion diferenciable se en-
cuntra en el capitulo 1, paginas 15y 16.

Definicién 4.1.3. Un conjunto S C R? es una superficie diferen-
ciable siy solo si para cada punto p € S existe una vecindad U de p
en S y un difeomorfismo ¢ : Q — U de una region Q2 c R* en U.

De manera analoga a la definicién 4.1.1, la pareja (U, ¢) es una pa-
rametrizacion alrededor de p y si v = ¢!, entonces (U,7)) es una
carta para la superficie S alrededor del punto p, y un conjunto de
cartas {(U;,1;)} es un atlas para la superficie cuando S = U;U;.

Ejemplo 4.1.3. En el ejemplo 4.1.1 vimos que la esfera S% es una
superficie topologica. Las transformaciones que utilizamos en ese
ejemplo son también diferenciables, por lo que la esfera es una
superficie diferenciable.

Sean p un punto de una superficie y (U, ¢) una parametrizacion en
p. Entonces ¢ tiene una inversa ¢ diferenciable, de modo que existe
una transformacion diferenciable ¥ definida en una vecindad ordi-
naria de p en R® tal que Yoy = id. Por la regla de la cadena, tenemos
que

dV,odp, =id

donde ¢ = ¢~ *(p). Esto nos dice que la transformacion dy, es inyec-

tiva. Para traducir este hecho a una forma matricial, sean (u,v) las

coordenadas en R? y (z,v, z) las coordenadas en R?, de modo que
p(u,v) = (2(u, v), y(u, v), 2(u, v))

La matriz asociada a dy, tiene entonces la forma

Ty Ty

Dgpq = Yu Yo
Zu ZU

donde por ejemplo, =, denota la parcial de x con respecto de u.

Sabemos también que los vectores columna de esta matriz son
imagenes de los vectores ¢;,e, de la base canénica de R%. Deno-
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temos estos vectores como ¢, ©,:

dgpq(el) = (Tu, Yus Zu) = Pu, d90q<€2) = (T, Yo, 2v) = Qo

El algebra lineal nos proporciona el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. La transformacioén lineal dy, es inyectiva.
2. La matriz jacobiana Dy, tiene rango 2.
3. Algunos de los menores

Ty Ty
Yu Yo

Yu Yo

-

)

Ry Ry
Ty Ty

denotados respectivamente por

es dintinto de cero en q.

Dy, (Pw2)\", (PE2))
(D(u,v)) * <D(u,v)> + (D(u,v))

es destinta de cero en q.

4. La expresion

5. El producto cruz

gOuXQOU:( -

es distinta de cero en q.

6. Los vectores ¢, Yy ¢, son linealmente independientes, es decir,
no colineales.

Este resultado nos proporciona varios criterios para analizar otros
ejemplos de superficies diferenciables.
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4.2. Caracterizaciones de las superficies

En esta seccion revisaremos algunos métodos para obtener una
gran variedad de ejemplos de superficies. Primero mostraremos
que la grafica de cualquier funcion diferenciable definida en una
region del plano es una superficie diferenciable S C R®.

Lema 4.2.1. Sean Q) una regiéon de R* y f : Q — R una _funcién dife-
renciable. Entonces la grdfica de f es una superficie diferenciable.

Demostracion. Si S es la grafica de f en R?, basta definir la para-
metrizacion

QO(U, U) = (a:(u, U), y(“? U)v Z(u’ U))
conz=uy=vyz= f(z,y) = f(u,v) para (u,v) € Q. Es claro que la
proyeccion (x,y,z) — (z,y) restringida a S define una carta global
para S. |

Definicién 4.2.1. Sean F : Q C R* — R una funcién diferenciable
y p € §2. Decimos que p es un punto regular de F' si DF, no se anula.
Decimos que a € R es un valor regular de F si cualquier p € F~1(a)
es un punto regular.

Notemos que si a es un valor regular que no esta en la imagen de
F', entonces a es un valor regular.

En las coordenadas (z,y,2) de R?, DF, no se anula si y solo si algu-
na de las derivadas parciales

0. S 5w

es dintinta de cero; esto es, siy solo si el vector gradiente

OF OF OF
VF,=|—,—,—
P < ox’ dy’ Oz )p
es dintinto de (0,0, 0).
Lema 4.2.2. Sean F : Q) — R una funcién diferenciable y a € F(2)
un valor regular de F. Entonces el conjunto de nivel de F' en a, defi-

nido por
S = Fﬁl(&) = {(IL’,y, Z) € Q\F(m,y,z) = Cl},

es una superficie diferenciable y es un conjunto cerrado en R?.
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Demostracion. Sea p, un punto regular en F~'(a). Entonces el gra-
diente de F' no se anula en p,. Supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que %—f # 0. Por el teorema de la funcién implicita, existe
una vecindad € de (2o, 1) en R* y una funcién f(z,y) definida en ¢/
tales que un punto (z,y,2) esta en QN F~!(a) siy solo si z = f(z,y).
Es decir, F'"'(a) se puede describir localmente como la grafica de
la funcion z = f(x,y). Por el lema anterior se tiene que F~!(a) es
una superficie diferenciable. S es un conjunto cerrado, pues es la

imagen del conjunto cerrado {a} bajo la funcién continua F [ |

Ejemplo 4.2.1. Sea F el elipsoide en R* definido mediante

1’2 y2 22

Veremos que £ es una superficie diferenciable, mostrando que es
la imagen inversa de un valor regular.

Se tiene que F = ['~1(0) para la funcion

332 y2 22
Flz,y,z) =1- (a2+b2+cg

El gradiente
OF OF OF) _( 2 2y
ox’ Oy’ 0z ) \ a2’ b 2
se anula siy s6lo si z = y = z = 0. Pero el punto (0,0, 0) no pertenece

a E, de donde todos los puntos son regulares. Por el lema 4.2.2 F
es una superficie diferenciable en R3.

Ejemplo 4.2.2. El hiperboloide de dos hojas en R® es el conjunto
H = {(I,y, Z)|]' - _‘T2 - y2 + 22}

Si definimos la funcion diferenciable F(z,y,2) = 2* — z* — %, enton-
ces el hiperboloide esta dado por H = F~!(1). El gradiente de F esta
dado por VF = (—2z,—2y,2z) y se anula sélo si (z,y,z) = (0,0,0).
Como tal punto no esta en H, el lema 4.2.2 implica que H es una
superficie diferenciable. Notemos que H es un conjunto disconexo.

Lema 4.2.3. Toda superficie diferenciable es localmente la grafica
de una _funcion diferenciable de dos variables.



68 CAPITULO 4. VARIEDADES DIFERENCIALES

Demostracion. Sean p un punto en S'y ¢ : 2 — U una parametriza-
cion de una vecindad de p. Utilizando las coordenadas (u,v) en Q y
(z,y,2) en R?, sabemos que uno de los menores que aparecen en el
tercer inciso de la proposicion 4.1.1 es distinto de cero. Suponga-
mos, sin pérdida de generalidad, que

D(z,y)
D(u,v)

(q) #0

donde ¢(q) = p. Consideremos la proyeccion  de R® en el plazo xy
dada por 7(z,vy, 2) = (r,y) y analicemos la composicion Toy : Q — R?
dada por

(m o p)(u,v) = 7(x(u,v), y(u,v), 2(u,v)) = (x(u,v), y(u,v))
Entonces

Dir o), = ( D(z,y)

D(u,v)

Ty Ty
Yu Yo

), det D(mop), = # 0

Figura 4.3: Superficie diferenciable vista localmente como una grafica en R3.

Por el teorema de la funcién inversa, existen vecindades V; ¢ R? de
qy V2 en el plano zy de 7(p) tales que la transformacion diferencia-
ble Top : V) — V;, tiene una inversa diferenciable, que denotaremos
por

u=u(z,y), v=uv(zy)

Tenemos entonces que

z = z(u,v) = z(u(z,y),v(z,y)) = f(z,y)

lo que implica que S es localmente la grafica de la funcion f. [
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Ejemplo 4.2.3. Veremos que la parte superior del cono circular
recto C definido por la ecuacion

IEQ‘I’?/Q:ZQ

no es una superficie diferenciable.

Supongamos que C es diferenciable. Por el lema 4.2.3 C se puede
expresar cerca (0,0,0) mediante alguna de las siguientes formas,

z:f(x,y), x:h(y,z), y:g(ZE,Z)

donde f,g,h son funciones diferenciables. Las dos ultimas expre-
siones pueden descartarse, pues las proyecciones correspondien-
tes no son inyectivas. Por ultimo, si z = f(z,y), entonces f coinci-
diria con la funcién /2% + 4? en una vecindad de (0,0, 0). Esto no es
posible, pues v/z? + y? no es diferenciable en el origen.

4.3. Primera forma fundamental

En esta seccion empezaremos con el estudio de mas estructuras
geométricas en la superficie. La mas importante de éstas es qui-
za la primera forma fundamental. Geométricamente, como veremos
dentro de un momento, €sta nos permite hacer mediciones sobre
la superficie (longitudes de curvas, angulos de vectores tangentes,
areas de regiones) sin referirnos al espacio ambiente R* donde se
halla la superficie.

El producto interior natural de R* > S induce en cada plano tan-
gente 7,(S) de una superficie regular S un producto interior, que
se denotara por (,),. Si w,w, € T,(S) C R®?, entonces (w;,ws), €s
igual al producto interior de w, y w, como vectores de R*. A es-
te producto interior, que es una forma bilineal simétrica, es decir,
(wy,wq), = (we,w), es lineal, separadamente, en w; y w,y, correspon-
de una forma cuadratica I, : 7,(S) — R dada por

L(w) = (w,w), = [w|* >0 4.1)

Definicion 4.3.1. La forma cuadratica [, en 7,(S), definida por
la ecuacion 4.1, se denomina la primera forma fundamental de la
superficie regular S Cc R* en p € S.
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Por consiguiente, la primera forma fundamental es simplemente
la expresion de como la superficie S hereda el producto interior
natural de R®.

Ahora expresaremos la primera forma fundamental en la base {z,, z,}
asociada a la parametrizacion z(u,v) en p. Cualquier vector w € 7,5
se escribe de la siguiente manera:

w = h(u, )@, (1, v) + K, 0)z, (1, 0)
siendo h,k € C>*(U). Por simplicidad, escribimos:

w = hx, + kz,

Tenemos:

(wy,we) = wy - wy = (hyxy + k1xy) - (hoxy + koxy)

hixy(hoty + koxy) + k1, (hozy + kaxy)

hiho(2y « ) + hika(xy - ) + hoky(Ty - ) + kiki (2, - )
= hihoFE + hoki F + hiko F' + k1 koG

_ hE+ ki F ho
N hiF + kG ko

oe(£ 5)(8)

Donde
E(u,v) = (zy, Ty)p,
F(u,v) = (zy,Zy)p,
G(U,U - <.I'U,.I'v>p

Son los coeficientes de la primera forma fundamental en la base
{zy, x,} de T,(S5).

]p:TpSXTpS%R
E F h
[p(wlan) = (hla]ﬁ) ( F G ) ( k; )

Siendo (hy, k1) y (hs, ko) las coordenadas de w; y w, respectivamente,
en la base {z,,z,} de T,,S.
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Haciendo a p recorrer el entorno coordenado correspondiente a
x(u,v) obtenemos las funciones FE(u,v), F(u,v),G(u,v) que son di-
ferenciables en ese entorno.

De ahora en adelante supriremos el subindice p en la expresion
del producto interior o de la forma cuadratica cuando sea claro del
contexto a qué punto nos estamos refiriendo.

Ejemplo 4.3.1. Un sistema de coordenadas para un plano P C
R? que pasa por py, = (20,0, %) y continen al sistema ortonormal
{wy, we}, wy = (a1, a9, a3), wy = (by, by, b3), viene dado como sigue:

r(u,v) = po + uwy +vwy, (u,v) € R?

Para calcular la primero forma fundamental en un punto arbitrario
de P observamos que z, = wy, &, = wy; ya que w; y wy son vectores
unitarios ortogonales, las funciones FE, F, G son constantes y vienen
dadas por

En este caso trivial, la primera forma fundamental es esencialmete
el teorema de Pitagoras en P; es decir, el cuadrado de la longitud de
un vector w que tiene coordenadas a,b en la base {z,,z,} es igual a
a® + b2

Ejemplo 4.3.2. El cilindro recto apoyado sobre el circulo z*+y* = 1
admite la parametrizacion » : U — R*, donde

z(0,¢) = (cosf,sen b, )
U={(0,0) €R* 0<0<2r, —o00<p<oo}

Para calcular la primera forma fundamental, observamos que
xg = (—senf,cosd,0), x,=(0,0,1)
y, por consiguiente
E=sen’f+cos’l=1, F=0, G=1

Ejemplo 4.3.3. Calcularemos la primera forma fundamental de
una esfera en un punto del entorno coordenado asociado a la pa-
rametrizacion

x(6, ) = (sen b cos p, sen f sen @, cos 6)
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Primero, obsérvese que

x9(0, p) = (cosf cos p, cos O sen p, —sen b)),
z,(0,p) = (—senb sen p,sen b cos ¢, 0)

Luego,

E(0, ) = (o, z0) = 1,
F(97 ()0) = <x97'xtp> = 07
G(0,p) = <$@,ZL‘¢,> = sen’ 0,

Por tanto, si w es un vector tangente a la esfera en el punto z(0, ),
expresando en la base asociada a z(6, ¢) por

w = axg + b,
entonces el cuadrado de la longitud de w viene dado por

lw]* = I(w) = Ea* + 2Fab + Gb* = a* + b*sen? 0

Como aplicacion, determinemos las curvas de este entorno coor-
denado de la esfera que forman un angulo constante § con los
meridianos ¢ =costante. Estas curvas se denominan loxodromas
(lineas de rumbo) de la esfera.

Podemos suponer que la curva requerida «(t) es la imagen por x
de una curva (6(t),¢(t)) del plano f¢. En el punto z(0, ) donde la
curva encuentra al meridiano ¢ =constante, tenemos

(20, 0/ (£)) o

cosff = =

lzolle’ ()] /(0)2 + ()2 sen26

ya que la base {zy,z,} el vector «/(t) tiene coordenadas (¢',¢’) y el
vector z, tiene coordenadas (1,0). Se deduce que

(0")*tan? B — (©')*sen®f = 0
0’ ®
=+
sen 6 tan 3

de donde, por integracion, obtenemos la ecuacion de las loxodro-
mas

log tan (g) =+(p+c)cot

y donde la constante de la integracion ¢ queda determinada al dar
un punto z(fy, ¢y) por donde pasa la curva.
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4.3.1. Aplicaciones

1. Calculo de la longitud de una curva contenida en la superficie.

Vamos a calcular la distancia entre dos puntos P = z(ug,vg) y Q =
x(uy1,v;) de la superficie. Consideremos una curva en la superficie
S con parametrizacion

tal que en t, estemos en el puntp P y en ¢; estemos en el punto @,
esto es

P = y(to) = z(u(ty), v(to))
Q= (t1) = z(u(t),v(t1))

Llamamos L a la longitud de curva entre los puntos Py Q. Se tiene;

t1
L= [ W@l
to

Como

!/

(' (t) + 2,0 (1)) - (2t () + 2,0 (1))

(u/ (£))2 2y - Ty + 20 (V' (V) 2y - 24 + (V' (1)) 20 - 24
= E@/(t))* +2Fd (t)v'(t) + G('(t))?

= LY (t),7 ()

Tenemos que

I @I =

L= [ ot .70

2. Cdlculo del angulo que forman en p dos curvas C; y C, contenidas
en la superficie.

Sea w; el vector tangente a C; en p y sea w, el vector tangente a C;
en p. El angulo 6 que forman las dos curvas C}, C;, es el angulo que
forman sus respectivos vectores tangentes en p. Por tanto,

w1 - W2 [p<w17w2>
cos = - 1/2 1/2
w [[[Jwa]]  Tp(w, wa) V21, (wy, wa)
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Las curvas C; y C, sor ortogonales si § = 7/2; esto es, si [,(w,ws) =
0. Si C; y C; son las curvas coordenadas; esto es, w; = (1,0) y
wy = (0,1), entonces

cosf =

.
VEG

3. Cdlculo del area de una region 3. de la superficie.

Consideremos la region ¥ de la superficie limitada por las curvas
coordenadas

ZL‘(UQ, U)v ZL‘(UO + AU? U), I(U, UO)? .Z’(U, Vo + A’U)

El incremento de area A de la region ¥ viene dada por el producto
de las longitudes de sus lados por el seno del angulo que forman,
esto es,

AA = ||zy(ug, vo) |||z (uo, vo)|| sen aAuAv
= ||%(U0,UO) /\l‘y(uo,UQ)HAuAU

= VEG — F2AulAv

Por lo tanto, el area de la region ¥ puede calcularse mediante la
siguiente integral

A://Emdudv

4. Calculo de loxodromas. (Ver ejemplo 4.3.3).

4.4. Segunda forma fundamental

En el estudio de curvas, la curvatura mide la tasa de variacion de la
recta tangente en el entorno de un punto de la curva. Extendemos
esta idea al estudio de superficies. Vamos a medir la distancia entre
la superficie y el plano tangente a la superficie en un punto p € S,
en puntos de la superficie préoximos al punto p. Para ello vamos a
estudiar como varia el campo normal unitario N en un entorno del
punto p.
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Sea S C R? una superficie con representaciéon paramétrica regular
2, 0) = (2(u,0), y(w, v), 2(u,v)), (u,v) € U C R?

El campo normal unitario NV asigna a cada punto p de la superficie,
su vector normal unitario; esto es,

N:U—R?

xu(u,v) A x,(u,v)

N(u,v) = |2y (u,v) A 2y (u,v)]

Usaremos la notacion N(u,v), N, indistintamente y denotaremos
DN,(w) a la derivada direccional de la aplicacion N en el punto
p y en la direccién del vector unitario w (||w|| = 1) tangente a la
superficie en el punto p. (Ver figura 4.1).

Figura 4.4: DN, € T, S es perpendicular a N,.

Definicion 4.4.1. Llamamos segunda forma fundamental de S en
p a la forma cuadratica /1, definida en 7,5 de la siguiente manera:

11, : 7,5 — R,
II,(w) = —DN,(w) - w

Vamos a calcular la expresion analitica de la segunda forma funda-
mental en la base {z,(u,v),z,(u,v)} de T,,S. Cualquier vector w € T,,S
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se escribe de la siguiente manera:
w = h(u,v)x,(u,v) + k(u,v)z,(u,v)
También

DN,(w) = VN, -w
= (Ny(u,v), Ny(u,v)) - (h(u,v), k(u,v))
= h(u,v)Ny(u,v) + k(u,v) Ny (u,v)

Por simplicidad, escribimos w = hz, + kx, y DN,(w) = hN, + kN,.
Tenemos entonces

1]

p

(w) = —DN(w) - w
= —(hNy + kN,) - (hzy + kz,)
= —[W*Ny(hzy + kx,) + kN, (hzy + kz,)]
= —[h*2,N, + hkz,Nu + hkx,N, + k*z,N,]
= —h*x,N, — hk(z,Ny + 2,N,) — k*z,N,
= eh® +2fhk + gk?

donde

e= —Ty Ny =Ty N
2f = —(xy - Ny + 1y - Ny) =224 - N
g:_xv'Nv:xvv'N

Las formulas anteriores de obtienen teniendo en cuenta que z,,-N =
0y z,-N = 0 pues z,,z, € T,S. Por tanto, derivando estas igualdades

tenemos:

9,
0
9,
0= %(.TUN):.TUuN—i—J?UNu
0
0= (y N) =2y, - N+, - N,

v
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4.5. Variedades diferenciales

En términos poco rigurosos matematicamente, se puede decir que
una variedad es un espacio topologico que localmente se "parece”
a un espacio euclideo, y que una variedad diferenciable es una
variedad M para la que ese "parecido” es lo que suficientemente
grande como para permitir la existencia de la derivacion parcial
y, en consecuencia, que se verifiquen las propiedades del calculo
diferencial sobre M.

El estudio de variedades diferenciales involucra la topologia, puesto
que diferenciabilidad implica continuidad; sin embargo, las propie-
dades métricas de lo espacios euclideos no estan a priori incluidas.
En este capitulo se establece la definicion de variedad diferencia-
ble, y se introduce parte de los objetos estandar asociados con ella.

Es bien conocido que el conjunto R" de las n-tuplas de numeros
reales es un espacio vectorial, al tiempo que es también un es-
pacio topologico tal que las operaciones vectoriales son continuas
con respecto a su topologia. Ademas, existe el concepto de diferen-
ciabilidad para funciones con valores reales definidas sobre R"; se
dice que f : R" — R (donde R = R') es diferenciable si existen las
derivadas parciales
ot tir f

out! - - - Quir

de todos los ordenes. Tales funciones se denominan funciones de
clase C*°; contrastan, por una parte, con las funciones de clase C*
(es decir, las funciones que tienen derivadas parciales continuas
hasta el orden k) y, por otra parte, con las funciones analiticas, es
decir, las funciones desarrolladas en series convergentes de poten-
cias. Si se representan dichos conjuntos de funciones por C*(R)",
CHR)" y C*(R)", respectivamente, se verifican las siguientes inclu-
siones estrictas
C*(R)" c C*(R)" ¢ C*R)"

Definicion 4.5.1. Todo espacio topologico M Hausdorffy segundo
numerable que sea localmente homeomorfo al espacio euclidiano
R" se llama variedad topolégica de dimension n.

La nocion de variedad topologica nos permite definir a las cartas
de una variedad topdlogica.
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Definicion 4.5.2. Una carta en una variedad M es una pareja
de la forma (U,y) donde U C M es abiertoy ¢ : U — R" es un
homeomorfismo.

/

Figura 4.5: variedad M

R’H’l

Consideremos dos cartas (Uy, ¢1) y (Us, p2) para las cuales U; N U, #
. Entonces

P12 =10 ()"0 (U1 NUy) = o1 (U N Uy)
©21 29020(%01)71 : ng(UlﬂUQ) —>Q02(U1QU2)

se llaman cambios de coordenadas o funciones de transicion.

Definiciéon 4.5.3. Llamaremos atlas topoldgico o de clase C° de la

variedad M a toda coleccion de cartas A = {(U;, ¢;)iecr} que cubra
a M. Es decir, tal que M = U;;U;. Cuando M admite un atlas de
clase C* diremos que M es una variedad suave o diferenciable.

Definicion 4.5.4. Diremos que dos cartas (Uy, ¢;), (Us, p2) en una
variedad topologica M son suavemente equivalentes si las funcio-
nes de transicion ¢, y 21 que éstas definen son suaves. Diremos
también que un atlas 4 de una variedad M es maximal si cada
carta de (U, ) que sea compatible con todas las cartas de A esta
contenida en A.

Definicion 4.5.5. Una funcion f : M — N entre dos variedades
diferenciables de dimensiones m y n se dice diferenciable en un
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punto p € M si es continua en p y existen cartas (U, ) y (V,¢) de p
y f(p) tales que

Yofop tipUny 1 (V) = R"
es una funcion diferenciable en ¢(p).
Podemos extender la definicidon de diferenciabilidad a abiertos U C

M. De la misma manera, el hecho de diferenciabilidad no depende
de las cartas que se escojan.

Definicion 4.5.6. Una funcién f : M — N se dice diferenciable en
un punto p € M si f es continua en p y existen cartas (U, )y (V,v)
centradas en py f(p) tales que ¢ o f o ¢! sea diferenciable en o(p).

Al conjunto de todas las funciones diferenciables entre dos varie-
dades M y N se le denota usualmente por C*(M, N).

Definicion 4.5.7. Una variedad diferenciable n-dimensional es un
conjunto M junto con una familia de mapeos inyectivos f, : U, C
R™ — M de conjuntos abiertos U, de R" en M tal que:

1. U, fa(Us) = M.

2. Para cada par «, 3 con f,(U,) N f5(Us) = w # ¢, los conjuntos
[ (w) ¥ f3'(w) son conjuntos abiertos en R" y los mapeos
f5" 0 far fo* o fs son diferenciables. (Ver figura 4.7).

3. La familia {U,, f.} es relativa maximal para 1y 2.

Ejemplo 4.5.1. El plano proyectivo p*(R).

Denotaremos por P?(R) al conjunto de todas las lineas en R® que
pasan por el origen (0,0,0), es decir, el conjunto de direcciones de
R3. Deseamos dotar a p?(R) de una estructura diferenciable. Para
tal fin, sea (r,y,2) € R® y notamos que p*(R) es el espacio cociente
R3 —{(0,0,0)} dado por la relacion de equivalencia ~:
(x,y,2) ~ (Az, Ay, Az), AERA#0

Los puntos de p?(R) seran denotados por [z, y, z]. Definimos los con-
juntos Vi, V5, V3 € p*(R) por:

Vi= {[:L’,y, Z];:L“ # 0}7

Va = {[z,y,2];y # 0},

Vs = {[xaya Z]v z 7& O}a
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Y
7

ﬁ;l(m) fito fa U,

Figura 4.6:

y mapeos f; : R? - V;, i =1,2,3, por

fi(u,v) = [1Lu,v],  folu,v) = [u,1,0]  f3(u,v) = [u,v, 1],
donde (u,v) € R?.

Afirmamos que la familia {(f;,R?)} es una estructura diferenciable.
Cada f;,i = 1,2, 3, es claramente biyectiva y U, f;(R?) = p*(R).

Consideremos el caso i = 1,5 = 2, los demas son analogos.

La consecuencia mas importante de la definicion de superficie es
el hecho de que el cambio de variables es un difeomorfismo. Queda
demostrado que f;'(V;NV;) es un abierto de Ry f;! es diferencia-
ble.

Los puntos de f; (V3 NV,) son de la forma (u,v) con u # 0. Por lo
tanto f; '(V1 N V%) es abierto en R? y

1 v 1 v
-1 -1 -1
f2 Ofl(U,U) f2 ([ 7“7”]) f2 (l:u7 7u:|> <U,7U>
es claramente diferenciable.
Ahora vamos a definir la nocion de vector tangente a una curva

diferenciable sobre una variedad diferenciable. Sea « : (—e¢,¢) — R”
una curva diferenciable en R", con a(0) = p € R", y escribimos

a(t) = (z1(t),...,za(t), te(—ee), (x1,...,2,) €R"
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entonces o/(0) = (21(0),...,2,(0)) = v € R".

Sea ¢ una funcién real en R” diferenciable en una vecindad de p.
Entonces la derivada de ¢ a lo largo de v en p esta dado por

d " Oy dx; “o, 00
leola=3> 2200~ (S0 ) o

o e dt i=1

Por lo tanto "la derivada direccional a lo largo de v” es un operador
diferenciable sobre funciones diferenciables la cual depende solo
de v. Esta es la propiedad caracteristica de vectores que vamos a
usar para extenderlos a variedades.

Definicion 4.5.8. Sea o : I — M una curva diferenciable sobre
una variedad diferenciable M, con «(0) = p € M, y sea D el conjunto
de funciones de M que son diferenciables en p. El vector tangente
ala curva « en p es el mapeo «’(0) : D — R dado por

d

= gpodllio, weD

o' (0)p

Un vector tangente en p € M es el vector tangente a alguna curva
diferenciable o« : I — M en «(0) = p.

Queremos mostrar que el conjunto de vectores tangentes en un
punto p € M forman un espacio vectorial de dimension n. Para
esto, escojemos una parametrizacion f : U C R" — M alrededor de
p = f(0,...,0). Entonces una curva « : / - M y una funciéon ¢ € D
pueden ser escritos como

fhoalf) = (za(t), ..., za(t))
vo flq) =¢(x1,...;2,), q=(x1,...,2,) €U
respectivamente. Luego

(@0 alimo = L0, a(E)leco

T dt
“ (5o )

Asi el vector tangente o/(0) en p puede ser escrito como

0= 30 ()

i=1

o’ (0)p
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0
Notemos que (

5 ) es el vector tangente de la "curva coordenada”.
Ty
0

xi—>f(0,...,0,xi,...,0)

Sea ahora 7} el espacio vectorial generado por { ( 88 ) } t=1,...,n.
€T; 0

Lema 4.5.1. El conjunto T,M de vectores tangentes a M en p es
igual a T}.

Demostracion. Hemos demostrado que 7,M C T;. Inversamente si
0

v €Ty, entonces v =Y; \; (8) .Sea «: I - M dada en la parame-
ZT; 0

trizacion f por z; = \;t. Entonces o/(0) = v, es decir, v € T, M. |

Definicion 4.5.9. Sean M} y M}" dos variedades diferenciables y
sea ¢ : M; — M, un mapeo diferenciable. Para cada p € M, la di-
ferecial de ¢ en p es un mapeo lineal dy, : T,M; — T, M, el cual
asocia a cada vector tangente v € T,M; el vector dy,(v) € T, M,
definido de la manera siguiente: Tomamos una curva diferenciable
a:(—e€) = My, con a(0) = p, &/(0) = v; entonces dy,(v) = (p o a)(0).

Definicion 4.5.10. Sea M, y M, variedades diferenciables. Un ma-

peo ¢ : M; — M, es un difeomorfismo si este es diferenciable, bi-
yectivo y su inversa ¢! también es diferenciable. El mapeo es un
difeormorfismo local en p € M si existe una vecindad U de py V de
o(p) tal que ¢ : U — V es un difeomorfismo.

Ejemplo 4.5.2. El haz tangente.

Sea M" una variedad diferenciable y sea
TM ={(p,v);pe M,veT,M}

Introducimos una estructura diferenciable en 7'M (de dimension
2n); con tal estructura T'M es llamado el haz tangente de M.

Sea f, : Ua C R" — M una parametrizacion en (z¢,...,z2%) € U,.
Para w € Ty, (M, q € U,, podemos escribir

o O
U)Izyl axq
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)

Afirmamos que si {(U,, f»)} es una estructura diferenciable para
M entonces {(U,xr», Fu)} €s una estructura diferenciable para 7M.
Generalmente esto significa que tomamos como coordenadas de un
punto (p,v) € TM las coordenadas de p junto con las coordenadas
de n en la base asociada.

Definimos un mapeo F, : U, x R" — T'M por

« a ,« « « a « a
Fa(x17"'7xn7y17"'7yn) = <fa(xl7"'7xn)7zyi 8xq

Sea
(p, U) € Fa(Ua X Rn) N Fg(Ug X Rn),

que es
(p7 v) = (fa(qa)7dfa<va)) = (fﬁ(Qﬁ);de(Uﬂ))a
donde ¢, € U,, g3 € Ug, v,,v3 € R". Entonces

Fil 0 Fo(Ga, Vo) = Fgl(fa(Qa%dfa(Ua))
= (fﬁ_l © fa(qa>>d<f,/5_1 o fa)(va))

Puesto que fj ' o f, es diferenciable, (por hipoétesis, pues estamos
asumiendo que M es una variedad) asi d(fj; Yo f,) es diferenciable.
Luego Fj;' o F, es diferenciable.

Definicion 4.5.11. Sean M™ y N" variedades diferenciables. Un
mapeo diferenciable ¢ : M — N es una inmersion si dy, : T,M —
T, N es inyectivo para todo p € M. Si adicionalmente ¢ es un
homeomorfismo sobre ¢(M) C N, donde ¢(M) tiene inducida la to-
pologia por N, ¢ es un encagje.

Ejemplo 4.5.3. La curva o : R — R? dada por a(t) = (£3,?) es
un mapeo diferenciable pero no una inmersiéon. La curva a(t) =
(1> — 4t,t* — 4) es una inmersion pero no un encaje.

Definicion 4.5.12. Sea M C R" una variedad diferenciable de di-
mension k < n, encajada diferenciablemente en R". Sea N C M xR”
definida por N = {(q,v) : ¢ € M, v perpendicular a M en ¢ }. No es
dificil ver que N es una variedad de dimension n diferenciablemen-
te encajada en R*",
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Teorema 4.5.1. (Teorema de Sard). Si M; y M, son dos varieda-
des diferenciables que tienen bases numerables de la misma dimen-
siony f : My, — M, es de clase C*, entonces la imagen del conjunto
de puntos criticos tiene medida cero.

Demostracion. Consultar (xiii). [ ]
Un punto critico de f es un punto donde el jacobiano es singular.

Corolario 4.5.1. Para casi todo x € R", el punto z no es un punto
focal de la variedad.

Demostracion. Justamente acabamos de mencionar que N es una
n-variedad. El punto x € R" es un punto focal de M siy solo si x
esta en la imagen del conjunto de los puntos criticos de £ : N — R,
por lo tanto el conjunto tiene medida cero.

Sean u!,...,u* coordenadas para una region de la variedad M C R™.
Entonces el mapeo de inclusion de M en R"” determina n funciones
suaves

1 k 1 k
rr(u, .o ut), o (u, L ub)

Estas funciones van a ser escritas brevemente como ?(ul, o uk)

donde 7 = (x1,...,z,). Para ser consistente el punto ¢ € M C R" va

a ser denotado por ¢ .

La primera forma fundamental asociada con el sistema de coor-
denadas se define como la matriz simétrica de funciones reales

o (7
g” a 8u1 an

Por otro lado la segunda forma fundamental es una matriz simeétri-
ca (¢;;) de funciones vectoriales definidas de la manera siguiente.

2
El vector 8‘22.;;. en un punto de M puede ser expresado como la

suma de uri> vector tangente a M y un vector normal a M. Definimos
el vector (/;;) como la componente normal de £387uj. Dado algun

vector unitario ¥ el cual es normal a M en ¢ la matriz

(7 ) = ()

 Ouidu
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puede ser llamada la segunda forma fundamental de M en ¢ en la
direcciéon 7.

Para simplificar la discusion asumimos que las coordenadas son
escogidas de tal modo que g;;, evaluadas en 7. es la matriz

_>
(7 . 82387;].) — (7' -4;;) son llamados las curvaturas principales ki, . . . , k
de M en q en la direccion normal 7. Los reciprocos ki',... k!

son llamados los radios principales de curvatura. Ahora considere-
mos la linea normal ¢/ que consta de todos los puntos de la forma

7+t ]

Lema 4.5.2. Los puntos focales de M en ¢ a lo largo de ( son
precisamente los puntos ¢ + k; 'Y, donde 1 < i < k,k; # 0. Por lo
tanto hay a lo mas k puntos focales de M a lo largo de ¢ cada uno
contando con multiplicidad.

Demostraciéon. Tomemos (n — k) campos vectoriales
ﬁ(ul, 75 T Wn,k(ul, )

a lo largo de la variedad tales que Wl, e W, son vectores unita-
rios ortogonales a M. Podemos introducir coordenadas

(ul,...,uf t' ... ") sobre la variedad N C M x R™ como sigue. Sea
que (ul,... v t', ... t"*) corresponde al punto

n—k
(2 (u',. .. ub), zzltaﬁa(ul, uM) EeEN

Entonces la funciéon
E:N—-R"

da lugar a la correspondencia
—
(ub, . uP TR S T (L ub) + Xllfo‘ﬁa(ul7 o),

con derivadas parciales

oed 07 0w,
=y

8@@ out ou’?

at? __Eg

o8~ P

Tomando productos interiores de estos n vectores con los vecto-
res linealmente independientes 2% 0F ¢ ... W, obtenemos

oul’ """ Juk>
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una matriz de n x n cuyo rango es igual al rango del jacobiano

o7 07 W, 07 O,
(aui'aw+2“ S au> Il
0 matriz identidad

Por lo tanto la nulidad es igual a la nulidad del bloque superior
izquierdo. Notemos que el bloque superior izquierdo es igual a lo

siguiente
~ "W, - b

después de usar la identidad

) (EZ a?) o, 0T = 0%

0= 5u 9w )T od ow Ve Juiow

Afirmacién 4.5.1. ¢ +t7 es un punto focal de (M, 7) con multi-

plicidad p siy solo si la matriz

(95 — t - 7”) 4.2)

es singular con nulidad u.

Ahora supongamos que (g;;) es la matriz identidad. Entonces 4.1

es singular siy soélo si 1/t es valor propio de la matriz (7 - 7 7). Mas
aun la multiplicidad x es igual a la multilplicidad de 1/t como valor
propio. Esto completa la demostracion. |

Ahora para p € R” fijjo estudiamos la funcion

Ly =f:M—=R

f(ZW,.. )N =|ZW, .. =T =2 -7 -2 -T+7-7

tenemos

of
out 8uZ ? ?

Por lo tanto f tiene un punto critico en q si y solo si 7 — 7 es
normal a M en 7
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Las segundas derivadas parciales en un punto critico estan dadas
por
0? o7 07 = PT
S, (2% 0 & (7 =)
outOu’ out ouw  Oulou!
Haciendo ? = 7 + 17, esto se convierte

82

N

Lema 4.5.3. El punto { € M es un punto critico degenerado de
f =Ly siy sélo si 7 es un punto focal de (M, 7).

Combinando este resultado con el corolario 4.1.1. obtenemos:

Teorema 4.5.2. Para casi todo p € R" (todos excepto un conjunto
de medida cero), la_funcion

L,=M—R
tiene puntos criticos no degenerados.

Demostracion. Omitida. [ ]
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Capitulo 5

Integracion en variedades

5.1. Integracion de formas diferenciales

Sea w una forma diferencial definida en un conjunto abierto U C
M™. El soporte K de w es la cerradura del conjunto

A={pe M"w(p) # 0}

Dada una cubierta {V,} de una variedad diferenciable y compacta
M, vamos a construir una familia finita de funciones diferenciables
©1,-- -, pm tales que

a) X i =1,
b) 0 < ¢; <1,y el soporte de ¢ esta contenido en algun V,,, = V;.
La familia {¢;} es llamada particién de la unidad diferenciable.

Vamos a dar una prueba de la existencia de particiones de la uni-
dad subordinada a vecindades coordenadas dadas de una variedad
diferenciable compacta M". En lo siguiente denotaremos la bola
abierta por B,(0) = {p € R™; |p| < r}.

Lema 5.1.1. Existe una funcién diferenciable ¢ : B3(0) — R tal que:
a) p(p) =1, sip e Bi(0)
b) 0 < ¢(p) <1, sipée By(0)
c) ¢(p) =0, sip € Bs(0) — B»(0)

89
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Demostracion. Primero consideremos la funcion « : R — R dada por
1
o) e CTVET2), pe (oo 1)

Notemos que la funcion a es una simple modificacion de la funcion
bien conocida e~/**, y el punto esta en que es C™ en todas partes.
Ahora tomamos la integral

para obtener una funcion diferenciable v cuyo valor maximo (en ¢ =
—1) esta dado por /7, a(s)ds = A. Entonces haciendo 3(t) = 7(t)/A,
obtenemos una funcion diferenciable con las siguientes propieda-
des:

Bt) =0, sit<—2
0<B(t) <1, site(—2,-1)
pt)y=1, st t > —1

La funcion requerida ¢ : B;3(0) — R se obtiene al hacer ¢(p) =
B(=lpl), p € Bs(0). u

Lema 5.1.2. Sea M" una variedad diferenciable, seap € M y g :
U Cc R" - M una parametrizacion alrededor del punto p, entonces
es posible obtener una parametrizacion f : B3(0) — M alrededor de

p tal que f(Bs(0)) C g(U) y f~}(p) = (0,...,0).

Demostracion. Sea (z9,...,2%) € U tal que g(29,...,2%) = p. Puesto

que U es abierto, existe r > 0 tal que B,(z9,...,2°) C U. Sea T la

traslacion en R” tal que manda el punto (z9,...,2%) en (0,...,0) y

’n

sea H : R" — R" un mapeo de modo que a cada p € R” asocia el
3/rp. Entonces H o T manda B,(z9,...,2%) en Bs(0). |

Definimos la parametrizacion f : Bs;(0) — M mediante
f=goT toH!

Es facil ver que se satisfacen las condiciones requeridas.
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Proposicion 5.1.1. (Existencia de la particién de la unidad dife-
renciable). Sea M una variedad compacta y sea {V,} una cubierta
de M por vecindades coordenadas. Entonces existen funciones dife-
renciales 1, ..., p, tal que:

a) 221 p; =1

b) 0 < p; < 1 y el soporte de ¢; esta contenido en algun 'V, de la
cubierta V,.

Demostracion. Para cada p € M consideremos la parametrizacion
f» : B3(0) - M dado por el lema anterior con f,(B3(0) =V, C V,),
para algun V, de la cubierta {V, }. Hagamos W, = f,(B5(0)). La fami-
lia {W,} es una cubierta abierta de M. Puesto que M es compacto

podemos seleccionar una cubierta finita Wi, ..., W,,. Los correspon-
dientes Vj,...,V,, dan lugar también a una cubierta de M. Defina-
mos 6; : M — R, i =1,...,m mediante las formulas

0;=poftenVy; 6;=0enM -V,

donde ¢ : B3(0) — R es la funcion dada por el lema 5.1.1. Las
funciones 6, son diferenciables y el soporte de 6, esta contenido en
Vi.

Finalmente definimos ¢; por:

o Qi(p)
vi(p) = S 0,(p) peM

Es inmediato verificar que las funciones ¢; construidas del modo
anterior satisfacen las condicioones a) y b). [ |

Ahora, sea w una n-forma y M" = R", entonces:
w=a(xy,...,zy)dxy A\ Ndz,

Supongamos que el soporte K de w es compacto y esta contenido

en U. Definimos
/w:/ adry...dr,
U K

donde el lado derecho es la integral multiple usual de R".
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Inicialmente supongamos que K esta contenida en alguna vecindad
coordenada V,, = f,(U,). Entonces, si la representacion w, de w en
U, es

Wo = Ao (X1, ..., Tp)dxy N\ -+ Adxy,

/w: wa:/ Qo dxq, ..., dx,
M Va Ua

donde el lado derecho es una integral en R".

definimos

Puede ocurrir que K esta contenida en otra vecindad contenida en
Vs = f3Us de la misma familia, y debemos mostrar que la definicion
de arriba es independiente de la eleccion de la vecindad coordena-
da.

Podemos asumir, construyendo U, y U; si es necesario, que V,, = V.
Sea el cambio de coordenadas f = f,' o f3 : Us — U, dado por

ri= filyr, .-, yn), 1=1,....n
(x1,...,xn) €Usy (Y1,---,9yn) € Up
Puesto que ws = f*(w,), tenemos que
wg = det(df) ag dy1, ..., dy,

donde
aﬂ = aa(fl(yl, s 7yn)7 v 7f7l(y17 s 7yn))

Por otro lado, por la formula del cambio de variables de integrales
multiples en R", obtenemos:

/ (o dxy . ..dx, :/ det(df) ag duy, . .., dy,
Us

@

Por lo tanto, puesto que det(df) > 0,

Wy = Wp
JVa Vs

De acuerdo a la definicion previa, tiene sentido escribir

la Ginica cuestion es si esta definicion es independiente de las elec-
ciones hechas. Consideremos otra cubierta {3} de M la cual de-
termina la misma orientacion como {V,} y sea {¢;, j =1,...,s} la
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particion de la unidad subordinada {WW/3}. Entonces {V, N W5} es
una cubierta de M y la familia ¢;1); es una particion de la unidad
subordinada a {V,, N Wj3}. Luego

g/M%w:g;/M% (;%) w:%:/(pi YW

donde la ultima igualdad fue usando que, para cada i, las funciones
©;1; estan definidas en V;. Analogamente

jil/M Yjw = ]il/M (Zil %‘) Yjw = ;/M iYW

la cual demuestra la deseada independencia.
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Capitulo 6

Ejercicios

6.1. Ejercicios resueltos

1. Probar que la forma bilinial ¢ : R® x R® — R es alternante si y
solo si p(v,v) = 0, para toda v € R3.

Demostraciéon. (=) Suponer que ¢(«, ) = —p(f, a) entonces p(a, a) =
—¢(a, o) y como ¢(a,a) = ¢, Ve € R

pla,a) =c= —p(a,a) = —c

c= —c
2c= 0
c= 0

(<) Supongamos que p(v,v) = 0, para todo v € R3. Por demostrar
que ¢(a, ) = —¢(3, o) para o, f € R®.

0

pla+p,a+B)=pla+p,8+a)
(o, B4 ) + (B, 8 + )
(o, B) + (o, ) + (B, B) + (8, a))

¥
¥
ent. p(a, f) = —a(f, a)

[ |

2. La definiciéon de producto exterior se hace de una manera tal que
si 1,...,¢k(v1,...,ux) = det(p;(v;)) son 1-formas. Demostrar que el

95
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producto exterior ¢; A--- Ay esta dado con la k-forma previamente
definidas por

Q1A gpk(Uh . ,Uk> = det(@l’(”j))

Prueba. Sean ¢y, ..., o, € AY((R")*) = (R")*. Entonces p; A -+ A g, €
AF((R™)*). Sean vy, ..., v, € R"

(1 A A (vr, .. o) = KAl (91 @ -+ @ )
k!

= sgn(o) (01 ® -+ ® V&) (Vo(1), - - - » Vo(k))

ocESE

= > sgn(0)1(Vo()) - - - Pk (Var))

oc€Sk

p1(v1) - p1(vr)

(o) - on(u)
— det(pi(v;))

3. Sea ¢ una k-forma exterior, donde k es impar. Probar que ¢ A
¢ = 0. Solucién. Sabemos que si ¢ es un k-forma y w una s-forma
entonces

(e Aw) = (=)™ (w A )
Luego
DM (o Ag) = (=) (p A p)

D (o A g) = (1) (=1)*"(=1)(p A )
ent.(p A ) =—(pAp) =20 Np)=0=(pAp)=0

(pAp)= (-
:(_

4. Sean ¢, y 0 las siguientes formas en R3.

p = xdx — ydy
Y = zdx Ndy + xdy N\ dz
0 = zdy

Calcular ¢ A, O A p AN, do, dip y db.
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Solucién.

Y AV = (xdx — ydy) A (zdx A dy + xdy A dz)
= zzdr Ade A dy + 2%de ANdy A dz — yzdy A de A dy — zydy A dy A dz
= 2%dx AN dy A dz
ONe N = (zdy) A (zdr — ydy) = xzdy N\ dx — yzdy N dy = —zzdx A\ dy
dp =d(xz) Ndx —d(y) Ndy
= [aaxxdx + aayxdy + (,ixdz] Adx — Liydw + aayydy + aazydz] A dy
=dxNdr—dyNdy =0

dp =d(z) Nde Ndy +d(xz) Ndy N dz

0 0 0 0 0 0
= [axzdx + %zdy + GdeZ] ANdzx N dy — [axxdx + @zdy + &zdz] ANdy Adz

=dzANdx Ndy +dx Ndy \Ndz = 2dx Ndy N dz

df = gzdx+gzdy+gzdz ANdy =dzNdy =dy Ndz
ox dy 0z

5. Sea f: R” — R"” un mapeo diferenciable dado por
flry, .o oixn) = (Y1, -5 Yn)
y sea w = dy; A - --dy,. Probar que f*w = det(df)dx; A ... A dx,.
Solucion.
frw = f*(dyr A+ Adyn)(p)(vi, - - - vg)

dyi A= N dya) F(p)(dfp(v), - - dfyp(vr))
det((dy;)v;) = det(df )dxy A - - - A dxy,

6. (Operador estrella de Hodge). Dada una k-forma w en R" defini-
mos una (n — k)-forma *w haciendo

#(dwyy N Ndwy, = (=1)7(dwg, A= N, )

Calcular *w si

@) w = a2dr1dry + ai3dridrs + assdradrs s una 2-forma en R? y
b) w = a;dx; + asdxs €s una 1-forma en R2.

c¢) Probar que * * w = (—1)¥"Fly,

Solucion.
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a) Si w = aypdridry + a13dridrs + aszdrodrs, se tiene que

— e~ e~

*w = appdridradrs + arzdridrsdrs + aszdradrsdr,
= a12d$3 — (llgdl'g + aggdl’l
b) Si w = a1dx; + asdx,, se tiene que

*W = aldl’ldl’z + CLQdIQdZEl = aldl‘g — CLQd.Tl

Para una n-forma se tiene que

*dl’l = (—1)17idl’1 ce dl’i,1d$i+1 Ce dl’n

7. (La divergencia). Un campo vectorial diferenciable v € R" pue-
de ser considerado como un mapeo v : R* — R". Definiremos la
funcion dive : R* — R (llamada la divergencia de v) como sigue:

(divo)(p) = tr(dv),, peR"
donde (dv), : R? — R} es el diferencial de v en p. Probar que:
a) Si v =3 ae;, donde {¢;} es la base candnica de R", entonces

dive = Z gzz

b) Si w denota la 1-forma diferencial obtenida de v por el isomor-
fismo canénico inducido por el productor interno (,) y e.v es el ele-
mento de volumen de R”, la divergencia puede ser obtenida como
sigue: v — w — *w — d(xw) = (divv)e.v

Solucion. a) Se tiene que

V= aie; + ages + - -+ + anty

geldxl %GdeQ or end'xn
1 2 n
—eidry ——eqdry endiy
_ a a a
dv = a—xjeuixl 67x262d$2 T aiiendxn
Oan e1dry Oan eads O endny,
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Dado que dz;(v) = v;

dive = tr(dv) =) gaieida:i =y gai
€T; €T;

b) v = (a;,dz;) = ardzy + asdzy + - - - + a,dx, = w. Luego

sw = *(a1dry + agdxs + - - - + aydxy,)

d(xw) = *(dw)

_ g —d e dr, | d
[ 0z, 1+ D2y i i Dda., x ) L1
dasy day Oasy
da Oa da
i (3951 x1+3$2 v +ad$nx> I]
da da da
da da da
. (axjdxl + aixzdl? 4+ &l;ndq:n> dridrsdzry - - - dx,
= O day -y — 22 dwyduiday - dy + -+ S dydry - iy
o Oy o0z,
8ai
= Z axz dl’l d:L‘n

= (divo)(e.v)

8. (El gradiente). Dada una funcion diferenciable f : R” — R, defini-
mos un campo vectorial grad f € R" (el gradiente de f) por

(grad f(p),u) = dfy(u), V p€R" ytodau e R}

Notar que grad f es el campo vectorial correspondiente a la 1-forma
df en el isomorfismo canonico. Probar que:

En la base canénica {¢;} de R":

of

3@»

grad f = Z
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Solucioén.
_(of of aof
(grad f,e) = <<8x1’ o, 0%) ,(e1,e9,...,6n))
_of . of of  _O0f _(9f of of
Dy T a2t g T 2 i (axl’ax;'”’ax)

9. (El rotacional). Sea v un campo vectorial diferenciable en R”. El
rotacional rot v es la (n — 2)-forma definida por:

v — w — dw — x(dw) = rotv

donde v — w es la correspondencia entre 1-formas y el campo vec-
torial inducido por el producto interior. Probar que rot(grad f) = 0.

Solucion. Se tiene que v = (a;, dx;) = aydxy + asdry + - -+ + apdr, = w

da day da
dw = 8—xldx2da:1 + a—dxgdxl 4+ -+ a—;dxndxl
da das da
+ a—?dxldxg + B dxgdazg 4+ 8xi dx,dxy
da das da
+ ij’dl‘ldl’g + ﬂdl’gdl’g + -t aixidl'ndl’g
day Jdaq 8@3 Oay
= |=———=—]dxid — — —= | dxaod
((‘31;1 81’2) P10z + (8@ 8.733 12003
Oas  Oag oay, 0a,—4
— — — | dzad — dx,—1dx,,
* <8ZE3 8x4> T3t + <8xn_1 8% ) A1

B Oas daq aa3 Oay
*(dw) = (83:1 8&:2> dxs---dx, + <8a:2 8:63) dridxsdzxs - - - dx,

+ < 3% - aan_l) dl’ldﬂfz s diCn,Q

8$n_1 8l’n

= rotv
El gradiente se define como

gradszfz(af of af)

Oxy Oxs’ 7 Oz,
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entonces
(0 aF 0 of o of 0 of
rot(grad f) = (axl Oxy 0o 3x1> dordzs + ((hg Oxrs Oz 0y

o of o of
N <8xn_1 9z, oz, (%n_l) d,—1dz,
_ (9 o f 0*f 0 f
B (61‘18$2 a 3x18x2> dryd + <6$20$3 - 022073 dxadrs
0? o2
by ( f f

0,102y, B 0Lp—_102y,

) dl’ngg

) dx,_1dz,
=0

10. Demostrar que d(df) = 0 para cualquier funciéon f, y también
para una l-forma.

Demostracion. Sea f una funcion. Entonces tenemos

df = Dy fday +--- D, fdx, = 3 D, fdz;
=1

asi que
j=11i=1
Pero sabemos que dz; A dv; = —dx; Adx; y dx; A dx; = 0 luego
ddf = Z (DsDkf - Dszf)dlL‘s A dl’k
1<s<k<n

asumiendo que f es C*°, las parciales conmutan, por lo tanto ddf =
0.

Sea w una l-forma. Es suficiente probar que ddw = 0 cuando w es
descomponible. Escribimos w = gdzy

dw = dg A\ dxy = <Z f,-dxi> A dxy,

=1
donde f; = D;g. Un argumento similar al dado anteriormente mues-
tra que

ddw:dei/\dxi/\dxk =0

=1



102 CAPITULO 6. EJERCICIOS

11. Demostrar que d(dw) = 0 para toda k-forma w € Q*(U).

Demostracion. Sea
W = Wi dziy N+ N\dz;,
entonces
dw = d(wy,...i,) Ndxzy A Ndzg, = w;,.q, pda, Adzg; A A da,

luego

d(dw) = Wi, ..ip pedxe N dxy, Ndzg A -+ A da;,

donde se estan sumando indices simétricos &k, ¢ con indices anti-
simétricos dxz, A dzy, por lo tanto d(dw) = 0. [

12. En R?, determina dw y d(dw) de cada w siguiente:

a) w = xdr + ydz

b) w = xydy + xdz

c) w= (senz)dy + dz

d) w = ée'dr + ydy + e"dx

Solucion. a)

dw = d(z)dx + d(y)d=

= (azxdz + 2:Edy + axdz) dr + (aydzx + 2yaly + aydz) dz

ox oy 0z ox oy 0z
= dxdx + dydz
= dydz

0 0 0
d(dw) = (&de + a—ydy + E)zdz> dydz
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b)
dw = d(zy)dy + d(x)dz

= <axyda: + gxydy + axydz) dy + (axda: + 2:cdy + a:cdz) dz

ox y 0z ox oy 0z
= (ydx + zdy)dy + dxdz
= ydxdy + xzdydy + dxdz
= ydzdy + dxdz
d(dw) = (aé;ydx + aayydy + iydz) dzxdy + (idw + aaydy + aidz) dxdz
= dydxdy
=0

c)
dw = d(e¥)dzx + d(y)dy + d(e™)dz

= <§x sen xdx + 52/ sen xdy + aaz sen xdz) dy + <aaxdx + aaydy + idz) dz

= cos xdxdy

d(dw) = <§; cos xdx + 5(?3/ cos xdy + (98,2 cos xdz) dxdy

= —sen zdxdxdy
=0
d)
dw = d(e?)dz + d(y)dy + d(e™)dz

0 0 0 0 0 0
= | =—eYdr + —eYdy + —eYdz | d —ydr + —ydy + —ydz | d
<8$6 T 8y€ v+ 82" Z) T <8xy T 8yy y+02y Z) Y

ox oy 0z
= eYdydx + ye™dxdz + re™dydz

+ <aemydx + 2egcydy + 86”612) dz

0 0 0
_ Y Yy Y
d(dw) (83:6 dx + aye dy + 5,¢ dz) dydx

+ ((iye’“"ydx + ;yyexydy + iye’”%z) drdz

+ (aaxxe"”yd:c + aayxe"”ydy + aazscexydz> dydz
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= eVdydydz + y*e™drdrdz + vye™dydrdz + vye™ dedydz + e dydydz
= —xyeVdrdydz + rye™dxdydz
=0

13. Sean w = z,dwy — xodz3 y n = dw1dr, formas en R3. Calcular wAn.
Solucion.
wAn = (r1dry — xodxs) A (dridrs)
= x1dxodridrs — rodrsdridrs

= —Ildxldltgdl’g + .ngxldl'gd(l}g

= —l'ldl'ldfﬂgdl’g

14. Calcular e” A (zdy + y?dz) y 5(zdy + cos ydz) + (xdz).

Solucion.
e’ A (xvdy + y*dr) = € (xdy + y*dr)
= xe'dy + yPetdx
5(zdy + cosydx) + (xdx) = (x 4 5cosy)dx + Sxdy
15. Calcula
a) d(zy)
b) d(zydzx)

¢) d(zix3dxidzs + dredrs)

Solucioén.

a) d(zy) = zdy + ydx
b) d(zydx) = (zdy + ydz) A de = —xdzdy
¢) d(z x5dx drg + drodas) = (v5dry + 27129dxs)dr d2re = 0

16. (Pull-back). Si w es una k-forma en Ay ¢ : B — A es un mapeo
suave sobre un conjunto abierto B, entonces la forma ¢*w sobre B
se define como sigue:

i) Para una O-forma g.
pg=goy
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ii) Para diferenciales dz;.

-----

(pw:Zgil ..... i 0@ d(xy, o) A Nd(xy, 0 )

Si ¢ : R® — R3 esta dado por p(z,y, z) = (2,2 + x + 2,4). Determinar

a) o*(2? — 2)

b) ¢*(zdz — dy)

c) ¢*(dz A dy)

d) e(e®dr Ndy N dz)

Solucién.

@) "1 — 2) = " (1) — ' (2) = (wo g — (s0) = (12 —d =t — 4
b) ¢*(xdz — dy) = (z 0 p)d(2 0 p) — d(y o p) = 2?d(4) — d(2 + z + 2)

= 22(0) — d(2) — dv — dz = —dx — dz

c) " (dz N dy) = ¢*(dx) A p*(dy) = d(z o @) Ad(y o p)

=d(z*) Nd(2+z + 2) = 22dx A (dv + dz) = 2vdrdr A 2xdrdz = 2wdrdz
d) ¢*(e*dz Ndy Ndz) =0

17. Demostrar el siguiente teorema.

Sea {¢1,...,¢r} una base de V*. Entonces las p-formas
¢i1®“'¢ip 01 Silw"aipgk
forman una base de 3?(V*). En consecuencia dim 3?(V*) = kP.

Demostracion. Durante la demostracion utilizaremos la siguiente
notacion. Si I = (iy,...,i,) €s una sucesion de enteros, cada uno
entre 1y £, sea

¢I:¢i1®"'®¢1‘p

Sean {vi,...,v;} labase dualen V' y v; = (vj,,...,v;,). Por definicion,
si I y J son dos subconjuntos de indices de este tipo, ¢;(v;) es igual
1sil=Jyesigual acerosil #.J.Es claro, por la multilinealidad,
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que dos p-tensores 7'y S son iguales si y solo si T'(v;) = S(v;) para
cada sucesion de indices J. Asi, si tenemos dado 7, el tensor

S = Z T(U])gb[

debe ser igual a T; por lo tanto, los {¢;} generan a 3*(V*). Los ¢,
también son independientes, ya que si

Szzajquzo
1

entonces

OZS(UJ) = Qay

para cada J. |

18. Sea f : R?® — R3 definido por
f(901>$27$3) = (y17y2,y3) = (331 COS X2, X1 Seﬂxm%%)

Si w = (ysdy;, A dys A dys). Calcular f*w.

Solucion.

frw= (yso f)d(yro f) Nd(y20 f) Nd(ys o [)
= x3d(z cosx3) A d(zyseny) A d(x3)
= x%(cos Todxr| — x1sen xodxy) A (sen xodry + x1 coS xadry) A 2x3dws
= ng(cos Ty sen Todrdry + 21 cos vadridTy
— xysen? zydradr, — X1 sen Ty cos Todxadrs) N drg
= ng(xl cos® Ty + x1 sen” xy)dx drodrs

= 2x§x1dx1dx2d:z:3
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frdyn dya Ao Ndy,) = dfy Ndfa A ANdf

[ & Of . " Ofn ‘
B (7,12:31 Oy, dwzl) : : (112::1 O, dﬂl?zn)

oh 0f  0f,

dl‘g(l) A dl‘g(g) SRIVAY dl‘a(n)

oes, 0To(1) 0%o(2)  DTo(n)
ofi  0fs Ofn

= g%;n sgn(o) D) D) . Do dxy Ndxy -+ Ndx,
on o
0xq ox,,

= det : : dzy N -+ ANdx,
Ofn O fn
el

18. Calcular la segunda forma fundamental para la esfera S?, pa-
rametrizada por

z(a, ) = (Rcosasen 3, Rsen asen 3, R cos [3)

Tenemos que

zo(a, ) = (—Rsenasen 3, Rcosasen 3,0)
zg(a, B) = (Rcosacos 3, Rsenacos 3, —Rsen 3)

A partir de aqui omitiremos («, /) en cada expresion.

Y

Rsenacosff —Rsenf Rcosacos3 —Rsenpf

—Rsenasen§ Rcosasen 3
Rcosacosf  Rsenacos 3

‘ Rcosasen 8 0

—R 0
Ia/\xg—( 7_‘ sen arsen [3

= (=R*cosasen” 3, —R*sen asen? 3,

—R?sen? asen ff cos a — R? cos?

asen (3 cos )
= (—R?cosasen® 3, — R*sen acsen? 3, —R? sen 3 cos B(sen? o + cos® )

= (—R*cosasen® 3, —R?sen asen? 3, — R% sen 3 cos 3)
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||za A zg|| = \/R4 cos? awsen? B + R*sen? asen? 5 + R*sen? 3 cos?
= \/R4 sen? f(cos? asen? 3 + sen? acsen? 3 + cos? 3)
= \/R4 sen? B[sen? B(sen? o + cos? o) + cos? ]

= \/R4 sen? B3(sen? 3 + cos? B) = \/R2 sen? fJ
= R’senf

(—R%cos asen? 3, — R%*sen acsen? 3, — R? sen 3 cos [3)
R?sen 8
= —(cosasen (3, sen acsen 3, cos 3)

N =

ZTaa = (—Rcosasen 3, —Rsenasen f3,0)
rga = (—Rsenacos 3, Rcosacosf3,0)
zgp = (=

Rcosasen 3, —Rsenasen 3, —R cos 3)

e = (Taa, N)
= (—Rcosasen 3, —Rsen asen 3,0)
-(— cosacsen B, — sen acsen 3, — cos 3)
= Rcos®asen? B+ Rsen? asen? 3
= Rsen” B(sen” a + cos® a)
= Rsen’f

f= <I5Q,N>
= (—Rsenacos 3, Rcosacos f3,0)
-(—cosasen 3, —sen asen 3, — cos 3)
= Rsenacosasen [cos 3 — Rsenacosasen fcos [
=0

9= (s, N)
= (—Rcosasen 3, —Rsen asen 3, —R cos [3)
-(—cosasen 3, —sen arsen [3, — cos f3)
= Rcos? asen? 4+ Rsen® asen? f + R cos”
= Rsen® B(cos® a +sen® a) + Rcos® B
= Rsen? 8 + Rcos®
=R
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Entonces
I1,(h,k) = Rh*sen* 3 + Rk?

19. Determinar la segunda forma fundamental del toro con para-
metrizacion:

z: [0,27) x [0,27) — R?
x(a, B) = ((cosa+ 2)cos 3, (cosa + 2) sen 3, sen o)

Se tiene:

Zo(a, f) = (—senacos 3, —senasen f3, cos a)
zp(e, B) = (—(cosa+2)sen 3, (cosa + 2) cos 3,0)

xa(“?ﬁ) A xﬁ@%ﬁ)
= (—cosa(cos a + 2) cos 3, — cos ar(cos a + 2) sen B, — sen av(cos v + 2))
||Ia(0é,6) A ZEﬁ(O&,ﬁ)” =cosa + 2

luego
N(a, 8) = ”izgzzg; ;\\iZEZ:gH = (—cosacos 3, — cosasen 3, — sen «)
ZTaal(a, B) = (—cosacos 3, — cosasen 3, — sen )
Tap(a, ) = (senasen 8, —sena cos f3,0)
zps(a, B) = (—(cosa + 2)cos 3, —(cosa + 2) sen 3, 0)
por tanto
6(04,6) - xaa<a76) ’ N(Oé,ﬁ) =1
[0, 8) = Tas(0, ) - N(a, B) = 0
g(a, B) = xps(a, B) - N(a, ) = cosafcos o + 2)
Entonces

I1,(h,k) = h? + cos a(cos a + 2)k?

6.2. Ejercicios propuestos

1. Determina si las siguientes 1-formas en R? son exactas. Expresa

df.
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a) 3ydx + zdy
b) ydx + xdy
c) eydx + e*dy
2. Calcular (3dx + dy) A (e"dz + 2dy).

3. Sea F una funcion definida sobre un subconjunto abierto de R3.
Entonces x(Fidr + Fody + F3dz) = Fidydz + Fydxdz + Fidxdy. Calcular
«(Fidydz + Fodrdz + Fsdxdy), donde x es llamado “operador estrella
de Hodge”.

4. Sean o = xdr + ydy + zdz, = zdx + xzdy + ydz y v = xydz. Calcular
a ahp b) da
c) aNy d) dp
e SAy  f) dla+7)

5. Dada w = fdx + gdy + hdz tal que w A dz = 0, {Qué puede concluir
acerca de f, g y h?.

6. Determinar si las siguientes 1-formas son exactas, expresar df.

a) dx + 2ydy + 32%dz
b) zy cos(xy)dx + 2z cos(xy)dy + sen(xy)dz

7. Resuelve lo siguiente

a) Calcula (dxdry + dradxs) A (23 + 3dzs).

b) Prueba que las (n + 1)-formas en R" son todas cero.
8. Determina lo que se te pide

a) Calcula d(ydx — xdy) y d(d(ydx — xdy))
b) Prueba que en R® d(g,dx, + godxs + gsdars)

dgs  0go dg1  0Ogs g2 Oq
= | == — =22 | daod 7= — 2 | dxsd 2= — 2= | dxid
(8@ (9:163) 2023+ <8x3 0, 30T+ Ooxry Oxs T2

¢) Calcula (e*dy — e¥dx) A d(e™)

9. Resuelva lo siguiente



6.2. EJERCICIOS PROPUESTOS

a) Calcula ¢p*w si ¢ es un mapeo constante.

b) ¥*p*w = (po1))*w cuando C % B % A,

¢) Calcula p*(dz), p*(zdx + y*dy), ¢*(dx A dy) si o(z,y) = (3,y).

d) Calcula ¢*(dzx A dy) si p(z,y) = (2, 3y).

10. Sea w = Adydz + Bdzdx + cdxdy.

i. Demostrar que dw = 0.

ii. Determinar « tal que da = w

11. Considera la transformacion lineal ¢ : R” — R" dado por

¢(I1,...,$n) - (yly"' ayn)
donde y; = 3" a;;x;+b;,

a;j, b; son constantes. Determinar ¢*(dz -

111

codxy).
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Capitulo 7

Teorema de Stokes

7.1. Simplejos y homologia singular

Definicion 7.1.1. Sea M C R™, diremos que M es un espacio afin,
si dados z,y € M la recta que pasa por x y y esta contenida en M,
esto es,

tr+(1—-t)ye M VteR

Ejemplo 7.1.1. Sea M un subespacio vectorial de R entonces M
es afin.

Definicion 7.1.2. Sea M C R™, diremos que M es un conjunto con-
vexo si dados z,y € M el segmento que une z con y esta contenido
en M, esto es,

tr+(1—-t)ye M tel0,1]

Podemos ver de las definiciones 7.1.1. y 7.1.2. que todo espacio
afin es convexo, mas no necesariamente todo convexo es afin. La
interseccion de espacios afines (o convexos) es un espacio afin (o
CONnvexo).

Teorema 7.1.1. Sea M un espacio afin y po,p1,.-.,p- puntos en
M, ademas sean ag,aq,...,a, € R tales que }.7_,a; = 1. Entonces
Y oaipi € M. Ademas, el resultado es cierto para cornjuntos conve-
xos con la hipotésis adicional a; > 0 para cada i con (0 <i <r.

Demostracion. Por induccion sobre el naumero de sumandos. Sea

113
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r = 1, por definicion aypy + a1p; € M. Supongamos que se vale para

r sumandos, sean pg,p1,...,pr € M y ap,a1,...,a, € Rcon Y| _ja; =
1, sea ap # 1, de aqui },.,a; = 1 — a;, por lo que Z#kli’ =
a;
1. Por hipoétesis de induccion tenemos }°, TP € M. Como
a;
ar + (1 —ar) = 1, tenemos (1 — ay) (Z#k 1pi> + arpr € M pero
a; .
(1 — ag) (Zi;ﬁk 1pi) + arpr = Yi_oaipi que es lo que queriamos
demostrar. [ |
Definicion 7.1.3. Sea M un espacio afin, con pg, p1,...,p, € M, de-
cimos que py, p1, - - ., pr SON afinmente independientes si los vectores
P1 — Po, P2 — Do, - - -, Dr — Po SON linealmente independientes.

De la definicion 7.1.3. tenemos que un conjunto afin tiene a lo
mas m + 1 puntos afinmente independietes sobre un espacio m-
dimensional.

Teorema 7.1.2. Sea M un espacio afin, con pg,p1,...,p, C M, los
siguientes son equivalentes

1. po,p1,...,p, SOn afinmente independientes.

2. Cuando sy, s1,...,s, satisfacen la condicion Y. ,s;p; = 0 con
05 =0, entonces s, =0 con0 <1i<r.

3. Si x esta en el conjunto afin generado por pg,p1,...,p,, enton-
ces r se expresa de manera unica como combinacion afin de

Po,P1,---5Dr-
Demostracion. 1 — 2. Sean s, s1,...,5, cony.; _ s;p;, =0y > ;5 =0,
de aqui tenemos que

' T T T
0= > sipi=>_ spi—O0po=>_ sipi — (Z Si> Po
i=0 i=0 i=0 i=0
'

= Z 5i<p1 - po)

i=1

Pero (p; — po)i_; son linealmente independientes. Entonces s; = 0
para toda i.



7.1. SIMPLEJOS Y HOMOLOGIA SINGULAR 115

2 = 3. Sea r = Z;:() a;p; = Z;ﬂ:o bzp,, con Z;-AZO a; = 1 y Z;:(] bz =1,
entonces

entonces  —z = 0 = Yi_,(a; — b;)p;, de 2 tenemos a; — b; = 0 para
toda . Entonces a; = b;.

3 — 1. Basta ver que si pg,p1,...,p, son afinmente dependientes
entonces dada una representacion podemos construir otra distinta.

Sean p; — po,p2 — po,- .-, Pr — Po vectores linealmente dependientes,
entonces existen o, as, ..., a, no todos 0, digamos «;, # 0, tales que
S a;(p; — po) = 0 entonces

0=oaipr+ape+ - +ap— (g +as+ -+ . )po

Sea r = Y ;_,a;p; entonces

r=x4+0=> ap+ Y olp—po)
i=0 i=1

= (ao - (Z oq) po> + Z(ai + a;)p;
i=1 i=1

como ¢y, es distinto de cero, entonces x tiene dos representaciones
distintas. u

Sean pg, p1, - .., p, puntos afinmente independientes, en un espacio
afin F, el conjunto de todas las combinaciones afines es llamado
espacio generado por py,p1,...,p, y €s denotado por (po,pi1,...,pr).

Del teorema 7.1.2. vemos que cada p € (po,p1,.-.,p.) tiene una ex-
presion unica

P = aopo + a1p1 + -+ -+ arpy
tal que >, a; = 1.

El vector de coordenadas (ag, ay,...,a,) es llamado el vector de coor-
denadas baricéntricas de p con respecto a pg, p1,-- ., pr.
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Definicion 7.1.4. Sea M un espacio afin y po,pi,...,p. puntos
afinmente independientes en M. El punto p € M de coordena-
1 1
das baricétricas (, —_— ) es llamado el baricéntro del
r+1 r+1 r+1

conjunto pg, p1,...,pr.

Para r = 1 el baricéntro de py,p; es el punto medio del segmento
que une py con p;.

Para r = 2 es el punto donde se cruzan las medianas del triangulo
con veértices py, p1, p2, y asi extendiendonos a otras dimensiones. Ver
figura 7.1.

Definicion 7.1.5. Dados pg,p1,...,p, puntos afinmente indepen-
dientes, el subconjunto de (pg,p,...,p.) de todos los puntos con
coordenadas baricéntricas positivas es llamado simplejo gométri-
co r-dimensional generado por py,p1,...,p,. En ocaciones diremos
simplemente r-simplejo.

Un O-simplejo resulta ser un punto pj.

Un 1-simplejo resulta ser un segmento pg, p;.

Un 2-simplejo resulta ser un triangulo py, p1, po tomando sus veérti-
ces en cierto orden.

Un 3-simplejo resulta ser un tetraedro pg, p1, p2, p3s y asi extendien-
donos a otras dimensiones.

P2

Po Po 2}
*r—e L .
[ ] Po P1 P1
0 — simplejo 1 — simplejo 2 — simplejo 3 — simplejo

Figura 7.1: r-simplejos

Definicion 7.1.6. Dados E, F’ espacios afines, [ : F — FE’, decimos
que f es una transformacion afin, si dados p,q € Ey t € R, tenemos
que

fp+ (1 —=t)g) =tf(p) + (1 —-1)f(q) ViR
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Si f(p) # f(¢q) es una transformacion afin, entonces manda la recta
que pasa por py ¢ en la recta que pasa por f(p)y f(q)-

Teorema 7.1.3. Sean f : £ — E’' una transformaciéon afin, donde
reN,py,....,pr € EYaog,...,a, € R tales que Y| _,a; =1, entonces

T

/ (; az’Pz‘) =Y aif(pi)

=0

Demostracion. Por induccion sobre r. Sea r = 1, pg,p1 € E'y ap,a1 €
R, tales que ay + a; = 1, tenemos que a; = 1 — ag, por lo tanto

flaopo + arp1) = f(aopo + (1 — ao)p1) = aof(po) + (1 — ao) f(p1)
= aof(po) + a1 f(p1)

Supongamos que es valido para cada natural menor que r con
r > 1. Sean ag, ai,...,a, € R tales que > a; = 1. Alguno de los {a;}!_,
es distinto de 1, pues si todos fueran iguales a 1, tendriamos que
> a; =r > 1lo cual no es posible. Supongamos que a; # 1, entonces

Yizk @ =1 —ag, deaquique 3, - =1

Por hipotesis de induccion tenemos que

f(z & pz')zz = f(pi)

#kl—ak #kl—ak

Ademas, a; + (1 — ax) = 1, de lo cual obtenemos lo siguiente

/ (i aipi) =/ (akpk + (=) aiﬁi)

i=0 iZe L —

ik

= (1—a)f (Z 1 fiakpi) + arf (pk)

= (- [ f(pz’)>+akf(pk)

ik 1-— ag
= Zaif<pk) + ay f (pr)
itk
= > aif(pi)
i=0
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Definicion 7.1.7. Sea ¢ > 0. Llamamos g-simplejo geométrico esta-
dar al g-simplejo geométrico generado por ey, eq, €9, ..., ¢, Lo deno-
taremos por A,. (Ver figura 7.2).

(0,1,0)

(0.1)

(1,0,0)

(0,0)

(1,0) (0,0,1)
Ag AB

Figura 7.2 simplejos estadar.

Definicion 7.1.8. Un complejo simplicial es un tipo particular de
espacio topologico construido mediante el pegado de simplejos. (Ver
figura 7.3).

/O

Figura 7.3: Un ejemplo de complejo simplicial. Este consiste en 19 puntos (0-simplejos), 22

aristas (1-simplejos), 8 triangulos (2-simplejos) y 1 tetraedro (3-simplejo).
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Definicion 7.1.9. Sea F un espacio afiny pg,p1,...,p, € E.
(po, p1, - - ., py) denotara la restriccion a A, de la tinica transformacion
afin f: R? —» F tal que

f(eo) = po, f(e1) = p1,..., [eg) = py

De aqui que (eg, ey, ...,¢,) es la funcion identidad de A, en A,, que
denotaremos de ahora en adelante como J,.

Definicion 7.1.10. Dado un espacio topologico X, un g-simplejo
singular en X es una funciéon continua o : A, — X.

Con esto un 0-simplejo 1o podemos asociar a un punto, un 1-simplejo
a un arco, un 2-simplejo a una deformacion de un triangulo, y asi
sucesivamente a otras dimensiones superiores.

Notese que estamos definiendo un simplejo singular como una fun-
cion y no como la imagen de puntos que toma la funcion. Ademas,
la imagen de puntos que toma la funcion no tiene porque verse co-
mo un simplejo, ni tiene que ser homeomorfo a A,, ya que puede
deformarse, incluso a un punto, de ahi el nombre de simplejo sin-
gular.

Definicion 7.1.11. Sea X un espacio topologico fijo. F,(X) sera el
conjunto de ¢-simplejos singulares de X, esto es

F(X)={o:A, = X : 0 es continua}

Notemos que para cada espacio topolégico X, F,(X) es no vacio
pues contiene al menos a todas las funciones constantes de A, en
X.

Deseamos construir un espacio de ¢-simplejos, que tenga propie-
dades algebraicas interesantes, pero a simple vista no tenemos una
operacion natural entre simplejos, por lo que definimos esta opera-
cion formalmente, asi como un producto por elementos de un ani-
llo, esto lo haremos con escalares sobre un anillo arbitrario, pues
la teoria no se hace mas ni menos complicada. Para propositos de
aplicacion destacan los casos R =Z,R o C.
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Definicion 7.1.12. Sea X un espacio topologico y R un anillo con-

mutativo con 1. Definimos S,(X; R) como el médulo libre generado
por el conjunto F,(X), esto es S,(X;R) es el conjunto de sumas
formales finitas de productos por escalares en R de ¢-simplejos
singulares.

Denotaremos a S,(X; R) simplemente como S,(X) si trabajamos con
un anillo fijo R.

Un elemento c € S, se ve de la forma
C = V101 + U302 + - + U0}

donde o4, ..., 0, son ¢g-simplejos singulares y vy, ..., v, son elementos
de R; esto lo denotaremos por comodidad como

c= nga
o

Los elementos de S,(X) seran llamados g-cadenas singulares de X.

Definicion 7.1.13. Para un ¢-simplejo singular ¢ es un espacio
X, definimos la i-ésima cara de ¢ como el (¢ — 1)-simplejo, y la de-
notaremos por ¢). Donde i representa el elemento que omitimos.

Definicion 7.1.14. Sea ¢ > 0 y o un ¢-simplejo singular. La fronte-
ra de o, denotada por 9(0), es la (¢ — 1)-cadena

Definimos la frontera de un O-simplejo como O.
Ejemplo 7.1.2. Cuando o = (py,...,p,), CON Py, ...,p, € E, siendo £
un espacio afin, tenemos que
q .
6(0') - Z(_l)l<p07 ey Diy e apq)
i=0
Entonces
i. d(po,p1) = p1 — po-
ii. d(po,p1,p2) = (P1,p2) — (Po, P2) + (Do, P1)-
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iii. J(po,p1,p2,p3) = (P1,P2,P3) — (Po, P2, P3) + (Po, P1,P3) — (Po, P1, P2)-

iv. 0[0(po, p1,p2)] = O(p1,p2) — A(po,p2) + O(po,p1) = (P2 — p1) — (P2 —
po) + (p1 — po) = 0.

v. 0[0(po, p1,p2: p3)] = [(p2,p3) — (P1,p3) + (P1,p2)] — [(P2,P3) — (Po, P3) +
(Po; p2)] + [(p1,p3) — (Posp3) + (Po, p1)] — [(P1,2) — (o, P2) + (Do, 1)]-

Extendemos 0, a un homomorfismo de modulos S,(X) — S,_1(X),
por linealidad esto es

0 (Z vga> = v,0(0)
Para ¢ = 0 tenemos de nuevo d(c) = 0 para cada O-cadena c.

Proposicion 7.1.1. Sea X espacio topoldgico, c € S,(X), entonces

000(c)=0

Veamos lo que tenemos hasta ahora. Dado un espacio topologico X,
para cada ¢ > 0 hemos construido un modulo libre S,(X). Ademas,
un homomorfismo de moédulos 9, : S,(X) — S,—1(X). De manera que
000 = 0. Esto podemos verlos de la siguiente forma en el siguiente
diagrama

o L5 (X) L 5,(X) S S, (X)) S S 5(X) S0

con la condicion de 0,_; o d, = 0 para ¢ > 0. Esto implica que
Im(0,41) C ker(9,)

Definicion 7.1.15. Sea ¢ € 5,(X), diremos que ¢ es un ¢-ciclo si
Jc = 0. Diremos que ¢ es una ¢-frontera si existe d € S,,1(X) tal
que 0d = c. Al conjunto de ¢-ciclos lo denotaremos como Z,(X; R),
miestras que al conjunto de fronteras lo denotaremos por B,(X; R).

Denotaremos Z,(X; R) y B,(X; R) simplemente por Z,(X)y B,(X) si
trabajamos con un anillo R fijo.

Es claro que B,(X) y Z,(X) son submoédulos de S,(X) pues

Z,(X) = ker 0,
By(X) = Im g1
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Ademas por la condicion 0 o 0 = 0 tenemos que el conjunto de ¢-
fronteras es submodulo del conjunto de g-ciclos, esto es, B,(X) <
Zy(X).

Definicion 7.1.16. Sea X un espacio topologico, definimos el g-
ésimo modulo de homologia de X sobre R como

Z,(x; R)

Hy(X;R) = B,(X:R)

7.2. Mapeos de cadenas

Supongamos que M y N son dos variedades y f un mapeo suave
f:M— N

Entonces, a cada p-cadena ¢ sobre M le corresponde de manera

natural una p-cadena f, sobre N.

Es suficiente explicar esto cuando ¢ es un simplejo ¢”, tal simplejo
es representado por (S?,U, ¢). Meramente componemos [ y ¢ asi
que f.c esta representada por

(8,U, fog)
U
s fog
Y
M ] N
Figura 7.4:

El mapeo inducido f, mapea el espacio de cadenas M en el espacio
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de cadenas de N.
ML N
fx
Cp(M) = Cy(N)

Observemos que si ¢ es una p-cadena en M, entonces f,(dc) = 9(f.c)
lo cual lleva al diagrama conmutativo.

-
Cp(M) ~ Cp(N)
a a
Cp-1(M)————— C, 1(N)
Figura 7.5:

el cual es analogo al correspondiente diagrama para el pull-back,
[
f:M— N
[T fP(N) = f7(M)

Ahora veremos que pasa con dos mapeos. Consideremos que

Figura 7.6:
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Entonces
(gOf)* :g*Of*

Sea f: M — N un mapeo suave. Supongamos que w €s una p-forma
sobre N y ¢ una p-cadena en M. Entonces f*w es una p-forma en
My f.c es una p-cadena en N. Tenemos que

/f*w: L w
c %C

7.3. Teorema (general) de Stokes

La relacion entre un dominio e integrales sobre su frontera esta en
el corazon del calculo.

Ejemplo 7.3.1. Supongamos D = [a,b] es un intervalo cerrado
en R y que f es una funcion continuamente diferenciable en D.
Entonces el Teorema fundamental del calculo sostiene:

| df = 1) = f(a) (7.1)

Denotaremos la frontera orientada {b} — {a} de D por 0D. Entonces,
el lado derecho de la expresion anterior puede ser escrita por [, f.

Ejemplo 7.3.2. Supongamos D es un dominio acotado en R?, cuya
orientacion es coherente con la de R% Utilice D para indicar la
frontera orientada de D con la orientacion inducida por D, es decir,
la orientacion positiva de 9D junto con el vector normal apuntando
hacia el interior de D forman un sistema de coordenadas que es
coherente con la orientacion de R?. Supongamos que P y @ son
continuamente diferenciables en D. Entonces la _formula de Green
sostiene:

(0@ oP
/aD Pdz + Qdy = /D ((% _ 8y> dzdy (7.2)

Si w = Pdx + Qdy, entonces

oQ oOP
_ [T Y )
d < y)dac/\dy (7.3)
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De este modo 7.2 se puede escribir como

8Dw:/de (7.4)

Ejemplo 7.3.3. Supongamos D es un dominio acotado en R3, cu-
ya orientacion es coherente con la de R?. La normal exterior como
la direccion positiva, entonces induce una orientacion en la fron-
tera 0D. Supongamos que P, ) y R son funciones continuamente
diferenciables en D. La formula del Gauss da

P
/aDdedz + Qdzdx + Rdedy = / or [ 9Q OB\ dyd: (7.5
p\Jdx Oy 0z
(0]
_ [ 4 7.6
/8 ¢ /D ® (7.6)

donde ¢ = Pdy N\ dz + Qdz A dx + Rdx A dy.

Ejemplo 7.3.4. Supongamos que X es una superficie orientada
en R3 cuya frontera 93 es una curva cerrada orientada. La orienta-
cion positiva de 0¥ junto con cualquier vector normal positivo a X
satisface la regla de la mano derecha (suponiendo R? es orientado
por ésta regla). Supongamos que P, ) y R son continuamente di-
ferenciables en funciones de un dominio que contiene .. Entonces
la formula de Stokes sostiene:

/ Pdz + Qdy + Rdz
o

- R  0Q oP  OR 00 oP
_/z/{<8y az>dydz+<az (%)dzdx—i—(ax ay)dxdy}

Si hacemos
w = Pdx + Qdy + Rdz, (7.7)

entonces la formula anterior se puede reescribir como

/azw:/zdw (7.8)

Vemos que las anteriores cuatro formulas asumen una forma uni-
ficada en la notacion de las formas diferenciales exteriores. La
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formula de Stokes considerada en esta seccion es la generalizacion
de las formulas enteriores sobre variedades.

Sin mas preambulos presentemos el teorema mas importante de
todo este libro.

Teorema 7.3.1. El teorema (general) de Stokes. Sea U un conjunto
abierto del espacio R", w una (p — 1)-forma en U, y ¢ una p-cadena
singular en U. Entonces.
/ w = / dw
dc c

Demostraciéon. Consideremos primero €l caso en el que p = n. En-
tonces w es una (n — 1)-forma definida en un conjunto abierto de
R"™, y se escribe por lo tanto como

w = Z fidxy - - dx;_dziyy - - - day,
i=1

Tomemos la n-cadena singular ¢ = T, formada por el tinico n-cubo
singular 7' : I" — R" dado por T'(z1,xa,...,2,) = (21,22,...,2,). En-
tonces

/dw = /Z(dfz)d$l tee dl’i,1d$i+1 cee dl’n
¢ ¢i=1

= ;/C <8l’1 dzq + + O, dz; + + o, dx, | dzy - - drv;_dxie, - - do,

= Z 7d.771d331 cee dﬂfi_ld.iﬂi_;,_l tee dl’n
i—1 /¢ O

= Z(—l)l_l gil dl’l s dxi—ldxi—s—l cee dl’n
i=1 ¢ Ul

= 2:(—1)1‘_1 %dl'lde codx,

= m Ox;

La integral que aparece en la expresion anterior es una integral n-

7

multiple de la funciéon

sobre el cubo /". Podemos integrar esta
T

funcion primero respecto de la i-ésima variable z; (entre O y 1).

Es claro que el resultado de la integral indefinida sera la funcion
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fi» 1a cual se debera evaluar (en su i-ésima variable) entre O y 1,
resultando entonces la diferencia

fi(lll, N 7 I 1737@'7 c. ,LL’n) — fi(.il]l, c. ,xi,l,O,xi, c. ,ZEn)

Notese que cada uno de estos sumandos no es mas que la compo-
sicion de la funcion f con las funciones 9;, 0. : I,, 1 — I,

)

87;(171,1'2, ce ,il?n_l) = (93'1, P ,xi_l,O,xi, R ,l'n_l)

/
az‘(xhx% e 7xn—1) = (xb sy Tio1, 17 Liy oo an—l)
En forma mas precisa, se tiene

fi($17 e T, L, ,l"n) = (fi o 5{)(961@2, ce ,fEn—1)

f,»(xl, e ,Ii_l,O,ZL‘Z‘, e ,ZEn> = (fz o Z‘)(Il,ZEQ, e ,(L’n_l)

Asi pues,

n ) 1 9f;
p— —_— Zil i . DY . . . e .
/de = ;( 1) /pH < o O, dwz> dry - dr;_1drgq - da,
= Z(—l)i_l / (fio 8; — fiod)dxy - dr; ydwiyy - - dy,
i=1 In—l

Notese que (viendo a las funciones 9;, 9, : I"™! — I") como (n — 1)-
cubos singulares en R"”

/ w = / 1 Ow = / 1 o (Z fiday - da;_ydxjy - - day,
A mn= Jn— e

B /IH > 07 (f3)07 (dw) -+ 07 (dwj-1)0] (dwja) -+ OF (dwn)

j=1
Recuerde que
dl’j sig <t
(07)(dz;) = (0;")(dz;) = {0 sij=i
dxj_l Slj > 1
Obsérvese entonces que si j < ¢ o bien si j > i, en la expre-

sion dzy - --dx;_idxj4, - - - dz, debera aparecer un dz;. En tal caso
0*(dx;) = 0. Por lo tanto, el tinico sumando que sobrevive es el que
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corresponde a j = i (este es el inico sumando donde no aparece

dz;). Asi pues
/éwzjln_la;*<fi> = [ pod

Un argumento analogo muestra que

/ w = floal
0; In-1

o bien, en términos de integrales (n — 1)-multiples
/ w = ) fl e} ('3,:dx1 ce. dxi71d$i+1 . dxn
/ mn—
/ w = fioaidxl ”'dx’i—ldl‘zq_l dl'n
0; n—1

En resumen,

/dw_ )i 1/ (fr0 0}~ fi00)dry -+ driaduyy - da,
-

Z (Lo fe) =S (fe L)

Ahora bien, recuerde que la n-cadena singular ¢ que estamos con-
siderando es la formada por el n-cubo singular 7' : I" — R" dado
por T(xy,29,...,2,) = (21,29,...,2,). Entonces las funciones 0;,0; :
I"~! — R" se pueden escribir como 7 o 9; y T o 9., respectivamente.
Asi pues, se tiene

n

/c.dw - g(—l)i (/’1.1032‘ v Tod! w) - Z(_l)i /ToaiToa; v

=1

w

/ijl(l)i(ToaiToag)

expresion que no es mas que la integral de la forma w sobre la fron-
tera de la n-cadena c, (es decir, la frontera del n-cubo 7T, definida
justamente como 9T = Y7, (—1)Y(T 0 9; — T o 9.)). Entonces

/dw: w
c dc

lo que prueba el teorema de este caso particular (en el que w es
una (n — 1)-forma y ¢ es la n-cadena singular formada por el tnico
n-cubo singular "identidad”).
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Consideremos ahora el caso mas general de la (p — 1)-forma w defi-
nida en U C R" y ¢ y p-cadena singular en U formada por el unico
p-cubo singular 7': I? — U. Se tiene

/wa:/fp T (dw) :/]p d(T*w)

Obsérvese que T*w es una (p — 1)-forma definida en (un abierto que
contiene a) /” C RP. Consideremos el p-cubo singular identidad del
caso anterior, que denotaremos por Id : I — RP. Por el resultado
previamente probado, se tiene

AT :/ ATw) = [ T
/]p ( U}) Id ( w) old v

donde 9Id = (—1)"(Ido 9; — Id o 3}) = >¥_,(—1)"(0; — 9!). Entonces
(1)@ — A" (T*w) = 310} (T*w) — O (T*w))

=1

T w =
old
(C1 (T 08w — (T 0 3 hw) = 3 (~1F(T 0 80)* — (T 0 3w

1 i=1

M= 11

)

Esta ultima expresion es justamente la integral de la (p — 1)-forma
w sobre la frontera de T (es decir, de ¢). Entonces hemos probado
que para este caso (c un p-cubo arbitrario) se tiene también que

/dw: w
c dc

Supongamos por ultimo que ¢ es una p-cadena singular arbitraria
en U C R", digamos ¢ = a,T} + axT5 + - - - + a; T}, en donde T; : I? — U
son p-cubos singulares en U. Se tiene (con el caso ya demostrado)

k k
/acwzizlai/anw:izl/ndw:/cdw

Asi queda plenamente probado este teorema. |

7.4. El inverso del lema de Poincareé

El lema de Poincaré, d(dw) = 0, tiene las siguientes interpretaciones
en 3 dimensiones:

rot(grad f) =0, div(rotv) =0
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i. En el analisis vectorial se demuestra que un campo vectorial
cuyo rotacional es cero es gradiente.

ii. Un campo vectorial cuya divergencia vale cero es un rotacio-
nal.

Sea una variedad diferencial /™ una k-forma diferencial w, se dice
que es exacta si existe una (k — 1)-forma g tal que df = w; se dice
que w es cerrada si dw = 0. Puesto que d* = 0, toda forma exacta es
cerrada. El inverso del hecho anterior no se cumple en general. Por
ejemplo, sea

_ xdy — ydx

a2 42
la cual esta definida en R—{0} = U. Es facil ver que dw = 0, es decir,
w es cerrada, sin embargo, no existe una funcion diferenciable g en
U tal que dg = w; en caso contrario, por el teorema de Stokes

/w:/dg:/ g=20
c c dc
/w:27r

Vamos a demostrar a continuacion (si los dominios no son muy
complicados topologicamente ), que si w es una p-forma (p > 1) y
dw = 0, entonces existe una (p — 1)-forma « tal que w = da.

Por otro lado

Sea U un dominio de R", denotamos por [ = [0, 1] el intervalo uni-
tario sobre el eje ¢t y consideremos el cilindro o espacio producto
I x U. Este consiste de todos los pares (¢,z) donde 0 <t < 1y x
corresponde a los puntos de U.

Destacaremos los siguientes dos mapeos, los cuales identifican a
U en las tapas superior e inferior respecto del cilindro.

J1:U—1xU, jl(x):<1ax>
Jo:U—1xU, jo(x)=(0,2)

Por lo tanto
jiFPIxU)—F(U) (i=0,1)

Por ejemplo, para formar jjw donde w es una forma en [ x U sim-
plemente reemplazamos ¢t por 1 siempre que este aparezca en w (y
dt por O correspondientemente).
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t
1
d
IxU
P —
En @
Figura 7.7:

Ahora formamos una operacion k,
k- IE‘p“(I x U) — FP(U)
k esta definida sobre monémios mediante las formulas:

k(a(t,z)dz") =0

k(a(t,r)dtdz”) = (/01 a(t,x)dt) dz”’

y sobre una forma diferencial general sumando el resultado al apli-
car a los monomios de cada forma. Aqui tenemos las propiedades
basicas de k: Si w es alguna (p + 1)-forma sobre / x U, entonces

k(dw) + d(kw) = jjw — jiw
Es suficiente verificar esto para monomios

Caso i) w = a(t, z)dz"

De la definicion de k tenemos que kw = 0, dkw =0

dw = Z(ZdtdxH + [términos libres de dt]

kdw = (/01 gj:dt) dz® = [a(1,7) — a(0, z)]dz"



132 CAPITULO 7. TEOREMA DE STOKES

pero jiw = a(l,x)dx™, jiw = a(0,z)dz" asi que la formula es valida
para este caso.

Caso ii) w = a(t, z)dtdx’

Primero jjw = jjw = 0. Luego

) 1 )
kdw = [— 3 g“.dtdmﬁ] . ( / ?dt) doida’
1 0 :Lrl

Xz

0

1

dkw = d [(/ alt, x)dt) da:‘]] -y
0

_ 1 Oa i

—Z( ; &Uidt) dz'dx

Definicion 7.4.1. Un dominio U es deformable (contraible) a un
punto p, si hay un mapeo

1 )
/ a(t, w)dt} dx'dx’
0

¢o: I xU—U

tal que
o(l,x) ==z
¢(0,2) =p

Las condiciones a la frontera pueden ser interpretadas en términos
de las Ji's como sigue:

poji=1, ¢ojo=p
Para una (p + 1)—forma w sobre U tenemos como consecuencia
jilo*w] =w,  jol¢*w] =0

Ahora podemos establecer y demostrar el resultado principal. Sea
U un dominio en R" el cual puede ser deformado a un punto p. Sea
w una (p + 1)-forma sobre U tal que

dw =0
sustituimos ¢*w en la formula de arriba
kld(¢™w)] + dk(¢™w)] = w
Pero d(¢"w) = ¢*(dw) = 0 = d[k(¢"w)] = w.
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Ejemplo 7.4.1. Vamos a ilustrar el método completo para el caso
n =3, p =2 por lo tanto tenemos una 2-forma

w = Adydz + Bdzdx + Cdzdy

en R3 para la cual dw = 0, es decir

oA 0B oC _
or Oy 0z

El espacio R® puede ser deformado mediante el mapeo
o(t,x,y, 2) = (tx, ty, tz)
La afirmacion es que w = da donde

a = k¢ w
o*w = Altx, ty, tz)d(ty)d(tz) + - - -
= A(tx, ty, tz)(tdy + ydt)(tdz + zdt) + - - -
= A(tz, ty,tz)(ytdtdz — ztdtdy) + - - - + (términos libres de dt)

Ahora tenemos

a=k(p'w) = (/01 A(tz, ty, tz)tdt) (ydz — zdy)

1

) (/01 B(tx,tyatz>tdt) (zdx — xdz) + (/0

Podemos verificar que da = w.

C(tx, ty, tz)tdt) (xdy — ydz)

Para w = Adydz + Bdzdx + Cdxdy tal que da = w. Es equivalente
a encontrar funciones desconocidas P, @, R que dependen de las
variedades z,y, z tal que

OrR _0Q _ 0P OR _ 5 0Q 0P _
dy 90z 09z Ox < or Oy
Las funciones dadas A, B, C estan sujetas a la condicion

04 0B oC
oxr Oy 0z
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7.5. Ecuaciones de campo de Maxwell

Las ecuaciones basicas de Maxwell en lenguaje vectorial ordinario
son

10B
i) rot £ = _aat (Ley de induccién de Faraday) (7.9)
C
4 10D
ii) rot H = iy + %t (Ley de Ampére) (7.10)
C C
iii) div D =4mp (Continuidad) (7.11)
iv) div B=0 (No existencia de monopolios) (7.12)

En el espacio libre, todo se simplifica
E=D H=8B
J=0 p=0

Asi que las ecuaciones de Maxwell se ven ahora como

rot B = _178H7 div F=0
c Ot

rot Hzla—E, div H=0
c Ot

Aqui c es la velocidad de la luz. Vamos a poner estas formulas en
el lenguaje de formas, para este fin hacemos

a = (Eydz' + Eyda® + Eydx®)(cdt) + (Bida?dx® + Bada’da' + Bada'da®)
B = —(Hidx' + Hydz® + Hydx®)(cdt) + (Dydz’dx® + Daodar’da’ + Dsdz'dx®)
v = (Jidx?dx® + Jodxdxt + Jsdx'dx?)dt — pda'de?da®
De las ecuaciones (i) y (iv) se concluye que
da=0

De las ecuaciones (ii) y (iii) se concluye que

df +4ry =0
Supongamos que a = Adz+ Bdy+Cdz, donde A, By C son funciones
suaves en R"

da = d(Adx + Bdy + Cdz)

oC 0B 0A 0C oB 0A
= ((9?/ — (92) dydz + (82 — 8%> dzdx + ( — y) dzdy
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Introduciendo la métrica de Lorentz en el 4-espacio mediante
dzt,da?, da, edt
Es una base ortonormal:

(da',dz’) = 6", (da',cdt) =0

(cdt,cdt) = —1
o. o . 0

o = (Eydz' + Eyda® + Ezdx®)(cdt) + (Hidada® + Hoda’dx' + Hadx'da®)
B = —(Hydx' + Hydx® + Hzdz®)(cdt) + (Eyda’da® + Eadrda' + Ezda'da?)
= %

De acuerdo a la definicion del operador estrella de Hodge tenemos
*(dr'dz?) = —da®(cdt)  etc
x(detedt) = do*da®,  ete

Consecuentemente las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre

son
da =10

dxa=0

7.6. Aplicaciones en el espacio euclidiano
Volumenes en R”

Denotemos por
w=dxy---dz,

el elemento de volumen en R"”, una n-forma y establecemos

— 2 _ 2
Vi, = w, r’=>Y

r<l1
asi que V,, es el volumen de la bola unitaria. A continuacion de-
notemos por o el elemento de volumen de dimension (n — 1) de la

esfera unitaria
St ={alr =1}
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Anflz/ g
Sn—1
A1:27T, A2:47T,‘/1:2,‘/2:7T,U3:4/37T

Es claro que el volumen de la esfera de radio r es r" 1A, _;
1 1
Vn = / ’I“n_lAn_ld’f’ = *An—l
0 n

podemos evaluar V,, integrando en bloques

1

\Q:i/(l—xﬂmqwﬁQAdr:V;4L

—1

donde

1
Jp = / (1 — 23 =D/2dy

-1
Integrando por partes

Jﬁ:/qx@@<”;1)u—x%m@”M:zm—lx—ﬁr+%z%

-1

1
J, ="

Jn—2

Esta formula recursiva lleva al resultado estandar
7 (n/2)
Vp=———
r(3+1)
A continuacion obtendremos una formula explicita para ¢ en térmi-
nos de las coordenadas 1, 7o, ..., z,. Comenzaremos con la forma
rdr = Z z;dx;

una l-forma invariante bajo rotaciones (transformaciones ortogo-
nales) R". Consecuentemente

*xrdr = Z(—l)iilxidm‘i coodxy - - doy,

(el sombrero denota el factor que resulta) es una (n — 1)-forma en
R". La cual es invariante bajo rotaciones. Se sigue que en S™ !,

o =cx*xrdr

donde c, es constante.
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A continuacion notamos que
d(xrdr) =Y (=1)"'dzdz; - - - dw; - - - dx, = nw

luego

A, = / o= c/ xrdr = c/ d(xrdr) = c/ nw = cnV, = cA,_1
Sn—1 Sn—1 r<1 r<1

donde c =1, ¢ = *rdr en S"!

7.7. Teoria de potencial

Hacemos un recuento de la notacion introducida anteriormente.
Espacio: R".

Coordenadas: x,zo, ..., Ty,.

w = dx; - - - dx, = elemento de volumen en R"

do=nw, dr=20

7.[.77,/2

V, = Tglw:w, An_l:/r=10:nvn

Sea v una funcién suave sobre un dominio en R". Entonces

du = Z ggidxi,
xdu = Z(—l)i_lggidml coedaxt - da™

2
d*du = <Z§Z>w:(Au)w,
x
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Definimos el Laplaciano

0%*u
Au = Z i

Si v y v son funciones sobre un dominio finito R, la integral de
Dirichlet es

D[u,v]—/Rdu/\*dv—/Rdv/\*dU—/RZ<gZ> (g;)1>w

A continuacion, tenemos por el teorema de Stokes

/ u*dvz/d(u*dv)
OR R

d(u* dv) = du A xdv + ud * dv = du A *dv + uAvw

Pero
Luego tenemos

Formula de Green

/ u*dU:D[u,v}—i—/uAvw
OR R

Intercambiando v y v, y restando los resultados, obtenemos

/ (u*dv—v*du):/(uAv—vAu)w
OR R

ou
du = | —
*du ( v))\

donde A es un elemento de volumen de dimension (n — 1) en OR y

% es la derivada normal.

Usualmente escribimos

7.8. Forrmula simeétrica de Green

Sean u y v funciones armonicas en la region R. Entonces

/ (u*dv—v*du):/(uAv—vAu)w
OR R
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/ u*dv:/ v * du
OR OR

Derivamos otras consecuencias haciendo

dxdv=0, Av=0

La funcion v esta definida sobre R" — {0}. Suponemos que la region
R contiene al cero y aplicamos la formula de arriba en la region
agujerada

R—{r<e}

con € una constante positiva pequena. Puesto que
IR —{r<e}|=0R—{r=¢}

tenemos

/u*dv—/ u*dv:/ v*du—/ v * du
OR r=e OR r=e

1 1
—(n—2)/{mu7—|—(n—2)/r:6u7': aan_2>|<du—/7":871n_2>|<du

Evaluando individualmente cada término

1 1 1
/ m—zf/ uo = — d(ua):—/ (du Ao+ u-nw)
r=e E" Jr=¢ E™ Jr<e E™ Jr<e

Ahora para |z| < ¢, u(z) = u(0) + O(¢), luego
/ nw = u(0)V, + O(e)e"

<e

Analogamente

ou B B "
TSEduAa_/Tga (z ({hix)w—/rgeO(e)w—O(a)a

/T:6 ur = nV,u(0) + O(e) = A,—1u(0) + O(e)
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1 1 1 1
/r:zs rn—2 #du = gn—2 -/r:a wu = gn—2 /r<a dlxdu) = en—2 _/T<E(A“)w =0

Sustituyendo estos resultados y haciendo ¢ — 0, tenemos
1 / . 1 *du

—_ uT

A,_1 Jor (n—2)A,_1 Jor "2

que es la formula para determinar la funcion armoénica en un pun-
to.

u(0) =

Caso especial. Sea R una region esférica de radio a y centro en O,
R = {r < a}. En este caso el segundo término del lado derecho se
anula por la misma razon que la correspondiente integra tomada
sobre {r = ¢} se anuld. Sobre JR = {r = a} tenemos
o 1
T = — = —]_M
a™ a”

donde
1

a
es elemento de volumen de dimension (n—1) sobre {r = a}. Tenemos

1 " fr:a up
VO = A b T

7.9. Teoremas de De Rham

Teorema 7.9.1. (Primer Teorema de De Rham). Una _forma cerrada
es exacta si y solo si todos sus periodos se anulan.

Teorema 7.9.2. (Segundo Teorema de De Rham). Supongamos
que a cada p-ciclo z se le asigna un niimero per(z) sujeto a la relacién
de consistencia

> a;z; = frontera

entonces

> aiper(z) =0

Concluimos que existe una forma cerrada la cual tiene periodos
asignados,

/Zw = per(z),

para cada p-ciclo z.
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7.10. Winding Number

Supongamos que ¢ es una (n — 1)-variedad en R" — {0} orientada
y cerrada. Por el teorema de Jordan-Brower, ¢ descompone R” en
exactamente dos regiones. Supongamos que ¢ esta orientada por la
normal exterior. El mapeo proyeccion m manda a ¢ en S"!. ;Cuanto
vale el deg 7?.

Hagamos 6 = deg 7.

/T:/W*U’:/ o =9 o' =04,
3 3 m(€) Sn—t

1
5= / -
Anfl 3

Sea M"~! una variedad cerrada orientada

donde

[ M SR — {0}

Pensamos que f(M™ ') como una hipersuperficie en R" — {0} la
cual se puede intersectar ella misma. Buscamos entender como
esta super hipersuperficie rodea al origen y pretendemos contar
cuantas veces rodea. Este niumero de rodeo (Winding Number) esta
dado por la integral de Kronecker

Aj_l /M I'r

Justifiquemos esto como sigue. Hagamos g = 7o f: M" 1 — §n71,
Buscamos el deg g.

g.(M) = (deg g)S™ ' + (frontera)

/M go' = /g*M o' = (deg g) /STH o =A,_1degg

degg:A 1 Mg*a’

Pero g*0’ = (f* o n*)o’ = f*r, estonces se tiene

1
degg:A 1/Mf*7
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Mn—l

7
Y
R — {U} TT Sn—l
Figura 7.8:
La situacion mas general:
f:M"— N"

Sea  una forma de volumen en N escogida de modo tal que [y 5 =
1. Entonces

d — *
egf=[ 15
Para f.M = (deg f)N + (frontera), entonces

[, fo=]  p=(degy) [ 5=degf

Ejemplo 7.10.1. Un ejemplo interesante es: Sea 7" el n-toro, f :
S™ — T" donde n > 2. Entonces deg f = 0.

7.11. El invariante de Hopf

Para cada esfera S", sea o), el elemento de area, normalizado de
modo tal que
/ o, =1

Consideremos un mapeo f : S — S%. Entonces f*o, es una 2-forma
en S3. Considerar que:

i) 52 no tiene 2-ciclos no triviales.

ii) La esfera no tiene 1-ciclos no triviales.
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iii) La esfera y el toro son 2-ciclos.
También d(f*o2) = f*(doy). Por lo tanto
f*O'Q = dal

para alguna 1-forma «; en S°, ésta es Unica salvo la diferencial de
una funcion.

La 3-forma a; A f*o, tiene integral

/ ar A frog
SS

La cual tiene la notable propiedad de que es un entero, llamado el
invariante de Hopf . El mapeo (z,w) — z/w proporciona un mapeo
de S? en el plano complejo cerrado, es decir, la esfera de Riemann.
Este tiene invariante de Hopf igual a +1. Mas generalmente, sea

fo8%t 5 gn

Entonces f*o, = da,_; y el invariante de Hopf de f es

*
/52 71()én,1/\f Op

7.12. Geometria diferencial de superficies

Las ecuaciones de estructura de R".

Una variedad Rimanniana es una variedad diferenciable M y una
eleccion para cada p € M, de un producto interior definido positivo
(,), en T,M el cual varia diferenciablemente con p en el siguien-
te sentido: si X y Y son campos diferenciables en M, la funcion
p — (X,Y), es diferenciable. El producto interno (, ), es usualmen-
te llamado una métrica Rimanniana sobre M.

Un difeomorfismo ¢ : M — M’ entre variedades M y M’ es una
isometria si para todo p € M y toda pareja z,y € T,M tenemos

(T, y)p = (dpp(x), dpp(¥)) g,

Sea U C R™ un conjunto abierto y sean ey, ...,e,, n campos vecto-
riales en R" tales para cada p € U, (e;,¢;), = 6;;, donde dij = 0 si
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it # 7, 6;; = 1 sii = j. Tal conjunto de campos vectoriales es llamado
un marco ortogonal movible. Dado un marco {¢;}, i = 1,...,n pode-
mos definir 1-formas diferenciales w; por la condicion w;(e;) = ¢;;,
j=1,---,n, en otras palabras, en cada p, la base {(w;),} es la base
dual de {(e¢;),}. El conjunto {w;} es llamado el marco asociado a
{e;}. Cada campo vectorial ¢; : U C R* — R™ es un mapeo diferen-
ciable. La diferencial en p € U, (de;), : R* = R", es un mapeo lineal.
Por lo tanto, para cada p € U y cada v € R" podemos escribir

(der)y(v) = X (wig)p(0)e;

Las n? 1-formas diferenciables w;;, asi definidas son llamadas las
formas de conexion de R" en el marco movible {e;}.

No todas las formas w;; son independientes. Si derivamos (e;, e;) =
d;; tenemos

0= <d6i, 6j> + <€i + d€j> = Wij + Wi
esto es, las formas de conexion w;; = —w;; son antisimétricas en los

indices i,j.

Las ecuaciones de estructura de R”

Proposicion 7.12.1. Sea {e¢;} un marco movible en un conjunto
abierto U C R". Sea {w;} el co-marco asociado a e; y w;; las formas
de conexioén en U en el marco {¢;}. Entonces

k
dwij:Zwik/\wkj, i,j,kzl,...,n (2)
k

Demostracién. Sea a; = (1,...,0),...a, = (0,...,1) la base canénica
de R", y sea z; = R la funcién que asigna a cada punto (zy,...,z,)
su i-ésima coordenada. Entonces dz; es una 1-forma diferencial y
puesto que dz;(a;) = ¢;; calculamos que {dz;} es el co-marco asocia-
do a {a;}. Ahora escribimos

e = Zﬁia‘% (3)
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donde 3;; es una funcion diferenciable sobre U, para cada p € U, la
matriz (;;(p)) es ortonormal. Puesto que w;(e;) = d;;,

w; =) Biydr; (4)

Primero probaremos que df;; = >, wir5x;. De hecho

de; =Y wiger, = Y Wik (Z ﬁkjaj) =Y wirbrja;
k k J Jk
Derivamos (3) y de de; = Y df;ja; obtenemos comparando
d@j = Zwikﬁkj (5)
k

Para obtener la primera ecuacion de estructura derivamos (4) y
usamos (5).

dwi == Zdﬁw A dl’j == Zw,kﬁk] A dl’j == Zwk N Wii
J jk k

La segunda ecuacion puede obtenerse analogamente. |

La idea principal del método de Cartan para estudiar la geometria
de subaridades en R" se describe a continuacion. Sea z : M™ — R***
una inmersion de una variedad diferencial M en R"**, Como con-
secuencia del teorema de la funcion inversa para cada p € M
existe una vecindad U C M tal que z|, C M — R""* es un en-
caje. Sea V C R""* una vecindad de z(p) en R"** tal que V N
M = z(U). Supongamos que V es tal que existe un marco movible
{e1,€2,...,€n,€ns1,...,ns1r} €n V con la propiedad de que, cuando
nos restringimos a z(U) los vectores ey, ..., ¢, son tangentes a z(U),
tal marco movible es llamado marco adaptado. En V tenemos, aso-
ciando al marco {e;}, el co-marco de formas w; y las formas de
conexion w;; las cuales satisfacen las acuaciones de estructura. El
mapeo z : U C M — R"** induce formas z*(w;), z*(w;;) en U. Puesto
que z* conmuta con la derivada exterior y con el producto exterior,
tales formas en U satisfacen las ecuaciones de estructura. Esto
refleja el caracter universal de R"+*

Lema 1. Lema de Cartan .
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Sea V" un espacio vectorial de dimension n, wy,...,w, : V" — R,
r < n, formas lineales en V linealmente independientes. Supogon-
gamos que existen 6y,...,6,: V — R tal que >/, w; A 6;. Entonces

0: =3 aywj, ay = aj
j

Lema 2. Sea U C R" y sean wy,...,w, l-formas en U. Supongamos
que existe un conjunto de 1-formas diferenciales {w;;}, 7,7 =1,...,n
que satisfacen las condiciones

W;; = — Wy, dwj = Zwk N Wi

entonces tal conjunto es unico.
Superficies En R°.

Sea z : M? — R?® una inmersion de una variable diferencial de di-
mension 2 en R3. Para cada punto p € M?, esta definido un produc-
to interior (,) en 7,M? mediante la regla

(v1,02)p = (dxp(v1), dzp(V2)) 2 (p)

donde el producto interno del lado es el producto interior canonico
de R3. Es directo verificar que (,), es diferenciable y define una
meétrica Rimanniana en M? llamada la métrica inducida por la
imersion. Vamos a estudiar la geometria local de M? alrededor de
un punto p € M?. Sea U C M una vecindad de p tal que la restric-
cion z|, es un encaje. Sea V € R? una vecindad de z(p) en R? tal que
VNnz(M)==x(U),y es posible escoger en V un marco movible adap-
tado ey, eq, €3; esto significa que cuando restringimos a z(U), e; y ey
son tangentes a x(U) (por lo tanto e3 es normal a la superficie). En
V' tenemos, asociando al marco {e;}, las formas del co-marco {w;}
y las formas de conexion w;; = —wj; donde ¢,j = 1,2,3 las cuales
satisfacen las ecuaciones de estructura.

dw; = we A way + w3 A wsy
dU)Q = w1 N\ wWig + ws VAN W32
d’LUg = W A W13 + Wa A Wa3
dwiz = w1z A\ w3y
dwiz = wiz A\ wa3

dwas = wa A w3
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La inmersion z : U C¢ M — V C R? induce formas z*(w;), z*(w;;) en U.
Puesto que z* conmuta con d y A, tales formas tadavia satisfacen
las ecuaciones de estructura. En efecto, por ejemplo la primera

d(x*(wy)) = 2" (dwy) = 2™ (wy ANway +ws Awsy) = ™ (we Awsy) + 2™ (w3 Awsy)

= 2" (w9) A " (wa1) + 2" (w3) A " (w31)
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Capitulo 8

Ejercicios

8.1. Ejercicios resueltos

1. Defina lo que significa integrar una p-forma w en una variedad

M.
Jw

donde w es una p-forma y ¢ una p-cadena. Luego

Cc = Zaiai

donde las a; son constantes y los o; son p-simplejos.

/Cw:Zai/in

2. Demuestre que el mapeo antipoda p(z,y,z) = (—z,—y,—2), p :
R? — R3 es una isometria.

Solucion. Definimos

Luego

Demostracion. Sea «(t) = (z(t),y(t),z(t)), a <t < b una curva arbi-
traria suave en S? y sea 3 = p o a. Entonces

pt) = (=x(t), —y(t), —=(1))

Asi también

la@I = 1B

149
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para todo a <t < b. Se sigue que
b b
L@ = [ lla@ldt= [ 150
= L(B)

por lo tanto p es un isometria. |

3. Lema de Poincaré para una 1-forma. Sea w = a(x,y, z)dz+b(z, y, z)dy+
c(z,y,z)dz una forma diferenciable en R? tal que dw = 0. Se define
f:R*— R por

1
flz,y,2) = / la(tz, ty, tz)x + b(tx, ty, t2)y + c(tz, ty, tz)z]dt
0

Probar que df = w.
Sugerencia: dw = 0 implica que

0b B da Jc  Oa ob  Oc

dr dy’ dx 0z 0z 0y
Solucién. Sea X = (z,y, 2).

f(X) = /Ol[a(tX)x + b(tX)y + c(tX)z]dt
af 0
2= o

= (12 a0+ X)) + (X))
= [aex) + 2 24Xy O+ 0 )
1 d
_ /0 latX)]
= a(tX)t|;
al

| atX)z + bEX )y + c(tX)2]dt

Analogamente usando — g
& oy Y or
Por lo tanto
0 0 0
dw—l+i+—f:a(X)+b(X)+c(X):w

O0r Oy 0z
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4. Sea

151

w = (2y2)dydz + (2y°2)dzdr — 2(xyz*)dxdy

una 2-forma en R3. Demuestra que dw = 0 y determina « tal que

da = w.

Solucion. Tenemos

dw =

ow n ow n ow

oxr 0Oy 0z

[ (2 2
d(x yz)dx N 0(z*yz)

O(x?yz)

| Ox oy
O(xy*z) - Oxy?2)

dy +

0z
d(xy’z)

dz + dy +

| Ox dy
[O(xyz?) I(xyz?)

0z
I(xyz?)

ox dy

dzr + dy +

0z

_nyzdx + 2% 2dy + m2yd:p} dydz
_yzzdaz + 2xyzdy + a:yzdz} dxdz

2 |yz2dw + x2°dy + 2myzdz} dxdy

dz

dz

dz

dxdy

dydz

dzdx

2eyzdrdydz + 2xyzdydzdx — 4xyzdzdrdy

dryzdrdydz — dxyzdedydz

0

Ahora, el espacio R? puede ser deformado a 0 mediante el mapeo

o(t,z,y,2) = (tx, ty, tz)

La afirmacion es que w = da donde o = K¢*w. Empecemos calcu-
lando ¢*w. Esto es

¢w = [(tx)*(ty) (t2)]d(ty)d(tz) + [(to)(ty)* (t2)ld(tz)d(tw)
—2[(tx) (ty)(t2)"]d(tz)d(ty)
= (t*2%yz) (ydt + tdy)(zdt + tdz) + (t'zy*2) (2dt + tdz)(xdt + tdz)
—2(t'zyz?) (zdt + tdx)(ydt + tdy)
= (t'2%y2)(ytdtdz — 2tdtdy) + (t'zy®z)(ytdtdr — rtdtdz)
—2(t*ay2?) (wtdtdy — ytdtdz)
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= (t°2%yzdt)(ydz — 2dy) + (°zy®zdt) (2dx — 2dz)
—2(t°xt2?dt)(xvdy — ydr)

Luego
a= K¢'w
1 1
/ t5x2yzdt) (ydz — zdy) + (/ t5xy22dt> (zdx — xdz)
0 0
1
/ 2t5$y22dt> (xdy — ydx)
0

1
t6x2y2|(1)> (ydz — zdy) + <6t6xy22|(1)> (zdx — xdz)

Wl O~

t%yzﬂé) (xdy — ydz)

v2yz(ydz — zdy) + éngz(zdx —xdz) — ;xyzz(xdy — ydx)
w2y zdz — ényzzdy + éngzgdx

w2y zdz — zl)):L‘ZyZQdy + ;ny,z?dx

2

|
N/~ /N /N —

1
ry?2ide — 3% y22dy

Por lo tanto

1
o= §(xy222d$ — 2y dy)

5. Determine los valores de Vi, V5, V3, V4, V5, Vs, V7 y Vs y consecuen-
temente, los de y Ay, A1, Ao, A3, Ay, A5 y Ag para la esfera unitaria
S3.

Solucion. Consideremos las siguientes formulas

v " (8.1)
n= TN .
r (2 + 1)
n nl!
r(5+1) = Vs (8.2)
I'(n+1)=nl(n) =n! (8.3)

A =1V, (8.4)
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Sin =1 tenemos

7Tn/2:7rl/2:ﬁ
n 1 m
'=+1)=0"(=+1) = —_— =
(Gro)=r(+)=viy =%
V= o
V)2
Sin =2 tenemos
a2 r2/2 _ o
ra+1y=ra)=1=1
T
"‘/2: I:ﬂ'

Si n = 3 usamos la formula que ha sido usada para n = 1.
% = 132 = ny/m
n 3 1 3yr
r(ge1)=r(gen)=vag="1
/T 4
SVi= —— =~
5T 3/r/4 3"

Si n = 4 usamos la formula usada para n = 2.

n/2

a2 — A2 2

m
I(4/24+1)=T2+1)=21=2
i
2

)

SV =
Paran=>5
a2 W5/2:7T2ﬁ
n 5 511 15y/7
N'=—+1)=T(=4+1) = — =
(2+ ) <2+ ) s 8
‘/5: Wzﬁ :éﬂj
15y/7/8 15
Paran =6
7_‘_n/2: 71_6/2 71_3
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Paran=7
2 = 772 = 23
n 7 gl 1054/
<2+ ) <2+ ) "o 16
. ‘/7 — Trdﬁ — Eﬂj
105y/7/16 105
Paran =28
a2 p8/2 _ 4
[@®/24+1)=TM4d+1)=3'=24
3
T
VS — F

Consideremos la formula A,,_; = nV,,

Ag= Vi =2

A= 2-Vo=27
Ay = 3-Va=dn
Ay = 4V, =277

8
A4: 5‘/:52571'2
A5: 6"/6:71'3
16
Ag=T7-Vo=—=7°
6 T

Resumimos los resultados en la tabla siguiente.

Dimensién 1

Volumen 2R S5, S )

W)

2 2w 4w 2 Sm T 16w m 32wt T
3 15 3 105 12

6. Sean w; y w, dos p-formas definidas en el conjunto abierto U de
R", sean ¢y d dos p-cadenas singulares en U, y « un numero real.
Entonces demostrar que:
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a)
/C(w1+w2):/cw1+/cw2
b)
= [ [y
o)

/wlza/wlz/awl
ac c c

Demostracién. Se trata de verificaciones de simple rutina, que se
obtienen directamente de las definiciones correspondientes y de las
propiedades previamente establecidas para la operacion estrella en
formas. Presentamos las demostraciones de las propiedades de los
incisos a) y b) y dejamos para el lector la del inciso ¢).

Sea c = alTl + a/2T2 + -+ aka. Se tiene
k k
[ ) = Yai [ (wr+ws) =Y as [ T(wr + )
Je i=1 i i=1
k k
;CL /[p( w1 U)Q) ;CL o w1 . Wo
k k k . k
= i T* + Z/ T* = Z/ + Z/
;a /Ip i ;a I» i 102 ;a Tiwl ;a Tiwz

Z/w1+/w2

(donde usamos la propiedad de lineabilidad de las integrales p-
multiples). Sid = b,71 + -+ + b, 1), se tiene c+d = .17 + - - - + a1y +
byTy + - - - + b, 1,,,, y entonces

k m
wy =) a; [ wy+ b»/w:/w+/w

8.2. Ejercicios propuestos

1. Sea a una 2-forma cerrada en M C R?® — {0}. ;Qué condiciones
debe satisfacer M para que « sea exacta en los siguientes casos:
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i. M #R3—{0}.
ii. M =TR?-{0}
2. Enuncie las ecuaciones de estructura de R". (Argumente).
3. Sea ]
w=g > ajdvidr;,  a;+aj; =0

probar que

1 Oa;;  Oa; oa;
( Iy Jk_|_ k

dw = 6 Z oz, oz, oz, ) dx;dx;dxy,

4. Considerar el mapeo

¢ (z,y) = (zy,1)
de R? a R%. Calcula
a) ¢*(dx)
b) ¢*dy
o) ¢*(ydx)

5. Sea M una variedad, w una p-forma en M y sea ¢ una p-cadena
en M.

a) ¢Como se define [, w?.

b) ¢Como se define la integral si la cadena solo es el simplejo
o= (S, U ¢)?

6. Enuncie el "Problema de Dirichket” y escriba la "Formula inte-
gral de Poisson”.

7. Enuncie el primer teorema de "De Rham”.
8. Dadas las formas siguientes
o = (Eldxl + Egdl'g + Egdl’g)(Cdt) + (Bldl‘gdl’g + BQdZEg,d[El + Bgdl'ldl’g)

ﬁ = —(H1d$1 + HQdIQ + Hgdﬂ]g)(Cdt) + (Dldil}gd{l'g + ngl'gdl'l + ngl'ldl'g)
v = (Sidxedrs + Jodxsdry + Jsdxidzy)dt

donde todas las funciones son funciones de variables espaciales
x1,x9.23 y €l tiempo t.
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a) Las ecuaciones de Maxwell

10B
tE= -~
ro c Ot

divB= 0
son equivalentes a
L *x«
ii. da =0
iii. ffa=0
b) Calcula day df + 4.
¢) Describa las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre.

9. Muestra con detalles que el espacio proyectivo real P"(R") es
una variedad diferenciable.
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Capitulo 9

Apéndice

9.1. A. Mapeo de Gauss en coordenadas lo-
cales

Sea x(u,v) una parametrizacion en un punto p € S de una superficie
S,y sea «(t) = xz(u(t),v(t)) una curva parametrizada sobre S, con

a(0) = p.
El vector tangente para «(t) en p es o = x,u' + 0"y

dN (') = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + N’

Puesto que N, y N, pertenecen a 7,5, podemos escribir

Ny, = anzy, + anx,

T D
N =

N, = ajpx,, + a2,

u' ain Qg2
dN =

v’ az1 Q22
Esto muestra que en la base {z,,z,}, dN esta dada por la matriz
(aij), i,j =1,2.
Por otro lado, la epxresion de la segunda forma fundamental en la
base {z,,z,} esta dada por

II,(d/) = —(dN(d/),a') = —(N,u' + +N,v', z,u' + x,0")
= e(u)? + 2fu'v' + g(v')?

y por lo tanto

159
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donde, puesto (N, z,) = (N, z,) =0,

= _<N’U,7I’LL> = <N7 ‘TUU>7
= —(Ny, Ty) = (N, Zyp) = (N, Tp) = —(Ny, x,),
g = _<Nv7xv> - <N7‘TUU>

™

—

Vamos a obtener los valores de «;;, en términos de los coeficientes
e, [y g de las ecuaciones 9.1 y 9.2, tenemos

—f = (Nu,2) = an F + a1 G, (9.3)
—f = Ny, 7y) = a12E + a F, (9.4)
—e = (Ny,z,) = ann B + an F, (9.5)
—g = (Ny, 1) = a1pF + anG, (9.6)

donde E = (xy,x.), F = (24, 2,) y G = (x4, T,).

Las relaciones 9.3, 9.4, 9.5 y 9.6 pueden ser expresadas en forma

matricial
e f\_(an ax)\ (FE F
. (f 9) - <a12 a22> (F G) 9.7)

ain an\ _ (e f\(E F -

a1 ag) fg)\F G
Se puede verificar que

E F\' 1 G -F

F G  EG-F2\-F E

de este modo las siguientes expresiones dan los coeficientes (a;;) de
la matriz de dN en la base {z,,z,} :

por lo tanto

— fF —eG
11 T EG — F?
gF - fG
am_iEG—FT
el —fE
@1—@;
fF—gE

22

~ EG - F?
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Debemos mencionar que las relaciones 9.1 y 9.2 con los valores a;;,
son conocidos como ecuaciones de Weingarten.

De la ecuacion 9.7 obtenemos:

)
K = det(a;;) = Eeé_fFQ 9.8)
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