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mis estudios de la Maestŕıa, e incluso desde antes de comenzarlos. Agradezco también su tiempo y paciencia

en todos los ámbitos .
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II
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2.0.1. Discretización del parámetro de hiperbolicidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.0.2. Resultados previos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1. La relación entre la constante de hiperbolicidad y otros parámetros de la gráfica. . . . . . . . 17
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Introducción

A lo largo de esta tesis trabajaremos con gráficas hiperbólicas. La teoŕıa de gráficas es una ĺınea de

investigación de las Matemáticas Discretas. A pesar de ser un área relativamente reciente, está creciendo

muy rápidamente con muchos resultados descubiertos en las últimas 3 décadas.

Dicha teoŕıa permite tratar en forma más simple, cualquier problema donde exista una relación binaria

entre ciertos objetos, por lo que sus usos son bastantes amplios. Muestra de ello es que podemos encontrar

aplicaciones a áreas dentro de las mismas Matemáticas, Ingenieŕıa, Bioloǵıa, Socioloǵıa, Administración, etc.

En particular, en este trabajo nos enfocaremos en las Gráficas Geométricas. Generalmente al hablar de

hiperbolicidad, lo más común es pensar en las variedades Riemannianas con curvatura negativa. Sin embargo,

a partir de los trabajos de Gromov en los años 70 y posteriormente de los de Kanai en los años 80 se sabe

que las gráficas pueden modelizar bien las variedades (lo cual es un resultado impresionante, puesto que

permite pasar de trabajar con una estructura que podŕıa llegar a ser complicada a tratar con una estructura

discreta). Con base en esto surge la hiperbolicidad en el sentido de Gromov (que es la que usaremos en este

trabajo).

Los espacios hiperbólicos en el sentido de Gromov, juegan un importante papel en la teoŕıa geométrica

de grupos y en la geometŕıa de espacios con curvatura negativa. El concepto de hiperbolicidad de Gromov

capta la esencia de dichos espacios, tales como: el espacio hiperbólico clásico, espacios finitamente generados,

variedades Riemannianas con curvatura negativa y espacios discretos. Es notable que un concepto discreto

simple conduzca a una teoŕıa general tan rica.

Como ya se mencionó anteriormente hablaremos de hiperbolicidad en gráficas, considerando a estas

como espacios métricos geodésicos. La enorme ventaja de esto es que no tenemos que hablar de dimensión,

estructura diferenciable, métrica Riemanniana, etc. Basta sólo con considerar las distancias naturales.

Los primeros trabajos sobre espacios hiperbólicos de Gromov se ocupan de estudiar los grupos finitamente

generados (véase [51]). Inicialmente, los espacios de Gromov se aplicaron al estudio de grupos automáticos en

la ciencia de la computación (véase, por ejemplo, [73]). Dicho concepto aparece también en algoritmos y redes.

Por ejemplo, se ha demostrado emṕıricamente en [87] que la gráfica que modela el enrutamiento de Internet se

inserta con mayor exactitud en un espacio hiperbólico que en un espacio euclidiano de dimensión comparable

(las pruebas formales de que la distorsión está relacionada con la hiperbolicidad se pueden encontrar en [89]);

además, se evidencia que muchas redes reales son hiperbólicas (ver, por ejemplo, [1, 2, 35, 63, 70]. Algunos
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problemas algoŕıtmicos en espacios hiperbólicos y gráficas hiperbólicas han sido considerados en trabajos

recientes (ver [62] y sus referencias). Además, los espacios hiperbólicos son útiles en la transmisión segura

de información en la red (ver [58]). La hiperbolicidad también se ha utilizado ampliamente en el contexto

de gráficas aleatorias (ver, por ejemplo, [84, 85, 86]).
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Caṕıtulo 1

Introducción a los Espacios

Hiperbólicos

El tema fundamental de esta tesis es el estudio de la constante de hiperbolicidad de las Gráficas Geométri-

cas, en particular las Gráficas Intervalo.

El termino hiperbolicidad hace referencia a conceptos diferentes, según el marco en el que estemos tra-

bajando. Por ejemplo, se puede relacionar con la existencia de curvas transversales sobre las que actúa un

sistema dinámico ya sea contrayendo o expandiendo, o de la función de Green o la curvatura negativa. En

este trabajo siempre que hablemos de hiperbolicidad lo haremos en el sentido de Gromov, cuyo concepto

será definido más adelante.

A finales de los años 80’s se impulsa el estudio de los grupos finitamente generados, trayendo consigo

la noción de los grupos hiperbólicos (ver [51]) , estos captan la idea de grupos finitamente generados con

“curvatura negativa”, y posteriormente en [52] se describe el programa de Gromov, el cual trata sobre las

propiedades cuasi-isométricas de los grupos. El trabajo de Gromov tuvo un amplio efecto en el estudio de los

grupos discretos y apareció el concepto de “teoŕıa geométrica de grupos” la cual permite el estudio de grupos

finitamente generados y explora la conexión entre propiedades geométricas y algebraicas de los espacios sobre

los cuales estos grupos actúan. Para poder estudiar estos grupos se les asocia una gráfica de Cayley, y en

dicha gráfica se considera un espacio métrico.

1.1. Conceptos fundamentales sobre Espacios Hiperbólicos

Existen varias posibles definiciones para el concepto de hiperbolicidad. Mencionaremos algunas, que a

primera vista parecen no tener ninguna relación, pero en realidad son equivalentes. A continuación daremos

las definiciones necesarias:
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Definición 1.1.1. Sea γ : [a, b]→ X una curva continua en un espacio métrico (X, d), definimos su longitud

L(γ) de la siguiente manera

L(γ) := sup


n∑
j=1

d(γ(tj−1), γ(tj)) : a = t0 < t1 < · · · < tn = b

 .

Si X es un espacio conexo por arcos en el cual está definida la longitud de curva y D es un subconjunto

cerrado de X entonces la métrica interna en D, dD, se obtiene al restringir las curvas de X al conjunto D,

es decir, para cada z, w ∈ D:

dD(z, w) := inf{LX(γ) : γ ⊂ D es una cruva continua que une z y w} ≥ dX(z, w).

Como consecuencia tenemos LX(γ) = LD(γ).

Una curva γ uniendo los puntos x e y en un espacio métrico (X, d) se dice que es una geodésica si

L(γ) = d(x, y).

Decimos que una curva γ : [a, b] → X en un espacio métrico X es una geodésica si tenemos L(γ|[t,s]) =

d(γ(t), γ(s)) = |t− s| para cada s, t ∈ [a, b], donde L y d denotan la longitud y distancia, respectivamente, y

γ|[t,s] es la restricción de la curva γ al intervalo [t, s] (entonces γ está equipada con una parametrización de

longitud de arco).

Definición 1.1.2. Un espacio métrico (X, d) será llamado geodésico si para cada pareja de puntos en X

existe una geodésica uniéndolos; denotamos por [xy] cualquier geodésica uniendo x e y; esta notación es

ambigua, ya que en general no tenemos unicidad de las geodésicas, pero es muy conveniente. Consecuente-

mente, cualquier espacio métrico geodésico es conexo. Si el espacio métrico X es una gráfica, entonces la

arista uniendo los vértices u y v será denotada por uv.

A contiuación daremos algunas definiciones básicas.

Definición 1.1.3. Sean (X, dX) e (Y, dY ) dos espacios métricos, y sea Sea f : X → Y . Decimos que f es

una isometŕıa si dX(u, v) = dY (f(u), f(v)) para cualesquiera u, v ∈ X.

La siguiente es una de las definiciones básicas más importantes, pues a lo largo de todo nuestro trabajo,

al referirnos a hiperbolicidad, lo haremos tomándola en cuenta.

Definición 1.1.4. Hiperbolicidad δ-thin. Si X es un espacio métrico geodésico y J = {J1, J2, · · · , Jn} es

un poĺıgono con lados Ji ⊆ X, decimos que J es δ − thin si para cada x ∈ Ji tenemos que d(x,∪j 6=iJi) ≤ δ.

Denotamos por δ(J) la constante thin óptima de J, es decir δ(J) := inf{δ ≥ 0 : J es δ − thin}. Śı

x1, x2, x3 ∈ X, la unión de tres geodésicas [x1x2], [x2x3] y [x3x1] es un triángulo geodésico que será denotado

por T = {x1, x2, x3} y diremos que x1, x2 y x3 son los vértices de T ; esto es usualmente escrito también

como T = {[x1x2], [x2x3], [x3x1]}. Decimos que T es δ-thin si cualquier lado de T está contenido en la

4



Figura 1.1: Dado un triángulo T en X se manda, mediante isometŕıas, a un tŕıpode T0.

δ-vecindad de la unión de los otros dos lados. Denotamos por δ(T ) la constante thin óptima de T , es

decir, δ(T ) := ı́nf{δ ≥ 0 | T es δ-thin}. El espacio X es δ-hiperbólico ( o satisface la condición de Rips

con constante δ) si cada triángulo geodésico en X es δ-thin. Denotaremos por δ(X) la constante óptima

de hiperbolicidad de X, es decir, δ(X) := sup{δ(T ) | T es un triángulo geodésico en X}. Diremos que X es

hiperbólico si X es δ-hiperbólico para algún δ ≥ 0; entonces X es hiperbólico si y sólo si δ(X) <∞.

Si tenemos un triángulo con dos vértices idénticos, lo llamaremos “bigon”. Obviamente, cada bigon en

un espacio δ-hiperbólico es δ-thin. Si X tiene componentes conexas {Xi}i∈I , entonces definimos δ(X) :=

supi∈I δ(Xi), y decimos que X es hiperbólico si δ(X) <∞.

Notese que cada cuadrilátero en un espacio δ − thin es 2δ − thin. Para ver esto es suficiente dividir al

cuadrilátero en 2 triángulos y aplicar a estos la definición. En la misma dirección se puede probar, en general,

que todo poĺıgono geodésico de n-lados es (n− 2)δ − thin.

Como hemos dicho, en las referencias clásicas sobre este tema (ver, por ejemplo, [16, 46]) aparecen varias

definiciones diferentes de la hiperbolicidad de Gromov, que son equivalentes en el sentido de que si X es

δ-hiperbólico con respecto a una definición, entonces es δ′-hiperbólico con respecto a otra definición (para

algún δ′ relacionado con δ). Hemos elegido esta definición por su profundo significado geométrico [46].

Definición 1.1.5. Hiperbolicidad δ-fine. Dado un triángulo geodésico T = {x, y, z} podemos construir

un triángulo T = {x, y, z} en el plano euclideo cuyos lados tengan la misma longitud que los del triángulo

original. El ćırculo máximo inscrito en el triángulo euclideo interseca los lados [xy], [yz] y [xz] en pz, px y py

respectivamente tal que d(x, py) = d(x, pz), d(y, px) = d(y, pz), d(z, px) = d(z, py). Mediante una isometŕıa

podemos mandar T al Tŕıpode T0 (un árbol con un vértice p de grado 3 y tres vértices x′, y′, z′ de grado uno),

tal que d(x′, p) = d(x, py) = d(x, pz), d(y′, p) = d(y, px) = d(y, pz) y d(z′, p) = d(z, px) = d(z, py).

Consideramos ahora la isometŕıa h = g ◦ f del triángulo T al tŕıpode T0 y decimos que el triángulo

T = {x, y, z} es δ − fine si para cualesquiera par de puntos q y r en diferentes lados de T tenemos que si

h(q) = h(r) implica que d(q, r) ≤ δ. El espacio X es δ − fine si todo triángulo geodésico en X es δ − fine.
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Figura 1.2: Mientras menor sea el δ, más “parecidos” serán los triángulos en el espacio a las gráficas árboles
conocidas como tripodes.

Definición 1.1.6. Hiperbolicidad con el producto de Gromov. Dado un espacio métrico (X,d) y un

punto w ∈ X se define el producto de Gromov entre x, y ∈ X respecto del punto base w como

(x | y)w :=
1

2
(d(x,w) + d(y, w)− d(x, y)) ≥ 0.

Diremos que el espacio métrico (X,d) es δ-hiperbólico (δ ≥ 0), si

(x | z)w ≥ min{(x | y)w, (y | z)w} − δ

para todo x, y, z, w ∈ X. Diremos que X es hiperbólico con el producto de Gromov si es δ-hiperbólico para

algún δ.

El siguiente resultado (ver [3, Proposición 2.2] y [51, Lema 1.1A]) muestra que la definición de hiperbo-

licidad es independiente del punto base.

Proposición 1.1.7. Sea X un espacio métrico y sean w,w′ ∈ X. Si X es δ-hiperbólico con el producto de

Gromov con base en w, entonces, con el producto de Gromov con base en w′, X es 2δ-hiperbólico.

Puede probarse que para todo x, y, w,w′ ∈ X se tiene que:

|(x | y)w − (x | y)w′ | ≤ d(w,w′).

El producto de Gromov entre dos puntos v2, v3, respecto a un punto v1, guarda relación con el ángulo α

que forman las geodésicas que los unen con el punto base:

(v2 | v3)v1 ≈ log
1

sin(α/2)
.
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Figura 1.3: El producto de Gromov entre los angulos y el punto base.

El siguiente resultado establece la equivalencia entre la condición de Rips (Definición 1.1.4), la propiedad

fine (Definición 1.1.5) y la hiperbolicidad de Gromov (Definición 1.1.6):

Teorema 1.1.8 ([46] y [3]). Sea X un espacio métrico geodésico:

1. Si X es δ-hiperbólico de Gromov, entonces es 3δ-hiperbólico y 4δ-fine.

2. Si X es δ-hiperbólico, entonces es 4δ-hiperbólico de Gromov y 4δ-fine.

3. Si X es δ-fine, entonces es 2δ-hiperbólico de Gromov y δ-hiperbólico.

Definición 1.1.9. Hiperbolicidad Insize. Sea X un espacio métrico geodésico y sea T = {x, y, z} un

triángulo geodésico en X y sean px, py, pz como en la definición 1.1.5. Definimos el Insize del triángulo

geodésico T como:

insize(T ) := diam{px, py, pz} = max{d(px, py), d(px, pz), d(py, pz)}. (1.1.1)

El espacio X es δ-insize si cada triángulo geodésico en X tiene un insize a lo más δ.

Teorema 1.1.10. [46, Proposición 2.21, p.41] Sea X un espacio métrico geodésico.

(1) Si X es δ-hiperbólico, entonces es 4δ-insize.

(2) Si X es δ-insize, entonces es 2δ-hiperbólico.

Definición 1.1.11. Hiperbolicidad Minsize. Sea X un espacio métrico geodésico y sea T = {x, y, z} un

triángulo geodésico en X y sean x′ ∈ [yz], y′ ∈ [zx], z′ ∈ [xy]. Definimos el minsize del triángulo geodésico

T como:

minsize(T ) := mı́n
x′,y′,z′∈T

diam{x′, y′, z′}. (1.1.2)

El espacio X es δ-minsize si cada triángulo geodésico en T tiene minsize a lo más δ.
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Se sabe que esta definición de minsize es también equivalente a nuestra definición de la hiperbolicidad en

el sentido de Gromov, de una manera cuantitativa.

Teorema 1.1.12. Sea X un espacio métrico geodésico.

(1) Si X es δ-hiperbólico, entonces es 4δ-minsize.

(2) Si X es δ-minsize, entonces es 8δ-hiperbólico.

Los siguientes son ejemplos interesantes de espacios hiperbólicos.

Ejemplo 1.1.13. Todo espacio métrico acotado X es 1
2DiamX-hiperbólico.

Ejemplo 1.1.14. La recta Real R es 0-hiperbólica. Esto debido a que al considerar un punto cualquiera en

un triángulo geodésico, este pertenece simultáneamente a dos lados del triángulo y por lo tanto cualquier

triángulo geodésico en R es 0-hiperbólico.

Ejemplo 1.1.15. El plano Euclidiano R2 no es hiperbólico, ya que para cualquier δ es posible construir una

infinidad de triángulos cuyo diámetro haga ineficaz a dicho δ. Esta misma idea puede ampliarse para Rn.

Ejemplo 1.1.16. Un espacio vectorial real normado es hiperbólico si y sólo si su dimensión es 1.

Ejemplo 1.1.17. Todo árbol métrico con aristas de longitud arbitraria es 0-hiperbólico, esto por la misma

razón que la recta real.

a

b

c

Figura 1.4: Cualquier árbol métrico T verifica δ(T ) = 0.

Ejemplo 1.1.18. El plano hiperbólico H2 es log(
√

2 + 1)-hiperbólico.

Ejemplo 1.1.19. Toda variedad riemanniana completa simplemente conexa cuya curvatura seccional verifica

K ≤ −c2 ≤ 0, para alguna constante c, es hiperbólica (ver, por ejemplo, [46, p.52]).
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Ejemplo 1.1.20. La gráfica Γ correspondiente a la infraestructura de enrutamiento de Internet también se

muestra emṕıricamente que es hiperbólica(ver [6]). Uno puede pensar que esto es trivial (y por tanto no muy

útil) ya que de hecho, todo espacio métrico acotado X es ( 1
2 diamX)-hyperbólico. El punto es que el cociente

δ(Γ)

diam Γ

es muy pequeño, y esto hace que las herramientas de los espacios hiperbólicos sean aplicables a Γ (ver, por

ejemplo, [30]).

Otros resultados importantes se pueden ver en las referencias clásicas [3, 16, 46]. Queremos remarcar que

los principales ejemplos de gráficas hiperbólicas son los árboles. De hecho, la constante de hiperbolicidad de

un espacio métrico geodésico se puede ver como una medida de qué tan “similar a un árbol” es el espacio,

puesto que esos espacios X con δ(X) = 0 son precisamente los árboles métricos. Este es un tema interesante

ya que, en muchas aplicaciones, se encuentra que la frontera entre casos manejables e intratables puede ser

el grado de ”similitud a árbol”de la estructura a tratar (ver, por ejemplo, [31]).

Debemos mencionar que la tarea de decir cuándo un espacio es hiperbólico es dif́ıcil, en general. Primero,

notemos que tenemos que considerar un triángulo geodésico arbitrario T y calcular la distancia mı́nima entre

un punto arbitrario P de T a la unión de los otros dos lados que no contienen el punto P . Después, tomar

el supremo sobre todas las posibles elecciones de P y después sobre todas las posibles elecciones de T . Esto

quiere decir que si el espacio es, por ejemplo, una variedad n-dimensional y seleccionamos dos puntos P y

Q en lados diferentes de un triángulo T , la función que mide la distancia entre P y Q es una función F que

tiene (3n + 2)-variables (3n variables describen los tres vértices de T y dos variables describen los puntos

P y Q en la curva dada por T ). Para poder demostrar que nuestro espacio es hiperbólico tendŕıamos que

tomar el mı́nimo de F en la variable que describe Q y el supremo sobre las restantes 3n + 1 variables o,

al menos, probar que es finita. Sin tener en cuenta la dificultad de resolver un problema minimax, notemos

que el principal obstáculo es que no conocemos, ni siquiera de forma aproximada, donde están localizadas

las geodésicas en el espacio.

A continuación mencionaremos unas aplicaciones de gran importancia en la teoŕıa de espacios hiperbóli-

cos, su importancia radica en el hecho de que dichas aplicaciones preservan la hiperbolicidad.

Definición 1.1.21. Sean (X, dX) y (Y, dY ) dos espacios métricos. Una aplicación f : X −→ Y es una

(α, β)-quasi-isometŕıa (con α ≥ 1, β ≥ 0) si para todo x, y ∈ X :

α−1dX(x, y)− β ≤ dY (f(x), f(y)) ≤ αdX(x, y) + β.

Se dice que f es una quasi-isometŕıa si es una (α, β)-quasi-isometŕıa para algunas constantes α y β.

Ejemplo 1.1.22. Para los valores de α = 1 y β = 0 la quasi-isometŕıa f es una isometŕıa.
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Ejemplo 1.1.23. f : R −→ R definida por f(x) = [x] es una (1, 1)-quasi-isometŕıa, aunque f no es continua

en los números naturales.

Observación 1.1.24. Estas funciones, aparte de ser muy flexibles(ya que como se vio en el ejemplo 1.1.23

ni siquiera se les pide continuidad), son una herramienta fundamental para determinar la hiperbolicidad de

un espacio.

Definición 1.1.25. Sean X un espacio métrico, Y subconjunto no vaćıo de X y ε un número real positivo.

Se llama ε-entorno o ε-vecindad de Y en X y se denota Vε(Y ), al conjunto {x ∈ X : dX(x, Y ) ≤ ε}. Se dice

que Y es ε-full, si Vε(Y ) = X.

Definición 1.1.26. Sean (X, dX) y (Y, dY ) dos espacios métricos y sea f : X −→ Y una quasi-isometŕıa.

Diremos que f es ε-full, para un real ε ≥ 0, si f(X) es ε-full en Y .

Definición 1.1.27. Dos espacios métricos X e Y son quasi-isométricos si existe una quasi-isometŕıa f :

X −→ Y y un real ε ≥ 0 tales que f es ε-full.

A continuación se muestra un importante resultado que relaciona las quasi-isometŕıas con la preservación

de la hiperbolicidad.

Teorema 1.1.28 (Invarianza de la hiperbolicidad por quasi-isometŕıas). Sean (X, dX) y (Y, dY ) dos espacios

métricos geodésicos y sea f : X −→ Y una (α, β)-quasi-isometŕıa.

i) Si Y es hiperbólico, entonces X es hiperbólico. Además, si Y es δ-hiperbólico, entonces, X es δ′-

hiperbólico, donde δ′ es una constante que depende de α, β, δ.

ii) Si f es ε-full para algún ε ≥ 0, entonces X es hiperbólico si y sólo si Y es hiperbólico. Además, si X

es δ-hiperbólico, entonces Y es δ′-hiperbólico, donde δ′ es una constante, la cual depende de α, β, δ, ε.

Puesto que nuestro objeto de estudio serán las Gráficas, dada cualquier Gráfica G = (V,E) deberemos

considerar a esta como un espacio métrico geodésico. Para esto consideramos que dada una arista uv ∈ E(G)

con una longitud L(uv) puede ser identificada mediante una isometŕıa con un intervalo real que tenga la

misma longitud que dicha arista, por lo que cualquier punto en el interior de dicha arista es un punto de la

gráfica G. Toda gráfica G tiene una métrica natural, la cual está dada al tomar los caminos más cortos que

unen a cualquier par de puntos de la gráfica.

A lo largo de esta tesis trabajaremos con gráficas(finitas o infinitas) conexas y localmente finitas, es decir,

que en cada bola hay una cantidad finita de aristas.
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Caṕıtulo 2

Avances en la teoŕıa de Gráficas

Hiperbólicas

El concepto de hiperbolicidad aparece también en matemáticas discretas, algoritmos y redes. Como se

mencionó en el ejemplo 1.1.20, se ha demostrado emṕıricamente que la topoloǵıa de Internet se inserta con

mayor precisión en un espacio hiperbólico que en un espacio euclidiano de dimensión comparable (las pruebas

formales de que la distorsión está relacionada con la hiperbolicidad se pueden encontrar en [89]).

Además, se pone de manifiesto que muchas redes reales son hiperbólicas (véase, por ejemplo, [1, 2, 35, 63,

70]). Algunos problemas algoŕıtmicos en espacios hiperbólicos y gráficas hiperbólicas han sido considerados

en trabajos recientes (véase [33, 40, 45, 62]). Otra aplicación importante de estos espacios es el estudio de

la propagación de virus a través de Internet (véase [58, 59]). Además, los espacios hiperbólicos son útiles

en la transmisión segura de información en la red (véase [57, 58, 59, 71]). La hiperbolicidad también se ha

utilizado ampliamente en el contexto de gráficas aleatorias, es decir, aquellas gráficas generadas en algún

tipo de proceso aleatorio (véase, por ejemplo, [84, 85, 86]).

El estudio de las gráficas hiperbólicas de Gromov es un tema de creciente interés en la teoŕıa de gráficas;

ver, por ejemplo, [4, 9, 11, 17, 23, 30, 32, 37, 41, 53, 57, 58, 59, 63, 66, 68, 70, 71, 76, 81, 88, 92, 93] y sus

referencias.

Como ya se mencionó al final del primer cápitulo, para considerar una gráfica G como un espacio métrico

geodésico, identificamos (por una isometŕıa) una arista uv ∈ E(G) con el intervalo [0, L] (donde L es la

longitud de la arista) en la recta real; entonces la arista uv (considerada como una gráfica de una sola arista)

es isométrica al intervalo [0, L]. Aśı, los puntos en G son los vértices y, además, los puntos en el interior de

cualquier arista de G. De esta manera, cualquier gráfica conexa G tiene una distancia natural definida sobre

sus puntos, inducida al tomar el camino más corto en G, y podemos ver a G como una gráfica métrica.

Observe que si consideramos una gráfica G cuyas aristas tienen longitud igual a uno y una gráfica Gk

obtenida de G extendiendo o contrayendo sus aristas hasta la longitud k, entonces δ(Gk) = kδ(G). Por
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lo tanto, todos los resultados en este trabajo se pueden generalizar cuando las aristas de la gráfica tienen

longitud igual a k.

En este documento, G = (V,E) = (V (G), E(G)) denotará una gráfica conexa tal que cada arista tiene

longitud 1 y V 6= ∅. Estas propiedades garantizan que cualquier gráfica conexa es un espacio métrico

geodésico. Trabajaremos con gráficas simples y no simples. La diferencia entre ellas es que el primer tipo no

contiene lazos o aristas múltiples. Aunque la operación contracción se define naturalmente para gráficas no

simples, las gráficas simples son un contexto más habitual en el estudio de la hiperbolicidad.

Para una gráfica finita con n vértices es posibles calcular δ(G) en un tiempo O(n3,69) [43] (esto ha sido

mejorado en [35, 37]). Dada una gráfica de Cayley hay un algoritmo que permite decidir si es hiperbólico

[75].

Sin embargo, decidir si una gráfica infinita en general, es o no hiperbólica suele ser muy dif́ıcil. Por

lo tanto, es interesante estudiar la invariancia de la hiperbolicidad de las gráficas bajo transformaciones

apropiadas y la hiperbolicidad de clases particulares de gráficas. La invariancia de la hiperbolicidad bajo

algunas transformaciones naturales en las gráficas se ha estudiado en trabajos anteriores, por ejemplo, la

eliminación de aristas de una gráfica se estudia en [11, 23].

Además, se ha caracterizado la hiperbolicidad de algunos productos de gráficas (ver, por ejemplo, [25]

para gráficas unión y producto corona). Algunos otros autores han obtenido resultados sobre la hiperbolicidad

para clases particulares de gráficas: gráficas cordal, gráficas simétricas, gráficas bipartitas y de intersección,

gráficas puente y expansoras [17, 93, 66, 18, 38, 61, 65].

Eliminar y contraer aristas en una gráfica también son transformaciones muy naturales. En [23] los autores

estudian la distorsión de la constante de hiperbolicidad de la gráfica G \ e, obtenida de una gráfica G por la

eliminación de una arista e. Estos resultados permiten obtener la caracterización, de forma cuantitativa, de

la hiperbolicidad de muchas gráficas en términos de hiperbolicidad local.

Una gráfica H es una menor de una gráfica G si una gráfica isométrica a H puede ser obtenida de G

por contracción de algunas aristas, borrando algunas aristas y eliminando algunos vértices aislados. Las

gráficas menores son una interesante clase de gráficas. Este tema comenzó con un resultado bien conocido

en las gráficas planas (gráficas que se pueden incrustar en el plano, es decir, gráficas que se pueden dibujar

en el plano sin que sus aristas se intersecten más que en sus extremos), probado independientemente por

Kuratowski y Wagner, dicho resultado establece que una gráfica es plana si y sólo si no incluye como un

menor ni la gráfica completa k5 ni la gráfica completa bipartita K3,3 (ver [64, 91]).

Existen trabajos previos que relacionan las gráficas menores con la tree-length y la tree-width, que son

parámetros estrechamente relacionados con la hiperbolicidad (ver [13, 50, 77, 78]).

Existen tres principales tipos de problemas en el estudio de las gráficas hiperbólicas de Gromov, los cuales

son los siguientes:

I Obtener desigualdades relacionando la constante de hiperbolicidad y otros parámetros de las gráficas.

II Estudiar la hiperbolicidad para clases importantes de gráficas.

III Estudiar la invarianza de la hiperbolicidad de las gráficas bajo transformaciones apropiadas.
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Figura 2.1: H es una gráfica menor de G.

2.0.1. Discretización del parámetro de hiperbolicidad

Por ciclo nos referiremos a una curva cerrada simple, es decir, un camino con vértices diferentes, excepto

el último el cual coincide con el primero. Denotamos por J(G) la unión del conjunto V (G) y los puntos

medios de las aristas de G. Consideramos el conjunto T1 de triángulos geodésicos T en G que son ciclos y tal

que los tres vértices del triángulo T pertenecen a J(G), y denotamos por δ1(G) el ı́nfimo de las constantes

λ tal que cada triángulo T1 es λ-thin.

Ahora demostraremos el resultado principal en esta sección, que establece que, para verificar si una gráfica

es hiperbólica o para calcular la constante de hiperbolicidad de una gráfica, basta con considerar triángulos

geodésicos tales que los tres puntos que determinan esos triángulos son vértices o puntos medios de las aristas

de la gráfica. Además, se muestra que la constante de hiperbolicidad es un múltiplo de 1
4 . Estos resultados

son importantes porque reducen considerablemente el número de triángulos geodésicos T = {x, y, z} que hay

que tomar en cuenta y también reduce el número de puntos p ∈ [xy] para los cuales necesitamos saber el

valor de d(p, [yz] ∪ [zx]). Para probar estos teoremas necesitamos el siguiente resultado.

Lema 2.0.1. [82, Lema 2.1] Consideremos un espacio métrico geodésico X. Si todo triángulo geodésico en

X el cual es una curva cerrada simple, es δ-thin, entonces X es δ-thin.

Este lema tiene la siguiente consecuencia directa.

Corolario 2.0.2. En una gráfica G,

δ(G) = sup
{
δ(T ) : T es un triángulo geodésico el cual es un ciclo

}
.

Teorema 2.0.3. [9, Teorema 2.5] Para cada gráfica G, tenemos δ1(G) = δ(G).

Demostración. La desigualdad δ1(G) ≤ δ(G) es obvia. Por el corolario 2.0.2 es suficiente con probar que

para cada triángulo geodésico T = {x, y, z} y p ∈ [xy] existe un triángulo geodésico simple T ′ = {x′, y′, z′},
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con x′, y′, z′ ∈ J(G), y p′ ∈ [x′y′] tal que d(p′, [x′z′] ∪ [y′z′]) ≥ d(p, [xz] ∪ [yz]). Para obtenerlo, utilizamos la

siguiente notación:

- x+ (respectivamente, x−) el punto más cercano a x en J(G)∩ [xy] si J(G)∩ [xy] 6= ∅ (respectivamente,

en J(G) ∩ [zx] si J(G) ∩ [zx] 6= ∅);

- y+ (respectivamente, y−) el punto más cercano a y en J(G)∩ [yz] si J(G)∩ [yz] 6= ∅ (respectivamente,

en J(G) ∩ [xy] si J(G) ∩ [xy] 6= ∅);

- z+ (respectivamente, z−) el punto más cercano a z en J(G)∩ [xz] si J(G)∩ [xz] 6= ∅ (respectivamente,

en J(G) ∩ [yz] si J(G) ∩ [yz] 6= ∅).

Caso 1. Supongamos que los puntos x y y pertenecen a la misma arista [ux, vx]. Si d(ux, x) < d(ux, y)

y tomamos x′ = ux y y′ = vx, las geodésicas [x′z] y [y′z] contienen los mismos vértices que [xz] y [yz].

Tomando z′ = z+ (o z−), T ′ = {x′, y′, z′} y p′ el punto medio de la arista x′y′, tenemos d(p′, [x′z′]∪ [y′z′]) ≥

d(p, [xz] ∪ [yz]).

Caso 2. Los puntos x y y pertenecen uxvx y uyvy, respectivamente, y vx, uy ∈ [xy].

Caso 2.1. Supongamos que z pertenece, por ejemplo, a la misma arista que x; entonces z ∈ [uxx] y

d(p, [xz] ∪ [yz]) = mı́n{d(p, x), d(p, y), d(p, [uxvy])}.

tomamos z′ = ux. Si vx = uy, entonces sabemos que T es o un ciclo C3 o un ciclo C4; en consecuencia,

podemos elegir un triángulo geodésico simple T ′ = {x′, y′, z′} tal que x′, y′, z′ ∈ J(G), el ciclo determinado

por [x′y′] ∪ [y′z′] ∪ [z′x′] es el mismo ciclo determinado por [xy] ∪ [yz] ∪ [zx] y δ(T ) ≤ δ(T ′).

Nos ocupamos ahora del caso vx 6= uy.

Caso 2.1.1. Supongamos que d(p, [xz] ∪ [yz]) = d(p, [uxvy]); entonces p /∈ uxvx. Denotamos por upvp la

arista conteniendo p con up ∈ [px] (si p ∈ V (G), entonces definimos up := vp := p).

Si up pertenece a la geodésica que da la distancia d(p, [uxvy]), entonces tenemos d(p, up) + d(up, vx) +

d(vx, x) ≥ d(p, up) + d(up, [uxvy]). Aśı, tenemos dos casos: Si x ∈ V (G), por [9, Proposición 2.2]), podemos

tomar x′ = x y y′ = y+ para obtener d(p, [x′z′] ∪ [y′z′])) ≥ d(p, [xz] ∪ [yz]). Si x /∈ V (G), tomamos

d(up, vx) ≥ d(up, [uxvy]) y, por [9, Proposición 2.2]), podemos tomar x′ = vx y y′ = y+ para concluir que

[x′y′] es también una geodésica que contiene p y satisface d(p, [xz] ∪ [yz]) = d(p, [x′z′] ∪ [y′z′]).

Si vp pertenece a la geodésica que da la distancia d(p, [uxvy]), entonces tenemos d(p, vp) + d(vp, uy) +

d(uy, y) ≥ d(p, vp) + d(vp, [uxvy]). Aśı, tenemos dos casos: Si y ∈ V (G), por [9, Proposición 2.2]), podemos

tomar x′ = x− y y′ = y para obtener d(p, [x′z′]∪ [y′z′])) ≥ d(p, [xz]∪ [yz]). Si y /∈ V (G), tenemos d(vp, uy) ≥
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d(vp, [uxvy]) y, por [9, Proposición 2.2]), podemos tomar y′ = y− y x′ = x− concluir que [x′y′] es también

una geodésica conteniendo p y satisfaciendo d(p, [xz] ∪ [yz]) = d(p, [x′z′] ∪ [y′z′]).

Caso 2.1.2. Supongamos ahora que d(p, [xz] ∪ [yz]) = d(p, x). Si p ∈ [xvx], podemos tomar x′ = x−,

p′ ∈ [x′vx] tal que d(p, x) = d(p′, x′) y, por [9, Proposición 2.2]), y′ = y−, aśı que p′ ∈ [x′y′] y d(p, [xz]∪[yz]) =

d(p′, [x′z′] ∪ [y′z′]). En otro caso, denotamos por upvp la arista conteniendo p con up ∈ [px] (si p ∈ V (G),

entonces definimos up := vp := p); esta claro que d(p, up) +d(up, [uxvy]) ≥ d(p, up) +d(up, vx) +d(vx, x); aśı,

d(up, [uxvy]) ≥ d(up, vx) + 1 (si x = vx, basta con tomar x′ = x y y′ = y+). Vamos a comprobar que esto

permite elegir x′ ∈ [uxvx] ∩ J(G) tal que d(x, x′) ≤ 1
2 , y p′ ∈ [px] tal que d(x, x′) = d(p, p′), satisfaciendo

d(p′, x′) ≤ d(p′, [uxvy]). Para esto definimos s0 := d(x, vx), t0 := d(uy, y), s := d(x−, x) y t := d(y−, y). Por

[9, Proposición 2.2]), si (s0, t0) ∈ Ai con i un número par, podemos tomar x′ = x−, y′ = y+ y p′ ∈ [px] tal

que d(x, x′) = d(p, p′), y entonces d(p, [xz] ∪ [yz]) = d(p, x) = d(p′, x′) = d(p′, [x′z′] ∪ [y′z′]). Si (s0, t0) ∈ Ai
con i un número impar, podemos tomar x′ = x−, y′ = y− y p′ ∈ [px] tal que d(x, x′) = d(p, p′) y, como

s ≥ t, tenemos d(p, [xz] ∪ [yz]) = d(p, x) = d(p′, x′) = d(p′, [x′z′] ∪ [y′z′]).

Caso 2.1.3. Para el caso cuando d(p, [xz]∪ [yz]) = d(p, y), Como el hecho de que z pertenece a la misma

arista que x no está involucrado en el caso anterior, podemos usar el mismo razonamiento intercambiando

los papeles de x y y, es decir, x′ = x−, y′ = y+, p′ ∈ [py] tal que d(y, y′) = d(p, p′) si (s0, t0) ∈ Ai con i un

número par, y x′ = x+, y′ = y+ si (s0, t0) ∈ Ai con i un número impar.

Caso 2.2. Suponemos ahora que x, y, z están en diferentes aristas uxvx, uyvy y uzvz; aśı,

d(p, [xz] ∪ [yz]) = mı́n{d(p, x), d(p, y), d(p, [uxvz] ∪ [uzvy])}.

Caso 2.2.1. Supongamos que d(p, [xz]∪[yz]) = d(p, [uxvz]∪[uzvy]). Si x ∈ V (G), por [9, Proposición 2.2]),

podemos tomar x′ = x, y′ = y+, z = z+ y p′ = p para obtener que p′ ∈ [x′y′] y d(p, [xz]∪ [yz]) = d(p, [uxvz]∪

[uzvy]) = d(p′, [x′z′]∪ [y′z′]). Análogamente, si y = vy, tomando x′ = x−, y′ = y, z = z− y p′ = p obtenemos

p′ ∈ [x′y′] y d(p, [xz] ∪ [yz]) = d(p, [uxvz] ∪ [uzvy]) = d(p′, [x′z′] ∪ [y′z′]). Por lo tanto, podemos asumir que

x, y /∈ V (G); aśı, p /∈ uxvx∪uyvy. Denotamos por upvp la arista que contiene p tal que up ∈ [xp] (si p ∈ V (G),

entonces definimos up := vp := p). Supongamos que la geodésica la cual da la distancia d(p, [uxvz] ∪ [uzvy])

contiene up. En este caso tenemos d(p, up) + d(up, vx) + d(vx, x) ≥ d(p, up) + d(up, [uxvz] ∪ [uzvy]); por

lo tanto, d(up, vx) ≥ d(vp, [uxvz] ∪ [uzvy]) y, por [9, Proposición 2.2]), podemos tomar x′ = x+, y′ = y+

y z′ = z+ tal que T ′ = {x′, y′, z′} es un triángulo geodésico, p ∈ [x′y′] y d(p, [xz] ∪ [yz]) = d(p, [x′z′] ∪

[y′z′]) = d(p, [uxvz]∪ [uzvy]). Si la geodésica la cual da la distancia d(p, [uxvz]∪ [uzvy]) contiene vp, tenemos

d(p, vp) + d(vp, uy) + d(uy, y) ≥ d(p, vp) + d(vp, [uxvz] ∪ [uzvy]), aśı d(vp, uy) ≥ d(vp, [uxvz] ∪ [uzvy]) y, por
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[9, Proposición 2.2]), podemos tomar x′ = x−, y′ = y− y z′ = z− tal que T ′ = {x′, y′, z′} es un triángulo

geodésico, p ∈ [x′y′] y d(p, [xz] ∪ [yz]) = d(p, [x′z′] ∪ [y′z′]) = d(p, [uxvz] ∪ [uzvy]).

Caso 2.2.2. Si tenemos d(p, [xz] ∪ [yz]) = d(p, x) (o d(p, [xz] ∪ [yz]) = d(p, y)), podemos tomar x′ y y′

como en el caso 2.1.2 (o 2.1.3) y z′ = z− (o z′ = z+).

Teorema 2.0.4. [9, Teorema 2.6] Para cada gráfica hiperbólica G, δ(G) es un múltiplo de 1
4 .

El siguiente resultado es una consecuencia de los resultados anteriores. Indica que en cualquier gráfica

hiperbólica siempre existe un triángulo geodésico para el cual se alcanza la constante de hiperbolicidad.

Teorema 2.0.5. [9, Teorema 2.7] Para alguna gráfica hiperbólica G, existe un triángulo geodésico T ∈ T1

tal que δ(T ) = δ(G).

2.0.2. Resultados previos

Decimos que una subgráfica Γ de G es isométrica si dΓ(x, y) = dG(x, y) para cada x, y ∈ Γ.

Lema 2.0.6. [81, Lema 5] Si Γ es una subgráfica isométrica de G, entonces δ(Γ) ≤ δ(G).

Demostración. Nótese que, por hipótesis, dΓ(x, y) = dG(x, y) para cada x, y ∈ Γ; por tanto, cada triángulo

geodésico en Γ es un triángulo geodésico en G. Por lo tanto, δ(Γ) ≤ δ(G).

Un lazo es una arista que conecta un vértice a śı mismo y una arista múltiple es el conjunto de todos las

aristas (al menos dos) que inciden en los mismos dos vértices. Probaremos en esta sección que, para estudiar

la hiperbolicidad de Gromov, basta con considerar gráficas sin lazos ni aristas múltiples.

Dada una gráfica G, definimos A(G) como la gráfica G sin sus lazos, y B(G) como la gráfica G sin sus

aristas múltiples, obtenida reemplazando cada arista múltiple por una sola arista con la longitud mı́nima de

las aristas correspondientes a esa arista múltiple.

Definición 2.0.7. Decimos que un vértice v de una gráfica G es un vértice de corte si G\{v} es no conexa.

Una gráfica es dos conexa si no contiene vértices de corte. Dada una arista en G, consideremos la subgráfica

maximal dos conexa que la contiene. Llamamos al conjunto de estas subgráficas maximales dos conexa {Gn}n
la T-descomposición canónica de G.

Observación 2.0.8. Tenga en cuenta que cada Gn en la T-descomposición (también conocida como tree-

descomposición) de G es una subgráfica isométrica de G.

Lema 2.0.9. [11, Teorema 3] Sea G alguna gráfica con T-descomposición canónica {Gn}n. Entonces

δ(G) = sup
n
{δ(Gn)}.
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Demostración. Note que, ya que {Gn}n es una T-descomposición de G, si g es un ciclo en G, entonces existe

n tal que g ⊆ Gn. Por el corolario 2.0.2, tenemos

δ(G) = sup
{
δ(T ) : T es un triángulo geodésico que es un ciclo

}
= sup

n

{
sup

{
δ(T ) : T es un triángulo geodésico que es un ciclo en Gn

}}
= sup

n
{δ(Gn)} .

Teorema 2.0.10. [11, Teorema 6] Si G es una gráfica con algunos lazos, entonces

δ(G) = máx
{
δ(A(G)),

1

4

}
.

Demostración. Está claro que A(G) y los lazos de G es una T-descomposición de G. Tenga en cuenta que cada

lazo g verifica δ(g) = L(g)
4 . Entonces el teorema 2.0.9 da la formula. Las otras afirmaciones son consecuencias

directas de ésta.

Teorema 2.0.11. [11, Teorema 8] Si G es una gráfica con algunas aristas múltiples, entonces

δ(G) = máx
{
δ(B(G)),

1

2

}
= máx

{
δ(B(A(G))),

1

2

}
.

2.1. La relación entre la constante de hiperbolicidad y otros paráme-

tros de la gráfica.

El siguiente resultado relaciona δ con un importante parámetro de una gráfica: el diámetro. Es un simple

pero útil resultado.

Teorema 2.1.1. [81, Teorema 8] En cualquier gráfica G la desigualdad δ(G) ≤ 1
2 diamG se mantiene, y

además, es óptima.

Demostración. Consideremos un lado geodésico γ en cualquier triángulo geodésico T ⊂ G. Denotemos por

x, y los puntos finales de γ, y por γ1, γ2 los otros lados de T . Para algún p ∈ γ, está claro que

d(p, γ1 ∪ γ2) ≤ d(p, {x, y}) ≤ 1

2
L(γ) ≤ 1

2
diamG ,

y consecuentemente, δ(G) ≤ 1
2 diamG.
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Dada cualquier gráfica G definimos, como es usual, su cuello g(G) como el ı́nfimo de las longitudes de

los ciclos en G.

Teorema 2.1.2. [68, Teorema 17] Para cualquier gráfica G tenemos δ(G) ≥ g(G)
4 y la desigualdad es

óptima.

Demostración. La desigualdad en la oración de este teorema es, de hecho, una igualdad para cada ciclo en

la gráfica.

Si G no contiene ciclos, entonces G es un árbol y g(G) = 0 = δ(G).

Si existe un ciclo en G, entonces [68, Teorema 16] da que existe un ciclo isométrico C0 en G. Entonces el

lema 2.0.6 da

δ(G) ≥ δ(C0) =
L(C0)

4
≥ g(G)

4
.

Definamos la circunferencia c(G) de una gráfica G como el supremo de las longitudes de sus ciclos.

Teorema 2.1.3. Para cualquier gráfica G, tenemos δ(G) ≤ 1
4c(G), y esta desigualdad es óptima.

Decimos que un subconjunto A ⊂ V (G) es un conjunto independiente si [v, w] /∈ E(G) para cada v, w ∈ A.

Denotamos por β(G) el número de independencia de G, es decir, el cardinal del mayor conjunto independiente

en G.

Teorema 2.1.4. [79, Teorema 2.2] Para cada gráfica G con n vértices, tenemos

δ(G) ≤ mı́n
{
β(G),

n− β(G) + 2

2

}
.

Un conjunto S ⊂ V de una gráfica G, es un conjunto de dominación si cada vértice que no este en S es

adyacente a un vértice en S. El número de dominación de G, denotado por γ(G), es el mı́nimo cardinal de

los conjuntos de dominación de G.

Teorema 2.1.5. [79, Teorema 2.8] Para cada gráfica G, tenemos δ(G) ≤ 3γ(G)
2 .

Demostración. Es bien sabido que γ(G) ≥ diamV (G)+1
3 . Usando este resultado y el lema 2.1.1 da

δ(G) ≤ diamG

2
≤ diamV (G) + 1

2
≤ 3γ(G)

2
.

Teorema 2.1.6. Sea G una gráfica con orden n, si existe un ciclo C en G tal que V (G) \ V (C) es un

conjunto dominante, entonces
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δ(G) ≤ n− γ(G)

4
.

Demostración. Ya que V (G) \ V (C) es un conjunto dominante, deducimos que γ(G) ≤ n− L(C). Además,

por [80, Proposición 4.8] sabemos que δ(G) ≤ L(C)/4. De estas desigualdades obtenemos el resultado.

Teorema 2.1.7. [79, Teorema 3.2] Sea G una gráfica con n vértices y grado máximo ∆ = n− 1 la cual no

es un árbol. Entonces
3

4
≤ δ(G) ≤ 3

2
,

y ambas desigualdades son óptimas.

Teorema 2.1.8. [79, Teorema 3.3] Sea G una gráfica con m aristas y grado máximo ∆. Entonces

δ(G) ≤ m+ 2−∆

4
.

Además, si ∆ = 2, entonces la igualdad se alcanza si y sólo si G es isomorfo a Cm; si ∆ = 3, entonces

la igualdad se alcanza si y sólo si G es isomorfo a Cm−1 con una arista uniendo dos vértices de Cm−1 a

distancia (en Cm−1) 2 o 3.

Teorema 2.1.9. [79, Teorema 3.4] Sea G una gráfica con n vértices y grado mı́nimo d0. Entonces

δ(G) ≤ máx
{3

2
,
n+ 2− d0

4

}
,

y la desigualdad es óptima.

Definición 2.1.10. Dada una gráfica G y su T-descomposición canónica {Gn}, definimos los diámetros

efectivos de los vértices y la gráfica respectivamente como:

diameff V (G) := sup
n

diamV (Gn), diameff(G) := sup
n

diam(Gn).

El lema 2.0.9 y teorema 2.1.1 tienen la siguiente consecuencia.

Lema 2.1.11. [8, Lema 4.4] Sea G una gráfica. Entonces

δ(G) ≤ 1

2
diameff(G).

Teorema 2.1.12. [8, Teorema 4.14] Sea G una gráfica. Entonces δ(G) = 1 si y sólo si diameff(G) = 2.
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Demostración. Supongamos que diameff(G) = 2. El lema 2.1.11 da δ(G) ≤ 1
2 diameff(G) = 1. Si δ(G) < 1,

entonces [8, Proposición 4.5] da diameff(G) ≤ 3
2 , lo que contradice diameff(G) = 2. Por lo tanto, δ(G) = 1.

Supongamos ahora que δ(G) = 1. Buscando una contradicción, suponemos que diameff(G) > 2. Si {Gn}n
es la T-descomposición canónica de G, entonces existe n0 con diam(Gn0

) > 2.

Ya que Gn0
no tiene vértices de corte, por [8, Proposición 4.13] tenemos que δ(Gn0

) > 1 y el lema 2.0.9

da δ(G) > k, lo cual es una contradicción. Aśı, diameff(G) ≤ 2. Además, el lema 2.1.11 da 2 = 2δ(G) ≤

diameff(G). Por lo tanto, diameff(G) = 2.

Observación 2.1.13. Si δ(G) ≥ 3
2 entonces no es posible garantizar que diameff V (G) o diameff(G) estén

acotados. Consideremos lo siguiente:

Sea G la gráfica de Cayley del grupo Z×Z2 (G tiene la forma de un riel infinito). Tenemos δ(G) = 3
2 y la

T-descomposición canónica de G tiene sólo una gráfica G1 = G; por lo tanto, diameff V (G) = diamV (G1) =

∞ y diameff(G) =∞.

Para cada n > 6 consideramos la gráfica ciclo Cn con aristas de longitud k, y fijamos los vértices

v1 ∈ V (G) y v2 ∈ V (Cn). La gráfica Gn obtenida de G y Cn por identificación v1 y v2 tiene T-descomposición

canónica {G,Cn} y diameff V (Gn) = diameff V (G) =∞ y diameff(Gn) =∞. Además, el lema 2.0.9 da

δ(Gn) = máx
{
δ(G), δ(Cn)

}
= máx

{3

2
,
n

4

}
=
n

4
.

2.2. El estudio de la hiperbolicidad para importantes clases de

gráficas

A continuación damos los valores de la constante de hiperbolicidad para algunas de las familias más

importantes de gráficas, tomemos en cuenta que estamos considerando que cada arista tiene longitud 1.

Teorema 2.2.1. [81, Teorema 11] Las siguientes gráficas tienen estos precisos valores de δ:

La gráfica camino verifica δ(Pn) = 0 para cada n ≥ 1.

La gráfica ciclo verifica δ(Cn) = n/4 para cada n ≥ 3.

La gráfica completa verifica δ(K1) = δ(K2) = 0, δ(K3) = 3/4, δ(Kn) = 1 para cada n ≥ 4.

La gráfica bipartita completa verifica δ(K1,1) = δ(K1,2) = δ(K2,1) = 0, δ(Km,n) = 1 para cada

m,n ≥ 2.

La gráfica de Petersen P verifica δ(P ) = 3/2.
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La gráfica Rueda con n vértices Wn verifica δ(W4) = δ(W5) = 1, δ(Wn) = 3/2 para cada 7 ≤ n ≤ 10,

y δ(Wn) = 5/4 para n = 6 y para cada n ≥ 11.

Además, las gráficas Cn y Kn para cada n ≥ 3, Km,n para cada m,n ≥ 2, la gráfica de Petersen y Wn

para cada 4 ≤ n ≤ 10, verifican δ(G) = 1
2 diamG.

Teorema 2.2.2. [68, Teorema 11] Sea G una gráfica.

δ(G) < 1/4 si y sólo si G es un árbol.

δ(G) < 1/2 si y sólo si A(G) es un árbol.

δ(G) < 3/4 si y sólo si B(A(G)) es un árbol.

δ(G) < 1 si y sólo si cada ciclo g en G tiene longitud L(g) ≤ 3.

Además, si δ(G) < 1, entonces δ(G) ∈ {0, 1/4, 1/2, 3/4}.

Teorema 2.2.3. [8, Teorema 3.8] Sea G una gráfica, entonces δ(G) = 1 si y sólo si se cumplen las siguientes

condiciones:

(1) Existe un ciclo isomorfo a C4.

(2) Para cada ciclo γ tal que L(γ) ≥ 5 y para cada vértice w ∈ γ, se satisface degγ(w) ≥ 3.

Demostración. Por un lado, si δ(G) = 1 < 5
4 , por [8, Proposición 3.4] obtenemos (1) y por [8, Teorema 3.2]

tenemos (2). Por otro lado, si se cumple (1), por los teoremas 2.0.4 y 2.2.2 tenemos δ(G) ≥ 1.

Si (2) también se cumple, por [8, Teorema 3.2] sabemos que δ(G) < 5
4 . Finalmente, ya que δ(G) es un

múltiplo de 1
4 por el teorema 2.0.4, concluimos δ(G) = 1.

2.2.1. Hiperbolicidad y complemento de gráficas

Dada una gráfica simple finita o infinita G = (V (G), E(G)), se define el complemento de G, denotado

por G, como la gráfica con el mismo conjunto de vértices V (G) y dos vértices son adyacentes en G si y sólo

si no lo son en G.

Comenzamos con algunos ejemplos. Las siguientes gráficas tienen estos valores precisos de δ:

El complemento de la gráfica camino verifica δ
(
Pn
)

= 5/4 para cada n ≥ 5.

El complemento de la gráfica ciclo verifica δ
(
Cn
)

= 5/4 para cada n ≥ 5.

El complemento de la gráfica estrella verifica δ
(
Sn
)

= 1 para cada n ≥ 5.
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Teorema 2.2.4. [10, Teorema 2.2] Si diam(V (G)) ≥ 3, entonces δ
(
G
)
≤ 2, y ésta desigualdad es óptima.

Teorema 2.2.5. [10, Teorema 3.1] Si G es alguna gráfica con δ(G) > 3
2 , entonces 1 ≤ δ(G) ≤ 2. Además, si

δ(G) > 2, entonces 1 ≤ δ(G) ≤ 3
2 . En particular, si δ(G) ≥ 2, entonces δ(G) ≤ δ(G); si δ(G) > 2, entonces

δ(G) < δ(G).

Proposición 2.2.6. [10, Proposición 3.4] Si G es una gráfica con n ≥ 4 vértices y deg v ≥ n− 2 para cada

vértice v ∈ V (G), entonces δ
(
G
)
< δ(G).

2.2.2. Hiperbolicidad y Gráficas Producto

Definición 2.2.7. Dadas las gráficas G1 = (V (G1), E(G1)) y G2 = (V (G2), E(G2)), definimos su producto

cartesiano G1�G2 como la gráfica con vértices V (G12G2) = V (G1)×V (G2) y (u1, u2)(v1, v2) ∈ E(G12G2)

si y sólo si tenemos ya sea u1 = v1 ∈ V (G1) y u2v2 ∈ E(G2) o u2 = v2 ∈ V (G2) y u1v1 ∈ E(G1).

Teorema 2.2.8. [69, Teorema 13] Sean G1, G2 gráficas cualesquiera, y diam′GG := sup{dG(u, v), u ∈ G, v ∈

V (G)} tenemos

δ(G12G2) ≤ mı́n
{

máx{1/2 + diamG2 V (G2), δ(G1) + diam′G2
G2},

máx{1/2 + diamG1
V (G1), δ(G2) + diam′G1

G1}
}
,

y la desigualdad es óptima.

También tenemos los siguientes ĺımites inferiores para δ(G12G2).

Teorema 2.2.9. [69, Teorema 18] Para cualesquiera gráficas G1, G2 tenemos

(a) δ(G12G2) ≥ máx{δ(G1), δ(G2)},

(b) δ(G12G2) ≥ mı́n{diamG1
V (G1),diamG2

V (G2)},

(c) δ(G12G2) ≥ mı́n{diamG1 V (G1),diamG2 V (G2)}+ 1/2, si diamG1 V (G1) 6= diamG2 V (G2),

(d) δ(G12G2) ≥ 1
2 mı́n{δ(G1) + diamG2

V (G2), δ(G2) + diamG1
V (G1)}.

Además, las desigualdades en (b) y (c) son óptimas, como se mostrará en el primer y segundo punto en el

teorema 2.2.11

Teorema 2.2.10. [69, Teorema 21] Para cualesquiera gráficas G1, G2 tenemos que G12G2 es hiperbólico si

y sólo si G1 es hiperbólico y G2 esta acotado o si G2 es hiperbólico y G1 está acotado.

Teorema 2.2.11. [69, Teorema 23] Las siguientes gráficas tienen estos valores precisos de δ:
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δ(Pn2Pn) = n− 1, para cada n ≥ 2.

δ(Pm2Pn) = mı́n{m,n} − 1/2, para cada m,n ≥ 2 con m 6= n.

δ(Qn) = n/2, para cada n ≥ 2.

δ(Cm2Cn) = (m+ n)/4, para cada m,n ≥ 3.

δ(T12T2) = δ(P1+diamT1
2P1+diamT2

), para cualesquiera árboles T1, T2, es decir,

δ(T12T2) =

 diamT1
T1, si diamT1

T1 = diamT2
T2,

mı́n{diamT1
T1,diamT2

T2}+ 1/2, si diamT1
T1 6= diamT2

T2.

Usaremos la definición de producto lexicográfico dada en [56].

Definición 2.2.12. Sean G1 = (V (G1), E(G1)) y G2 = (V (G2), E(G2)) dos gráficas. El producto lexi-

cográfico G1 ◦G2 de G1 y G2 tiene a V (G1)×V (G2) como conjunto de vértices, de manera que dos vértices

distintos (u1, v1) y (u2, v2) de G1 ◦G2 son adyacentes si o bien u1u2 ∈ E(G1), o u1 = u2 y v1v2 ∈ E(G2).

Tenga en cuenta que el producto lexicográfico de dos gráficas no siempre es conmutativo (ver figura 2.2).

Usamos la notación (x, y) para los puntos de la gráfica G1 ◦G2 con x ∈ V (G1) o y ∈ V (G2). Por otro lado

esta notación puede ser ambigua.

Figura 2.2: El producto Lexicográfico de dos gráficas no es en general conmutativo.

Observación 2.2.13. El producto cartesiano y el producto fuerte (del cual hablaremos más adelante) de dos

gráficas son subgráficas del producto lexicográfico de dos gráficas, es decir, G12G2 ⊆ G1 �G2 ⊆ G1 ◦G2.

Por gráfica trivial nos referimos a una gráfica que tiene un sólo vértice, y lo denotamos por E1. Si G1 y

G2 son isomorfas, entonces escribimos G1 ' G2.

El siguiente teorema muestra un importante resultado cualitativo: si G1 no es hiperbólico entonces G1◦G2

no es hiperbólico.

Teorema 2.2.14. [21, Teorema 3.1] Sean G1 y G2 dos gráficas, entonces δ(G1) ≤ δ(G1 ◦G2).
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Ejemplo 2.2.15. Sea Pn la gráfica camino con n ≥ 2. Entonces

δ(Pn ◦ P2) =


1, si n = 2,

5/4, si n = 3,

3/2, si n ≥ 4.

Ejemplo 2.2.16. Sea Cn la gráfica ciclo con n ≥ 3. Entonces

δ(Cn ◦ P2) =


1, si n = 3,

5/4, si n = 4,

n/4, si n ≥ 5.

Teorema 2.2.17. [21, Teorema 3.3] Sea G1 una gráfica no trivial y G2 alguna gráfica. Entonces

δ(G1 ◦G2) = máx{δ(Γ1 ◦ Γ2) : Γi es isométrica a Gi para i = 1, 2 y Γ1 no trivial}.

Teorema 2.2.18. [21, Teorema 3.7] Sea G1 una gráfica no trivial y G2 alguna gráfica. Entonces tenemos

δ(G1 ◦G2) ≤ δ(G1) + 3/2.

Teorema 2.2.19. [21, Teorema 3.10] Sea G1 una gráfica no trivial y G2 alguna gráfica. El producto lexi-

cográfico G1 ◦G2 es hiperbólico si y sólo si G1 es hiperbólica.

Usaremos la definición dada en [54] para la definición del producto directo.

Definición 2.2.20. Sean G1 = (V (G1), E(G1)) y G2 = (V (G2), E(G2)) dos gráficas. El producto directo

G1 × G2 de G1 y G2 tiene V (G1) × V (G2) como conjunto de vértices, y dos vértices distintos (u1, v1) y

(u2, v2) de G1 ×G2 son adyacentes si u1u2 ∈ E(G1) y v1v2 ∈ E(G2).

Proposición 2.2.21. [20, Proposición 2.8] Sean G1 y G2 dos gráficas no acotadas, entonces G1×G2 no es

hiperbólico.

Teorema 2.2.22. [20, Teorema 2.11] Sean G1 una gráfica y G2 una gráfica no trivial acotada con algún

ciclo impar, entonces, G1 ×G2 es hiperbólico si y sólo si G1 es hiperbólica.

Teorema 2.2.23. [20, Teorema 3.6] Si G1 y G2 son gráficas bipartitas con k1 := diamV (G1) y k2 :=

diamV (G2) tal que k1 ≥ k2 ≥ 1, entonces

máx
{

mı́n
{k1 − 1

2
, k2 − 1

}
, δ(G1), δ(G2)

}
≤ δ(G1 ×G2) ≤ k1

2
.

Además, si k1 ≤ 2k2 − 2 y k1 es par, entonces δ(G1 ×G2) = k1/2.
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Teorema 2.2.24. [20, Teorema 3.7] Para cada número impar m ≥ 3 y cada n ≥ 2,

δ(Cm × Pn) =


m/2, si n− 1 ≤ m,

(n− 1)/2, si m < n− 1 < 2m,

m− 1/2, si n− 1 ≥ 2m.

Usaremos las definiciones dadas en [39] para la suma cartesiana.

Definición 2.2.25. Sean G1 = (V (G1), E(G1)) y G2 = (V (G2), E(G2)) dos gráficas. La suma Cartesiana

G1 ⊕ G2 de G1 y G2 tiene V (G1) × V (G2) como conjunto de vértices, y dos distintos vértices (u1, v1) y

(u2, v2) de G1 ⊕G2 son adyacentes si u1u2 ∈ E(G1) o si v1v2 ∈ E(G2).

Observación 2.2.26. Los productos Cartesiano, fuerte y lexicográfico de dos gráficas son subgráficas del

producto suma cartesiana de dos gráficas, es decir, G12G2 ⊆ G1 �G2 ⊆ G1 ◦G2 ⊆ G1 ⊕G2.

Teorema 2.2.27. [22, Teorema 3.5] Para cada gráficas no triviales G1, G2, tenemos

δ(G1 ⊕G2) = máx{δ(Γ1 ⊕ Γ2) : Γi es una subgráfica isométrica de Gi y Γi es no trivial para i = 1, 2}.

Los siguientes resultados caracterizan las sumas cartesianas hiperbólicas.

Teorema 2.2.28. [22, Teorema 3.9] Sean G1 y G2 un par de gráficas.

(1) Si G1 es una gráfica trivial, entonces la suma cartesiana G1 ⊕ G2 es hiperbólica si y sólo si G2 es

hiperbólica. Además,

δ(G1 ⊕G2) = δ(G2).

(2) Si G2 es una gráfica trivial, entonces la suma cartesiana G1 ⊕ G2 es hiperbólica si y sólo si G1 es

hiperbólica. Además,

δ(G1 ⊕G2) = δ(G1).

(3) Para gráficas no triviales G1, G2 la suma cartesiana G1 ⊕G2 es hiperbólica con

1 ≤ δ(G1 ⊕G2) ≤ 3/2.

Además, la constante de hiperbolicidad δ(G1 ⊕G2) pertenece a {1, 5/4, 3/2}.

Teorema 2.2.29. [22, Teorema 3.12] Sean G1, G2 gráficas. Si diamV (Gi) ≥ 3 para i ∈ {1, 2}, entonces

δ(G1 ⊕G2) = 3/2.

25



Teorema 2.2.30. [22, Teorema 3.22] Sean G1, G2 árboles. Entonces

δ(G1 ⊕G2) =



0, si G1 ' E1 o G2 ' E1,

1, si 1 ≤ diamG1 ≤ 2 y 1 ≤ diamG2 ≤ 2,

5/4, si 1 ≤ diamG1 ≤ 2 y diamG2 ≥ 3,

5/4, si diamG1 ≥ 3 y 1 ≤ diamG2 ≤ 2,

3/2, si diamG1 ≥ 3 y diamG2 ≥ 3.

Teorema 2.2.31. [22, Teorema 4.5] Sean G1, G2 gráficas. Si diamV (Gi) ≥ 3 para i ∈ {1, 2}, entonces

3

2
≤ δ(G1 ⊕G2) ≤ 2.

Definición 2.2.32. Sean G = (V (G), E(G)) y H = (V (H), E(H)) dos gráficas con V (G) ∩ V (H) = ∅. La

gráfica unión G + H de G y H tiene V (G + H) = V (G) ∪ V (H) y dos vértices diferentes u y v de G + H

son adyacentes si u ∈ V (G) y v ∈ V (H), o uv ∈ E(G) o uv ∈ E(H).

Corolario 2.2.33. [25, Corolario 3.2] Para cualesquiera gráficas G,H, la gráfica unión G+H es hiperbólica

con δ(G+H) ≤ 3/2, y la desigualdad es óptima.

Teorema 2.2.34. [25, Teorema 3.9] Sean G,H dos gráficas.

(1) δ(G+H) = 0 si y sólo si G o H es una gráfica vaćıa y la otra isomorfa a E1.

(2) δ(G+H) = 3/4 si y sólo si G ' E1 y ∆H = 1, o H ' E1 y ∆G = 1.

Si G es una gráfica con componentes conexas {Gj}, definimos

diam∗G := sup
j
{diamGj}

Teorema 2.2.35. [25, Teorema 3.22] Sean G,H dos gráficas. Entonces

δ(G+H) =



0, si G ' En y H ' Em con n = 1 o m = 1,

3/4, si G ' E1 y ∆H = 1, o H ' E1 y ∆G = 1,

1, si G ' E1 y 1 < diam∗H ≤ 2, o

H ' E1 y 1 < diam∗G ≤ 2; o

| V (G) |, | V (H) |≥ 2, y diamG ≤ 2 o diam∗G = 0,

y diamH ≤ 2 o diam∗H = 0;

3/2, si G ∈ F o H ∈ F

5/4, otros casos.
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Usaremos la definición de producto fuerte dada por Sabidussi en [83].

Definición 2.2.36. Sean G1 = (V (G1), E(G1)) y G2 = (V (G2), E(G2)) dos gráficas. El producto fuerte

G1 � G2 de G1 y G2 tiene V (G1) × V (G2) como conjunto de vértices, y dos distintos vértices (u1, v1) y

(u2, v2) de G1 � G2 son adyacentes śı, o u1 = u2 y [v1, v2] ∈ E(G2), o [u1, u2] ∈ E(G1) y v1 = v2, o

u1u2 ∈ E(G1) y v1v2 ∈ E(G2).

Corolario 2.2.37. [19, Corolario 12] Para todas las gráficas G1, G2, tenemos

δ(G1 �G2) ≤ máx{diamV (G1),diamV (G2)}+ 1

2
,

y la desigualdad es óptima.

Teorema 2.2.38. [19, Teorema 15] Para todas las gráficas G1, G2 tenemos:

(a) δ(G1 �G2) ≥ máx{δ(G1), δ(G2)},

(b) δ(G1 �G2) ≥ 1
2 mı́n{diamV (G1),diamV (G2)},

(c) δ(G1 �G2) ≥ 1
2

(
diamV (G1) + 1

)
, si 0 < diamV (G1) < diamV (G2),

(d) δ(G1 �G2) ≥ 1
4 mı́n{diamV (G1) + 2δ(G2),diamV (G2) + 2δ(G1)}.

El siguiente es un resultado cualitativo acerca de la hiperbolicidad de G1 �G2.

Teorema 2.2.39. [19, Teorema 17] Si G1 y G2 son gráficas infinitas, entonces G1 �G2 no es hiperbólica.

Teorema 2.2.40. [19, Teorema 34] Sean Cn, Cm dos gráficas ciclos con 3 ≤ n ≤ m. Entonces

δ(Cn � Cm) =


bm/2c/2 + 1/2, si bm/2c < 2bn/2c,

bm/2c/2 + 1/4, si bm/2c = 2bn/2c,

m/4, si bm/2c > 2bn/2c.

Teorema 2.2.41. [19, Teorema 35] Para cada m ≥ 2, n ≥ 3,

δ(Cn � Pm) =



bn/2c+ 1/2, si bn/2c < (m− 1)/2,

bn/2c+ 1/4, si bn/2c = (m− 1)/2,

m/2, si (m− 1)/2 < bn/2c ≤ (m− 1),(
bn/2c+ 1

)
/2, si m− 1 < bn/2c < 2(m− 1),

bn/2c/2 + 1/4, si bn/2c = 2(m− 1),

n/4, si bn/2c > 2(m− 1).
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2.2.3. Constante de hiperbolicidad de gráficas ĺınea

Las gráficas ĺınea fueron introducidas inicialmente en los art́ıculos [37, 57], a pesar de que la terminoloǵıa

de gráfica ĺınea fue usada en [10] por primera vez.

Dada una gráfica G, su gráfica ĺınea L(G), es aquella que cumple los siguientes requisitos:

1. Cada vértice de L(G) representa a una arista de G.

2. Dos vértices de L(G) son adyacentes si las aristas correspondientes en G tienen un punto en común.

Teorema 2.2.42. [26, Teorema 2.2] Existe una (1/2) − full (1, 1) − quasi-isometŕıa de G sobre su gráfica

ĺınea L y, consecuentemente, G es hiperbólica si y sólo si L(G) es hiperbólica.

Además, si G (respectivamente, L(G)) es δ - hiperbólica, entonces L(G)(respectivamente, G) es δ′- hiperbóli-

ca, donde δ′ es una constante que depende de δ.

Se obtuvo también una versión cuantitativa (con constantes explicitas) para las constantes de hiperboli-

cidad en 2.2.42. Para ello definimos el producto de Gromov de x, y ∈ G con punto base w ∈ G por

(x, y)w :=
1

2
(d(x,w) + d(y, w)− d(x, y))

Si G es una gráfica hiperbólica de Gromov, se cumple

(x, z)w ≥ mı́n{(x, y)w, (y, z)w} − δ (2.2.1)

para cada x, y, z, w ∈ G y alguna constante δ ≥. Denotaremos por δ∗(G) la constante óptima para esta

desigualdad, es decir,

δ∗(G) := sup{mı́n{(x, y)w, (y, z)w} − (x, z)x : x, y, z, w ∈ G}.

Ahora es que 2,2,1 es, de hecho, equivalente a nuestra definición de hiperbolicidad de Gromov; además,

tenemos δ∗(G) ≤ 4δ(G) y δ(G) ≤ 3δ∗(G) (ver por ejemplo [3, 46] ).

Teorema 2.2.43. [26, Teorema 2.3] Para alguna gráfica G, tenemos δ∗(G)− 3 ≤ δ∗(L(G)) ≤ δ∗(G) + 6.

Proposición 2.2.44. [26, Proposición 3.3] Sea T algún árbol con grado máximo ∆. Entonces

δ(L(T )) =


1, si ∆ ≥ 4,

3/4, si ∆ = 3

0, si ∆ ≤ 2.
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Teorema 2.2.45. [26, Teorema 3.13] Para alguna gráfica G, tenemos

1

4
g(G) ≤ δ(L(G)) ≤ 1

4
c(G) + 2.

2.3. El estudio de la invarianza de la hiperbolicidad de gráficas

bajo transformaciones apropiadas

Si G es una gráfica y e := ab ∈ E(G), denotamos por G/e la gráfica obtenida por la contracción de la

arista e sobre ella (removemos e de G mientras simultáneamente unimos a y b).

En este trabajo denotaremos por ve el vértice de G/e obtenido por la identificación de a y b al contraer

la arista e := ab.

Notemos que cualquier vértice v ∈ V (G) \ {a, b} puede ser visto como un vértice en V (G/e). También

podemos escribir cualquier arista E(G/e) en términos de sus puntos finales, pero escribimos ve en lugar de

a o b. Si va y vb son aristas de G para algún v ∈ V (G), entonces, para evitar lazos, necesitamos remplazar

ambas aristas por una sola arista vve ∈ G/e ya que trabajamos con gráficas simples, ver figura 2.3.

Definimos el mapeo h : G→ G/e de la siguiente forma: si x pertenece a la arista e, entonces h(x) := ve;

si x ∈ G no pertenece a e, entonces h(x) es el “mapeo de inclusión natural”. Claramente h es sobre, es decir,

h(G) = G/e. Además, h es un mapeo inyectivo en la unión de aristas sin puntos finales en {a, b}.

Figura 2.3: Mapeo de inclusión

Observación 2.3.1. La definición de δ(G) cuando G es una gráfica no conexa da que el teorema 1.1.28 se

aplica para gráficas no conexas.

Usando la invarianza de la hiperbolicidad (Teorema 1.1.28), podemos obtener el principal resultado

cualitativo en esta sección.

Teorema 2.3.2. [24, Teorema 2.5] Sea G una gráfica y e ∈ E(G), entonces G es hiperbólica si y sólo si
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G/e es hiperbólica. Además, si G (respectivamente, G/e) es δ-hiperbólica, entonces G/e (respectivamente,

G) es δ′-hiperbólica, donde δ′ es una constante la cual depende solamente de δ.

Demostración. [24, Proposición 2.1] da que h es una 0-full (1, 3/2)-quasi-isometŕıa de G sobre G/e, y obte-

nemos el resultado por el Teorema 1.1.28.

Los resultados previos permiten obtener una versión cuantitativa del teorema 2.3.2.

Teorema 2.3.3. [24, Teorema 2.13] Sea G una gráfica y e ∈ E(G), entonces

1

3
δ(G/e) ≤ δ(G) ≤ 16

3
δ(G/e) + 1. (2.3.2)

Decimos que una arista e ∈ E(G) es una arista de corte si G \ e es no conexa.

Proposición 2.3.4. [24, Proposición 2.17] Sea G una gráfica y e arista de corte en G, entonces

δ(G/e) = δ(G) = δ(G \ e).

Demostración. Consideremos la T-descomposición {Gs}s deG\e. Entonces {Gs}s∪{e} es una T-descomposición

de G y la proposición 2.0.9 da

δ(G) = máx
{

sup
s
δ(Gs), δ(e)

}
= máx

{
sup
s
δ(Gs), 0

}
= sup

s
δ(Gs) = δ(G \ e).

Para cada s, sea G′s la subgráfica de G/e obtenida de Gs por el remplazamiento de los vértices en {a, b}

por ve. Note que G′s y Gs son isomorfas (e isométricas) y, por lo tanto, δ(G′s) = δ(Gs). Ya que {G′s}s es una

T-descomposición de G/e, la Proposición 2.0.9 da

δ(G/e) = sup
s
δ(G′s) = sup

s
δ(Gs) = δ(G).

Consideramos un subconjunto {ej}j∈J ⊂ E(G) con ej = ajbj para algún j ∈ J . Decimos que {ej}j∈J es

un subconjunto adecuado de eliminación si Λ
(
G, {ej}j∈J

)
<∞, donde

Λ
(
G, {ej}j∈J

)
:= sup

{
dG\{ej}j∈J

(ak, bk)
∣∣ k ∈ J con ak, bk en la misma componente conexa deG\{ej}j∈J

}
.

Consideramos un subconjunto {ej}j∈J ⊂ E(G) con componentes conexas {Ki}i∈I . Decimos que {ej}j∈J
es una subconjunto adecuado de contracción si supi∈I diamGKi <∞.
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Teorema 2.3.5. [24, Teorema 3.6] Sea G una gráfica, G1 una gráfica menor de G obtenida por la contracción

de subconjunto adecuado de contracción de E(G), G2 una gráfica menor de G1 obtenida por la eliminación

de un subconjunto adecuado de eliminación de E(G1), y G′ una gráfica menor de G2 (y de G) obtenida

por la eliminación de cualquier cantidad de vértices aislados.Entonces G es hiperbólica si y sólo si G′ es

hiperbólica.
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Caṕıtulo 3

Hiperbolicidad en Gráficas Intervalo

En [88] se demostró la equivalencia de la hiperbolicidad de superficies curvadas negativamente y la hiper-

bolicidad de una gráfica relacionada a dicha superficie; por lo tanto, es útil conocer criterios de hiperbolicidad

para gráficas desde un punto de vista geométrico. En los últimos años, el estudio de las propiedades ma-

temáticas de los espacios hiperbólicos de Gromov se ha convertido en un tema de creciente interés en la

teoŕıa de las gráficas y sus aplicaciones (ver, por ejemplo, [7, 8, 15, 17, 32, 35, 37, 38, 43, 44, 58, 61, 63, 66,

84, 85, 86, 88, 93]).

Un gráfica geométrica es un gráfica en la cual las aristas y/o los vértices están asociados a objetos

geométricos. Dos de las principales clases de gráficas geométricos son las gráficas euclidianas y gráficas de

intersección. Un gráfica es Euclidiana si los vértices son puntos en Rn y la longitud de cada arista que

conecta dos vértices es la distancia euclidiana entre ellos. Una gráfica de intersección es un gráfica en la que

cada vértice está asociado con un conjunto y en el que los vértices están conectados por aristas siempre que

los conjuntos correspondientes tengan una intersección no vaćıa. En este caṕıtulo trabajaremos con gráficas

intervalos (una clase de gráficas de intersección) y gráficas de indiferencia (una clase de gráficas euclidianas).

Una gráfica intervalo es la gráfica de intersección de una familia de intervalos en la recta real, tiene

un vértice para cada intervalo en la familia, y una arista entre cada par de vértices correspondientes a los

intervalos que se interesectan. Generalmente, consideramos que cada arista de un gráfica intervalo tiene

longitud 1, pero también consideramos gráficas intervalo cuyas aristas tienen diferentes longitudes. Las

gráficas de intervalos son gráficas cordales y, por lo tanto, gráficas perfectas [42, 48]. Sus complementos

pertenecen a la clase de gráficas de comparabilidad [47] , y las relaciones de comparabilidad son precisamente

las órdenes de intervalo [42]. En particular, Cohen aplicó gráficas de intervalo a los modelos matemáticos en

bioloǵıa, espećıficamente las redes alimenticias de poblaciones [34, pp. 12-33].

Las Gráficas Intervalo se utilizan para representar los problemas de asignación de recursos en la Inves-

tigación de Operaciones y la Teoŕıa de Programación. En estas aplicaciones, cada intervalo representa una

solicitud de un recurso (tal como una unidad de procesamiento de un sistema de computación distribuida o

una habitación para una clase) durante un peŕıodo de tiempo espećıfico. El problema del peso independiente

del conjunto para la gráfica representa el problema de encontrar el mejor subconjunto de peticiones que
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se pueden satisfacer sin conflictos [5]. Una gráfica óptima de la gráfica intervalo representa una asignación

de recursos que cubre todas las solicitudes con el menor número posible de recursos; puede encontrarse en

tiempo polinomial mediante un algoritmo de coloración codicioso que colorea los intervalos ordenados por

sus extremos izquierdos [36]. Otras aplicaciones incluyen la Genética, la Bioinformática y la Informática.

Encontrar un conjunto de intervalos que representan un gráfica intervalo también se puede utilizar como

una forma de ensamblar subsecuencias contiguas en el mapeo de ADN [94]. Las gráficas Intervalo también

juegan un papel importante en el razonamiento temporal [49].

Una Gráfica de Indiferencia es una gráfica euclidiana en R construida asignando un número real a cada

vértice y conectando dos vértices por una arista cuando sus números correspondientes están dentro de una

unidad de diferencia entre śı. Puesto que es una gráfica euclidiana, la longitud de cada arista que conecta

dos vértices es la distancia eucĺıdea entre ellos. Es bien sabido que cada gráfica de indiferencia es isomorfa

a una gráfica intervalo. Además, las gráficas de indiferencia verifican otras propiedades, tales como: 1. Cada

gráfica de indiferencia conexa tiene una ruta Hamiltoniana [12]. 2. Una gráfica de indiferencia tiene un ciclo

Hamiltoniano si y sólo si está biconectado [74] . 3. Las gráficas de indiferencia obedecen a la conjetura de

reconstrucción: están determinados únicamente por sus subgráficas suprimidas por vértices [90]. 4. En la

misma dirección, consideramos gráficas de indiferencia, ya que para estas gráficas podemos eliminar una

de las hipótesis de un teorema principal en las Gráficas Intervalo (compare el Teorema 3.1.7 y el Corolario

3.1.8).

Dado que la hiperbolicidad de Gromov es una propiedad geométrica, es natural estudiarla en el contexto

de las Gráficas Geométricas. Es bien sabido, que las Gráficas Intervalo (con una hipótesis muy débil) y de

Indiferencia son hiperbólicas, ya que son gráficas cordales. En este trabajo damos cotas óptimas para sus

constantes de hiperbolicidad (ver Teorema 3.1.7). Además, en la sección 3 calculamos el valor preciso de la

constante de hiperbolicidad de cada gráfica intervalo con aristas de longitud 1 (ver Teorema 3.2.14). Además,

obtenemos buenas cotas óptimas para la constante de hiperbolicidad del complemento de cualquier gráfica

de intervalo con aristas de longitud 1.

3.1. Gráficas Intervalo e Hiperbolicidad

Como es conocido, tenemos el siguiente resultado:

Lema 3.1.1. [82, Lemma 2.1] Consideremos un espacio métrico geodésico X. Si cada triángulo geodésico

en X que es un ciclo δ-thin, entonces X es δ-hiperbólico.

Este lema tiene la siguiente consecuencia directa.

Corolario 3.1.2. En un espacio métrico geodésico X,

δ(X) = sup
{
δ(T ) | T Es un triángulo geodésico que es un ciclo

}
.
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Consideremos un ciclo C en una gráfica intervalo G, con {v1, . . . , vk} vértices en G de tal que

C = v1v2 ∪ · · · ∪ vk−1vk ∪ vkv1.

Denotemos por {I1, . . . , Ik} los intervalos correspondientes a {v1, . . . , vk}. Si Ij = [aj , bj ], entonces definamos

el intervalo minimal de C como el intervalo Ij1 = [aj1 , bj1 ] con aj1 ≤ aj para cada 1 ≤ j ≤ k y bj1 > bj si

aj = aj1 con 1 ≤ j ≤ k y j 6= j1, y el intervalo maximal de C como el intervalo Ij2 = [aj2 , bj2 ] con bj2 ≥ bj
para cada 1 ≤ j ≤ k y aj2 < aj si bj = bj2 con 1 ≤ j ≤ k y j 6= j2. Si i ∈ Z \ {1, 2, . . . , k}, 1 ≤ j ≤ k y i = j (

mód k), entonces vi := vj y Ii := Ij .

Si H es una subgráfica de G y w ∈ V (H), denotamos por degH(w) el grado del vértice w en la subgráfica

inducida por V (H). Para alguna gráfica G, definimos,

diamV (G) := sup
{
dG(v, w) | v, w ∈ V (G)

}
,

diamG := sup
{
dG(x, y) | x, y ∈ G

}
.

Lema 3.1.3. Para algún triángulo geodésico T en una gráfica G tenemos δ(T ) ≤ (diamT )/2 ≤ L(T )/4.

Demostración. Sea T un triángulo geodésico T = {x, y, z} y p ∈ [xy]. Consideramos s, t ∈ T con d(s, t) =

diamT . Ya que T contiene 2 curvas uniendo s y t, tenemos diamT ≤ L(T )/2 y

d(p, [xz] ∪ [zy]) ≤ d(p, {x, y}) ≤ 1

2
diamT ≤ 1

4
L(T ),

para algún p ∈ [xy]. Puesto que podemos renombrar los vértices de T , concluimos δ(T ) ≤ (diamT )/2 ≤

L(T )/4.

Aśı, Tenemos la siguiente consecuencia directa.

Corolario 3.1.4. Para toda Gráfica G, se tiene

δ(G) ≤ 1

2
diamG ≤ 1

2

(
diamV (G) + 1

)
.

Para probar los nuevos resultados necesitamos el siguiente lema técnico. Recordemos que una gráfica

cordal es aquella en la que todos los ciclos de cuatro o más vértices tienen una cuerda, que es una arista

que no es parte del ciclo sino que conecta dos vértices del ciclo. Equivalentemente, cada ciclo inducido en la

gráfica debe tener a lo sumo tres vértices.

Lema 3.1.5. [17, Lema 2.2] Consideremos una gráfica cordal G y un ciclo C en G con a, v, b ∈ C ∩ V (G)

y av, vb ∈ E(G). Si ab /∈ E(G), entonces degC(v) ≥ 3.

El Lema 3.1.5 tiene la siguiente consecuencia.
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Corolario 3.1.6. Consideremos un ciclo C en un gráfica cordal G y v1, v2, v3 vértices consecutivos en C. Si

degC(v2) = 2, entonces v1v3 ∈ E(G). Por consiguiente, si C tiene al menos 4 vértices, entonces degC(v1) ≥ 3

y degC(v3) ≥ 3.

Decimos que una gráfica G tiene longitud apropiada si cada arista es una geodésica. Una gran clase de

gráficas con longitud apropiada son las gráficas con aristas de longitud 1. Otra clase importante de gráficas

con longitud apropiada son las gráficas geométricas siguientes: considere un conjunto discreto V en un espacio

eucĺıdeo (o en un espacio métrico) donde consideramos dos puntos conectados por una arista si se satisface

algún criterio. Si definimos la longitud de una arista como la distancia entre sus vértices, entonces obtenemos

una gráfica con longitud apropiada.

Sea G una gráfica ,definimos `0 := sup{L(e)|e ∈ E(G)}, donde L(e) es la longitud de la arista e.

Es bien sabido que cada gráfica intervalo es cordal. Por lo tanto, cada gráfica intervalo con longitud

apropiada es hiperbólica. El siguiente resultado es uno de los principales teoremas de este trabajo, ya que

proporciona una cota superior para la constante de hiperbolicidad de cualquier gráfica intervalo con logitud

apropiada.

Teorema 3.1.7. Cada gráfica intervalo G con longitud apropiada satisface la desigualdad

δ(G) ≤ 3

2
`0.

Demostración. Consideramos un triángulo geodésico T = {x, y, z} que es un ciclo en G y p ∈ [xy]. Supon-

dremos primero que T satisface la siguiente propiedad:

si a, b ∈ V (G) ∩ [xy] y ab ∈ E(G), entonces ab ⊆ [xy]. (3.1.1)

Consideramos los vértices consecutivos {v1, . . . , vk} en el ciclo T , y sus intervalos correspondientes

{I1, . . . , Ik}. Como antes, denotamos por Ij1 y Ij2 los intervalos minimal y maximal, respectivamente.

Si k < 4, entonces L(T ) ≤ 3`0 por el lema 3.1.3 tenemos:

d(p, [xz] ∪ [zy]) ≤ 1

4
L(T ) ≤ 3

4
`0. (3.1.2)

Consideremos ahora que k ≥ 4.

Caso (A). Suponemos que p ∈ V (G). Sean a, b ∈ V (G) con ap, bp ∈ E(G) y ap ∪ bp ⊂ T .

Caso (A,1). Si ab /∈ E(G), entonces el lema 3.1.5 da degT (p) ≥ 3, y existen q ∈ V (G)∩ T con pq ∈ E(G)

tal que pq no está contenida en T . Por (3.1.1), q ∈ [xz] ∪ [zy] y aśı

d(p, [xz] ∪ [zy]) ≤ d(p, q) = L(pq) ≤ `0. (3.1.3)
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Caso (A,2). Si ab ∈ E(G), entonces ab no está contenido en T , ya que T es un ciclo y k ≥ 4. Por (3.1.1),

{a, b} no está contenida en [xy], y

d(p, [xz] ∪ [zy]) ≤ máx
{
d(p, a), d(p, b)

}
= máx

{
L(pa), L(pb)

}
≤ `0. (3.1.4)

Caso (B). Suponemos que p /∈ V (G). Sea a, b ∈ V (G) con p ∈ ab ⊂ T y d(p, a) ≤ L(ab)/2 ≤ `0/2. El

corolario 3.1.6 da que tenemos degT (a) ≥ 3 o degT (b) ≥ 3.

Caso (B,1). Suponemos que degT (a) ≥ 3.

Caso (B,1,1). Si a /∈ [xy], entonces

d(p, [xz] ∪ [zy]) ≤ d(p, a) ≤ 1

2
`0. (3.1.5)

Caso (B,1,2). Suponemos que a ∈ [xy]. Ya que degT (a) ≥ 3, existen q ∈ V (G)∩T con aq ∈ E(G) tal que

aq no está contenida en T . Por (3.1.1), q ∈ [xz] ∪ [zy] y aśı

d(p, [xz] ∪ [zy]) ≤ d(p, a) + d(a, [xz] ∪ [zy]) ≤ d(p, a) + d(a, q)

= d(p, a) + L(aq) ≤ 1

2
`0 + `0 =

3

2
`0.

(3.1.6)

Caso (B,2). Suponemos que degT (a) = 2 y degT (b) ≥ 3. Sea α 6= b con α ∈ V (G), αa ∈ E(G) y αa ⊂ T .

El corolario 3.1.6 da que tenemos αb ∈ E(G). Por (3.1.1), tenemos que {α, b} no está contenida en [xy], y

d(p, [xz] ∪ [zy]) ≤ máx
{
d(p, α), d(p, b)

}
≤ máx

{
d(p, a) + d(a, α), d(p, b)

}
≤ máx

{1

2
`0 + `0, `0

}
=

3

2
`0.

(3.1.7)

Las desigualdades (3.1.2), (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5), (3.1.6) y (3.1.7) da en cada caso d(p, [xz]∪[zy]) ≤ 3`0/2.

Consideremos ahora un triángulo geodésico T = {x, y, z} = { [xy], [xz], [yz]} que no satisface la propiedad

(3.1.1). Obtendremos una nueva geodésica γ uniendo x y y tal que el triángulo geodésico T ′ = {γ, [xz], [yz]}

satisface (3.1.1).

Definamos inductivamente una secuencia finita de geodésicas {g0, g1, g2, . . . , gr} uniendo x y y de la

siguiente manera:

Si j = 0, entonces g0 := [xy].

Supongamos que j ≥ 1. Si el triángulo geodésico {gj−1, [xz], [yz]} satisface (3.1.1), entonces r = j − 1

y la sucesión se detiene. Si {gj−1, [xz], [yz]} no satisface (3.1.1),entonces existen a, b ∈ V (G) ∩ [xy] tal que

ab ∈ E(G) y ab no está contenida en [xy]. Denotemos por [ab] la geodésica uniendo a y b contenida en gj−1.

36



Definamos gj := (gj−1 \ [ab]) ∪ ab. Notemos que gj ∩ V (G) ⊂ gj−1 ∩ V (G) y |gj ∩ V (G)| < |gj−1 ∩ V (G)|.

Ya que |gj ∩ V (G)| < |gj−1 ∩ V (G)| para algún j ≥ 1, estas sucesión debe terminar con alguna geodésica

gr tal que el triángulo geodésico T ′ := {gr, [xz], [yz]} satisface (3.1.1). Aśı, definimos γ := gr. Por lo tanto,

gr ∩ V (G) ⊂ gr−1 ∩ V (G) ⊂ · · · ⊂ g1 ∩ V (G) ⊂ g0 ∩ V (G),

y aśı γ ∩ V (G) ⊂ [xy] ∩ V (G).

Consideremos p ∈ [xy] ⊂ T .

Si p ∈ γ ⊂ T ′, entonces por la aplicación del previo argumento al triángulo geodésico T ′ obtenemos

d(p, [xz] ∪ [zy]) ≤ 3`0/2.

Supongamos que p /∈ γ.

Ya que γ∩V (G) ⊂ [xy]∩V (G), existe v, w ∈ γ∩V (G) con vw ∈ E(G) tal que si [vw] denota la geodésica

uniendo v y w contenida en [xy], entonces

p ∈ [vw], [vw] ∩ vw = {v, w}.

Ya que vw y [vw] son geodésicas, tenemos L(vw) = L([vw]). Aśı, podemos definir p′ ∈ γ como el punto

en vw con d(p′, v) = d(p, v) y d(p′, w) = d(p, w). Aplicando el argumento previo a p′ y T ′, obtenemos

d(p′, [xz]∪ [zy]) ≤ 3`0/2. Ya que p′ pertenece a la arista vw, Tenemos d(p′, [xz]∪ [zy]) = d(p′, v) +d(v, [xz]∪

[zy]) o d(p′, [xz] ∪ [zy]) = d(p′, w) + d(w, [xz] ∪ [zy]). Por simetŕıa, podemos suponer que d(p′, [xz] ∪ [zy]) =

d(p′, v) + d(v, [xz] ∪ [zy]). Ya que d(p′, v) = d(p, v), tenemos

d(p, [xz] ∪ [zy]) ≤ d(p, v) + d(v, [xz] ∪ [zy]) = d(p′, v) + d(v, [xz] ∪ [zy]) = d(p′, [xz] ∪ [zy]) ≤ 3

2
`0.

Finalmente, el Corolario 3.1.2 da δ(G) ≤ 3`0/2.

La Proposición 3.2.6 más adelante muestra que la desigualdad es óptima.

Note que si removemos la hipótesis `0 < ∞, entonces hay gráficas intervalo con longitud apropiada no

hiperbólicas: Si Γ es alguna gráfica tal que cada ciclo en Γ tiene exactamente 3 vértices y sup{L(C) | C es

un ciclo en Γ} =∞, entonces Γ es una gráfica cordal no hiperbólica. Alguna de estas gráficas Γ son gráficas

de intervalo con longitud propia.

Como ya se mencionó anteriormente gráfica de indiferencia es una gráfica euclideana, como tal, la longitud

de una arista es la distancia euclidiana entre los números correspondientes a los vértices de la arista. Por lo

tanto, toda gráfica de indiferencia es una gráfica con longitud apropiada y `0 ≤ 1. Es bien sabido que cada

gráfica de indiferencia es una gráfica intervalo.

El Teorema 3.1.7 tiene la siguiente consecuencia directa.
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Corolario 3.1.8. Cada gráfica de indiferencia G satisface la desigualdad

δ(G) ≤ 3

2
`0 ≤

3

2
.

3.2. Gráficas Intervalo con aristas de longitud 1

A través de esta sección consideraremos gráficas con aristas de longitud 1. Esta es una muy usual clase

de gráficas. Note que cada gráfica con aristas de longitud 1 es una gráfica con longitud apropiada con `0 = 1.

El punto principal de esta sección es calcular el valor de la constante de hiperbolicidad de cada gráfica

intervalo con aristas de tamaño 1 (ver Teorema 3.2.14). Deseamos enfatizar que es inusual ser capaz de

calcular la constante de hiperbolicidad de cada gráfica en una gran clase de gráficas. Comencemos con una

consecuencia directa del Teorema 3.1.7.

Corolario 3.2.1. Cada gráfica intervalo G con aristas de longitud 1 satisface la desigualdad

δ(G) ≤ 3

2
.

Necesitaremos las siguientes definiciones y resultados.

Denotemos por J(G) el conjunto de vértices y puntos medios de las aristas en G. Consideremos el conjunto

T1 de triángulos geodésicos T en G que son ciclos y tales los que tres vértices de un triángulo T pertenezcan

a J(G), y denotemos por δ1(G) el ı́nfimo de las constantes λ tal que cada triángulo en T1 es λ-thin.

Los siguientes tres resultados, los cuales aparecen en [9], serán útiles.

Teorema 3.2.2. [9, Teorema 2.5] Para cada gráfica G con aristas de longitud 1 tenemos δ1(G) = δ(G).

El siguiente resultado limitará los posibles valores para la constante de hiperbolicidad δ.

Teorema 3.2.3. [9, Teorema 2.6] Si G es una gráfica hiperbólica con aristas de longitud 1, entonces δ(G)

es múltiplo de 1/4.

Teorema 3.2.4. [9, Teorema 2.7] Si G es una gráfica hiperbólica con aristas de longitud 1, entonces existe

un triángulo geodésico T ∈ T1 tal que δ(T ) = δ(G).

El siguiente resultado puede ser deducido de [8, Proposición 4.5 y Teoremas 4.14 y 4.21].

Teorema 3.2.5. Sea G una gráfica con aristas de longitud 1. Si existe un ciclo en G con p, q ∈ V (G) y

d(p, q) ≥ 3, entonces δ(G) ≥ 3/2.
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Primero de todo caracterizaremos las gráficas intervalo con aristas de longitud 1 y δ(G) = 3/2 en la

Proposición 3.2.6 más adelante. Por lo tanto, la Proposición 3.2.6 muestra que la desigualdad en el Teorema

3.1.7 es óptima.

Sea G una gráfica intervalo. Decimos que G tiene la propiedad de intersección-(3/2) si existen dos interva-

los disjuntos I ′ e I ′′ correspondiendo a vértices en un ciclo C en G tal que no hay intervalo I (correspondiendo

a un vértice en G) con I ∩ I ′ 6= ∅ e I ∩ I ′′ 6= ∅.

Proposición 3.2.6. Una gráfica intervalo G con aristas de longitud 1 satisface δ(G) = 3/2 si y sólo si G

tiene la propiedad de intersección-(3/2).

Demostración. Suponemos que G tiene la propiedad de intersección-(3/2). Si v′ y v′′ son los vértices co-

rrespondientes a I ′ e I ′′, respectivamente, entonces v′, v′′ ∈ C y d(v′, v′′) ≥ 3. Aśı, el Teorema 3.2.5 da

δ(G) ≥ 3/2 y, puesto que δ(G) ≤ 3/2 por el Corolario 3.2.1, concluimos δ(G) = 3/2.

Suponemos ahora que G no tiene la propiedad de intersección-(3/2). Buscando una contradicción supo-

nemos que δ(G) = 3/2. Por el Teorema 3.2.4, existe un triángulo geodésico T = {x, y, z} que es un ciclo

en G y p ∈ [xy] tal que d(p, [xz] ∪ [zy]) = δ(T ) = δ(G) = 3/2 y x, y, z ∈ J(G). Ya que d(p, {x, y}) ≥

d(p, [xz] ∪ [zy]) = 3/2, tenemos d(x, y) ≥ 3. Ya que G no tiene la propiedad de intersección-(3/2), para

cada dos intervalos disjuntos I ′ e I ′′ correspondiendo a vértices en el ciclo T existe un intervalo I (corres-

pondiendo a un vértice en G) con I ∩ I ′ 6= ∅ y I ∩ I ′′ 6= ∅. Si v′ y v′′ son los vértices correspondientes

a I ′ e I ′′, respectivamente, entonces v′, v′′ ∈ T y d(v′, v′′) = 2. Concluimos que diam(T ∩ V (G)) ≤ 2 y

diamT ≤ 3. Ya que d(x, y) ≥ 3 con x, y ∈ J(G), tenemos diam(T ∩ V (G)) = 2, diamT = 3, d(x, y) = 3,

L([xy])/2 = d(p, x) = d(p, y) = d(p, [xz] ∪ [zy]) = δ(T ) = δ(G) = 3/2 y p es el punto medio de [xy]. Aśı,

x, y ∈ J(G) \ V (G) y p ∈ V (G). Si x ∈ x1x2 ∈ E(G) y y ∈ y1y2 ∈ E(G), entonces d({x1, x2}, {y1, y2}) = 2.

Sean Ix1
, Ix2

, Iy1 , Iy2 , Ip los intervalos correspondiendo a los vértices x1, x2, y1, y2, p, respectivamente. Po-

demos suponer que x1, y1 ∈ [xy] y aśı, Ix1
∩ Ip 6= ∅ e Iy1 ∩ Ip 6= ∅. Ya que d(x1, y1) = 2, Ix1

∩ Iy1 = ∅.

Aśı, existen ζ ∈ Ip \ (Ix1 ∪ Iy1). Ya que [xy] ∩ V (G) = {x1, p, y1} y T es un ciclo conteniendo x1, p, y1,

existe un intervalo J correspondiente a un vértice v ∈ ([xz] ∪ [zy]) ∩ V (G) con ζ ∈ J . Aśı, pv ∈ E(G) y

3/2 = d(p, [xz] ∪ [zy]) ≤ d(p, v) = 1, lo cual es una contradicción. Por tanto, δ(G) 6= 3/2.

El siguiente resultado en [68, Teorema 11] será útil.

Teorema 3.2.7. Si G es una gráfica con aristas de longitud 1 con δ(G) < 1, entonces tenemos o bien

δ(G) = 0 o δ(G) = 3/4. Además,

δ(G) = 0 si y sólo si G es un árbol.

δ(G) = 3/4 si y sólo si G no es un árbol y cada ciclo en G tiene longitud 3.
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Corolario 3.2.8. Una gráfica G con aristas de longitud 1 satisface δ(G) ≥ 1 si y sólo si existe un ciclo G

con longitud mı́nima 4.

El Corolario 3.2.1 y los Teoremas 3.2.3 y 3.2.7 dan que δ(G) ∈ {0, 3/4, 1, 5/4, 3/2} para cada gráfica

intervalo G con aristas de longitud 1. La Proposición 3.2.6 caracteriza las gráficas intervalo con aristas

de longitud 1 y δ(G) = 3/2. Para caracterizar gráficas de intervalos con otros valores de constante de

hiperbolicidad, necesitamos algunas definiciones.

Sea G una gráfica intervalo. Decimos que G tiene la propiedad de intersección-0 si para cada tres intervalos

I ′, I ′′ e I ′′′ correspondiendo a vértices G tenemos I ′ ∩ I ′′ ∩ I ′′′ = ∅.
Decimos que G tiene propiedad de intersección-(3/4) si no tiene la propiedad de intersección-0 y para cada

cuatro intervalos I ′, I ′′, I ′′′ e I ′′′′ correspondientes a vértices en G tenemos I ′∩I ′′∩I ′′′ = ∅ o I ′∩I ′′∩I ′′′′ = ∅.
Por un acoplamiento de intervalos en un ciclo C de G nos referiremos a la unión de dos intervalos no

disjuntos cuyos vértices correspondientes pertenecen a C. Decimos que G tiene la propiedad de intersección-1

si no tiene la propiedad de intersección-0 y la propiedad de intersección-(3/4) y por cada ciclo C en G cada

intervalo y acoplamiento de intervalos correspondiendo a vértices en C no son disjuntos.

Se puede comprobar que cada gráfica cordal que tiene un ciclo con longitud por lo menos cuatro tiene

un ciclo con longitud cuatro y entonces este ciclo tiene una cuerda y también tiene un ciclo de longitud tres.

A continuación se proporciona una caracterización de las gráficas intervalos con constante de hiperboli-

cidad 0. Es bien sabido que estos son árboles oruga(los árboles que al eliminar las hojas y aristas incidentes

producen gráficas camino) ver [60], pero preferimos caracterizarlos por la propiedad de intersección-0 en la

Proposición 3.2.9 más adelante, ya que se parece a las otras propiedades de intersección.

Proposición 3.2.9. Una gráfica intervalo G con aristas de longitud 1 satisface δ(G) = 0 si y sólo si G tiene

la propiedad de intersección-0.

Demostración. Por el teorema 3.2.7, δ(G) = 0 si y sólo si G es un árbol. Ya que cada gráfica intervalo es

cordal, G no es un árbol si y sólo si contiene un ciclo de longitud 3, y esta última condición se mantiene si y

sólo si existen tres intervalos I ′, I ′′ y I ′′′ correspondiendo a vértices en G con I ′ ∩ I ′′ ∩ I ′′′ 6= ∅. Por lo tanto,

G tiene un ciclo si y sólo si no tiene la propiedad de intersección-0.

Proposición 3.2.10. Una gráfica intervalo G con aristas de longitud 1 satisface δ(G) = 3/4 si y sólo si G

tiene la propiedad de intersección-(3/4).

Demostración. Por el teorema 3.2.7, δ(G) = 3/4 si y sólo si G no es un árbol y cada ciclo en G tiene longitud

3. Proposición 3.2.9 da que G no es un árbol si y sólo si G no tiene la propiedad de intersección-0. Por lo

tanto, es suficiente mostrar que cada ciclo en G tiene longitud 3 si y sólo si para cada cuatro intervalos I ′,

I ′′, I ′′′ e I ′′′′ correspondientes a vértices en G tenemos I ′ ∩ I ′′ ∩ I ′′′ = ∅ o I ′ ∩ I ′′ ∩ I ′′′′ = ∅.

Ya que cada gráfica intervalo es cordal, G tiene un ciclo con longitud de al menos 4 si y sólo si tiene un

ciclo C con longitud 4 y este ciclo tiene al menos una cuerda.
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Primero supondremos que existe dicho ciclo C. Si I ′, I ′′, I ′′′, I ′′′′ son los intervalos correspondiendo a los

vértices en C y I ′, I ′′ corresponden a vértices con una cuerda, entonces I ′ ∩ I ′′ ∩ I ′′′ 6= ∅ e I ′ ∩ I ′′ ∩ I ′′′′ 6= ∅.

Supondremos ahora que hay intervalos I ′, I ′′, I ′′′, I ′′′′ correspondiendo a los vértices v′, v′′, v′′′, v′′′′ en

G con I ′ ∩ I ′′ ∩ I ′′′ 6= ∅ e I ′ ∩ I ′′ ∩ I ′′′′ 6= ∅. Aśı v′v′′′, v′′v′′′ ∈ E(G) y v′v′′′, v′′v′′′′ ∈ E(G), y entonces

v′v′′′ ∪ v′′′v′′ ∪ v′′v′′′′ ∪ v′′′′v′ es un ciclo en G con longitud 4.

Para caracterizar las gráficas G con δ(G) = 1, necesitamos los siguientes resultados, los cuales pueden

ser deducidos de [8, Teorema 4.14].

Teorema 3.2.11. Sea G una gráfica con aristas de longitud 1. Tenemos δ(G) = 1 si y sólo si δ(G) /∈ {0, 3/4}

y para cada ciclo C en G y cada x, y ∈ C ∩ J(G) tenemos d(x, y) ≤ 2.

Los Teoremas 3.2.7 y 3.2.11 tienen las siguientes consecuencia.

Corolario 3.2.12. Sea G una gráfica con aristas de longitud 1. Tenemos δ(G) ≤ 1 si y sólo si para cada

ciclo C en G y cada x, y ∈ C ∩ J(G) tenemos d(x, y) ≤ 2.

Proposición 3.2.13. Una gráfica intervalo G con aristas de longitud 1 1 satisface δ(G) = 1 si y sólo si G

tiene la propiedad de intersección-1.

Demostración. Por el Teorema 3.2.11, δ(G) = 1 si y sólo si δ(G) /∈ {0, 3/4} y para cada ciclo C en G y cada

x, y ∈ C ∩ J(G) tenemos d(x, y) ≤ 2. Las Proposiciones 3.2.9 y 3.2.10 dan que δ(G) /∈ {0, 3/4} si y sólo si

G no tiene las propiedades de intersección-0 y la (3/4). Por lo tanto, es suficiente mostrar que para cada

ciclo C en G, tenemos d(x, y) ≤ 2 para cada x, y ∈ C ∩ J(G) si y sólo si cada intervalo y acoplamiento de

intervalos correspondiendo a vértices C son no disjuntos.

Fijemos un ciclo C en G. Cada intervalo y acoplamiento de intervalos correspondiendo a vértices en C

son no disjuntos si y sólo si d(x, y) ≤ 3/2 para cada x ∈ C ∩V (G) y y ∈ C ∩ (J(G) \V (G)). Puesto que cada

punto en C∩ (J(G)\V (G)) tiene un punto en C∩V (G) a distancia 1/2, esta última condición es equivalente

a d(x, y) ≤ 2 para cada x, y ∈ C ∩ J(G).

Finalmente, recogemos los resultados anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.14. Cada gráfica intervalo G con aristas de longitud 1 es hiperbólico y δ(G) ∈ {0, 3/4, 1, 5/4, 3/2}.

Además,

δ(G) = 0 si y sólo si G tiene la propiedad de intersección-0.

δ(G) = 3/4 si y sólo si G tiene la propiedad de intersección-(3/4).

δ(G) = 1 si y sólo si G tiene la propiedad de intersección-1.
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δ(G) = 5/4 si y sólo si G no tiene las propiedades de intersección- 0, 3/4, 1 y (3/2).

δ(G) = 3/2 si y sólo si G tiene la propiedad de intersección-(3/2).

Recordemos que el complemento G de la gráfica G está definida como la gráfica con V
(
G
)

= V (G) y tal

que e ∈ E
(
G
)

si y sólo si e /∈ E(G). Tenga en cuenta que G puede ser disconexa en general, y recuerde que

para cada gráfica disconexa G definimos δ(G) como el supremo de δ(Gi) donde Gi vaŕıa en el conjunto de

componentes conexas de G.

Si Γ es una subgráfica de G, consideramos en Γ la métrica interior obtenida por la restricción de la

métrica en G, es decir

dΓ(v, w) := ı́nf
{
L(γ) | γ ⊂ Γ es una curva continua uniendo v y w

}
≥ dG(v, w) .

Tenga en cuenta que la métrica interior dΓ es la métrica usual si consideramos la subgráfica Γ como una

gráfica.

Dado que los complementos de gráficas intervalos pertenecen a la clase de gráficas de comparabilidad [47],

es natural estudiar también la constante de hiperbolicidad de los complementos de las gráficas de intervalos.

Para ello necesitamos algunos resultados preliminares y el siguiente lema técnico.

Lema 3.2.15. Sea G una gráfica de intervalo con aristas de longitud 1, V (G) = {v1, . . . , vr} e intervalos

correspondientes {I1, . . . , Ir}. Tenemos diamV (G) = 2 si y sólo si existe un intervalo Ii con Ij ∩ Ii 6= ∅

para cada 1 ≤ j ≤ r y diamV (G′) ≥ 2, donde G′ es la gráfica intervalo correspondiendo a {I1, . . . , Ir} \ Ii.

Además, si este es el caso, entonces δ
(
G
)

= δ
(
G′
)
.

Demostración. Primero suponemos que diamV (G) = 2. Sea [aj , bj ] = Ij para 1 ≤ j ≤ r. Consideremos

enteros 1 ≤ i1, i2 ≤ r satisfaciendo

bi1 ≤ bj , aj ≤ ai2 , para cada 1 ≤ j ≤ r. (3.2.8)

Ya que diamV (G) = 2, tenemos bi1 < ai2 . Aśı dG(vi1 , vi2) = 2 y existe i con vivi1 , vivi2 ∈ E(G). Por lo

tanto, Ii1 ∩ Ii 6= ∅ e Ii2 ∩ Ii 6= ∅. Aśı el Corolario (3.2.8) da Ij ∩ Ii 6= ∅ para cada 1 ≤ j ≤ r, y deducimos

dG(vj , vi) ≤ 1 para cada 1 ≤ j ≤ r.

Buscando una contradicción suponemos que diamV (G′) ≤ 1. Aśı dG(vj , vj′) ≤ dG′(vj , vj′) ≤ 1 para cada

1 ≤ j, j′ ≤ r con j, j′ 6= i. Además, hemos probado dG(vj , vi) ≤ 1 para cada 1 ≤ j ≤ r. Por lo tanto,

dG(vj , vj′) ≤ 1 para cada 1 ≤ j, j′ ≤ r y concluimos diamV (G) ≤ 1, lo cual es una contradicción. Por lo

tanto, diamV (G′) ≥ 2.

Supondremos ahora que existe un intervalo Ii con Ij ∩ Ii 6= ∅ para cada 1 ≤ j ≤ r y diamV (G′) ≥ 2.

Por lo tanto, dG(vj , vi) ≤ 1 para cada 1 ≤ j ≤ r. Por lo tanto, dG(vj , vj′) ≤ dG(vj , vi) + dG(vi, vj′) ≤ 2
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para cada 1 ≤ j, j′ ≤ r y concluimos diamV (G) ≤ 2. Ya que diamV (G′) ≥ 2, existe 1 ≤ j1, j2 ≤ r con

dG′(vj1 , vj2) ≥ 2. Aśı dG(vj1 , vj2) = dG(vj1 , vi) + dG(vi, vj2) = 2, y aśı diamV (G) = 2.

Finalmente, ya que vjvi ∈ E(G) para cada 1 ≤ j ≤ r con j 6= i, tenemos G = {vi} ∪G′ y

δ
(
G
)

= máx
{
δ
(
{vi}

)
, δ
(
G′
)}

= máx
{

0, δ
(
G′
)}

= δ
(
G′
)
.

[68, Teorema 30] tiene la siguiente consecuencia.

Teorema 3.2.16. Si G es una gráfica con aristas de longitud 1 y n vértices, entonces δ(G) ≤ n/4.

Decimos que una subgráfica Γ de G es isométrica si dΓ(x, y) = dG(x, y) para cada x, y ∈ Γ.

Necesitamos el siguiente resultado (ver [81, Lemma 5]).

Lema 3.2.17. Si Γ es una subgráfica isométrica de G, entonces δ(Γ) ≤ δ(G).

El siguiente teorema es nuestro mejor resultado sobre el complemento de las gráficas intervalos.

Teorema 3.2.18. Sea G una gráfica intervalo con aristas de longitud 1.

Si diamV (G) = 1, entonces δ
(
G
)

= 0.

Si 2 ≤ diamV (G) ≤ 3, entonces 0 ≤ δ
(
G
)
≤ 2.

Si diamV (G) ≥ 4, entonces 5/4 ≤ δ
(
G
)
≤ 3/2.

Además, los ĺımites δ
(
G
)

son óptimos.

Demostración. Si diamV (G) = 1, entonces G es una gráfica completa. Aśı G es una unión de vértices

aislados δ
(
G
)

= 0.

Probemos ahora los ĺımites superiores.

Es bien sabido que si diamV (G) ≥ 3, entonces G es conexo y diamV (G
)
≤ 3. Por lo tanto, por el

Corolario 3.1.4 tenemos δ
(
G
)
≤ 2.

Si diamV (G) ≥ 4, entonces por [55, Teorema 2.14] da δ
(
G
)
≤ 3/2.

Suponemos ahora que diamV (G) = 2. Por el Lema 3.2.15, existe una gráfica intervalo G′ con |V (G′)| =

|V (G)| − 1, diamV (G′) ≥ 2 y δ
(
G
)

= δ
(
G′
)
. Definamos inductivamente una secuencia finita de gráficas

intervalos{G(0), G(1), G(2), . . . , G(k)} con

δ
(
G(0)

)
= δ
(
G(1)

)
= δ
(
G(2)

)
= · · · = δ

(
G(k)

)
,
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|V (G(j))| = |V (G(j−1))| − 1, para 0 < j ≤ k,

diamV (G(j)) ≥ 2, para 0 ≤ j ≤ k,

de la siguiente manera:

Si j = 0, entonces G(0) := G. Si j = 1, entonces G(1) := G′.

Supongamos que j > 1. Si diamV (G(j−1)) ≥ 3, entonces k = j − 1 y la secuencia se detiene. Si

diamV (G(j−1)) = 2, entonces el Lema 3.2.15 proporciona una gráfica intervalo (G(j−1))′ con

|V ((G(j−1))′)| = |V (G(j−1))| − 1, diamV ((G(j−1))′) ≥ 2, δ
(
G(j−1)

)
= δ
(

(G(j−1))′
)
,

y definimos G(j) := (G(j−1))′.

Ya que |V (G(j))| = |V (G(j−1))| − 1 para 0 < j ≤ k y el diámetro de una gráfica con sólo un vértice es 0,

esta secuencia debe terminar con alguna gráfica G(k) satisfaciendo diamV (G(k)) ≥ 3. Aśı,

δ
(
G
)

= δ
(
G(0)

)
= δ
(
G(1)

)
= · · · = δ

(
G(k)

)
≤ 2.

Probaremos ahora que δ
(
G
)
≥ 5/4 si diamV (G) ≥ 4. Fijemos cualquier gráfica G con diamV (G) ≥ 4.

Aśı, existe una geodésica [v0v4] = v0v1 ∪ v1v2 ∪ v2v3 ∪ v3v4 en G. Si Γ es la subgráfica de G inducida

por {v0, v1, v2, v3, v3, v4}, entonces E(Γ) = {v0v2, v0v3, v0v4, v1v3, v1v4, v2v4}. Considerando el ciclo C :=

v0v2 ∪ v2v4 ∪ v4v1 ∪ v1v3 ∪ v3v0 en Γ. Si p es el punto medio de v0v2, entonces dΓ(v1, p) = 5/2 y aśı por el

Corolario 3.2.12 tenemos δ(Γ) > 1. Y por lo tanto por el Teorema 3.2.3 obtenemos δ(Γ) ≥ 5/4. Ya que Γ es

una subgráfica isométrica de G, por el Lema 3.2.17 se cumple δ
(
G
)
≥ δ(Γ) ≥ 5/4.

Mostraremos ahora que las cotas inferiores en δ
(
G
)

son óptimos. Recordando que la gráfica camino con

n vértices Pn es una gráfica con V (Pn) = {v1, v2, . . . , vn} y E(Pn) = {v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn}.

Consideremos la gráfica camino con 4 vértices G = P4. Ya que G = P4, tenemos diamV (G) = 3 y

δ
(
G
)

= 0.

Considerando la gráfica camino con 5 vértices G = P5. Ya que diamV (G) = 4, tenemos δ
(
G
)
≥ 5/4.

Observemos que G tiene 5 vértices Y aśı por el Teorema 3.2.16 obtenemos δ
(
G
)
≤ 5/4. Por lo tanto,

concluimos δ
(
G
)

= 5/4.

En 1956, Nordhaus y Gaddum dieron cotas inferiores y superiores para la suma y el producto del número

cromático de una gráfica y su complemento (ver [72]). Desde entonces, se han propuesto relaciones de tipo

similar para más invariantes. El Corolario 3.2.1 y el Teorema 3.2.18 proporcionan un par de resultados de

este tipo.
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Teorema 3.2.19. Si G es una gráfica intervalo con aristas de longitud 1, entonces

δ(G) δ
(
G
)
≤


0 si diamV (G) = 1,

3 si 2 ≤ diamV (G) ≤ 3,

9/4 si diamV (G) ≥ 4.

Tenga en cuenta que no podemos mejorar el ĺımite inferior trivial δ(G)δ(G) ≥ 0, puesto que se alcanza

si G es un árbol.

Teorema 3.2.20. Si G es una gráfica intervalo con aristas de longitud 1, entonces

δ(G) + δ
(
G
)
≤


3/2 si diamV (G) = 1,

7/2 si 2 ≤ diamV (G) ≤ 3,

3 si diamV (G) ≥ 4.

Además, δ(G) + δ
(
G
)
≥ 5/4 para cada gráfica intervalo G con diamV (G) ≥ 4.
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Conclusiones

En este trabajo analizamos la constante de hiperbolicidad para algunas familias de Gráficas Geométricas,

en particular, las Gráficas Intervalo; las cuales son gráficas de intersección de familias de intervalos en la

recta real. En el caṕıtulo 1, se explicó una breve introducción a los espacios hiperbólicos en el sentido de

Gromov. Mencionamos varias definiciones sobre hiperbolicidad, posteriormente observamos que aunque a

primera vista eran diferentes y no parecen tener relación alguna, en realidad son equivalentes. Además en

los Teoremas 1.1.8, 1.1.10 y 1.1.12 se dan las relaciones siguientes:

Sea X un espacio métrico geodésico:

Con respecto a la hiperbolicidad fine (definición 1.1.5) tenemos:

• Si X es δ-hiperbólico, entonces es 4δ-fine.

• Si X es δ-fine, entonces es δ-hiperbólico.

Con respecto a la hiperbolicidad del producto de Gromov (definición 1.1.6) tenemos:

• Si X es δ-hiperbólico, entonces es 4δ-hiperbólico de Gromov.

• Si X es δ-hiperbólico de Gromov, entonces es 3δ-hiperbólico.

Con respecto a la hiperbolicidad insize (definición 1.1.9) tenemos:

• Si X es δ-hiperbólico, entonces es 4δ-insize.

• Si X es δ-insize, entonces es 2δ-hiperbólico.

Con respecto a la hiperbolicidad minsize (definición 1.1.11) tenemos:

• Si X es δ-hiperbólico, entonces es 4δ-minsize.

• Si X es δ-minsize, entonces es 8δ-hiperbólico.

En el caṕıtulo 2, se expresan algunos resultados importantes dentro de la Teoŕıa de Gráficas Hiperbólicas,

en particular, se destaca el Teorema 3.1.7, en el cual se demuestra que para estudiar la constante de hiper-

bolicidad de una gráfica, basta considerar únicamente los triángulos cuyos vértices sean vértices y puntos

medios de las aristas de dicha gráfica.
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En la misma dirección, se relaciona la constante de la hiperbolicidad de una gráfica con algunos parámetros

de la misma:

• δ(G) ≤ 1
2 diamG, Teorema 2.1.1.

• δ(G) ≥ g(G)
4 , Teorema 2.1.2.

• δ(G) ≤ 1
4c(G), Teorema 2.1.3.

• δ(G) ≤ mı́n
{
β(G), n−β(G)+2

2

}
, Teorema 2.1.4.

• δ(G) ≤ 3γ(G)
2 , Teorema 2.1.5.

En la sección 2.2 se estudian los valores exactos de la constante de hiperbolicidad para ciertas familias

de gráficas. En la sección 2.3 se analiza la hiperbolicidad de las gráficas bajo la contracción de aristas.

En el caṕıtulo 3 se trabaja con Gráficas Geométricas, en particular nos enfocamos en las Gráficas Inter-

valo. Entre los principales resultados obtenidos tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.1.7. Cada gráfica intervalo G con longitud apropiada satisface la desigualdad

δ(G) ≤ 3

2
`0.

Donde: `0 := sup{L(e)|e ∈ E(G)}, siendo L(e) la longitud de la arista e.

Con su respectiva consecuencia:

Corolario 3.1.8. Cada gráfica de indiferencia G satisface la desigualdad

δ(G) ≤ 3

2
`0 ≤

3

2
.

Posteriormente se dan las definiciones de: propiedad de intersección-(3/2), propiedad de intersec-

ción-0, propiedad de intersección-(3/4) y la propiedad de intersección-1 con respectivos resultados

acerca de estas propiedades, los cuales se resumen en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.14: Cada gráfica intervaloG con aristas de longitud 1 es hiperbólica y δ(G) ∈ {0, 3/4, 1, 5/4, 3/2}.
Además,

δ(G) = 0 si y sólo si G tiene la propiedad de intersección-0.

δ(G) = 3/4 si y sólo si G tiene la propiedad de intersección-(3/4).

δ(G) = 1 si y sólo si G tiene la propiedad de intersección-1.

δ(G) = 5/4 si y sólo si G no tiene las propiedades de intersección: 0, 3/4, 1 y 3/2.
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δ(G) = 3/2 si y sólo si G tiene la propiedad de intersección-(3/2).

Y finalmente se obtienen dos de resultados del tipo Nordhaus-Gaddum (Teoremas 3.2.19 y 3.2.20).

Si G es una gráfica intervalo con aristas de longitud 1, entonces

δ(G) δ
(
G
)
≤


0 si diamV (G) = 1,

3 si 2 ≤ diamV (G) ≤ 3,

9/4 si diamV (G) ≥ 4.

δ(G) + δ
(
G
)
≤


3/2 si diamV (G) = 1,

7/2 si 2 ≤ diamV (G) ≤ 3,

3 si diamV (G) ≥ 4.

Además, δ(G) + δ
(
G
)
≥ 5/4 para cada gráfica intervalo G con diamV (G) ≥ 4. Tenga en cuenta que no

podemos mejorar el ĺımite inferior, ya que δ(G)δ(G) = 0 si G es un árbol.
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[9] Bermudo, S., Rodŕıguez, J. M. and Sigarreta, J. M., Computing the hyperbolicity constant, Comput.

Math. Appl. 62 (2011), 4592-4595.
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[66] Mart́ınez-Pérez, A., Chordality properties and hyperbolicity on graphs. Submitted.

[67] Meijer, P. T., Connectivities and diameters of circulant graphs. Thesis, Department of Mathematics

and Statistics, Simon Fraser University, 1991.
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