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Introduccion

El razonamiento inductivo es un proceso cognitivo que inicia con el estudio de ejemplos
especificos, para establecer reglas o leyes generales (Pdlya, 1965; Castro, Cafiadas &
Molina, 2010). Su importancia en la ensefianza de las matematicas, radica en que permite el
descubrimiento de propiedades de fendbmenos y reconocimiento de regularidades de manera
l6gica (Polya, 1994), que implica la identificacion de patrones, formulacion de conjeturas y
generalizacion (Castro, Cafiadas & Castro, 2010). Este Gltimo componente, permite que el
razonamiento inductivo sea un medio potente e imprescindible para nuevos conocimientos

matematicos.

El interés de la investigacion se centra en identificar y describir el trabajo de aquellos
profesores de matematicas de secundaria, que evidencian el razonamiento inductivo en la
resolucion de tareas, que refieren a la generalizacién de patrones figurales en el marco de
sucesiones cuadraticas. El estudio se sustenta te6ricamente en el modelo del razonamiento

inductivo propuesto por Cafadas y Castro (2007).

Para el cumplimiento del objetivo de la investigacion, se adaptaron dos tareas que refieren a
la generalizacion de sucesiones cuadraticas (Kirwan, 2017; Rivera, 2013). La adaptacion
consistio en considerar el contexto de los patrones figurales, inicialmente propuestos por los
estudios, para formular preguntas propias y evidenciar el razonamiento inductivo de los
participantes. Estos fueron dieciséis profesores de matematicas de secundaria en México, con
experiencia en la ensefianza de las matematicas en primero, segundo y tercer grado. Su
participacion en el estudio se dio a partir de talleres, que el grupo de investigacion ha

desarrollado para esta poblacion en el marco del razonamiento inductivo.

La exploracion con los profesores de secundaria, evidencio la trayectoria de los pasos del
razonamiento inductivo. Se identificaron diferentes formas de proceder al resolver las tareas
en el contexto de la generalizacion de patrones figurales, en ese proceso recurrieron a mas de
un sistema de representacion. Los resultados evidencian que una mayoria de profesores
trabajo con casos particulares, identificaron el patron, formulan conjeturas y generalizaron.
Hay una relacién entre los profesores que identifica el patron con los que llegan a la
formulacidn de la conjetura, pocos justifican la conjetura que proponen y ninguno realiza una

demostracion de la generalizacion que establecio.

1



Esta memoria se estructura en seis capitulos. ElI primero presenta el problema de
investigacion, que rinde cuenta de la importancia y justificacion del estudio por el

razonamiento inductivo en profesores de secundaria.

El segundo capitulo se constituye de los elementos tedricos que sustentan la investigacion.
Se describe el modelo tedrico del razonamiento inductivo (Cafiadas & Castro, 2007) y en los

sistemas de representacion (Lupiafez, 2016).

El tercer capitulo documenta el contenido matematico, sucesiones cuadraticas, objeto de
estudio en esta investigacion. Su estudio, se apoyd del analisis de contenido matematico

escolar (Rico & Moreno, 2016), que se categoriza en tres organizadores curriculares.

El cuarto capitulo presenta los aspectos del marco metodolégico tenidos en cuenta para la
investigacion. Esto incluye la descripcion de los participantes, la prueba piloto realizada, el
redisefio de las tareas, el proceso de recoleccion de la informacion y las categorias

consideradas para el analisis.

El quinto capitulo comprende el analisis de los datos. Se describen los hallazgos del
razonamiento inductivo en los profesores por tarea y la caracterizacion del razonamiento
inductivo por profesor. Ademas, se identifican y describen los sistemas de representacion
utilizados por los profesores como también los procesamientos y conversiones que

realizaron.

El sexto capitulo recopila los resultados del estudio y se reflexiona sobre algunas limitaciones

del estudio y sobre futuras investigaciones.



Capitulo 1
Planteamiento del problema y antecedentes

El razonamiento matematico es una capacidad asociada al pensamiento, que contribuye en el
aprendizaje de las matematicas (Conner, Singletary, Smith, Wagner, & Francisco, 2014) y
en el desarrollo de competencias demandadas por el curriculo escolar (Cafiadas & Castro,
2003). Si el razonamiento no es desarrollado, entonces las matematicas se convierten en una
cuestion de seguir un conjunto de procedimientos e imitar ejemplos sin reflexionar acerca de
por qué tienen sentido (e.g, Lithner, 2000; Ball & Bass, 2003). En el campo de la Matemaética
Educativa, diversas investigaciones se han interesado por el estudio del razonamiento
matematico, otros se han centrado en los diferentes tipos, como el inductivo, deductivo,
abductivo, por analogia, el transformacional, covarional, entre otros (e.g, Michal & Ruhama,
2008; Fann, 1970; Simon, 1996; Carlson, Jacob, Coe , Larsen , & Hsu, 2002). En particular,

esta investigacion se centra en el estudio del razonamiento inductivo.

La induccidn juega un papel importante en diferentes areas cientificas, es utilizada en todas
las ciencias, incluyendo las matematicas. Polya (1994) afirma que “es un modo de razonar
que conduce al descubrimiento de leyes generales a partir de la observacion de ejemplos
particulares y de sus combinaciones” (p.114). El razonamiento inductivo es considerado
como un camino importante que conduce al conocimiento matematico, propiciado mediante
la construccion inductiva y empirica del conocimiento, para luego llegar a su formalizacion
y estructuracién (Cafadas y Castro, 2003). P6lya (1994) resalta su uso en la ensefianza, como
un método para descubrir propiedades de fendmenos y reconocer regularidades de manera
I6gica. Para Castro, Cafiadas y Molina (2010) el razonamiento inductivo es un proceso que
implica la identificacion de patrones, formulacion de conjeturas y generalizacion. Este
ultimo componente, permite que este razonamiento sea un medio potente e imprescindible

para nuevos conocimientos matematicos.

La generalizacion es de gran importancia en diferentes ambitos, Dorfler (1991) sefiala que su

relevancia radica en la vida cotidiana y en el pensamiento cientifico y, es tanto objeto como



Capitulo 1 Problematica y antecedentes

medio de pensamiento y comunicacion. En las matematicas, esta adopta diferentes formas
especificas y hace uso de medios especiales. Estas formas y variedades, asi como los medios
de generalizar, son objeto de las reflexiones posteriores. Desde este punto de vista, la
generalizacién es un proceso cognitivo que conduce a algo general y su producto es una
forma existente o posible de agrupar. Mason (1996) afirma que "la generalizacion es el latido
de las matematicas” y que en la ensefianza, los estudiantes deberian ser conscientes en: ver
lo particular en lo general y ver lo general a través de lo particular. Tomando conciencia de
cémo una multitud de detalles pueden ser subsumidos bajo una generalidad. Estas
apreciaciones estan intimamente relacionadas con el razonamiento inductivo en matematicas,
conectado con el hallazgo de patrones y relaciones entre nimeros y figuras (Neubert &
Binko, 1992; Murawska & Zollman, 2015).

1.1 Razonamiento inductivo en los estudiantes
La revision a la literatura, evidencia que la investigacion sobre razonamiento inductivo con
estudiantes, se orientan en dos direcciones, aquellas que exploran este tipo de razonamiento

sin intervencion previa, otras, que se enfocan en desarrollarlo.

En el marco de los estudios de tipo exploratorio, Cafiadas (2007) describio y caracterizé el
razonamiento inductivo de estudiantes de 3° y 4° de Educacién Secundaria Obligatoria en
Espafia, al resolver problemas que podian modelarse mediante una progresion aritmética de
nimeros naturales cuyo orden era 1 o 2. En relacién con los pasos que siguieron los
estudiantes del modelo de razonamiento considerado, siguen una tendencia general de

actuacion en el trabajo con casos particulares y el uso de estrategias inductivas.

Por su parte, Cafiadas y Figueiras (2011) exploraron el razonamiento inductivo y las
representaciones en la resolucién de problemas de combinatoria en educacion primaria, en
el marco de la induccion y la generalizacion. Los estudiantes que generalizaron
empiricamente, evidenciaron el uso de representaciones aritméticas, algebraicas, textuales y
sintéticas —aritmético y textual- y se asevera que la induccion, facilito la construccion de un
diagrama de arbol efectivo, en tanto que representaba el crecimiento n dimensional y el

numero de elementos que intervienen en cada factor.
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Por cuanto a las investigaciones enfocadas a desarrollarlo, manifiestan la potencialidad del
razonamiento y como se evidencia en los estudiantes. En Educacion Infantil, Salgado y
Salinas (2012) desarrollan el razonamiento inductivo en nifios a través del significado de
namero, por medio de un modelo que propusieron, cuyas etapas son las siguientes: trabajar
con casos concretos, sencillos y observables, identificar patrones, que ayuden a ver las

regularidades, formular conjeturas, justificar conjeturas y demostrar.

Murawska y Zollman (2015) promovieron el desarrollo del razonamiento inductivo en
estudiantes de secundaria, con base en el modelo pedagdgico inquirim continum. Este modelo
se sustenta de cuatro niveles de preguntas: de confirmacion, estructurada, guiada, y abierta.
El contexto, fue la resolucion de problemas y el uso de mdltiples representaciones. Los
resultados de su estudio evidencian que el modelo es una guia til en el disefio de tareas
exitosas, asi también, que es un modelo util para que los maestros de la escuela intermedia
profundicen la comprension matematica de los estudiantes de combinar el desarrollo

conceptual y procedimental.

El razonamiento inductivo manifiesto por los estudiantes en estos estudios, reflejan que su
proceso cognitivo consiste mayoritariamente, en el trabajo con casos particulares y la
formulacién de conjeturas. Quienes no generalizan, es debido a que no validan las conjeturas
que formulan, con nuevos casos particulares. Al respecto, Cafiadas (2007) sostiene, que se

debe en parte, a que se apoyan solamente en su capacidad empirica.

La investigacién ha documentado que si se desarrolla este tipo de razonamiento (e.g., Barkl,
Porter & Ginns, 2012; Christou & Papageorgiou, 2007) se puede favorecer el que los
estudiantes resuelvan problemas sobre generalizacion. Ademas de ser un proceso cognitivo,

este tipo de razonamiento potencializa el desarrollo de otros razonamientos.

1.1.1 Acciones que se relacionan con el razonamiento inductivo

Las acciones del razonamiento inductivo implican la identificacion de patrones,
establecimiento de conjeturas y generalizacion (Cafiadas & Castro, 2003). Varias
investigaciones (Rivera & Becker, 2010; Rivera, 2013; Stacey, 1989) se han ocupado de

estudiar estos aspectos en los estudiantes, en el ambito de la generalizacion.
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Identificacion de Patrones figurales

Uno de los caminos para estudiar el razonamiento inductivo en los estudiantes es mediante

el andlisis de patrones, que sirven como contexto para explorar la generalizacion.

Riveray Becker (2010) estudian la generalizacion de patrones figurales lineales y cuadréaticos
en estudiantes de Secundaria. En este proceso, reconocen a la abduccion y la induccion.
Documentan que en la fase abductiva los estudiantes plantean hipdtesis sobre el
comportamiento del patron en las diferentes etapas. En la fase inductiva, los estudiantes
confirman repetidamente su hipétesis y determinan una regla general. De igual modo, el
proceso inductivo les permitié analizar la naturaleza y distribucion de los patrones figurales.
Evidencian que mediante este tipo de patrones, se favorece la visualizacion, la unidad

estructural del patrén y el razonamiento por analogia.

En Walkowiak (2014) se comparan formas de razonar en estudiantes de primaria y secundaria
a traves de patrones de crecimiento pictérico. Identifican formas distintas de razonar. En los
de primaria, su razonamiento se apoya del comportamiento pictorico al analizar los patrones,
mientras que los de secundaria, analizan estas regularidades por medio de lo numérico, para
establecer la generalizacion. Se reconoce como una necesidad, el incorporar el analisis de los
patrones de crecimiento pictorico en las matematicas de primaria y secundaria por el
potencial que ofrecen en promover el uso del razonamiento basado en lo figural y numérico,

ademas, el desarrollo del pensamiento matematico y generalizacion sobre relaciones.

Estos estudios enfocados en el proceso de la generalizacion de patrones y en las formas de
razonar del estudiante al resolver tareas en este contexto, reconocen que el patron figural
facilita a los estudiantes para reconocer las regularidades por medio de la visualizacién y
construir reglas generales que representen la generalizacion (e.g. Rivera, 2010; Amit &
Neria, 2008).

Estrategias

Las tareas del razonamiento inductivo en el contexto de la generalizacién de patrones
numericos Yy figurales, evidencian las diferentes formas de proceder del individuo, del como

es la ruta que siguen para construir la generalizacion y de qué manera reconocen el patron.
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En este contexto, se ha enfatizado en el analisis de las estrategias que construyen, asi como
de los enfoques de razonamiento en la generalizacion de patrones (e.g, Stacey, 1989; Becker
& Rivera, 2005; Jurdak & Mouhayar, 2014; Mouhayar & Jurdak, 2016).

En el estudio de Jurdak y Mouhayar (2014) se explora el razonamiento de los estudiantes de
diferentes grados escolares de primaria y secundiaria sustentados de la taxonomia solo, en el
contexto de la generalizacion de patrones. Se exploré en dos direcciones. La primera,
enfocada al andlisis de las estrategias usadas por los estudiantes, y la segunda, en el nivel en
que se ubica la generalizacion, que inicia en el nivel concreto hasta la generalizacion
simbdlica. Evidencian que el desarrollo del razonamiento en la generalizacion de patrones se
debe principalmente a la experiencia de los estudiantes con el tratamiento de este proceso y
el uso de estrategias. Mouhayar y Jurdak (2016) por su parte, se sustentan del anélisis de
estrategias, para estudiar como se percibe por estudiantes de diferentes grados escolares, el
razonamiento numérico y figurativo, en el contexto de la generalizacidon de patrones. Las
estrategias a las que recurren con mayor frecuencia son: conteo, recursiva, fragmentacion,

funcional y objeto completo (véase Tabla 1).

Tabla 1. Estrategias del estudiante dentro de los enfoques numéricos y figurativos en generalizacién de

patrones

Estrategia

Enfoque del
Razonamiento numérico

Enfoque del
razonamiento figural

Conteo de una figura
construida

Recursiva

Objeto completo

Fragmentacion

Funcional

Construye una figura de una manera
incorrecta que no sigue el crecimiento del
patrén y luego cuenta sus elementos

Reconoce un patrén numérico al encontrar
la diferencia entre los términos
consecutivos y luego lo agrega a un valor
numérico en un paso dado para alcanzar el
siguiente paso.

Multiplica el valor de un paso para
encontrar el valor numérico de otro paso
suponiendo que f(na) = n X f (a) tal
que f (a) es el valor numérico del paso a
en el patrén.

Identifica una diferencia constante entre
pares de pasos consecutivos del patron.
Utiliza esta diferencia para multiplicarla
por el nimero de pasos necesarios para
alcanzar el paso requerido en el patron.

Reconoce una regla basada en el patrén
numérico

Construye una figura de una manera estructurada
siguiendo el crecimiento del patron y luego cuenta sus
elementos.

Reconaoce el crecimiento estructural del patron entre
pasos figurativos consecutivos y luego agrega el valor
del crecimiento a un término dado para alcanzar el
siguiente paso figurativo.

Multiplica partes del patrén en el paso a por un nimero
ntalquen X a esel nimero de paso de figura
requerido.

Distingue el crecimiento estructural del patrén entre
pasos figurativos consecutivos, cuenta el nimero de
pasos necesarios para alcanzar el paso figurado
requerido en el patron, multiplica el nimero de pasos
necesarios con la diferencia constante entre pasos
figurativos consecutivos y luego agrega el resultado a la
figura paso figurativo a 5 + 4 (en la fila inferior).

Identifica los componentes en crecimiento del patrén
asi como los componentes constantes y los relaciona
entre si 'y con el nimero de paso figurativo.
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Estos resultados revelan que el analisis de patrones es subjetivo y que el mismo patrén puede

ser reconocido de maneras diferentes por los estudiantes (Mouhayar & Jurdak, 2016).

Estas formas de reconocer la regularidad en patrones lineales y no lineales, indican que el
razonamiento del estudiante para las tareas lineales, es mas evidente que en tareas no lineales;
esto se muestra en el mayor uso de estrategias en las tareas. Una explicacion plausible es que
la tarea lineal es menos compleja que la tarea cuadratica, ya que el crecimiento entre los pasos
figurales consecutivos es constante, mientras que el crecimiento en el Gltimo varia (Jurdak &
Mouhayar, 2014).

1.2 Modelos teéricos del razonamiento Inductivo

La investigacion sobre razonamiento inductivo también se ha centrado en el desarrollo de
marcos tedricos (e.g Reid, 2002; Cafiadas & Castro, 2007; Klauer & Phye, 2008, Rivera,
2013) que han permitido estudiarlo y promoverlo, principalmente con estudiantes, en

diferentes niveles educativos.

En el campo de la psicologia, Klauer y Phye (2008) desarrollan un modelo teérico, como
teoria prescriptiva, con incidencias en el campo de la educacién, a partir de experimentos con
nifios de primaria. Conciben al razonamiento inductivo como aquel que apunta a detectar
generalizaciones, reglas, regularidades e irregularidades. Su modelo tedrico contiene una
clasificacion exhaustiva de las tareas del razonamiento inductivo, que son procesos
especificos que se siguen al resolverlas: generalizacién, discriminacion, clasificacion

cruzada, reconocer y diferenciar relaciones, construccion de sistema (véase figura 1).

Clasificacién  cruzada Sistema de construccion

N AN

Reconocer Diferenciar

Generalizacion Discriminacién
relaciones relaciones

Semejanza Diferencia Semejanza Diferencia

Atribut
foutos Relaciones

Estrategias del razonamiento inductivo

Figura 1. Genealogia del Razonamiento Inductivo. Tomada de (Klauer & Phye 2008, p. 87)
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Los estudios longitudinales de Rivera (2013) por su parte, indagan acerca de la
generalizacion de patrones, con estudiantes de diferentes edades. En ese contexto, ha
evidenciado el tipo de estructuras matematicas que construyen, modos de representacion, de
comprension, tipos y fuentes de generalizacion, y de la atencion o conciencia de la
generalizacion. Con base en ello, propone un modelo de la generalizacion de patrones
graduales, como marco organizativo para una sintesis de los estudios sobre generalizacion de
patrones, que involucra el razonamiento inductivo con el abductivo y el deductivo, como

procesos inferenciales cognitivos (véase figura 2).
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Figura 2. Marco organizativo para una sintesis de los estudios sobre generalizacion de patrones (Rivera, 2013,
pag.59)

Otra propuesta para el razonamiento inductivo, es el modelo tedrico de Reid (2002) y
Cafiadas (2007) quienes consideraron los pasos propuestos por PAlya (1968). En el caso de
Reid (2002) estudio el razonamiento matematico y como éste se evidencia en los contextos
escolares. Esto se denota, en el patron del razonamiento de los estudiantes de quinto grado al
resolver una actividad matematica, que permitié establecer un modelo teérico a partir de las

acciones de los estudiantes:

e Observacion del patron.

e Formulacién de una conjetura como regla general
e Evaluacion de la conjetura.

e Generalizacion de la conjetura.

e Utilizacion de la generalizacion como base para deducciones simples (prueba)
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Cafiadas y Castro (2007) propusieron una modelo teérico del razonamiento inductivo en un
contexto en particular, basado en modelos teoricos previos (Pdlya, 1966; Reid, 2002;
Cafiadas, 2002). Esta categorizacion consta de siete etapas o pasos, que permite describir este

razonamiento:

e Trabajo con casos particulares.

e Organizacion de los casos particulares.
e Identificacion de patrones.

e Formulacién de conjeturas.

e Justificacion de conjeturas.

e Generalizacion.

e Demostracion.

Este modelo tedrico ha sido utilizado en otras investigaciones, que consideraron algunos
elementos tedricos entre ellos la conjetura y la generalizacion y, es vinculado con otros
enfoques que depende del objetivo de los estudios (e.g., Sutarto, Nusantara, Subanji, &

Sisworo 2016; Ni'mah, Purwanto, Irawan, & Hidayanto 2017).

Sutarto y colaboradores (2016) por ejemplo, describen el proceso de conjetura local en la
generalizacion de patrones, desde la perspectiva tedrica Accion, Proceso, Objeto y Esquema
(APOE) y en el modelo tedrico de Cafadas y Castro (2007). Reconocen como parte de la
accion, a la observacién y organizacion de los casos particulares; Por cuanto al proceso, a
encontrar y predecir el patron; en el objeto, a la formulacion de la conjetura y en el esquema,
a la generalizacion de la conjetura. Ni'mah, Purwanto, Irawan y Hidayanto (2017) por su
parte, se basan en la investigacién de Mulligan y colaboradores (2012) y de Cafiadas y Castro
(2007), para proponer una etapa de desarrollo cinco-estructural: a saber, preestructural,

emergente, parcial, estructural y avance.

1.3 Razonamiento inductivo en los profesores

Las investigaciones sobre razonamiento inductivo que refieren al profesor de matematica, se
ubican tanto en los que estan en su etapa de formacion como en servicio. Algunas son de tipo
exploratorio (e.g., Rivera & Becker, 2003; Kolar, Mastnak, & Hodnik, 2012), otras,

propuestas de ensefianza para desarrollarlo (e.g., Barrera, Castro, & Cafiadas, 2009). Otras
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investigaciones se interesan por lo que hace el profesor de matematicas en servicio, en
aspectos especificos del razonamiento inductivo como la conjetura, la generalizacién y la
justificacion (e.g., Mouhayar & Murad , 2013; Cadez & Kolar, 2015; Lin & Tsai, 2016).

El estudio de Rivera y Becker (2003), analiza en qué aspectos de la informacion se apoyan
futuros profesores de primaria, cuando razonan inductivamente. Asi también, qué contextos
les permiten percibir las relaciones invariantes e inherentes, de una muestra finita y, con ello,
formular generalizaciones viables, y en qué medida justifican los resultados inductivos de
manera no inductiva, que son otros medios de explicacion que no han sido extraidos por la
fuerza de las apariencias superficiales o por mera especulacion arbitraria. Su estudio se
sustenta de tareas con patrones numeéricos y figurales. De su estudio, reconocen que los
futuros profesores, se basan principalmente en sus experiencias matematicas previas y que
sus procesos de induccion sugieren una preferencia por las estrategias de similitud numérica.
Por cuanto a los contextos, reconocen cuatro: (1) el nivel de homogeneidad de los valores
numéricos o figuras, (2) la naturaleza de la propiedad de invariancia inducida ( 3) la tipicidad
de las tareas de induccion que se realizan, y 4) especialmente en el caso de los futuros
profesores, el tipo de conocimiento matematico que traen consigo a la induccién. Observaron
ademas, que quienes emplearon la estrategia de similitud numérica parecian menos capaces
de justificar sus resultados de manera no inductiva, mientras que los que empleaban la
similitud figural proporcionaban suficientes justificaciones no inductivas debido, en parte, a
la manera en que relacionaban los simbolos y las variables se acostumbraban a los patrones

gue se generaban a partir de las figuras.

Kolar, Mastnak y Hodnik (2012) estudian las competencias de razonar inductivamente en
profesores de primaria, mientras resuelven un problema matematico que preveia el uso del
razonamiento inductivo para llegar a la solucién y construir generalizaciones. Su analisis se
sustenta desde tres perspectivas diferentes: La perspectiva de la comprension de la situacién
problematica, la perspectiva de la profundidad de resolucién de problemas y la perspectiva
de las estrategias aplicadas. Analizan ademas, la relacion entre la profundidad y la estrategia
de resolucion de problemas. A partir de ello, reconocen que no todas las estrategias fueron

igualmente eficaces en la busqueda de generalizaciones de problemas.

11



Capitulo 1 Problematica y antecedentes

Barrera, Castro y Cafiadas (2009) caracterizan el razonamiento inductivo en futuros de
primaria, para luego llevar a cabo una actuacion instruccional, y con ello, analizar la
evolucion y cambio en el proceso de razonamiento. Reconocen, que ain cuando los futuros
profesores se apoyan de los sistemas de representacion numérico, gréfico, verbal y
algebraico, el que utilizaron mayormente fue el numérico. Por cuanto a los pasos del
razonamiento, predominé el que refiere al trabajo con casos particulares, del modelo de
Carfiadas y Castro (2007).

En relacién con la generalizacion como componente del razonamiento inductivo, Mouhayar
y Jurdak (2013) analizaron la habilidad de profesores de matemaéticas de secundaria, para
identificar acciones de los estudiantes para determinar el n-ésimo término de una sucesion
en la generalizacion de patrones. Se evidencio que los profesores identificaron las acciones
de los estudiantes cuando establecieron el enésimo término en la generalizacién del patron,
pero evidenciaron dificultades en sus explicaciones, sobre las acciones de los estudiantes en
las diferentes tareas, capacidad asociada con la explicacion del conteo o la representacion

pictdrica, paso a paso de los estudiantes.

1.4 Problematica de la investigacion.

Con base en la revision a la literatura especializada, se reconoce que la mayoria de las
investigaciones que han estudiado el razonamiento inductivo, han enfatizado en el estudiante
y en el profesor en formacion, pocas se han realizado con profesores en servicio (e.g., Sosa
& Cabafas-Sanchez, 2017). En este sentido, se requiere profundizar sobre las formas de
razonar inductivamente en profesores en servicio, quienes asumen un rol indispensable en el
aprendizaje de las matemaéticas de los estudiantes, donde la mayoria de sus actividades se

basan en el razonamiento inductivo, de lo particular a lo general (NCTM, 2000).

La importancia del razonamiento inductivo como proceso cognitivo, juega un papel
importante en la construccion del conocimiento matematico y debe ser considerado en la
ensefianza de las matematicas, para potenciar habilidades en los estudiantes. Los argumentos,
la conjetura, la demostracidn, la explicacién y la justificacion, son aspectos relacionados con
el razonamiento inductivo y resulta complicado hablar sobre uno de ellos sin hacer referencia

a uno o varios de los otros (Cafadas, 2002). Su importancia también incide en el camino
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hacia la demostracion; sin embargo, se reportan dificultades asociadas con la adquisicion de
las habilidades del razonamiento necesarias para llegar a hacer y comprender una
demostracion matematica formal de manera inmediata, para ello es necesario un periodo de
tiempo de adaptacion y conviene que sigan una progresion logica en el desarrollo de su
razonamiento, desde los razonamientos cotidianos mas proximos a lo concreto hasta los
razonamientos matematicos mas abstractos (Cafiadas y Castro, 2010). Asi, se reconoce que
la induccion favorece el desarrollo de estas habilidades a partir de la formulacién de

conjeturas y su demostracion.

Desde el marco curricular, los Principios y Estandares para la Educacion Matematica
(NCTM, 2000) enfatizan en que los estudiantes agudicen y amplien sus habilidades de
razonamiento inductivo y deductivo, para que profundicen en las valoraciones de sus
afirmaciones y conjeturas, como también en la formulacion de sus argumentos. Ademas,
consideran que la generalizacion es uno de los principales objetivos de la ensefianza de las
matematicas y exponen la trascendencia e importancia de la induccion en el quehacer
matematico de los estudiantes (Cafiadas y Castro, 2010). En México, el curriculo de la
Educacion Bésica (SEP, 2011) enfatiza en la importancia porque la actividad intelectual de
los estudiantes se apoye mas en el razonamiento que en la memorizacion. Asi también, que
formulen y validen conjeturas; busquen argumentos para validar procedimientos y

resultados.

Con base en estas demandas a los estudiantes, implicitamente se vincula a los profesores de
matematicas, quienes promueven y participan en el proceso del razonamiento matematico en
condiciones de ensefianza (NCTM, 2000). De ahi, surge la necesidad de que el profesor de
matematicas agudice y amplien en sus estudiantes, destrezas del razonamiento inductivo para

profundizar en las valoraciones de sus conjeturas y fortalecer sus argumentos matematicos.

Para ello, una de las tareas del profesor consiste en “ayudar a sus alumnos a introducirse en
una comunidad de conocimientos y capacidades que otros ya poseen. Su trabajo es una
actividad social que lleva a cabo mediante el desarrollo y puesta en practica del curriculo de
matematicas” (Rico, 1996, p. 18). Asi también, en promover maneras particulares de pensar

y llevarlos a comparar, verificar, explicar y justificar conjeturas (Brodie, 2010). En este
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contexto de ideas, Ball y Bass (2003) sefialan el profesor debe estar capacitado en proveer a
sus estudiantes recursos que les permitan desarrollar estas habilidades y fomentar ambientes
que lo hagan posibles. De acuerdo con estas responsabilidades y la importancia del
razonamiento inductivo, se considera que si un profesor de matemaéticas trabaja y pone en
practica situaciones de aprendizaje que promuevan este tipo de razonamiento en sus
estudiantes, debe estar familiarizado y adquirir habitos desde su practica como docente en

esta manera de razonar (Castro, 2002; Cafadas & Castro, 2003).

Otro de las consideraciones de la revision a la literatura especializada, es que la mayoria de
las investigaciones que estudian el razonamiento inductivo como proceso del pensamiento y
como generador de conocimiento, en el contexto de tareas de generalizacion, refieren
principalmente a las relaciones lineales. Varios estudios dan cuenta de la capacidad de
generalizar efectivamente patrones lineales, pero se reconocen dificultades en la
generalizacion de patrones no lineales (Ebersbach & Wilkening, 2007; Krebs, 2005) que
influyen el desarrollo de competencias matematicas en los estudiantes. Estas dificultades se
asocian con el reconocimiento del comportamiento del patron y representarlo de forma
simbdlica (aritmética y algebraica), otras consisten en el comportamiento de recursividad del
patrén mas que en el de correspondencia y se considera que estas dificultades pueden estar
relacionadas con el proceso de ensefianza en el desarrollo del pensamiento algebraico (Amit
& Neria, 2008). Sin embargo, pocas investigaciones se han enfocado en las relaciones

cuadraticas (Kirwan, 2015) tanto en profesores en formacién como en servicio.

De ahi el interés de esta investigacion por el estudio del razonamiento inductivo del profesor
de matematicas, en el contexto de las sucesiones de tipo cuadratico, a partir de patrones

figurales.

1.5 Pregunta de investigacion y objetivos.

La pregunta de investigacidn gue se plantea es:

¢ Cual es el razonamiento inductivo que evidencian profesores de matematicas de secundaria
al resolver tareas con sucesiones cuadraticas en el contexto de la generalizacion de patrones

figurales?
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Para dar respuesta a esta cuestion, se pretende:

Describir el razonamiento inductivo que evidencian profesores de Matematicas al resolver
tareas relacionadas con sucesiones cuadraticas en el contexto de la generalizacion de

patrones figurales.
Este objetivo se particulariza en los siguientes objetivos especificos:

OEL1: Identificar y describir los pasos del razonamiento inductivo que siguen profesores de
matematicas de Secundaria al resolver tareas que demandan la generalizacion de sucesiones

cuadraticas.

OEZ2: Identificar y analizar los sistemas de representacion que utilizan los profesores

Matematicas al resolver tareas de relacionadas con generalizacion de sucesiones cuadraticas.
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Fundamentacion Teodrica

La fundamentacion tedrica de la investigacion del razonamiento inductivo, se sustenta en el
modelo tedrico de Cafiadas y Castro (2007), que surge de los trabajos de investigacion de
Pdlya (1966), Castro (1995), Cafadas (2002) y Reid (2002). Se consideran los elementos
teoricos de los patrones numeéricos, figurales, tipos de generalizacion, representaciones y

sistemas de representacion.

1.1 Razonamiento Matematico

El razonamiento por ser un término polisémico, se asume y conceptualiza desde diferentes
perspectivas humanisticas, entre ellas la filosofia, que lo define como una forma del
pensamiento que consiste en extraer un juicio nuevo llamado conclusion, que se deriva
necesariamente de juicios dados, Ilamados premisas . En el campo de la psicologia, se
relaciona con la capacidad de identificar las propiedades de cada objeto ideal y las relaciones
entre las distintas ideas sobre la base de la necesidad del propio individuo, los datos externos

memorizados y los recuerdos naturales (de Acedo Baquedano & de Acedo Lizarraga, 2006).

En Matematica Educativa, Castro, Cafiadas y Molina (2010) lo definen como un proceso de
pensamiento que permite obtener conclusiones a partir de premisas previamente
establecidas. Por cuanto al razonamiento matematico, es un proceso mental que involucra el
desarrollo del pensamiento o argumento, con el fin de convencer a otros 0 a nosotros mismos
sobre una asercion en particular, resolver un problema o integrar ideas de forma coherente
(Brodie,2010). Involucra ademas, la busqueda de similitudes y diferencias (generalizar,
conjeturar, identificar un patrén, comparar y clasificar) y la validacion (justificacién, prueba

y prueba formal), ambos relacionados con la ejemplificacion (Jeannotte & Kieran, 2017).
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2.1.1 Tipos de razonamiento

Por lo general, el razonamiento matematico es clasificado en inductivo y deductivo. Hay
consideraciones de otro tipo de razonamiento, entre ellos el abductivo, por analogia, el
plausible y el transformacional.

La abduccion hace referencia a las razones para adoptar una hipdtesis, que se deriva en la
obtencion de nuevas ideas, siendo asi las hipotesis de tipo explicativa (Fann, 1970). Se
establece diferencias entre el razonamiento inductivo y el abductivo. La induccion la
relaciona con la inferencia que inicia de lo particular hasta encontrar una ley general, mientras
que la abduccion es una inferencia que inicia desde un cuerpo de datos hasta una hipétesis

que es llamada explicativa o de efecto de causa.

Para Polya (1966) la analogia, es una semejanza sobre un nivel definido y conceptual, cuya
diferencia con otras semejanzas radican en las intenciones del pensador. Define los objetos
semejantes como aquellos que concuerdan entre si en algun aspecto, cuando se delimita este

aspecto para definir conceptos, estos objetos semejantes se miran como analogos.

Simon (1996) define el razonamiento tranformacional como la representacion mental o fisica
de una operacion o conjunto de operaciones en un objeto o conjunto de objetos que le permite
a uno imaginar las transformaciones que sufren estos objetos y el conjunto de resultados de

estas operaciones.

El razonamiento deductivo se concibe como aquel proceso de inferencia de conclusiones de
premisas, basadas en reglas propias de la l6gica formal, donde se obtiene conclusiones a
partir de casos generales a casos particulares. Este tipo de razonamiento permite inferir
conclusiones de informacién conocida (premisas) basadas en reglas ldgicas formales, donde
las conclusiones se derivan necesariamente de la informacion dada y no hay necesidad de

validarlas mediante experimentos (Michal & Ruhama, 2008).

Pblya (1966) destaca que el conocimiento matematico es asegurado por medio del
razonamiento demostrativo, pero las conjeturas se apoyan en el razonamienoto plausible.
Considera que una prueba matematica es razonamiento demostrativo, pero la evidencia desde

diferentes puntos de vistas pertenecen al razonamiento plausible. Afirma ademas, que el
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razonamiento demostrativo es seguro, definitivo y esta mas alla de la controversia, mientras
que el razonamiento plausible es azaroso, discutible y provisional. EI razonamiento
demostrativo tiene modelos rigidos, codificados y aclarados por la l6gica (formal o
demostrativa), que es la teoria del razonamiento demostrativo. Los modelos del razonamiento
plausible son fluidos, y no hay teoria de este razonamiento que pueda ser comparada a la

logica demostrativa en claridad o que tenga un consenso comparable.

1.2 Induccion

Desde un punto de vista filosofico, la induccion se define como “el razonamiento que intenta
establecer enunciados universales a partir de la experiencia. Es decir, ascender l6gicamente
a través del conocimiento cientifico, desde la observacion de fendbmenos o hechos de la
realidad a la ley universal” (Pineda, 2009, p.124). El procedimiento del cientifico para tratar
la experiencia se le llama induccion (Polya, 1966). Por esta via, es posible obtener una nueva
informacién desde una ya conocida, donde la conclusion supera el de las premisas, se
evidencia su importancia, por considerarse el método mas propicio en la obtencion de nuevos

conocimientos cientificos.

En el contexto de la matematica, la induccion incluye la observacion, la generalizacion y
formulacién de un juicio general que es conjetural o tentativo, para llegar a la verificacion de
la conjetura por medio de casos particulares (Pdlya, 1966). Desde esta postura, la induccion
consiste en inferir una ley general de ejemplos particulares, o una produccion de hechos para
demostrar juicios generales, el experimento es un procedimiento para comprobar hipétesis y
la observacion es una correcta apreciacion y anotacion de fenémenos. Pélya (1994) afirma,
que tanto en las matematicas como en las ciencias fisicas, la observacion y la induccion son
base del descubrimiento de leyes generales, la diferencia esta en que las ciencias fisicas
considera imprescidimble la observacion, mientras que en las matematicas se considera a la

demostracion formal.

En esta investigacion, se asume que la induccion y el razonamiento inductivo son términos

relacionados, y se diferencian con la induccion matematica (P6lya, 1994).
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1.3 Razonamiento Inductivo

El razonamiento inductivo es un proceso del pensamiento humano que produce afirmaciones
y alcanza conclusiones, que parte de casos particulares hasta llegar a una generalidad. Es un
modo de razonar que conduce al descubrimiento de leyes generales a través de la observacion
de ejemplos particulares. En el proceso inductivo, Polya (1994) considera como elementos

claves:

e La observacion.

¢ El trabajo con casos particulares.

e La formulacién de conjeturas.

e Lajustificacion de las conjeturas o la comprobacion de conjeturas con nuevos casos

particulares.

La induccion y el razonamiento son utilizados a la par, debido a sus significados y el proceso
cognitivo que esta inmerso en ellos, permite la obtencion de reglas generales a partir del
comportamiento comun, observado en algunos casos particulares y concretos (Castro,
Cafadas & Molina 2010).

1.4 Modelo Tedrico del Razonamiento Inductivo

El modelo tedrico de Cafiadas y Castro (2007) considera siete pasos del razonamiento
inductivo: trabajo con casos particulares, organizacion de casos particulares, busqueda y
prediccion de patrones, formulacién, validacion, generalizacion y demostracion de la

conjetura.

1.4.1 Trabajo con casos particulares

El punto de partida son experiencias con casos particulares de una situacion o problema. Los
casos particulares son los ejemplos 0 casos concretos con los que se inicia un proceso
inductivo. Los casos particulares juegan un papel fundamental como punto de partida de la

induccion. Ademas, son Utiles para la validacion de una conjetura de manera informal.
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1.4.2 Organizacion de casos particulares

Consiste en el uso de diferentes estrategias para sistematizar y facilitar el trabajo con casos
particulares, por medio de graficos, tablas o cualquier sistema que permita la visualizacion
de la relacion entre los diferentes resultados obtenidos de forma organizada, a partir de los

casos particulares anteriores.

1.4.3 Identificacion del patrén

Con la observacién de casos particulares (organizados o no), se puede pensar en el proximo
caso desconocido. Los patrones son algo que se repiten con regularidad, refieren a
representaciones internas y externas. Cuando a partir de una regularidad observada, se busca
un patrén que sea valido para mas casos, se habla de generalizacion (Pdlya, 1966). El
reconocimiento de patrones es, por tanto, esencial en el desarrollo de la habilidad para

generalizar.

Pdlya defiende en sus trabajos el uso del razonamiento inductivo como método para describir
propiedades tras la observacion de los fendmenos, la regularidad que presentan dichos
fendmenos y la coherencia que se les supone a los mismos. Los patrones tienen un lugar
destacado en el razonamiento inductivo de cualquier ciencia, si se tiene en cuenta que el
reconocimiento de patrones puede ayudar a encontrar formulas y relaciones generales. Los
patrones matematicos se han considerado como la estructura que permite modelizar las

reiteraciones que se observan en el entorno.
Patrones numéricos y figurales

Los patrones pueden clasificarse en numérico y figural. Un patron numérico es una secuencia
de nimeros, en la que existe una regla bien definida para calcular cada nimero a partir de los
numeros anteriores o desde su posicion en la secuencia (Bishop, 2000). Un patrén figural es
una secuencia estructurada de objetos en etapas dadas, las cuales estdn configuradas en
determinada forma y exhiben caracteristicas asociadas con representaciones esquematicas
(Rivera, 2010)
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1.4.4 Formulacion de conjeturas

Consiste en establecer una afirmacion acerca de todos los casos posibles, basados en los
particulares, pero con un elemento de duda. Es una afirmacion que parece razonable, cuya
veracidad no ha sido demostrada. No se ha demostrado convincentemente y aln no se sabe
tampoco que haya ejemplos que lo contradigan, ni se sabe que tenga alguna consecuencia
falsa (Mason, Burton , & Stacey, 1988).

1.4.5 Justificacion de conjeturas

Cuando se formulan conjeturas con dudas, hay conviccion de la verdad de las conjeturas
para esos casos especificos pero no para otros. En esta etapa, intentan validar sus conjeturas

para nuevos casos especificos pero no en general.

1.4.6 Generalizacion

Cuando la conjetura se expresa de tal manera que se refiere a todos los casos de una clase
determinada, entonces se habla de generalizacion. Los patrones matematicos estan
relacionados con una regla general, no solo en algunos casos. Con base en una conjetura que
es cierta para algunos casos particulares, y habiéndola validado para casos nuevos (validacion
de conjeturas), se podria hipotetizar que es verdadera en general. Este es el principal objetivo
del razonamiento inductivo, por el que se considera generador de conocimiento matematico.
Sin embargo, para poder saber si estamos 0 no ante nuevo conocimiento, antes de poder
aceptar una nueva conjetura (general o no) con plena certeza de su validez desde el punto de
vista matematico, es necesario llegar a demostrarla mediante un proceso de validacién

formal.

La generalizacion es uno de los procesos de suma importancia en las matematicas. Kaput la

define como:

“... extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacién mas alla del caso
0 casos considerados, identificando explicitamente y exponiendo similitud entre casos, 0
aumentando el razonamiento o comunicacion a un nivel donde el foco no son los casos o
situacion en si mismos, sino los patrones, procedimientos, estructuras, y las relaciones a
lo largo y entre ellos... (p, 136)”.
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El enfoque de la generalizacion son las expresiones que permiten describir propiedades o
relaciones entre nameros a partir de la identificacion de regularidades y que no

necesariamente corresponden al simbolismo convencional (Mason, 1996).

En los patrones, la generalizacion descansa en la capacidad de identificar una regularidad en
algunos casos particulares, y extender esa regularidad a otros términos, permitiendo asi una
expresion vinculada con todos los términos de la secuencia (Radford, 2006). Proceso que
reconoce dos aspectos como: identificar una regularidad en algunos casos de la secuencia,
para luego generalizar esa regularidad, aplicada en todos los términos de la secuencia. Por
otra parte, la generalizacion de patrones depende del tratamiento que se da a la secuencia,

mas que en el uso de notaciones.

Cafiadas, Castro y Castro (2007) afirman que los estudiantes generalizan cuando tienen la
capacidad de identificar un patrén, a partir de ciertos casos y también aplican esta
caracteristica comun a otros casos particulares, que no se habian considerado hasta el
momento. La generalizacion estd relacionada con la regularidad presente en casos
particulares, la cual es identificada y es llevada a su extension. En los procesos escolares,
se resalta el papel de la generalizacion, Blanton y Kaput (2011) plantean que los estudiantes
necesitan ir mas alla, en sentido que deben construir, expresar y justificar la generalizacion

de patrones.

Tipos de generalizacién

Davydov (1990) distingue entre generalizacion empirica y generalizacion tedrica. En esta

investigacion se centra en la generalizacién empirica.

La generalizacion empirica, es encontrar una cualidad o propiedad comun entre varios
objetos o situaciones y notar y registrar estas cualidades como comunes y generales a estos
objetos o situaciones, o comin se encuentra al comparar los objetos y situaciones con
respecto a su apariencia y su forma figurativa. Es aquella que opera como resultado de
comparar mediante desglose los rasgos comunes (afines) en los que coinciden los fenémenos
comparados. Es una seleccion realizada entre las propiedades obtenidas de modo sensorial,

directo y empirico.
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La generalizacion tedrica, es aquella que opera mediante el analisis y la abstraccion de los
atributos esenciales de las cosas. Se centran en las acciones o sistemas de acciones relevantes
que acompanan al proceso general, los resultados o productos de tales acciones o sistemas, 0
las condiciones (es decir, las relaciones y las propiedades) que hacen viables las acciones o

sistemas.

1.4.7 Demostracion de las conjeturas generales

El primer paso en el camino para confirmar o rechazar una conjetura general es validarla con
casos particulares. Pero esto es insuficiente para justificar una generalizacion. Es necesario
dar razones que expliquen la conjetura con la intencion de convencer a otra persona de que

la generalizacion esté justificada.

En este punto, una prueba formal puede proporcionar la justificacion final que garantiza la
veracidad de la conjetura. Cafiadas (2007) manifiesta que en algunos procesos de validacion

predomina el razonamiento inductivo, éstos son aquellos que se basan en casos particulares.

Cafiadas (2007) define la demostracion como un proceso de validacién formal que no deja
lugar a dudas sobre la validez de la conjetura que prueba; sin embargo, la demostracion no
deja de estar relacionada con el razonamiento deductivo y es similar lo que ocurre con la
induccion matematica, requiere de la induccion dentro de su primera fase, basadas en casos

particulares (Pdlya, 1994).

1.5 Sistemas de representacion

Lupiafiez (2016) distingue al concepto de representacion en el campo de la filosofia y en el
de la matematica. En el primero, como una relacion entre el sujeto y el objeto. En el &mbito
de las matematicas, como aquellas notaciones simbdlicas o graficas, o bien expresiones
verbales, que se hacen presentes y se nombran los conceptos y procedimientos que hacen
parte de este ambito, incluyendo también sus caracteristicas, propiedades y relaciones mas
relevantes. Reconoce ademas, que las representaciones en el &mbito de las matematicas,
pueden organizarse, segin sus caracteristicas y propiedades, en diferentes sistemas de
representacion. A cada sistema, le reconoce como conformado por un conjunto estructurado

de notaciones, simbolos y graficos, dotados de una serie de reglas y convenios, que permiten
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expresar determinados aspectos y propiedades de un concepto matematico y posibilitan su

uso para determinadas funciones.

Reconoce dos tipos de sistemas: las representaciones simbdlicas, que incluyen los simbolos
alfanuméricos que se emplean con unas reglas de procedimiento y, las representaciones
graficas que son de tipo figurativo y disponen de unas reglas de composicion y de unos
convenios de interpretacion. Teniendo en cuenta estos dos tipos de representacion y el
concepto objeto de estudio, pueden surgir otros sistemas de representacion que expresan

diferentes facetas del mismo, asi como sus significados.

Las representaciones en matematicas conllevan un modo dindmico de procesamiento que les
brinda un potencial enorme y que las aleja de un caracter estatico vinculado exclusivamente
a unos simbolos o reglas sintacticas. Las representaciones se pueden manipular, procesar,
operar y convertir, para asi poder expresar y mostrar una amplia variedad de propiedades y
relaciones estructurales de los conceptos e ideas matematicas. Lupiafiez (2016) sostiene que
estas actuaciones sobre los sistemas de representacion se pueden clasificar en dos grupos
principales: aguellas que se realizan sin cambiar de sistema de representacion (procesamiento
en un sistema) y aquellas en las que se transita entre uno o varios sistemas de representacion

(conversiones entre sistemas).

N| 1 2 3 4|5 |6 | 7|8
1329 43 79 119 169 223 an, 1 2 4 7 11 16 22 29
‘ Sistema de representacion numérica ‘ ‘ Sistema de representacion tabular ‘
nn-—1)
an=an,_1+Mm—1),a,=1 an=T+1
Sistema de representacion 5 o z
: Sistema de representacion algebraica
algebraica (recurrente) .
(funcional)
O 00 (NN 0000 OO0 o000 O00O0O0O0O0
0 o 0 0O 0 0 O 0 00
0 o 0 00 O
0 o 0
0
Sistema de representacion pictorico

Figura 3. Sucesion de ndmeros poligonales centrales en distintos sistemas de representacion
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1.5.1 Procesamientos en un sistema

En cada sistema de representacion es posible llevar a cabo procesamientos, es decir,

transformaciones de las representaciones en el mismo sistema donde fueron creadas.

Expresion algebraical:y = x> — 3x + 2
Expresion algebraica2:y = (x — 1)(x — 2)

3 1
Expresion algebraica3:y = (x — E)Z 12

Estas tres expresiones diferentes se ubican en un mismo sistema de representacion
(simbdlico) y se pueden derivar una de la otra, por lo que proporciona ejemplos de
procesamientos. Para pasar de una a otra es necesario aplicar diferentes técnicas de
composicion y descomposicion, agrupamiento o factorizacion de términos, pero ciertamente
cada una de ellas enfatiza diferentes facetas o propiedades mediante distintos elementos de
la funcion: la primera es su expresion general, la segunda muestra sus dos raices, y la tercera

emplea las coordenadas del vértice de la parabola asociada.

1.5.2 Conversiones entre sistemas

Entre diferentes sistemas de representacion se pueden realizar conversiones, que son
traducciones de una determinada expresion hecha en un sistema, a la expresion de esa misma

notacion en otro sistema distinto.

1,5,12,22,35 [ - _n(Bn-1)
| n —
2
Sistema de representacion Sistema de repl“esentacién Sistema de representacion
pictoérico HNUMerico simbolico

Figura 4. Conversion entre sistemas de representacion de los niumeros pentagonales
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Por ejemplo, los numeros pentagonales se representan en diferentes sistemas de
representacion. Asi si se realizan conversiones de un sistema de representacion pictorico a
un sistema de representacion numérico, se emplea la estrategia del conteo, para establecer
los términos k-ésimo de la sucesion. La conversion de un sistema de representacion numérico
a un sistema de representacion simbdlico, se realizan procedimientos que permitan establecer
la regla general que represente el comportamiento de la sucesion en un sistema de
representacion simbdlico, una alternativa es por el método de diferencias. Se reconoce, que

estas formas de representar los nimeros poligonales, son equivalentes.
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Contenido matematico

El contenido matemaético al que refiere el estudio del razonamiento inductivo en esta
investigacion es la sucesion cuadratica, progresion aritmética de orden 2 en los numeros
naturales. Su estudio, se ubica en el nivel basico (secundaria) del sistema educativo
mexicano. A fin de comprender la estructura conceptual, los significados y representaciones
de este concepto en el curriculum de secundaria en México, se analizd el contenido
matematico, con base en una de las dimensiones del analisis didactico® propuesto en Rico y

Moreno (2016), el analisis de contenido matematico.

Anélisis de contenido matematico

El anélisis del contenido matematico escolar establece y organiza los significados de los
conceptos y procedimientos de un tema de matematicas a través de su estructura conceptual,
sistemas de representacion y contextos 0 modos de uso (véase tabla 3.1). Estos componentes
evidencian la multiplicidad de significados que se le puede atribuir a los conceptos
matematicos escolares, que se derivan de la nocion de un organizador curricular (Rico, 1997)
cuyo desarrollo e implicaciones se analizan y examinan mediante componentes propios que

favorecen su estudio.

Tabla 2. Andlisis del Contenido Matematico Escolar

Dimension Cultural-Conceptual.

Método de analisis Andlisis de los significados.

Significado de los contenidos matematicos
escolares.

1. Estructura conceptual.

2. Sistemas de representacion.

3. Sentidos y modos de uso.

Objeto de estudio

Organizadores curriculares o categorias
para el anélisis en cada dimension

1 Es un método para escudrifiar, estructurar e interpretar, dentro de un marco curricular, los contenidos
didacticos de las matematicas escolares, con el propésito de su planificacion, su implementacién en el aula'y su
evaluacién. Se conforma de las dimensiones del analisis de los significados de los contenidos matematicos
escolares, el analisis cognitivo, el andlisis instruccional y el andlisis evaluativo.
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1. Propiedades formales/ Funcionalidad

_ - cognitiva-actitudes emocionales, morales 'y
Contenidos didacticos o componentes de | &ticas.

los organizadores para el analisis de | 2. Representaciones
cada contenido matematico simbolicas/graficas/numéricas.
3. Términos/contextos/fendmenos/situaciones

Significados prioritarios para su aprendizaje y

Sintesis ensefianza

3.1 Categorias de analisis para los contenidos matematicos escolares

El andlisis considera tres campos y tres niveles de complejidad, que consta de nueve
categorias: hechos, destrezas y emociones; conceptos razonamientos y normas; estructuras,
estrategias y valores (Fernandez-Plaza, 2016). Esta organizacion permite interpretar aquellos
contenidos matematicos escolares concretos (sucesiones) que aparecen en el curriculo
escolar, para ello se considerd el plan y programa de estudio del area de matematicas (SEP,
2011) y tres libros de matematicas de secundaria (Cantoral, Farfan, Cabafas-Sanchez,
Ferrari, & Lezama, 2014). Ademas, los sistemas de representacién y sentidos y modos de

uso.

3.2 Las sucesiones en el curriculo de México

En México, el plan y programas de estudio 2011 de Matematicas para basica secundaria
(SEP, 2011) establece los propdsitos, enfoques, estandares curriculares y aprendizajes
esperados. Los Estandares Curriculares de matematicas, presentan la vision de una poblacion
estudiantil que debe saber utilizar los conocimientos matematicos, éstos comprenden el
conjunto de aprendizajes que se espera de los estudiantes en los cuatro periodos escolares,
para conducirlos a altos niveles de alfabetizacién matematica. Su organizacion se distribuye
en cuatro ejes: sentido numérico y pensamiento algebraico, forma, espacio y medida, manejo

de la informacion y actitud hacia el estudio de las Matematicas.

El contenido matematico escolar de las sucesiones, se ubica en el eje del sentido numérico y
pensamiento algebraico. Se estudian en los tres afios escolares de secundaria, a través de
patrones numericos y figurales, con el fin de desarrollar habilidades de construccion,
formulaciéon y obtencion de la regla general de dicha sucesion (véase Tabla 3.2). Las

sucesiones cuadraticas se estudian en tercer afio.
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Tabla 3. Programa de Matematicas de Estudios 2011. Educacion Béasica. Secundaria. Matematicas

Grado  Aprendizaje esperado Contenido

Construccioén de sucesiones de numeros o de figuras a
partir de una regla dada en lenguaje comdn

Representen sucesiones de ~ Formulacion en lenguaje comin de expresiones
. nimeros de figuras a partir ~ 9enerales que definen las reglas de sucesiones con
Primero " ina regla dada y progresion aritmética 0 geométrica de nimeros y
viceversa. figuras
Obtencidn de la regla general (en lenguaje algebraico)
de una sucesion con progresion aritmética.

Representen sucesiones de  Construccion de sucesiones de nimeros enteros a partir
numeros de figuras a partir ~ de las reglas algebraicas que las definen y la obtencion
de una regla dada y de la regla general (en lenguaje algebraico) de una
viceversa. sucesién con progresion aritmética de nimeros enteros.

Segundo

Utilicen en casos sencillos
expresiones generales

Tercero  cuadraticas para definir el
enésimo término de una
sucesion.

Obtencién de una expresion general cuadratica para
definir el enésimo término de una sucesion.

3.3 Campo conceptual
El campo conceptual relaciona redes estructuradas de hechos, que a su vez se articulan y
organizan, para dar lugar a estructuras conceptuales, considera tres niveles: hechos,

conceptos y estructuras conceptuales.
3.3.1 Identificacién de hechos

El estudio de los hechos se hace mediante cuatro subcategorias que consisten en los términos,
notaciones, convenios y resultados, relacionados con las sucesiones en los tres grados de

secundaria (Fernandez-Plaza, 2016).

Las sucesiones se estudian desde el primer afio de secundaria, expresadas por medio del
lenguaje comun. Se reconoce, que una progresion es una sucesion de ndmeros o términos
algebraicos entre los cuales hay una ley constante. Estan asociados a patrones, que es lo que
se repite constantemente y se describe con formalidad. En segundo afio, el patron es de
construccion, que expresa variacion u orden de algo, para estos casos de un niumero a otro.
En tercer afio, las sucesiones cuadraticas son reconocidas por medio del método de

diferencias (véase Tabla 3.4).
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Tabla 4. Hechos de las sucesiones en Secundaria

Primer afio Segundo afio Tercer afio
Términos
Sucesion Sucesion Sucesion
Expresion Reglas algebraicas/expresiones Expresion algebraica
general/férmulas/reglas algebraicas Pasicion
Progresion Sucesiones aritméticas Término

Progresion aritmética
Progresion geométrica
Patron

Términos general y particular

d (diferencia)
a,, (término general)
a,=a; + (n — 1) = d (término

general)

a,=a; + (n — k) = d (cualquier
término)

aq, a,as, ..., ay,

n (posicion del término)
a, (término)
a,+a, +-+ a,
_n(ay +ay)
=—
(suma de progresiones
aritméticas)

Patrones numéricos y
geométricos
Visualizacion
Tabulacion

- Sucesién particular es una
progresion aritmética, se obtiene
sumando una misma cantidad,
diferencia

-Suma de una progresion
aritmética.

Sucesiones geométricas
Patrén
Progresiones numéricas

Notaciones
ay, (término)
a, (primer término de la sucesion)
a,=a; + (n — 1) = d (sucesion
aritmética)
a, = a, (r"1) (sucesion
geomeétrica)

Convenios

Patrén de construccion
Visualizacién
Tabulacion

Resultados
- La sucesion aritmética obtiene
todos sus términos sumando al
anterior un ndmero fijo llamado
diferencia, excepto al primer
término.
- La sucesion geométrica los
obtiene multiplicando al anterior
un numero fijo, razon.

Consecutivos
Primera diferencia
Segunda diferencia
Regularidades
Constante
Creciente
Decreciente

x (posicidn del elemento)

y (ndmero de elementos)
Ay (primera diferencia)

A?y (segunda diferencia)

y = ax? + bx + ¢ (sucesion
cuadratica)

a, b, c coeficientes

2a = segunda diferencia

3a + b = primer término de la
primera diferencia

a + b + ¢ = primer término de
la sucesion

Ordenar la sucesion de valores,
calcular las diferencias de valores
consecutivos, si es constante,
hallar la expresion algebraica.

- El método de diferencias
permite hallar el término general
de la sucesion cuadratica
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3.3.2 Identificacion de conceptos
Se caracteriza por la abstraccion y generalizacion de los conceptos y las relaciones entre
ellos. Los conceptos vienen dados por comprension o extension, que establece una clase o

conjunto de objetos (véase Tabla 3.5).

Tabla 5. Conceptos de las sucesiones en Secundaria

Primer afio Segundo afio Tercer afo

Conceptos
Sucesion numérica Sucesién Sucesién cuadratica
Tipos de sucesion (aritmética y
geométrica)

En secundaria, se define una sucesién como un conjunto ordenado de objetos que suceden
unos de otros, segun un criterio determinado. Se reconocen dos tipos de sucesiones huméricas
especificas: aritméticas, cuya particularidad es que todos sus términos, salvo el primero se
pueden obtener sumando al anterior un numero fijo Illamado diferencia y expresado por d. En
las geométricas, sus términos excepto el primero, se obtiene de multiplicar el término anterior

por una constante, llamado razon y representado por r.

Cuando la primera diferencia entre los términos de una sucesion aritmética es constante, la

sucesion es lineal. Si la segunda diferencia es constante, la sucesion es cuadratica.

3.3.3 Identificacién de estructuras

Es el tercer nivel de complejidad, asociados con los conceptos formales, transformaciones,

operaciones y propiedades de las sucesiones (véase Tabla 6).

Tabla 6. Estructuras conceptuales de las sucesiones

Estructuras
Definicion de sucesion en los nimeros naturales, ¢(n) = n, paratodon € N
Término general de una sucesion {a,,}.
Finitud {F, },— (infinita)
Acotacion.
Recurrencia.
Convergencia.
Progresiones aritméticas de orden superior: a, = cox? + ¢;xP" 1+ -+ cp_1x + ¢,
Diferencias finitas: Aug = uq —ugy, Auqy = Uy — Uy, ..., AUy = Uy — Upy_q1, Uppq — Up, -
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Sucesién

Intuitivamente, una sucesion es una lista ordenada de elementos a,,, Gym+1, Amszs - » Ay
Cada elemento a; se llama término k-ésimo, k corresponde a subindice o indice.
Formalmente, una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los numeros
naturales y su rango es un conjunto de los reales. En los reales, una sucesion {a,} es una
funcién S: N — R de una variable n donde dom {S}=N; es decir, a cadan € N, le corresponde
un namero real, a,, es el término n-ésimo o general de la sucesion. La sucesion de numeros
naturales viene definida por ¢(n) = n, para todo n € N y se denota simplemente por {n}.

Se relacionacon 1,2,3, ..., n, ...

Término general de una sucesion

El término general es la expresion algebraica de la sucesion que satisface todos los términos,
en funcion del ordinal correspondiente, expresa la estructura comin que comparten todos sus
términos cuando se les considera como elementos ordenandos de un conjunto. La notacion

usual de la sucesion esta dada por {a,}.

Limite de una sucesién

Una sucesion a,, se dice que tiene limite | finito si para todo nimero real € > 0, existe un

natural n, dependiente de ¢, tal que:

la, —ll<e Vn=N

Es decir, dado un nimero £>0, siempre existe un nimero natural n tal que a partir de él todos

los términos, a,,, a,+1; ... van a estar a lo sumo a una distancia ¢ de .

Propiedades de la sucesion

Segln sus caracteristicas, las sucesiones tienen propiedades que permiten distinguirlas y

clasificarlas de acuerdo con: finitud, acotacion, monotonia, recurrencia y convergencia.
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Finitud
Una sucesion finita de n términos es una funcion F cuyo dominio sea el conjunto de nimeros
{1,2,..., n}. El recorrido de F es el conjunto {F (1), F (2), F (3),..., F(n)}, ordinariamente
designado por {F1, F2, Fs,..., Fn}.
Una sucesion infinita es una funcioén F cuyo dominio sea el conjunto {/, 2, 3,...} de todos
los enteros positivos de F, esto es, el conjunto {F (1), F (2), F (3)}, se designa también por
{F1, F2, Fs,..., y el valor Fn se llama el término n-ésimo de la sucesién. La manera explicita
de establecer el indice inicial de una sucesion infinita F, es {F, },—
Acotacion
Una sucesion {a,,} es acotada si existe un nimero positivo M tal que |a ,| <M , paratodo n
€ N .Entonces M es una cota de la sucesion {a,,}.
Una sucesion {a,,} esta acotada inferiormente cuando existe un nimero natural que es menor
o igual que todos los términos de dicha sucesién. De manera analoga, una sucesion {a,,} esta
acotada superiormente cuando existe un nimero natural que es mayor o igual que todos los
términos de dicha sucesion. Cuando la sucesion estd acotada inferior y superiormente,
entonces esta acotada.
Monotonia
Una sucesion es mondtona, cuando es creciente o decreciente.

e Se dice que una sucesion {a,} es mondtona creciente, cuando a,, < a,; para todo

ne N.
e Unasucesion {a,} es estricta creciente, si y solo si a,, < a4, paratodon € N.
e Unasucesion {a, } es mondtona decreciente, cuando a,, > a, 41, paratodon € N.

e Unasucesion {a,} es estricta decreciente, si y solo si a,, > a, ., paratodon € N.

Recurrencia

La recurrencia es una amplia generalizacion del concepto de progresion aritmética o
geométrica. También comprende como casos particulares las sucesiones de cuadrados o
cubos de los numeros naturales, las sucesiones de las cifras de la descomposicion decimal de
los numeros racionales (y, en general, todas las sucesiones periddicas), las sucesiones de los
coeficientes del cociente que se obtiene al dividir dos polinomios cualesquiera, escritos en el

orden creciente de las potencias de x, etc.

33



Capitulo 3 Contenido Matematico

Uno de los tipos de sucesion recurrente es la sucesion de la forma:

ul,uZ,U3,...,un (l)

O brevemente {u,, }. Si existe un nimero natural k y unos nimeros a,, a,, as, ...,a, tales
que desde un cierto nimero n y para todos los nimeros siguientes se tiene:

Untk = QlUpig—1 T QolUnyp—2t...+ qguy,  (NZM=1) (2)
La sucesion (1) se llama sucesion recurrente de orden k y la relacion (2), ecuacion recurrente
de orden k.
Por lo tanto, lo que caracteriza la sucesion recurrente es que todo término suyo (desde uno
determinado) se expresa segun la formula (2) mediante una misma cantidad de k de términos
anteriores. El término recurrente se emplea porque para determinar el término posterior hay
que recurrir a las anteriores.
Relaciones de recurrencia lineales
Una relacion de recurrencia de orden k se llama relacion de recurrencia lineal cuando la
férmula de recurrencia es lineal:

Ap = C1Qp_q1 + C205_5 + -+ Cran_i + g(n), vn >k

Si g(n) = 0, la relacién de recurrencia lineal sea llama homogénea.
Si g(n) # 0, la relacién de recurrencia lineal sea Ilama no homogénea.

Convergencia
Sea {x,,,n > 1} una sucesion en Ry x € N. Decimos que la sucesion {x,,n > 0} converge a
a, si para todo ¢ existe un numero natural N= N (¢g) tal que |x,, — a| <&, siempre que n = N.
Simbdlicamente es:

{x,} - x © [Ve>03Ime N:n>m]

Si una sucesién tiene limite es convergente y si no lo tiene es divergente.

Progresiones aritméticas
Las progresiones constituyen casos especiales de sucesiones. Asi, una progresion se define
como una sucesion numérica que cumple con ciertas condiciones con respecto al valor entre

un término y el siguiente.
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Una progresion aritmética constituye una sucesion infinita de numeros donde cualquier
término (distinto del primero) se obtiene sumando un nimero fijo al anterior. Se denota a tal
sucesion como:

aq,Ady, asz, ...

Entonces, se satisface la formula recurrente:
a, =a,_,+d
Donde d es un nuamero fijo llamado diferencia comin. Ademaés, el valor de d es muy
importante, ya que si es:
e Positivo, entonces la progresion aritmética es creciente; es decir, cada término es
mayor que el anterior.
e Cero, entonces la progresion aritmética es constante; es decir, tiene todos sus
términos iguales.
¢ Negativo, entonces la progresion es decreciente; es decir, cada término es menor que
el anterior.
Se considera que los términos k-ésimo de la sucesion son:
a; = ag
a, =a, +d
az=a,+d=(a,+d)+d=a,+2d
a,=a3;+d=(a,+2d)+d=a,+3d

a,=a,+n—-1)+d

Entonces el término general de una progresion aritmética es:

a,=a,+n—-1)+d
Progresiones aritméticas de orden superior

Se denomina progresion aritmética de orden p a la sucesion de nimeros resultantes de
calcular los valores numericos de un polinomio de grado p para valores enteros consecutivos
de su variable.

El término general de la progresion aritmética de orden superior es:
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an = cox? +cxP71 oy x + Cp,
donde c; son los nimeros conocidos.
Las progresiones de primer orden, son las progresiones aritméticas ordinarias, que tienen
como término general a,, = cox + ¢;. Con los valores consecutivos 0,1,2, ... obtenemos:
C1,Cp4+C1, 2C04C1,3Co4Cq, -
Una progresion aritmética ordinariacona; = c; yd = ¢y
Diferencias finitas
Dada una sucesion de numeros cualesquiera, finita o infinita, wg, uy, Uy, ..., Uy, Up 41, ... A€
ella se deduce otra, restando de cada elemento el anterior, asi:
Up — Ug, Uy — Uq, ooy Uy — Up_1, Uppq — Uy -
Que resulta de emplear Auy = u; —uy, Auy = Uy — Uy, oo, AUy = Uy — Up—q, Upsq —
Uy, -
Esta sucesion se conoce como diferencias primeras o de primer orden:
Aug, Auy ..., Ay, oo, AUy, Aty y g, ...
Asi mismo, A%uy = A(uy,) = AUupsq — Up) = Ay — Ay = Aty — 2Upyqg + Uy
Se obtiene la sucesion de segundo orden o de diferencias segundas,
A*uy, A%uy ..., A*uy, ...
donde,
A*u,=Au, ., — Au,,.
En general, las diferencias de orden k son de la forma:
Afu,= A1y, — AR,

Progresiones aritméticas de orden 1y 2

Las propiedades especificas de este tipo de sucesiones, progresiones aritméticas de orden 1

y 2 en los numeros naturales son:

Tabla 7. Propiedades de las progresiones aritméticas de orden 1y 2

Propiedades Caracteristicas
Monotonia Estrictamente creciente
Finitud Infinita

Acotacién No acotada
Convergencia Divergente
Recurrencia Deorden203
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3.4 Campo procedimental

El campo procedimental considera las operaciones, propiedades y métodos matematicos, sus
modos de procesamiento y el conocimiento que sustentan. Se basa en tres niveles: destrezas,
razonamientos y estrategias (véase Tabla 8). Las destrezas son el procesamiento secuenciado
de contenidos bésicos, uso de convenio y manipulacion de las notaciones correspondientes.
Se identifica que el razonamiento que se involucra el procesamiento de relaciones en las
sucesiones en Secundaria es el razonamiento inductivo, porque las actividades que se
proponen para los estudiantes, trabajan con casos particulares basados en patrones numéricos
y geométricos, hasta llegar a la generalizacion por medio de una expresion algebraica que
corresponda a la sucesion con progresion aritmética o geométrica. Las estrategias involucran
el procesamiento de conceptos y la conexion de razonamientos vinculados con una o varias

estructuras.

Tabla 8. Campo procedimental para las sucesiones

Primer afio Segundo afio Tercer afo
Destrezas
Determinar el término Obtener la regla general de una
general de la sucesion. sucesion con progresion Obtener la expresion general
aritmética y geométrica con cuadratica para definir el
Reconocer el patron. ndmeros enteros. término n-ésimo de una

. o sucesion cuadratica.
Organizar los términos de la
sucesion en tablas. Aplicar el método de

. diferencias.
Calcular cualquier término de

la sucesion.

Razonamiento
Razonamiento inductivo:
Determinar el término k-ésimo de la sucesian.
Determinar expresiones algebraicas de las sucesiones de figuras o numéricas.

Estrategias

Método de diferencias

Arreglos geométricos

Organizacion de tablas
Recurrencia
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Mapas Conceptuales

Para sintetizar las caracteristicas de las sucesiones cuadréaticas desde su estructura conceptual
en las matematicas y en el curriculo, se estructura de mapas conceptuales que permitan tener

una mirada global del contenido matematico escolar.

La figura 5, recopila la informacion obtenida de la estructura conceptual de las sucesiones
en el curriculo escolar mexicano, y en especifico, las sucesiones cuadraticas. Esta
recopilacién incluye la definicién, las propiedades, tipos especiales (progresiones

aritméticas) y términos, consideradas por el curriculo.

La figura 6, incluye informacion amplia de las sucesiones, con respecto a su estructura

conceptual, desde sus propiedades, tipos y términos.
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3.3 Sistemas de representacion

Las caracteristicas y propiedades de las sucesiones de numeros naturales, permiten que sean
expresadas en diferentes representaciones. Se identificaron seis sistemas de representacion
de las sucesiones en el curriculo escolar mexicano: numérico, simbolico, verbal, tabular,
gréfico, pictorico y geométrico (véase figura 7). En el primer afio los sistemas de
representacion mas utilizados son el verbal (lenguaje comun), pictérico y numérico; en

segundo afio tabular, numérico y pictérico y en tercer afio, el simbdlico, tabular y numérico.

Sistemas de representacion de las
sucesiones de nimeros naturales

Término general
Meétodo de diferencias
Diferencia

Razén

Pictérico
Plano cartesiano Patrones figurales Geométrico

Configuraciones discretas

Secuencia de
Tabla de valores

términos k-ésimo

Figura 7. Sistemas de representacion de sucesiones cuadréticas en el curriculo mexicano
El sistema de representacién numérico de las sucesiones en los libros de texto, lo representan
por medio de nimeros ordenados en secuencia (véase figura 8), cada niumero se reconoce
como término k-ésimo o particulares de la sucesion. Ademas, representan por medio de

descomposiciones aritméticas.

Considera ahora la sucesion siguiente:
7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, ...
a) En equipo analicen los términos de la sucesion. Obtengan el término a,,.

= ;Cuantas diferencias deben sumarse al primer término de la sucesion para
obtener a,?

Figura 8. Sistema de representacion numérico en primer afio de Secundaria. Tomada de Cantoral,
Farfan, Cabafas-Sanchez, Ferrari, y Lezama, 2014, p. 233).

41



Capitulo 3 Contenido Matematico

El sistema de representacion simbolico, se identifico en los libros de texto como el término
general de las sucesiones se representa por expresiones algebraicas de forma recurrente o
polinémica. Por ejemplo, el término general de una sucesion es expresado: a,=a; +
(n — 1) = d, otro ejemplo es la representacion simbolica de las expresiones algebraicas para

hallar los coeficientes de una sucesion cuadratica (véase figura 9).

TABLA 3

X 1 2 3
Y a(lP+b()+c=a+b+c | aQ+b2)+c=4a+2b+c

Primera diferencia (Ay) (da+2b+cd—(a+b+cd=3a+b

Segunda diferencia (A%) (5a+b)—(Ba+b)=2a

Figura 9. Sistema de representacion simbdlica en tercer afio de Secundaria. Tomado de Cantoral,
Farfan, Cabafas-Sanchez, Ferrari, y Lezama, (2014, p. 178)

El sistema de representacion verbal, se asocia con el lenguaje matematico académico
(Cafiadas, 2007). Se considera en este sistema de representacion, el lenguaje oral y escrito.
Los libros de textos evidencian que las sucesiones pueden ser expresadas por medio del
lenguaje matematico y las relacionan con ejemplos cotidianos, como las sucesiones de
nameros impares, la sucesion de Fibonacci, los numeros triangulares, entre otros (véase
figura 10).

Las primeras progresiones aritméticas y geométricas, tanto en Egipto como en la India,
aparecieron alrededor del siglo xvi a. n. e. Podemos ver como, en los afios 2000 a. n. e. al
1750 a.n. e. aproximadamente, aparecen en forma de verso en el Mandala ll del Kg Veda.

Indra, ven hacia aqui con dos corceles castanos,
Ven con cuatro, con seis cuando se te invoca.
Ven ti con ocho, con diez, para beber el Soma.

He aqui el jugo, valiente guerrero, no lo desdenes
iOh Indra!, ven tu aqui habiendo enganchado a tu carro
veinte, treinta, cuarenta caballos.

Ven tu con cincuenta corceles bien adiestrados, Indra,
sesenta o setenta, para beber el Soma.
Mandala Il

Figura 10 Sistema de representacion verbal en primer afio. Tomado de Cantoral, Farfan, Cabafias-
Sanchez, Ferrari, y Lezama, (2014, p. 3.)

Las representaciones graficas de las sucesiones con las que se trabajan en la ensefianza de las
sucesiones en secundaria en México, son las de plano cartesiano o recta numeéricas. La

naturaleza de este tipo de sucesiones es en las matematicas discretas, por tanto para
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representarlas se asigna un punto a cada término k-ésimo de la sucesion. La abscisa
corresponde al lugar que ocupa y la ordenada, con el valor numérico de ese término. La
representacion en la recta numérica, se realiza mediante la ubicacién de un punto por cada
uno de los términos de la sucesion. La representacion de una sucesion cuadratica en el plano

cartesiano es una parabola (véase figura 11).

Figura 11. Sistema de representacion grafico. Tomado de Cantoral,
Farfan, Cabafas-Sanchez, Ferrari, y Lezama (2014, p 36).

El sistema de representacion pictorico de las sucesiones se relaciona con lo visual, los objetos
figurales son organizados en relacion con los términos k-ésimo y representan el
comportamiento de la sucesion de nimeros naturales. La mayoria de las representaciones
para la ensefianza de las sucesiones en secundaria (México) utilizan configuraciones de

graficos como cuadrados, rectangulos, circulos, configuraciones puntuales (véase figura 12).

Figura 0 Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 12. Sistema de representacion pictorico. Tomada de Cantoral, Farfan, Cabafias-Sanchez,
Ferrari, y Lezama, (2014, p. 37)
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3.4  Contextos y modos de usos

3.4.1 Revisioén historica de las sucesiones

Las evidencias historicas reportan que las sucesiones han sido utilizadas desde los inicios de
las matematicas y han permitido consolidar su uso a lo largo de la historia. EI uso primitivo
de las sucesiones, esta relacionado con el conteo, ya que los primeros hombres estaban
interesados en organizar las cantidades en forma creciente y progresiva a través de los
nameros, como simbolos que los representaba. De esta manera, se fue construyendo la

sucesion natural de numeros, relacionadas con las progresiones aritméticas.

Las progresiones aritméticas y geométricas son los primeros tipos de sucesiones, y las mas
utilizadas desde la antigliedad por su cercania a problemas planteados en la vida cotidiana,

herramienta util para la resolucion de ciertos problemas matematicos (Cafiadas, 2007).

La civilizacion mesopotdmica registra que realizaron sumas con progresiones aritméticas y

geométricas, como también las sucesiones de cuadrados. Segun los historiadores, para el

calculo de /2 esta civilizacion aplicaron inconscientemente una sucesion de la forma:

x+2
nxn

2

Xo=1,%xp41 =

Por consiguiente esta sucesion es convergente a v/2. Esta civilizacion estudiaron numerosos
problemas matematicos, algunos de ellos estaban relacionados con el interés aritmético o
algebraico, que incluye la suma de términos de una progresién aritmética o geométrica de
base 2, la suma de los cuadrados de los diez primeros nimeros mediante una expresion
algebraica correcta y una ecuacion exponencial resuelta con aproximaciones (Rey Pastor &
Balbini, 1997).

Por su parte, la civilizacion egipcia no se centraron Gnicamente en operaciones aritméticas
basicas, ellos evidenciaron también la resolucién de problemas por medio de progresiones
aritméticas y geométricas, cuyos problemas se encuentran registrados en el Papiro de Rhind
(Ribnikov, 1974). Los problemas 39, 40 y 64 implican las progresiones aritméticas y el

problema 79, una progresion geométrica.
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La civilizacion griega, utilizaron métodos de sumatoria de progresiones aritméticas simples
y resultados de tipo ¥7_,(2k — 1) = n?. Los griegos fueron quienes formalizaron la
aritmética e inventaron una notacion para representar las generalizaciones. Pitagoras con sus
discipulos, organizaron los conceptos de sucesiones y series dadas por los mesopotamicos y
de los egipcios. Algunos de sus aportes a la aritmética fueron las definiciones de numeros
pares e impares, por medio de una sucesion para cada una de ellas, y también la clasificacion
de los nimeros poligonales: triangulares, cuadrados, pentagonales,.., formando sucesiones y

series aritméticas.

Asimismo, el libro IX de los Elementos de Euclides (siglo 11l a.c) contiene en uno de sus
apartados, la formula para determinar la suma de n términos consecutivos de una progresion
geométrica. Euclides, demostro que la sucesion de los nimeros primos es infinita. Considero

también, que el algoritmo para calcular el minimo comun divisor es una sucesion.

En esta civilizacidn se reconoce los aportes hechos por Eudoxo y Arquimedes, el método de
exhsaucion. Arquimedes, expresan en lenguaje geométrico la cuadratura de la parabola, que
en lenguaje algebraico es la suma de una progresion geométrica de la forma:

Otra de sus demostraciones incluyen progresiones aritméticas y geométricas, tales como la

esferoide, elipsoide, espirales, cilindro, entre otras.

Por otro lado, Zendn de Elea planted en sus célebres paradojas, aparentes absurdos, uno de
ellos consistié en dividir el espacio y el tiempo indefinidamente. En la paradoja de la
dicotomia, Zendn argumenta que un corredor no llega a su meta nunca, porque primero debe

recorrer la mitad y luego la mitad de la mitad etc. En términos actuales, Zendn argumenta
11 1 s . ;
que dado que la suma Stotg, 68 infinita, por tanto el corredor nunca podra llegar al

final. Estas explicaciones estan relacionadas con las progresiones y la serie geométrica de

razén un medio (Gacharna Leon, 2012).

En la Edad Media, las sucesiones se denominaban series o progresiones, nombre derivado

del latin progressio. La palabra serie se utiliz6 por primera vez por algunos autores britanicos
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del siglo XVII, al referirse a las series infinitas en conexidn con las secuencias infinitas
utilizadas por los algebristas. En el &mbito latino, se ha utilizado el término progresion, que
se ha mantenido hasta nuestros dias (Smith, 1958). Durante esta época Bhaskara, plantea en
su mas conocida obra, el Lilavati, diversos problemas sobre progresiones aritméticas y

geométricas.

Se da la aparicion del matematico Leonardo de Pisa, reconocido por el célculo de una
progresion relativa a una pareja de conejos, en la actualidad se le atribuye aplicabilidad en
diferentes fendmenos de la vida cotidiana. Esta sucesion es conocida como sucesion de
Fibonacci. Se reconoce que las obras de Leonardo estan vinculadas con el estudio de

sucesiones recurrentes y series.

En la época del renacimiento, en el siglo XV Nicolas Chuquet estaba familiarizado con las
reglas para exponentes negativos y en el siglo XVI el aleman Michael Stifel extiende la
exponencial a exponentes negativos y fraccionarios. Se afirma que él publicé una tabla de
sucesiones, la cual contiene los nimeros enteros desde -3 hasta 6 y las correspondientes
potencias de 2 y sefiala en una parte de su libro la siguiente observacion: "Se podria escribir
todo un libro nuevo sobre las propiedades maravillosas de esos numeros, pero debo ponerme
coto a mi mismo en este punto y pasar de largo con los ojos cerrados"”. Méas adelante agrega:
"La adicion en la sucesion aritmética corresponde a la multiplicacion en la geométrica, lo
mismo que la sustraccién en aquella corresponde a la division en ésta". Presentd una
comparacion entre los términos de una progresion aritmética de razon 1 que Ilama ndmeros,

con los de una progresion geométrica de razon 2 que llama exponentes.

Neper (1550-1617) aprovecho la relacion entre la progresion aritmética de los exponentes y
la progresion geométrica de las potencias que permitia reducir los productos a sumas. El se
interes6 por intentar tapar los numerosos vacios que se encuentran entre las sucesiones
geométricas, estas tienen la propiedad de que entre mas alejadas estan de los primeros
términos mas grandes son los espacios entre un término y otro, para ello establece como
razon de la progresion geometrica un numero que hiciera que los avances entre un término
cuya bases fueron 0,9999999 01 — 1077,
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En la edad contemporanea, Isaac Newton logro generalizar los métodos para trazar lineas
tangentes a curvas y para calcular el rea encerrada bajo una curva, estableciendo que los dos
procedimientos eran operaciones inversas. En una de sus publicaciones, que se ha
considerado de suma importancia por sus aportes a las matematicas, introduce en sus métodos
infinitesimales el concepto de fluxidn, en el habla del papel de las sucesiones infinitas en el
nuevo analisis y de las operaciones que se pueden efectuar con esas sucesiones. La primera
parte de la obra se refiere justamente a la reduccion de «términos complicados» mediante
division y extraccion de raices con el fin de obtener sucesiones infinitas. A Newton se le
reconoce como otro de sus mayores aportes el Teorema del Binomio, cuyo teorema es capaz

de desarrollar cualquier potencia de sumandos como una serie finita de términos.

n
n!

(et y)" = Zk!(n—k)!xn_kyk
k=0

Se reconoce que Leibniz encuentra todas las propiedades que los pitagéricos hallaron a través
del algebra geométrica, como son la suma de los numeros impares, de los pares, de los
cuadrados, etc. Y va mas alla cuando extiende la propiedad a sumas infinitas, al encontrar
que: )2, b; =a,, donde la sucesion b; es decreciente y estd definida por b; =
(a; —a;41),i =1,2,3,... Con su fascinacién por las series, continlo estudiando su

comportamiento hasta llegar a inventar el célculo.

Uno de los grandes matematicos quien contribuy6 aportes significativos a las series y
sucesiones fue Leonhard Euler, quien por medio de técnicas rigurosas y combinacion de

analisis y aritmética, logro valiosas demostraciones tales como:

Ademas, se le atribuye la respuesta al gran problema planteado varios afios antes por Jakob
Bernoulli, el que se dio en llamar el problema de Basilea, que no es otro que calcular la suma

de los inversos de los cuadrados de los nUmeros naturales.

Las series y sucesiones también fue objeto de estudio por Agustin Cauchy, sus

investigaciones se centraron en la convergencia y la divergencia de las series infinita. En
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consecuencia, caracterizé el concepto de limite mediante las sucesiones. Otro matematico de
la época contemporénea fue Fourier quien desarroll6 una funcion en forma de series infinitas
de funciones trigonométricas que se conoce como series de Fourier y tienen numerosas
aplicaciones en practicamente en todas las areas cientifico-técnicas con las que se hay que

modelizar numerosos datos y procesos complejos.

3.4.2 Aplicacion de las sucesiones

El sentido de uso de las sucesiones en el curriculo mexicano, se presenta por medio de la
resolucion problemas y se relaciona con algunos contextos y situaciones que se aplica el
contenido matematico. La aplicacion se relaciona con otras areas como la biologia, la fisica

y la economia.
Biologia

Las sucesiones son utilizadas en procesos naturales como la biparticion de la célula, en la
manera en que crece el nimero de conejos de una granja, entre otros. El célculo de una
progresion relativa a una pareja de conejos, tiene maltiples aplicaciones en fendmenos
naturales y es conocida como sucesién de Fibonacci. Se trata de una sucesion muy simple,
en la que cada término es la suma de los dos anteriores. La sucesion comienza por el nimero
1, y continva con 1,2, 3,5,8,13, 21, 34,55,89, 144, 233,377,610,987,1597, 2584..., ya
que: 1 =0+1;,2=14+1;,3=1+2;5=2+3;8=3+4+5;13=5+8=;21=
8 + 13 ... Lasituacion consiste en que una pareja de conejos tarda un mes en alcanzar la edad
fértil, y a partir de ese momento cada vez engendra otra pareja de conejos, que a su vez (tras
llegar a la edad de la fertilidad) engendraran cada mes una pareja de conejos. ¢Cuantos
conejos habré al cabo de un determinado nimero de meses? (véase figura 13).

End of month: No. of Pairs:

1

Figura 13. Uso de la sucesion Fibonacci en biologia
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Fisica

Galileo Galilei a través de la experimentacion, disefio planos inclinados para determinar la
caida libre de los objetos. Establece dos variables que hacen parte del fendmeno observado,
el tiempo y la distancia; luego, analiza los datos recolectados y reconoce que hay un
comportamiento constante entre las magnitudes, que le permite generalizar. Una de las
herramientas matematicas utilizadas por Galilei, fue la diferencia de los valores medidos en
los experimentos realizados. Galilei (1638) reconoce que si los tiempos iguales tomados
sucesivamente desde el inicio del movimiento, recorren las distancias de 7, 3,5,7,... esto
permite establecer que la velocidad aumenta en tiempos iguales, que se segln esta sucesion
de nameros simples, las distancias recorridas en relacion de los tiempos, incrementan segin
la sucesidn de numeros impares, a contar desde la unidad. Es ahi, donde se establece que la
representacion geométrica de los cuerpos en caida libre, es la parabola, que permite explicar

el fenémeno.

Figura 14. Uso de la sucesion cuadratica Galilei en fisica

Economia

Una de las aplicaciones de las sucesiones en la economia, esté relacionado con el manejo del
capital y el interés simple. El interés simple es la utilidad que se obtiene de una inversion sin

agregarle las ganancias.

La rentabilidad inicia con un capital, que corresponde a la cantidad inicial del dinero invertido
(a; = C). Es decir, se dispone de un capital C y proporciona un tanto por ciento anual de

interés (i) en determinado tiempo, entonces:
* Al cabo de un afio, el capital se incrementa en C + Ci

* En dos afios serade (C + Ci) + Ci = C + 2Ci
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* Y en n nimero de afios aumentara C + nCi

Por ejemplo, Adriana quiere invertir $8500.00 en la caja de ahorro, la cual le ofrece un
interés simple por su inversion que consistio en darle dos pesos por cada cien de su capital
inicial. Ella quiere calcular cuanto dinero obtendria si invierte su capital hasta diez afos. El

incremento de su inversion financiera es:

Tabla 9. Incremento por afio de la inversion de Adriana

T|er~np0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(afo)
"(‘;‘ZZZS” 8670 | 8840 | 9010 | 9180 | 9350 | 9520 | 9690 | 9860 | 10030 | 10200

Los ingresos de Adriana estan determinados por una progresion aritmética, para n nimero de

anos:

a, = 8500 +n * (170)

3.5 Consideraciones sobre los organizadores curriculares para el disefio de las tareas
del instrumento

El analisis del contenido escolar matematico (Rico & Moreno, 2016) permitié una
descripcion de la sucesion cuadratica A través de este método, se obtuvo informacién general
sobre las sucesiones y en particular las de tipo cuadréatico, principalmente en sus estructuras
conceptuales, sistemas de representacion que incluye los procesamientos en un sistema de
representacion determinado y, las conversiones entre sistemas, como también sus sentidos y
modos de usos. Se tuvo en cuenta el razonamiento inductivo, que considera los elementos de
la sucesion: términos particulares y generales. Ademas, los sistemas de representacion

tomados son el numérico, verbal, pictorico y algebraico (véase Tabla 10).
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Tabla 10. Indicadores para el disefio de las tareas del instrumento

Estructura Conceptual

Sistemas de representacion

Sentido y modos de usos

N

La sucesion en los nameros naturales
como conjunto ordenado de objetos.
Tipo de sucesion: aritmética
Propiedades de la sucesion cuadrética:

= Monotonia: Estrictamente creciente
= Finitud: Infinita

= Acotacion: No acotada

= Convergencia: Divergente:

= Recurrencia: de orden 2

Progresion de orden dos: a,, = cox? +
1x+c,

Términos k-ésimo y general de la
sucesion.

Razonamiento inductivo: Trabajo con
términos k-ésimo de la sucesion
cuadrdtica hasta la generalizacion
expresada con la variable n (término
general). Se consideré dos pasos del
Modelo del razonamiento inductivo
(trabajo con casos particulares hasta la
generalizacion)

Estrategias previas consideradas:

= Métodos de diferencia.

= Organizacién de tablas.
= Recurrencia

Etapal

Sistema de representacion pictdrico (patrén

figural)

Tarea 1:

FEtapal

)

Tarea 2:

Ftapa 3

Figura 1

Figura 1

Conversion  del
pictdrico a otros (numérico, simbolico, verbal,

tabular)

sistema de

Figura 3

representacion

Se consider6 para la tarea 1, una
situacion problema que consiste en el
crecimiento del patron figural de forma
constante. Ademas, la visualizacion de
la organizacion de las piedras en cada
una de las etapas, para explicar su
comportamiento.

Para la tarea 2, se consideré la
configuracion de los objetos del patrén
asociado con el patron cuadratico de la
rana.
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El estudio describio el razonamiento inductivo que evidencian profesores de Matematicas de
secundaria al resolver tareas relacionadas con sucesiones cuadraticas. El disefio de las tareas
considera el analisis de los significados de los contenidos matematicos escolares del método
Analisis Didactico (Rico, Lupiafiez, & Molina, 2013; Rico & Moreno, 2016) y el modelo
Tedrico del Razonamiento Inductivo de Cafiadas y Castro (2007). Se sometieron a un proceso
de validacién, con una muestra distinta a la que participé en el estudio exploratorio. En este
capitulo se describe el enfoque de la investigacion, el estudio piloto, las caracteristicas de los
sujetos participantes, las técnicas e instrumentos, la aplicacion y la organizacion de las

categorias de la informacion obtenida para su respectivo analisis.

4.1 Enfoque de la investigacion

La investigacion es de tipo exploratoria (Hernandez, Fernandez, & Baptista, 2014), que
aborda el razonamiento inductivo en profesores de secundaria en servicio, siendo este un
tema poco estudiado. Ademas, es descriptiva porque se analiza como es y como se manifiesta

un fendmeno y sus componentes.
4.2 Prueba piloto

Previo a la exploracion del razonamiento inductivo en los profesores de matematicas que
participaron en el estudio, se realiz6 una prueba piloto, con el fin de validar el cuestionario a
usar en la exploracion. El cuestionario consisti6 de cuatro tareas (Anexo 1) en la
generalizacion de sucesiones cuadraticas a través de patrones figurales. Estas tareas
demandaron el razonamiento inductivo, dado que ubicaron al sujeto (o profesor), a iniciar su
trabajo con casos particulares hasta llegar a casos generales. Se adaptaron de trabajos previos
de Rivera (2013), Cantoral, Farfan, Cabafias-Sanchez, Ferrari y Lezama (2014), Rivera
(2010) y Barrera, Castro y Cafiadas (2008). Esta adaptacién, consistio en considerar los

patrones figurales de sucesiones cuadraticas, en razon de que en estos trabajos, el énfasis
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estaba sélo en la generalizacion. De ahi que para cada patron, se formularon preguntas que

permitieran estudiar el razonamiento inductivo.
4.2.1. Validacion de la prueba piloto

El cuestionario de la prueba piloto se sometié a validacién con cinco profesores de
matematicas, quienes laboran en una institucion colombiana de carécter privado en los grados
de secundaria. Sus afos de experiencia en el campo de la docencia oscilan de los cinco a los
treinta afios (véase Tabla 11). De ellos, cuatro con formacién profesional, Licenciatura en
Mateméticas, y el otro, en Matematica Pura. Los aspectos a validar, fueron: tiempo que le
tom6 a los profesores trabajar con las tareas, ambigliedad en las preguntas, posibles
respuestas en evidencia del razonamiento inductivo y aspectos relacionados con el mismo,

en el contexto matematico de las sucesiones cuadraticas.

Tabla 11. Informacién de los profesores de secundaria en Colombia

Profesor Experiencia Formacién
1 30 arfios Licenciado
2 6 afios Matematico Puro
3 9 afios Licenciado
4 5 afios Licenciado
5 14 afios Licenciado

4.2.3 Resultados de la validacién

Cinco aspectos se reconocen de la validacion del cuestionario de la prueba piloto, y que

dieron lugar a su redisefio. Son los siguientes:

1. El tiempo aproximado que los profesores invirtieron en resolver las tareas fue de 3 a
5 horas.

2. Enlatarea 1 dedicaron mayor tiempo. En razén de que se situd a los profesores a
trabajar de manera implicita, con dos variables en el marco de una figura formada por
cuadrados de colores blancos y grises del mismo tamafio, e inscrita en un rectangulo.
De igual modo, porque trabajaron de manera implicita con la relacion funcional
directa e inversa de la sucesion cuadratica involucrada en esta tarea. Esta tarea
proporciond informacion sobre el razonamiento inductivo que evidencian los

profesores, la cual refiere a: a) Trabajaron con casos particulares, b) Se apoyaron de
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gréficos y tablas para organizar casos, c) identificaron el patron de los cuadrados
grises y blancos asi como de los que componen el rectangulo, d) formularon
conjeturas, y; e) establecieron la generalizacion por medio de representaciones
algebraicas y verbales. Esta generalizacion, la justificaron por medio de nuevos casos
particulares y validacion de los suministrados en el patron figural. Reconocieron el
comportamiento de la sucesion cuadrética y fueron expresadas de diferentes formas
algebraicas.

3. Enlatarea 2, los profesores evidenciaron dificultades en su planteamiento asi como
con el contexto, el geométrico. Ello requirio instruirlos, a fin de que la comprendieran.
Otro aspecto fue el contexto de la tarea, el geométrico. Aqui, se les ubic6 en una
situacion de un triangulo rectdngulo, en su interior con otro rectangulo. Algunos
profesores, optaron por utilizar sus conocimientos previos en geometria para entender
y dar respuesta a las preguntas planteadas, realizaron procesos algoritmicos para
determinar el valor numérico de la hipotenusa y catetos, asociando la generalidad con
segmentos y area del tridngulo. Otra de las dificultades, fue la ubicacién de un punto
P en diferentes posiciones en la representacion grafica planteada en la tarea.

4. En la tarea 3, los profesores consideraron semejanzas con la tarea 1. Optaron por
trabajar con casos particulares, realizando conteos de los puntos negros y lados
correspondientes en cada figura. Algunos, extendieron el patron figural para
comprender el comportamiento y establecer el patrén correspondiente. La primera
cuestion, fue con respecto a la etapa del razonamiento inductivo, generalizacion, pero
los profesores realizaron el recorrido de las etapas iniciando con trabajos con casos
particulares e identificando el patron. Sin embargo, presentaron algunas dificultades
para establecer la regla general respecto de las lineas y puntos del patron figural.

5. Enlaresolucion de la tarea 4, la sucesion cuadratica correspondiente fue de la forma
(3n%+n) o
ap = —— Los profesores presentaron mayor dificultad para establecer esta regla

general, una de las posibles causas es por el cociente que conforma la sucesion.
Identificaron el patron de recurrencia en cada uno de los pisos con relacion a la
cantidad de naipes. En esta tarea, solo se suministrd la cantidad de naipes en la tercer
figura, por lo cual los profesores identificaron la cantidad de naipes en las anteriores

figuras y posteriores hasta la figura diez, que corresponde al castillo de naipes con
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diez pisos, y dar respuesta a la primera cuestion, identificando el patrén, estableciendo
la suma del término anterior por cada piso. Sin embargo, ningun profesor determino

una regla general correcta para esta sucesion cuadrética.

Los resultados de la validacion de las tareas de la prueba piloto, permitieron configurar el
cuestionario de exploracion. En este sentido, se determin6 que s6lo una de las tareas de la
prueba piloto se mantendria y qué aspectos se considerarian en su redisefio. La tarea

redisefiada fue la del patron cuadratico de la rana (Rivera, 2013).
4.3 Contexto y participantes

Los participantes de esta investigacion fueron treinta y siete profesores de matematicas de
secundaria en Mexico, con experiencia de uno a veinticinco afios aproximadamente en la
ensefianza de las matematicas en primero, segundo y tercer grado (véase Tabla 12). Su
participacion en el estudio se dio a partir de talleres, que el grupo de investigacion ha
desarrollado para esta poblacién en el marco del razonamiento inductivo. Para el analisis de
los datos, se escogieron intencionalmente a seis profesores a partir de la variedad en sus
respuestas dadas en las tareas, y describir el razonamiento inductivo y procedimientos de los
profesores al resolver tareas de generalizacion con sucesiones cuadraticas para establecer

diferentes perfiles, obteniendo mayor informacion.

Tabla 12. Informacién de los profesores de Secundaria en México

Experiencia Grados donde ensefian . .
Profesor ~ Formacion profesional
(afios) actualmente

P1 3 Tercero Educacidn Secundaria especializacion Telesecundaria
P2 4 Primero y segundo Educacidn Secundaria especialidad Matematicas
P3 2 Primero Educacidn Secundaria especializacion Telesecundaria
P4 20 Primero, segundo y tercero Matematicas Educativa
P5 7 Primero, segundo y tercero Matematica Educativa
P6 5 Primero Educacion Secundaria especializacion Telesecundaria
P7 3 Segundo y tercero Educacion Secundaria especialidad Matematicas
P8 15 Primero, segundo y tercero Educacion Secundaria especialidad Matematicas
P9 8 Primero Educacion Secundaria especialidad Matematicas
P10 3 Primero y segundo Educacién Secundaria especialidad Matematicas
P11 13 Primero, segundo y tercero Educacién Secundaria especialidad Matematicas
P12 3 Primero, segundo y tercero Educacién Secundaria especialidad Matematicas
G 6 Primero, segundo y tercero Educacién Secundaria especialidad Matematicas
P14 4 Segundo Educacidn Secundaria especializacion Telesecundaria
P15 17 Segundo Ensefianza de las matematicas
P16 1 Segundo Educacidn Secundaria especializacion Telesecundaria
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4.4 Tareas de exploracion

Con base en los resultados de la validacion, se construyo el cuestionario exploratorio. Se
sustenta de dos tareas adaptadas (véase Tabla 13) de los estudios de Kirwan (2017) y Rivera
(2013), que refieren a la generalizacion de sucesiones cuadraticas. La adaptacion consistid
en tener en cuenta el contexto de los patrones figurales -sistema de representacion pictérico,
propuestos en estos estudios. Con base en ello y en el objetivo de esta investigacion, se
formularon las preguntas con las que se examind el razonamiento inductivo de los

participantes. Las tareas se presentaron a los profesores en un ambiente de lapiz y papel.

La tarea 1 es una adaptacion del estudio de Kirwan (2017). El contexto es la generalizacion
de una sucesion cuadratica, constituida por un patrén figural creciente, donde se favorece la
visualizacion. En ella, se sitGa al profesor a trabajar con términos particulares, cercanos y
lejanos, y con ello, se le demanda determinar una regla que explique el comportamiento de

la sucesion.

Son dos las caracteristicas que Kirwan (2017) reconoce en la sucesién articulada a esta tarea.
Una de ellas, es que favorece el uso de multiples reglas para explicar el comportamiento de
dicha sucesion. Reconoce que las mas frecuentes usadas por la poblacion que particip6 en su

estudio, fueron las siguientes:

Reglal: (d +2)?>—d

Regla2: (d+ 1)(d+2) + 2

Regla3: 2(d +2) +d(d + 1)
Otra caracteristica, es que lo visual contribuye a que se sustenten en la descomposicion de la
figura de cada etapa del patron figural, en otras. En su estudio por ejemplo, observo que en
algunos casos, completaron las figuras para situarse a trabajar sobre “un cuadrado”, otros la

descompusieron (particiéon) y se ubicaron a trabajar sobre “un rectangulo”. Estos aspectos

fueron basicos para determinar su insercion en el cuestionario exploratorio.

La tarea 2, se adapto de los estudios de Rivera (2013), quien la usé con estudiantes de
secundaria en el contexto de la generalizacion de patrones. El objetivo de esta tarea para
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Rivera (2013), consistio en relacionar la generalizacion con la accion abductiva-inductiva
sobre objetos, que implica emplear diferentes formas de contar y estructurar objetos o partes
discretas en un patron de una manera algebraicamente Gtil y accion simbolica, que implica

traducir en la forma de una generalizacion algebraica.

Tabla 13. Tareas usadas en la exploracion.

Tarea 1. En la construccion de un patio, se colocan piedras circulares de igual tamafio. Para observar el
avance que sigue la construccion, se toma una foto al patio por etapa.

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

a. ¢Cuantas piedras circulares se han colocado para la sexta etapa si en la construccidn del patio se
avanza de la misma manera? Justifica tu respuesta.

b. ¢Cuantas para la etapa 50? Justifica tu respuesta.

c. ¢Como se puede hallar la cantidad de piedras circulares para cualquier nimero de etapa? Describe
ampliamente tu respuesta.

Tarea 2. Observa la secuencia de las siguientes figuras. Justifica ampliamente el proceso de solucion en cada
una de las preguntas.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a. ¢Cuantos cuadrados grises conforman la figura 5?

b. ¢Cuéntos cuadrados grises conforman la figura 7?

c. ¢Cuantos cuadrados grises conforman la figura n?
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Los aspectos relacionados con las tareas responden a las demandas del curriculo, y estan
vinculados con los organizadores del analisis del contenido matematico escolar (Rico y
Moreno, 2016), tales como elementos matematicos, sistemas de representacion verbal y
pictorico (patrones figurales), descritos en el capitulo anterior. En especifico, el patron
creciente, la progresion aritmética de orden 2 en los nimeros naturales, términos particulares,
términos generales. Las sucesiones cuadraticas que corresponden a la tarea 1y 2, son de la
formaa, =n? + 3n + 4y a, = n? + 9n +8 respectivamente, que se pueden reconocer por
medio del comportamiento de la progresion, diferencias entre los términos, visualizacion de
la distribuciédn de los patrones figurales, que corresponden a areas de cuadrado o rectangulos,
descomposicion de las figuras y regla general de la sucesion cuadratica. En México, las
sucesiones en secundaria se estudian durante los tres afios, desde su representacion por
medio de numeros y figuras, hasta el desarrollo de habilidades en la construccion,
formulacién y obtencion en la regla general de dicha sucesion (SEP, 2011). Las de tipo

cuadratico son estudiadas en el tercer afo.

El orden de las preguntas pretende evidenciar el razonamiento inductivo, a partir de casos
particulares hacia los generales. Con respecto al patron, se tiene en cuenta los resultados
obtenidos en investigaciones previas, que reportan que la visualizacion y la distribucion
espacial, aspectos que contribuyen a la generalizacién efectiva de patrones no lineales (e.g,
(Amit & Neria, 2008; Krebs, 2005). Ademas, estas tareas favorece el uso de diferentes

sistemas de representacion para evidenciar el razonamiento inductivo.

4.4.3 Recogida de la informacién

La aplicacion de las tareas a los profesores de matematica de secundaria, se realizé durante
un taller desarrollado por el grupo de investigacién en el que participa la investigadora, en el
VIl Congreso Regional sobre la Ensefianza de las Matematicas realizado en la Escuela
Primaria Federal “Juan Ruiz Alarcon” y en la Escuela Secundaria Técnica No 54 “Lorenzo
Curiel Bazan” dirigido a profesores de Matemaéticas, y que convoca la Asociacion Nacional

de Profesores de Matematicas en México. Se desarrollé en el estado de Guerrero, México.

El taller se desarroll6 en tres momentos (vease figura 15). El primero, fue cuando los

profesores resolvieron las tareas de manera individual. Posteriormente, se hizo la recoleccion
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de las producciones escritas. Con base en sus respuestas, se identifico a los profesores que

presentaron patrones de respuestas diferentes.

Seguidamente, se discutio en grupo las formas de proceder y razonar por los profesores de
matematicas, en la solucion de las tareas realizadas, bajo la direccién de un moderador, que
fue uno de los investigadores colaboradores. Aqui los profesores explicaron el razonamiento,
apoyandose de la pizarra. Etapa que también evidencié formas de razonamiento, en
particular, el inductivo. Ademas, se contd con la participacion de otros dos investigadores,
quienes recolectaron informacion por medio de toma de notas de campo, fotografias,

recoleccion del instrumento, grabaciones de audio-video y la observacion.
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Figura 15. Momentos de la aplicacion de las tareas

4.5 Categorias de analisis de los datos

Las categorias para el analisis de los datos consideran el modelo de los pasos del
razonamiento inductivo y los sistemas de representacion de los profesores que utilizan los
profesores, incluye los procesamientos y conversiones de un sistema a otro. Los datos que se
discuten en esta memoria, provienen de los procesos de solucion dadas por los profesores en
las tarea 1 y 2. Se toma como base las producciones escritas y verbales de los profesores de

Matematicas en secundaria.

Tabla 14. Categoria para el analisis de datos.

Categorias Subcategorias
Trabajo y organizacion de casos particulares

Pasos del Razonamiento Identificacion de patrdn

Inductivo Formulacién y justificacion de conjetura
Generalizacion
Pictorico

. Verbal
Sistemas de s
., Numérico

Representacion
Tabular
Algebraico (funcional o recurrencia)
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Categoria de los pasos del razonamiento inductivo

El modelo tedrico del razonamiento inductivo propuesto por Cafiadas y Castro (2007),
considera que los pasos se presentan en un orden ideal, que inicia con el trabajo de casos
particulares hasta la generalizacion. Pero, esto no significa que se tenga que presentar o seguir
todos los pasos que se han propuesto para el razonamiento inductivo. No es un proceso lineal

y se pueden repetir pasos que se hayan realizado con anterioridad.

Trabajo y organizacion de casos particulares

Se considera que un profesor esta trabajando con casos particulares, cuando evidencia el
tratamiento de los términos k-ésimo de la sucesion cuadratica presentada a través del patron
figural, mediante observaciones y célculos directos de las etapas en las tareas 1 y 2 de la
investigacion. El trabajo con casos particulares en las tareas, se identifica cuando los
profesores realizan conteos de los objetos de los patrones figurales y calcula nuevos términos

k-ésimo de la sucesién cuadratica planteada.

Su organizacién se reconoce a partir de la sistematizacion de los casos particulares

reconocidos mediante tablas, graficos o cualquier otro sistema de representacion.
Identificacion de patrones

La identificacion del patrén se evidencia cuando los profesores perciben la regularidad
presente en los casos particulares de las etapas o nimero de figura seguin la tarea, cuya
representacion es por medio de estructuras de tipo aditiva o multiplicativa, que depende del
reconocimiento del comportamiento del profesor. Ademas, se considera como parte de la
identificacion del patron, cuando los profesores se apoyan de la recurrencia, que relaciona la

diferencias y los términos consecutivos con los anteriores.
Formulacion y justificacion de conjeturas

Se identifica la formulacion de conjeturas por los profesores, cuando proponen una hipétesis
sobre los casos trabajados 0 no, que pueden estar relacionada con el comportamiento de los
términos entre las etapas. Esta conjetura, puede ser una regla general que no ha sido

verificada o justificada. Las conjeturas pueden ser expresadas simbélicamente.
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Generalizacion

Se establece que cuando el patron reconocido se transforma en una regla general y verifica
para nuevos casos particulares, el profesor ha generalizado. Esta generalizacion puede ser

representada de forma verbal, aritmética o algebraica.

Sistemas de representacion

Se destaca que los sistemas de representacion mas utilizados por los profesores son: verbal,
pictorico, tabular, numérico y algebraico. A continuacion se ejemplifican los sistemas de
representacion empleados en investigaciones previas (Rivera, 2013), que relacionan el
sistema de representacion pictdrico con el sistema de representacién algebraico, que permite
analizar la forma de razonar y expresar del estudiante en el contexto de la generalizacion de

la sucesidn cuadratica.

Figura 16.Sistema de representacion pictorica en la etapa 3. Tomada de Rivera (2013)

La relacién entre el sistema de representacion algebraica y pictdrica estd asociada en la
descomposicion del sistema de representacion pictorico, x? se refiere al nimero de
cuadrados en el cuadrado negro medio, 9x se refiere al nimero de cuadrados en los 9
rectangulos sin sombrear, 4 se refiere a los cuadrados grises. x> + 9x + 4 = n, n

corresponde al nimero total de cuadrados en la etapa n
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En este estudio, se investigd el razonamiento inductivo que evidenciaron profesores de
matematicas de secundaria, al resolver tareas que demandan la generalizacion de sucesiones
cuadraticas, en el marco de patrones figurales. Se analiza con base en el modelo inductivo de
Cafiadas y Castro (2007) y los sistemas de representacion (Lupiafiez, 2016). Los hallazgos
obtenidos de las producciones escritas y verbales (estas Ultimas, de las explicaciones que
dieron en la pizarra) se presentan bajo dos categorias de anélisis: pasos del razonamiento
inductivo y sistemas de representacion. Para organizar la informacion, los dieciséis
profesores fueron codificados en P1, P2, P3, P4,..., P16.

Categoria I: Pasos del razonamiento inductivo

Tarea 1.

La tarea la piedra del patio fue resuelta por los dieciséis profesores de secundaria (véase
Tabla 15). Las producciones evidencian gue la mayoria trabajaron con casos particulares,
identificaron el patron, formularon conjeturas y generalizaron. Pocos organizaron los casos
particulares y justificaron sus conjeturas. Ningun profesor realizé una demostracion formal

de la generalizacidn que construyo, en razon de que la tarea no lo demando.

El trabajo con casos particulares de la mayoria, consistio en realizar conteos estratégicos de
las piedras en las etapas consecutivas y no consecutivas del patron figural, tanto las que les
demando6 como las que consideraron pertinente analizar. Conceptualmente, significa que los
profesores en este proceso, se involucraron en determinar el término k-ésimo de la sucesion.
Se observd que quienes organizaron los casos particulares, optaron por sistematizarlos en

tablas, en las que relacionan la cantidad de piedras y el nimero de la etapa.

Los profesores percibieron el comportamiento del patron figural y lo representaron en

secuencias numeéricas. Los tipos de patrones identificados, los expresaron en variadas
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estructuras aritméticas, aditivas y multiplicativas, que corresponden a la cantidad de piedras

en relacion al nimero de etapa:

A 2x3)+2, 3x4)+2, (4x5+2

B.(1+2)+(1+2)+(1%+1), 2+2)+2+2)+(2%+2), B+2)+(B+2)+

(32+2)

C.(3x3)—2, (4x4)-2, (5%x5)—2

D.(1+2)?%—-1, 2+2)?-2, 3+2)*-3

E.3%2-1, 42-2, 52-3

F.(1x2)4+(2x%x3), (2x3)+(2x4), 3x4)+(2x5), (4%X5)+(2x6),
(5x6)+(2x7), (6x7)+(2x8)

G.4+4 ,8+6, 14+8, 22+10, 32+12, 44+14

Los seis primeros patrones, asocian a los términos k-ésimo de la sucesion 8, 14, 22 en las tres
primeras etapas del patron figural y fueron representadas por estructuras aditivas y
multiplicativas, que corresponde a la distribucion y organizacion de las piedras, que se
relacionan con la férmula basica del &rea del cuadrado o rectangulo, dependiendo de la forma
como el profesor visualizo el patrén figural. EI Gltimo, es un patrén de recurrencia, cuyos

términos se obtienen de sumar el término k-ésimo anterior con su diferencia.

Las conjeturas formuladas por los profesores dependieron del trabajo con casos particulares
o laidentificacion del patron. Las representaron de forma general, apoyados del uso de alguna

variable, de acuerdo con las exigencias de la tarea:

A n+1D)n+2)+2
B.n+2+n+2+n*+n
C.n+2)?-n

D. 2n%2+6

De quienes generalizaron, se reconoce que fueron aquellos que justificaron sus conjeturas a
partir del uso de la regla general en nuevos casos particulares, verificando la veracidad de su
hipdtesis. Las generalizaciones las expresaron de modo verbal y algebraico. Algunos
profesores que generalizaron algebraicamente, simplificaron sus conjeturas a la forma

sencilla:
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Generalizacion algebraica: n? + 3n + 4.

Tabla 15. Razonamiento inductivo de profesores de matematicas en la tarea 1

Profesor TC oC 1P FC JC G D
P1 X X X
P2 X X X X
P3 X X
P4 X X X
P5 X X X
P6 X
pP7 X X X X
P8 X X X X
P9 X X

P10 X X X X X
P11 X X X X
P12 X X
P13 X X X X
P14 X X
P15 X X X X X
P16

Total 11 5 12 7 2 11

Para caracterizar el razonamiento inductivo de los profesores de secundaria en matematicas,
se han seleccionados seis profesores participantes (P1, P2, P4, P5, P7, P14), que evidencian
diferentes patrones de respuestas en sus producciones. Consiste en describir los pasos del
razonamiento inductivo que manifestaron estos profesores y, en explicar los procedimientos
que siguieron en la resolucion de la tarea la piedra del patio. Para representar en términos
generales los pasos del razonamiento inductivo en que se involucraron, se usan esquemas.
Algunas figuras representan reconstrucciones propias del investigador, basado en el patrén

figural y la manera como se interpretd el razonamiento del profesor.

Profesor 1

El proceso del razonamiento inductivo manifiesto por este profesor, evidencia que a partir de
la observacion y descomposicion de la figura, reconoce el patron asociado con la sucesion,
luego formula una conjetura basada en el patron identificado y, establece una generalizacion

de forma algebraica (ver Esquema 1 y Tabla 16).
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Identificar el Formular | Generalizar
patron conjetura la conjetura

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 1. Proceso del razonamiento inductivo P1

Tabla 16. Descripcion de los pasos del razonamiento inductivo de P1

Pasos del razonamiento inductivo Descripcién
1. Identificacién del patrén Descomposicion de la figura en dos partes:
- Rectangulo: Estructuras multiplicativa y aditivas
(etapa+1)(etapa+2)

2Xx3=6+2=8

3x4=12+2=14

4xXx5=204+2=22
- 2 piedras constante

2. Formulacion de la conjetura m+1n+2)+2
3. Generalizacion Generalizacion algebraica
n®+3n+4

Identificacién del patrén

El profesor reconoce el patron a través de la organizacion de las piedras (a las que refiere la
tarea), en cada una de las etapas. Percibe que una de las partes de la figura, esta conformada
por un rectangulo, y que en cada etapa se mantienen dos piedras constantes (véase figura 17).
En ese contexto, implica al area del rectangulo y a la formula basica, para explicar cbmo se
comporta esa parte del patron figural, en cada etapa. Por cuanto a las piedras que se
mantienen constantes, las expresa mediante una suma, esto es, “mas dos”. En términos de
una estructura matematica, este comportamiento lo expresa con base en la multiplicacion y

la adicion (véase figura 17).
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Etapal Etapa 2 Etapa 3
2 3 4
3 4
5
2x3=6
12+2 4x5=20

Figura 17. Identificacion del patron P1.
Formulacién de la conjetura

Se reconoce que formula una conjetura, al momento en que el profesor, para explicar el
comportamiento del patron figural (creciente) de la etapa 1, construye una estructura

algebraica, basada en la de tipo aritmético, como sigue:
La conjetura: (n + 1)(n+ 2) + 2

Donde (n + 1) representa el ancho del rectangulo, (n + 2) el largo, y +2 a las dos piedras

que permanecen constante. Su forma de razonamiento en esta etapa, la explica como sigue:

P1: ... entonces aqui nos dimos cuenta que la formula es “ene mas uno” por “ene mas
dos”... lo que los decia va aumentando uno y en el otro va aumentando dos...y
estas dos, son estas dos bolitas que tenemos aqui... mas dos, esta es la formula
que nosotros encontramos. ..

Generalizacion

Se reconoce que generaliza, al momento en que el profesor usa la conjetura que establecid
en el paso previo, para analizar otros casos, de términos lejanos (k-ésimo) que se les pide
determinar. Establece que su conjetura es verdadera y simplifica la expresion algebraica
(n+ 1)(n+ 2) + 2 alaforma: n? + 3n + 4. El profesor explica que la generalizacion que

construyo, la evallo para la etapa 1:

P1: ... para la primera etapa... ene es la etapa uno mas uno son dos... y aqui es uno
mas dos son tres... entonces dos por tres nos da seis... mas este dos nos da las
ochos bolitas en la etapa uno...
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Profesor 2
El profesor 2 identifica el patron por medio de la descomposicion de la figura en dos partes
y términos k-ésimo de la sucesion, establece la conjetura que relaciona los extremos y el
centro del patron figural y verifica la conjetura formulada con casos particulares. La
generalizacion construida es expresada de forma verbal y algebraica (véase Esquema 2 y
Tabla 17).

Identificar el Formular Justificar la | Generalizar
patron conjetura conjetura la conjetura

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 2. Proceso del razonamiento inductivo P2

Tabla 17. Descripcion de los pasos del razonamiento inductivo de P2

Pasos del razonamiento inductivo Descripcion
1. Identificacién del patrén Descomposicion de la figura en dos partes:
- Extremos: Estructuras aditivas (etapa+2)
1+42=3
2+2=4
3+2=5

- Centro: Estructuras aditivas y multiplicativas
(&rea del cuadrado y etapa)

12+1=2
22+2=6
32+3=12
2. Formulacion de conjetura n+2+n+2+n®+n
3. Justificacion de la conjetura Verifica para la cantidad de piedra para las

etapas 1,2y 3.
Etapa 1: 8 piedras
Etapa 2: 14 piedras
Etapa 3: 22 piedras
4. Generalizacion Generalizacion verbal y algebraica.
n®+3n+4

Identificacién del patron:

Este profesor, primero reconoce que los extremos en cada etapa aumentan de dos en dos en
relacién con el numero de la etapa, comportamiento que expresa mediante una estructura

aritmética aditiva. Para la etapa 1 por ejemplo, lo hace en términos de 1+2=3. Seguidamente,
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transforma esta estructura en una de tipo algebraica, donde a la etapa la nombra con la letra
ny la constante, la expresa como tal. Asi, para la etapa 1, se reconoce la estructura n+2 y

sigue ese procedimiento para el resto de las etapas (véase figura 18).

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
n+2, 1+2=3 n+ 2, 24+2=4 n+2 3+2=

Figura 18. Identificacion del patrdn figural y numérico P2

Posteriormente, percibe la regularidad en que estan distribuidas las piedras que se ubican en
el centro cada figura en las etapas. Asocia este comportamiento con el cuadrado y la medida
de su area, mas el numero de la etapa. Mantiene el razonamiento que usé previamente, de
expresar este comportamiento, en un primer momento, en términos de una estructura
aritmética. Asi, la medida del area la expresa como el niumero de la etapa elevada al cuadrado
a la que le suma el nimero de la etapa. Esto es, por ejemplo, para la etapa uno, considera:
12 + 1. Luego transforma esta estructura en una de tipo algebraica, donde a la etapa la

nombra con la letra n, esto es: n? + n (véase figura 19).

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

+n +n +n
12 41=2 2742 3F+3=12

Figura 19. Identificacion del patron P2
Formulacién vy justificacion de conjetura

La evidencia empirica de que establece una conjetura, es cuando el profesor conecta a través
de una suma, la expresion algebraica que usé para representar el comportamiento de las

piedras que se encuentran en cada extremo de la figura de cada etapa, con la que utiliz6 para
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expresar el comportamiento de las piedras que se ubican en el centro cada figura en las etapas.
Estoes: n+ 2 +n + 2 + n? + n. El profesor representa su conjetura en términos de la letra

ny expresa como la utiliza para casos particulares:

07 Justifica tu respuesta.

_~iAntac nara la etapa 5

Figura 20. Justificacion de la conjetura P2

P2: ... por ejemplo ene al cuadrado mas la figura uno seria ene son dos... ene al
cuadrado seria dos por dos... cuatro mas n seis...tres por tres nueve, mas tres
seria doce...entonces en esta parte quedaria n al cuadrado mas n...entonces ya
tengo para esta parte...para esta y para esta...

Luego, simplifica su conjetura y la verifica para establecer que corresponde a la sucesion,
utilizandola para los casos particulares de las etapas consecutivas, 1,2 ,3 Yy, dar respuesta a

la cuestion planteada del término cercano de la sucesion, etapa 6 (véase figura 20).

Generalizacion

El profesor plantea la generalizacion de forma verbal y algebraica (véase figura 21). La de
tipo algebraica, de forma simbdlica y simplificada: n? + 3n + 4. La verbal, como se

evidencia en la figura 5.5.

Generalizacion = la lo corte :

Verbal “Q(". 4 va

1 y
Generalizacion ! A, 2

Algebraica

Figura 21. Generalizacién verbal y algebraica P2
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Profesor 4

El proceso inductivo del profesor 4 inicia con el trabajo con casos particulares, realiza un
conteo estratégico de las piedras en cada una de las etapas, para identificar la regularidad de

los patrones figurales y establecer la generalizacién de forma verbal y algebraica (véase

Esquema 3y Tabla 18).

Trabajar con casos
particulares

Identificar el

i — Generaliza
patron

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 3. Proceso del razonamiento inductivo P4.

Tabla 18. Pasos del razonamiento inductivo P4.

Pasos del razonamiento inductivo

Descripcion

1. Trabajo con casos particulares

Conteo estratégico en el patrdn figural y
el nimero de etapa.

2. ldentificacion del patron

Diferencia entre el area del cuadrado
(estructura aditiva y multiplicativa) y el
namero de la etapa.

(1+2)%-1
(2+2)%-2
(3+2)?2-3
3. Generalizar (n+2)?2—n

Trabajo con casos particulares

El trabajo con casos particulares de este profesor, se basa en el conteo de las piedras de cada
una de las etapas. Este conteo, consiste en agrupar las piedras en relacién con el nimero de

la etapa, para luego identificar la regularidad del crecimiento de cada figura en el patron

(véase figura 22). El profesor asocia el crecimiento de las piedras con el conteo:

P4: ... como vimos lo que esté creciendo y todos crecen...entonces yo empecé
como que aqui hay uno...aqui hay uno y dos...y aqui hay uno dos tres...
hacia aca también, dos tres...aqui dos y aqui uno, ;sale?...
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Etapa 1,

Etapa 2

Figura 22. Trabajo con casos particulares P4

Identificacion del patron

La evidencia empirica de que el profesor 4 reconoce el patron, es a partir de que observa que
las piedras de cada figura en las etapas, estan ubicadas en forma de un cuadrado, cuyas
dimensiones se relacionan con la etapa, que crece de dos en dos. Pero ademas, que en cada
una de las etapas hacen faltan piedras para completar dicho cuadrado, esta cantidad

corresponde al numero de la etapa:

P4: ... cuantos crece... crece uno y crece dos... crece uno y crece dos... pero
esto es un cuadrado... solo que esta piedra no sirve... este es otro cuadrado
con dos piedras menos... y este es otro cuadrado con piedras
menos...entonces mi figura principal es generar, al area...

El patron es expresado de forma numérica, por medio de las estructuras multiplicativas y
aditivas, que implica la formula del area del cuadrado con la diferencia de las piedras faltantes

(véase figura 23).

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
X X X
X X
n+2)—n X
(n+2)—-n
(n+2)¥—-n

Figura 23. Identificacién del patron P4
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Generalizacion

Una vez que el profesor identifica el patron, relaciona las estructuras aditivas y
multiplicativas con la expresion general de la sucesion cuadratica, el profesor expresa verbal
y algebraicamente la generalizacion a partir del patron figural, la verbal relaciona la sucesion

cuadratica con la cantidad de piedras para cualquier nimero de la etapa (véase figura 24).
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Figura 24. Generalizacion verbal P4

La algebraica, expresa simbolicamente que el area del cuadrado corresponde a la etapa mas

dos elevado al cuadrado (n + 2)? y la diferencia con el nimero de la etapa n (véase figura
25).

Etapa 1 Etapa 2

Etapa 3

000 2@
00%: 305 "
G b} X

OO

= y\“ L’-/.‘l

Figura 25. Generalizacion algebraica P4

Otra forma de razonamiento que usa para expresar la estructura algebraica (generalizacion)
que explica el comportamiento en que se colocan las piedas por etapa, implica al binomio

cuadrado perfecto, donde lo figural es fundamental para reconocer relaciones:

P4: Aqui no puede haber problema... binomio al cuadrado. A lo mejor aqui
me puede dar el concepto geométrico, y hacerlo... retomar este asunto...
inducir al binomio cuadrado... el resultado de este es un cuadrado
grandote mas dos rectangulitos, mas un cuadradito... entonces al
desarrollarlo me tiene ene cuadrada mas dos ene mas cuatro menos ene...

En particular, el profesor vincula la representacion grafica del binomio con el

comportamiento del patron figural, en términos de una expresion algebraica (véase figura
26).
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(n+1)?

(n+1)%-n

Figura 26. Vinculacion con el binomio cuadrado perfecto

Profesor 5

El razonamiento inductivo manifiesto por el profesor 5, inicia con el trabajo con casos
particulares basado en el conteo de las piedras que forman el patio en cada etapa. Luego,
identifica cuéntas tiene cada una, y las expresa en términos numéricos. Con esos datos,
determind las primeras y segundas diferencias entre lo términos k-ésimo de la sucesion, para
identificar de qué tipo es, la que reconoce es cuadratica. Finalmente, formula una conjetura
y la evalla para términos que demanda la tarea, cercanos y lejanos (véase Esquema 4 y Tabla
19).

Trabajar con casos Identificar el
particulares patron

—— Formular conjetura

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 4. Proceso del razonamiento inductivo P5.
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Tabla 19. Pasos del razonamiento inductivo P5

Pasos del razonamiento inductivo

Descripcién

1. Trabajo con casos particulares

Conteo

Etapa 1: 8 piedras
Etapa 2: 14 piedras
Etapa 3: 22 piedras
Etapa 4: 32 piedras
Etapa 5: 44 piedras
Etapa 6: 58 piedras

2. ldentificacién del patrén

Segunda diferencia: 2 piedras
Patron de recurrencia

Etapa 4: 22 piedras+10 piedras= 32
piedras

Etapa 5: 32 piedras+12 piedras= 44
piedras

Etapa 6: 44 piedras+14 piedras= 58
piedras

3. Formulacion de conjeturas

m+1Dn+2)+2=n*>+3n+4

Trabajo con casos particulares

La evidencia empirica de que el profesor trabaja con casos particulares, se reconoce cuando

realiza el conteo, basado en el sistema de representacidn pictorico, de las piedras por cada

una de las etapas, lo cual permite reconocer los primeros términos k-ésimo de la sucesion

para establecer el tipo de sucesién (véase figura 27).

Etapa1 Etapa 2

Etapa 3

Figura 27. Trabajo con casos particulares de P5

Identificacidn del patrén

El profesor reconoce el patron de recurrencia cuando determina las diferencias entre los

términos k-ésimo de la sucesion. Es asi que al obtener la primera diferencia, se da cuenta que
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no es constante, por ello es que determina la segunda diferencia, y observa que es constante.
Por su experiencia con este tipo de analisis, inmediatamente reconoce que la sucesion es de
tipo cuadrético.

Para determinar cuantas piedras componen una figura de las etapas, procede como sigue:
Considera la primera diferencia que obtuvo entre una etapa y la siguiente, mas el término
anterior (véase figura 28).
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Figura 28. Identificacion del patréon de recurrencia del P5

Formulacion de conjeturas

El profesor establece que la sucesion es cuadratica, y formula la conjetura de forma
algebraica (n + 1)(n + 2) + 2, en la que relaciona la cantidad de piedras con el nimero de
etapa. La evalla en la etapa 1, de ahi, observa que el valor que obtiene, se corresponde con
el nimero de piedras de dicha etapa. Seguidamente, simplifica su conjetura a la forma n? +
3n + 4 (véase figura 29).
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Figura 29. Formulacion de la conjetura P5

Profesor 7

El profesor 7 inicia su proceso inductivo, trabajando y organizando casos particulares. Luego
procede a determinar las diferencias entre los términos. De la primera diferencia, reconoce
que los valores no son constantes, por lo que recurre a las segundas diferencias, es ahi que
observa que se mantiene el valor de 2, lo que le permite establecer que la sucesion es de tipo
cuadratica, asi también, construir una regla general que explica el comportamiento de dicha
sucesion (véase Esquema 5y Tabla 20).
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: Organizar .
Trabajar con casos g Identificar el .
articulares casos atron g Generalizar
P particulares P

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 5. Proceso del razonamiento inductivo de P7

Tabla 20. Pasos del razonamiento inductivo P7

Pasos del razonamiento inductivo Descripcion
1. Trabajo con casos particulares Conteo
Etapa 1: 8 piedras
Etapa 2: 14 piedras
Etapa 3: 22 piedras
Etapa 4: 32 piedras
Etapa 5: 44 piedras
Etapa 6: 58 piedras
Tabla de valores (variables, x y)
Primera y segunda diferencia.
Patron de recurrencia.
Meétodo de diferencias finitas:
a+b+c=8,3a+b=6;2a=2

2. Organizacion de casos particulares
3. Identificacion del patron

4. Generalizacion

Trabajo y organizacion de casos particulares

El razonamiento que evidencia este profesor, es que se ubica a trabajar con los tres primeros
casos particulares que demanda la tarea, y los tres consecutivos a estos. Para organizarlos, se
apoya de una tabla de doble entrada, en la que representa en términos de x al nimero de la
figura y mediante la y, al nimero de piedras que le corresponde. Una vez hecho esto, ubica

su analisis en el numero de piedas que obtuvo en los seis casos (véase figura 30).

Figura 30. Trabajo y organizacion con casos particulares P7
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Identificacion del patron

La evidencia empirica de que reconoce el patrén, se sustenta del analisis que realiza en los
datos de la tabla (véase figura 30), particularmente los que refieren al nimero de piedras que
determina para las figuras 1 a 6. Las acciones que le siguen a ello, es que obtiene las primeras
diferencias. De ahi, observa que el nimero resultante no es constante, por ello analiza las
segundas diferencias. Al reconocer que el valor obtenido de las segundas diferencias es
constante, le permite a P7, que se trata de una sucesion cuadratica. En esta etapa, el profesor

identifica el patrén de recurrencia. En este proceso, se apoya de la representacion tabular.
Generalizacion

El profesor al reconocer el tipo de sucesion, la relaciona con la regla general de la forma
ax? + bx + c, con base en ello, se ubica a determinar los valores de los coeficientes a, b, c.
Para ello, el profesor plantea tres ecuaciones: la primera como el doble de los coeficientes
igual a la constante de las segundas diferencias de la sucesion; la segunda, es la suma de tres
veces a mas b que es igual al primer término de las primeras diferencias de la sucesiéon y la
tercera, la suma del término a + b + c es igual al primer término de la sucesion cuadratica
(véase figura 31). Los coeficientes hallados por el profesor son 1,3 y 4. Por tanto, la regla

general que establece de la sucesion, basado en el razonamiento que siguid, es x? + 3x + 4.
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Figura 31. Generalizacion algebraica de P7

Profesor 14

El razonamiento inductivo de este profesor evidencio el trabajo con casos particulares de la
sucesion. Esta etapa la sustentd en conteos estratégicos de las piedras que conforman las
figuras en cada una de las etapas. De ese modo, identifico la regularidad entre cada uno de
los términos k-ésimo, seguidamente, expreso el patron en con base en una estructura de tipo

aditiva (véase Esquema 6 y Tabla 21).
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Trabajar con casos Identificar el
particulares patrén

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 6. Proceso del razonamiento indutivo P14

Tabla 21. Pasos del razonamiento inductivo de P14

Pasos del razonamiento inductivo Descripcion

1. Trabajo con casos particulares Conteo
Descomposicién numérica
Etapa 1: 3 piedras 3 piedras 2 piedras=8 piedras
Etapa 2: 4 piedras 4 piedras 4 piedras 2 piedras
=14 piedras
Etapa 3: 5 piedras 5 piedras 5 piedras 5 piedras
2 piedras =22 piedras

2. ldentificar el patrén Diferencias

Estructuras aditivas

Etapa 4: 6+6+6+6+6+2=32
Etapa 5: 7+7+7+7+7+7+2= 44
Etapa 6: 8+8+8+8+8+8+8+2= 58

Etapa 5: (6*(6+1)+2(6+2))
Etapa 50: (50*(50+1)+2(50+2))

Trabajo con casos particulares

El profesor se involucrd en el trabajo con casos particulares, procediendo de dos maneras,
ambas basadas en el conteo. La primera, se apoyo del conteo de las piedras de forma
horizontal y escribi6 el nimero correspondiente junto a cada fila (véase figura 32). Asi por
ejemplo, determiné que la primera figura tiene dos filas con 3 piedras y una con 2. Con base
en ello, se dio cuenta que con esos datos no podria explicar el crecimiento de las figuras en
las etapas, lo que implicaria al reconocimiento del patron. Por ello continud trabajando con
casos particulares. Es asi que procedid a contar nuevamente las piedras, ahora de forma
vertical y coloc6 debajo de cada columna, el nimero correspondiente, y debajo de estos

numeros, el total de piedras de cada figura (vease figura 32).
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Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

a 1 Chyidntac niodrac cieenilarne Il calaneales al - P 1n st lAn

Figura 32. Trabajo con casos particulares P14

Identificacidn del patron

El trabajo con casos particulares, le permite al profesor establecer el patron numérico de la
sucesion por extrapolacién, en el sentido de que a partir de él reconoce que para la etapa 6,
la estructura aditiva es: (6 X 7) + (2 X 8) = 42 + 16 = 58; para la etapa 50, (50 x 51) +
(2 x 52) = 2550 + 104 = 3654 (véase figura 33).
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Figura 33. Identificacion del patron P14

Tarea 2

Esta tarea fue resuelta por los dieciseis participantes. Mediante su forma de proceder, se
evidencia que la mayoria trabajo con casos particulares, identificaron el patron, formularon
conjeturas y generalizaron. De ellos, pocos organizaron los casos particulares y justificaron
sus conjeturas. Ningun profesor se involucro en un proceso demostrativo de la generalizacion

que construyo (vease Tabla 22).

El proceso inductivo de la mayoria de los profesores, inicid con el trabajo con casos

particulares, basado en el conteo de los cuadrados grises en cada una de las figuras de las
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etapas dadas del patron. Algunos trabajaron con etapas consecutivas no dadas en la tarea a
fin de identificar los términos k-ésimo. Los profesores que organizaron los casos particulares,
optaron por sistematizarlos en tablas de doble entrada, que relacionan la cantidad de

cuadrados grises con el nimero de la figura.

Los profesores percibieron el comportamiento del patron figural y lo representaron en
secuencias numeéricas. Los tipos de patrones identificados, los expresaron en variadas

estructuras aritméticas, aditivas y multiplicativas:

A4[1+2(D)]+@+1Dx1, 4[1+22)]+ +1)x2 4[1+23)]+B+1)x3
B.4x3+2x1, 4x5+3x%x2, 4X7+4x%3

C.6x5—-16, 9 X 8 — 46, 12 x 11 -92

D. 14, 14+12, 26+14, 40+16, 56+18

Las tres primeras estructuras, muestran que los profesores percibieron el patron figural de las

siguientes maneras:

a) Descomponen la figura en los extremos del patron figural que mantiene su mismo
comportamiento y el centro que se relaciona con la forma y formula béasica del area de un
rectangulo.

b) Determinan la cantidad de cuadrados que componen al rectangulo implicado en las
figuras de cada etapa del patrdn, a la que restan el nimero de cuadrados blancos, y con ello
determinan la cantidad de los cuadrados grises.

c) Identifican la recurrencia al sumar el término anterior de la sucesion, las primeras

diferencias para determinar los siguientes términos k-ésimo.

Las conjeturas formuladas por los profesores se sujetaron al trabajo con casos particulares o
bien a la identificacion del patrén. Las conjeturas las representaron de forma general

mediante el uso de alguna variable demandas en la tarea:

A 8n+4+n+n

B. 4[1 + 2(n)] + [n(n + 1)]
C.4n+1)+(n*+1)
D.(n>+n)+2n+1
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Los profesores que generalizaron, son quienes justificaron sus conjeturas a partir del uso de
la regla general en nuevos casos particulares, verificaron la veracidad de su hipotesis. La
generalizacion fue de tipo verbal y algebraica, la regla general de la tarea 2 es equivalente a
las expresiones generales de las tres primeras conjeturas y simplificadas a la forma:

n%+9n + 4.

Tabla 22. Razonamiento inductivo de profesores de matematicas en la tarea 2

Profesor TC ocC 1P FC JC G D
P1
P2 X X X X X
P3 X
P4 X X X
P5 X X
P6 X X X X
P7 X X
P8 X X X
P9 X X X X X X
P10
P11 X X X
P12 X X X
P13 X X X X
P14 X X X X X
P15 X
P16 X X X X X
Total 9 4 11 8 6 8 0

Para caracterizar el razonamiento inductivo de los profesores de matematicas de secundaria
en la tarea 2, fueron seleccionados seis profesores (P2, P4, P5, P7, P8, P13), en particular,
aquellos casos que evidencian diferentes patrones de respuestas en sus producciones.
Consiste en describir los pasos del razonamiento inductivo que manifestaron estos profesores
y, las explicaciones que dieron acerca de los procedimientos que siguieron en la resolucién
de esta tarea, la piedra del patio. A través de esquemas se muestran los pasos del

razonamiento inductivo en que se involucro cada profesor.
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Profesor 2

El profesor 2 inicié el proceso inductivo por medio del conteo de los cuadrados grises y

blancos que conforman cada figura, identifico la regularidad en el crecimiento del patron

figural para formular y justificar su conjetura. Al verificar la veracidad de su conjetura,

generalizo de manera algebraica (véase Esquema 7 y Tabla 23).

Trabajo con .
J Identificar el
casos 5
. ) patrén

Formular
conjetura

Justificar la
conjetura

Generalizar

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 7. Proceso del razonamiento inductivo P2

Tabla 23. Pasos del razonamiento inductivo P2

Pasos del razonamiento inductivo

Descripcién

1. Trabajo con casos particulares

Conteo

Figura 1, Cuadrados grises: 14 Cuadrados
blancos : 16

Figura 2, Cuadrados grises: 26 Cuadrados
blancos : 16

Figura 3, Cuadrados grises: 40 Cuadrados
blancos : 16

2. ldentificacién del patrén

Centro:

area del cuadrado+ posicion de la figura
Extremos:

(Dos veces la posicion mas uno)x 4

3. Formulacion de la conjetura

Bn+4+n>+n=n>4+9I+4

4. Justificacion de la conjetura

Figural: 12 +9(1) + 4 = 14
Figura 2: 22 + 9(2) + 4=26

Figura3: 32 +9(3) + 4 = 40
Figura6: 6% +9(6) + 4 = 74
Figura 7: 7% 4+ 9(7) + 4=116

5. Generalizacion

n?+9n+4

Trabajo con casos particulares

El profesor realiza el conteo de los cuadrados grises y cuadrados blancos en cada una de las

figuras. Determind que hay 14, 26 y 40 cuadrados grises, y 15,46 y 92 cuadrados blancos

para las tres primeras figuras respectivamente.
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Identificacion del patron

Se reconoce que el razonamiento del profesor se centra en el analisis del comportamiento
que guarda el rectangulo gris, ubicado en el centro de cada figura de la secuencia. A partir de
ello, identifica que este comportamiento se corresponde (0 puede expresarse), con el nimero
de la figura elevada al cuadrado méas el nimero de la figura. Percibe ademas, que los
cuadrados grises que forman cuatro escuadras, equivale a dos veces el nimero de la figura

MAas uno.
Formulacion de la conjetura

El profesor formulo la conjetura basado en la descomposicidn que hizo de la figura. Para el
centro, es de la forma algebraica n? + ny para las cuatro escuadras, 4 (2n + 1). Finalmente,
al sumar estas expresiones algebraicas, obtiene que la conjetura final es 8n + 4 + n? + n que

expresa en la forma mas simple:
Conjetura: n? + 9n + 4
Justificacion de la conjetura

Para verificar que la conjetura formulada es verdadera, el profesor relaciona el
comportamiento de los cuadrados grises con el numero de figura y evalla la expresién con

términos cercanos y lejanos de la sucesion cuadréatica (véase figura 34).

g 4 244 — HOWV

Figura 34. Justificacion de la conjetura P2

Generalizacion

Se reconoce que el profesor ha generalizado porque verifica la validez de la conjetura (que
formuld y justifico anteriormente), para casos particulares. El profesor generalizo
algebraicamente, donde relaciond la correspondencia entre el nimero de la figura y la

cantidad de cuadrados grises por secuencia (véase figura 35).
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solucién en cada una de las preguntas.
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Figura 35. Generalizacion algebraica P2

Profesor 4
El profesor inicio reconociendo el patrén. Para ello, se sustenta de una descomposicion del

patrén figural, luego establecid estructuras aditivas y multiplicativas que representaron la
regularidad que observo. Seguidamente, formuld una conjetura y finalmente, generaliz6 de

forma algebraica (véase Esquema 8 y Tabla 24).

Identificar Formular
el patron conjetura

Generalizar

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 8. Proceso del razonamiento inductivo P4

Tabla 24. Pasos de razonamiento inductivo P4

Pasos del razonamiento inductivo Descripcion
1. Identificacién del patrén Descomposicién de la figura:
Patas de la rana
4[1 + 2(1)]
411+ 2(2)]
Centro de la rana
1+1)x1
2+1)x2
B3+1)x3
2. Formulacién de la conjetura 414 2(n)] + [n(n + 1)]
3. Generalizacion n?+9n+4

Identificacién del patrén

El razonamiento de este profesor se enfocd en observar la distribucion y comportamiento de

los cuadrados grises en el patrén figural, de ahi identificd el patron en dos partes. Primero,

observo los cuadrados que conforman el rectangulo ubicado en el centro de la figura. Se dio
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cuenta que el patron figural es creciente y que en cada figura, en sus cuatro esquinas se
conserva constante un cuadrado gris, mas dos veces el nimero de la figura (véase figura 36).

Este analisis el profesor 4 lo expresa como sigue:

P4: Yo no me fijé en toda la figura... yo me fijé en una parte... aqui (sefiala la figura
1)... Ese cuadrito va a ser para todos siempre que haya esquina en uno. Entonces
pongo ese uno... pero ya me di cuenta que crece hacia los lados... aqui crece uno
y uno. Entonces crece mas uno... pero como crece uno de cada lado... entonces
dos por uno. Aqui crece dos... y alla crece tres.

Segundo, asocio6 el comportamiento del centro del patron figural con la férmula del area de
un rectangulo, ya que su analisis se enfoco en este objeto geométrico:
P4: ...Vamos por el rectangulo... el rectangulo tiene uno de amplio y uno mas uno.
Aqui tiene un... dos mas uno... y aqui tiene tres mas uno y aqui tiene tres.
Entonces... qué es lo que tiene el rectdngulo... el area del rectangulo.
Reconoci6 que las dimensiones de la figura geométrica se relacionan con el nimero de la
figura, de manera que el ancho corresponde al namero de la figura y el largo, dos veces el

namero de la figura mas uno (véase figura 36).

[ ] ] 2
1+2(1) L 1+2(1) 1+2(2}@j Eﬁ L2
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1(1+1) HE

22+ 1)
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1+_2(1) 1+2(1) 142(2) 1+2(2)

Figural Figura 2

Figura 36. Identificacion del patron P4

Formulacion de la conjetura

El profesor formul6 una conjetura en términos de la letra n, para expresar el comportamiento
del patron. Por su forma de proceder se observd que su razonamiento en esta fase, se
corresponde con las acciones realizadas en la identificacion del patron, esto es, que recurre a
trabajar por partes. Asi, construy0 dos estructuras algebraicas. Una que refiere al
comportamiento que siguen los cuadrados grises ubicados en las cuatro esquinas del

rectangulo principal, esto es: 4 [1 + 2(n)]. Otra, que implica al comportamiento que siguen
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los cuadrados grises ubicados en centro y que forman un rectangulo, es como sigue: n (n +
1). Sobre la base de estas dos estructuras algebraicas, P4 formula la conjetura: 4[1 + 2(n)] +
[n(n + 1)], la cual implica a los cuadrados grises del rectangulo principal de cada figura del

patron.
Generalizacion

La conjetura que P4 establece en términos algebraicos, la verifica para la figura 1, evidencia
empirica de que generaliza el comportamiento que mantiene el patron figural implicado en
la secuencia. En este paso, P4 expresa de modo simple su generalizacion a la que llama regla,

en la forma: n? + 9n + n (véase figura 37).
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Figura 37. Generalizacion algebraica P4

Profesor 5

El razonamiento inductivo del profesor 5 evidencia el trabajo con casos particulares a través
del conteo de los cuadrados grises, para establecer los términos k-ésimo de la sucesion. Halla
las primeras y segundas diferencias para identificar el tipo de sucesion y encontrar nuevos

casos particulares (véase Esquema 9 y Tabla 25).

Trabajar con Identificar el
casos particulares patrén

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 9. Proceso del razonamiento inductivo P5
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Tabla 25. Pasos del razonamiento inductivo P5
Pasos del razonamiento inductivo Descripcién
1. Trabajo con casos particulares Conteo
Figura 1: 14 cuadrados grises
Figura 2: 26 cuadrados grises
Figura 3: 40 cuadrados grises

2. ldentificacién del patrén Primeras y segundas diferencias

Trabajo con casos particulares

El profesor 5 se involucra en el trabajo con casos particulares por medio del conteo de los
cuadrados grises de las figuras 1, 2 y 3, que corresponde a la cantidad correspondiente de
forma numérica: 14, 26, 40, mismos que representan a términos k-ésimo de la sucesion

implicada en el patron objeto de analisis.
Identificacidn del patron

Al establecer los términos k-ésimo de la secuencia numérica, el profesor determina las
diferencias entre ellos. Reconoce que la primera y la segunda diferencia, le permite encontrar
nuevos casos particulares de la sucesion cuadratica, recurre a los términos consecutivos

sumando el término anterior y la diferencia (véase figura 38).
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Figura 38. Identificacion del patron de recurrencia P5

Profesor 7

El profesor 7 inici6 su proceso inductivo con el trabajo y organizacién de términos k-ésimo
de la sucesion, que conlleva a la cantidad de cuadrados grises de las figuras del patron objeto
de estudio. Usa estos datos para determinar las primeras y segundas diferencias entre los

términos. De la primera, reconoce que los valores no son constantes, por lo que determina a
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las segundas, es ahi que observa que se mantiene el valor de 2, para establecer que la sucesion
es de tipo cuadratica, asi también, construir una regla general que explica el comportamiento

de los cuadrados grises con respecto al nimero de la figura (véase Esquema 10 y Tabla 26).

Organizar .
g Identificar el .
casos > Generalizar

particulares patron

Trabajar con casos
particulares

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 10. Proceso del razonamiento inductivo P7.

Tabla 26. Pasos del razonamiento inductivo P7

Pasos del razonamiento inductivo Descripcion

1. Trabajo con casos particulares Conteo
Figura 1: 8 cuadrados grises
Figura 2: 14 cuadrados grises
Figura 3: 22 cuadrados grises
Figura 4: 32 cuadrados grises
Figura 5: 44 cuadrados grises

2. Organizacion de casos particulares Tabla de valores (Variables, x y)
3. Identificacion del patron Primera y Segunda diferencia
Patron de recurrencia
4. Generalizacion Método de diferencias finitas
a+b+c=14
3a+b=12
2a =2

Trabajo y organizacion de casos particulares

El profesor 7 analiza los primeros términos k-ésimo de la secuencia numerica que construye
a partir del conteo de los cuadrados grises de cada figura. Ello, a fin de reconocer el tipo de
sucesion implicada. Para lograr esto, se apoya de una tabla de doble entrada, en la que indica
al nimero de la figura con la variable x, y por medio de lay, a la cantidad de cuadrados grises
(véase figura 39). En este paso del razonamiento inductivo, su analisis se enfoca en los

términos k-ésimo de las figuras dadas.
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Figura 39. Trabajo y organizacion de los casos particulares P7

Identificacion del patron

Los términos k-ésimo de la sucesion, favorece que el profesor identifique el patron de
recurrencia por el método de diferencias. Seguidamente, trabaja con nuevos casos
particulares y establece las primeras y segundas diferencias. Identifica que las segundas se
mantienen constante en 2. Es asi que reconoce que se trata de una sucesion cuadratica (véase
figura 39)

Generalizacion

El profesor al reconocer el tipo de sucesion, establece que la regla general es de la forma
ax? + bx + ¢ y determina los coeficientes de la expresion algebraica de la sucesion
cuadratica. Para hallar los coeficientes a, b, ¢, utiliza las tres ecuaciones por el método de
diferencias, los coeficientes hallados por el profesor son 1, 9 y 4, por tanto la regla general

de esta sucesion es de la forma x? + 9x + 4 (véase figura 40).

Figura 40. Generalizacion algebraica P7.
Profesor 8

El profesor 8 identifica el comportamiento del patron con la descomposicion de la figura en
dos partes: Primero, las cuatro escuadras que forman los cuadrados grises de las esquinas y
los cuadrados grises del centro y las representd por medio de estructuras aditivas y
multiplicativas. Luego, formula y justifica su conjetura, que corresponde al comportamiento
de los cuadrados grises. Por ultimo, verifica que la regla general es verdadera y generaliza

algebraicamente (véase Esquema 11y Tabla 27).
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Identificar el Formular | Justificar | .
patron conjetura conjetura Generalizar

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 11. Proceso del razonamiento inductivo P8

Tabla 27. Pasos del razonamiento inductivo P8

Pasos del razonamiento inductivo Descripcion

1. Identificacion del patrén Descomposicidn de la figura (extremos y centro)
Figural:4x3+2x1=14
Figura2: 4 x5+4+3 x2 =26
Figura3: 4 x 7 +4x3 =40

2. Formulacion de conjetura 4n+ 1) +nn+1)

3. Justificacion de conjetura Figural: 41+ 1) +1(1+1) =14
Figura5:4(5+1)+5(55+1) =74

4. Generalizacion 4n+ 1)+ m*+1)

Identificacién del patrén

El patron identificado por el profesor, es representado por estructuras aditivas y
multiplicativas que relacionan la cantidad de cuadrados grises y el nimero de la figura. Para
el comportamiento de las cuatros escuadras de los cuadrados grises, las representa a través
de estructuras aditivas que corresponden al nimero de la figura mas uno y para el centro de
los cuadrados grises, por estructuras aditivas y multiplicativas, que implican el factor del

namero de la figura con el nimero de la figura mas uno (véase figura 41).

Figura 1 Figura 2 Figura 3

3

0= S ) 4 x x AXq + 4%5 oS S

N X3 & 2x\ H xS t3x@ ix3 r4x3 3 B He +30
12 + 2 =14 20 + ¢ =2¢( 2@ 4 12 =40 AR X e 2

26 24

Figura 41. Identificacion del patron P8
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Formulacion y justificacion de conjetura

El profesor 8 construye una conjetura de la forma 4(n + 1) + n(n + 1), la cual infiere del
comportamiento del patron figural. Primero la establece en términos de una estructura
aritmética (véase figura 42), para expresar el comportamiento que mantienen los cuadrados
grises del patron en la figura 3. En seguida, la verifica en las figuras 5, 7 y 11, evidencia

empirica de que justifica la conjetura formulada.

y (ne1) + Nk 4(a(s) £l) + .5 (541)
qRrln4na) +n () 3 (N s(¢)
Ltz Yn ] af4 L. 20 =% /\’
i
'ﬂm\l) —\»\L"_‘\
H(3) +nc(z)
42 t2 =4

Figura 42. Formulacion y justificacion de la conjetura P8

Generalizacion

El profesor verificd la veracidad de su conjetura en el paso anterior y simplifica su
generalizacion algebraica a la forma n? + 9n + 4, que relaciona la cantidad de cuadrados

grises y el numero de la figura.

Profesor 13

El razonamiento inductivo del profesor 13 evidencié el trabajo con casos particulares por
medio del conteo de los cuadrados grises y blancos que conforman el rectangulo en cada una
de las figuras, luego identifico la regularidad de crecimiento de los cuadrados grises (véase
Esquema 12 y Tabla 27).

Trabajar con Identificar el
casos particulares patron

Pasos del razonamiento inductivo

Esquema 12 Proceso del razonamiento inductivo P13
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Tabla 28. Pasos del razonamiento inductivo P13

Pasos del razonamiento inductivo

Descripcion

1. Trabajo con casos particulares

Conteo

Figura 1:14 cuadrados grises
Figura 2: 26 cuadrados grises
Figura 3: 40 cuadrados grises
Figura 4: 56 cuadrados grises
Figura 5: 74 cuadrados grises
Figura 6: 94 cuadrados grises

2. Identificacion del patron

Composicion de la figura (Area del rectangulo y
cuadrados blancos)

Figural: 6 x5 —16 = 14

Figura2: 9 x 8 — 46 = 26

Figura3: 12 x 11 —92 =40

Trabajo con casos particulares

El profesor 13 trabajé con los casos particulares a través del conteo total del rectangulo

principal: los cuadrados grises y blancos que lo conformaban. Por ejemplo, establecio que la

figura 1 estaba conformada por 30 cuadrados en total, 16 cuadrados blancos y 14 cuadrados

grises.

Identificacién del patrén

El patrén reconocido por el profesor 13, implica la diferencia entre el area del rectangulo que

conforma la figura completamente y la cantidad de cuadrados blancos, para hallar la cantidad

de cuadrados grises. El patron es representado por medio de las estructuras aditivas y

multiplicativas (véase figura 43).

J 'r)(‘i’?)ai(_‘ - )4
- (r()(?’*)_/}* - 26
(iz) 1) -92 = 4o

Figura 43. Identificacion del patron P13
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Categoria Il: Sistemas de representacion

Los profesores de secundaria se apoyaron de diferentes sistemas de representacion en el
proceso de solucion de las tareas planteadas, cuyo contexto, fue la generalizacién de
sucesiones cuadréaticas. En las condiciones iniciales de las tareas se implicé al sistema de
representacion pictorico (patrén figural), como un medio para analizar el razonamiento que
siguen los profesores al construir una estructura matematica plausible y util que exprese de

manera directa el comportamiento del patron involucrado en la sucesion objeto de estudio.

En el trabajo con casos particulares, el sistema de representacion utilizado por los profesores
fue el numeérico y pictorico. Para la organizacién de estos casos, emplearon tablas de doble
entrada, que es un sistema de representacion tabular. Para representar la regularidad
reconocida, utilizaron los sistemas de representacién numérica y para las conjeturas, el
sistema de representacion algebraico. La generalizacion, fue representada de forma textual

(verbal) y algebraica.

La utilizacion del sistema de representacion numérico, consistio en determinar la cantidad de
objetos en cada una de las etapas o figuras planteadas en las tareas, como términos k-ésimo
de la sucesién; significar el comportamiento del patrén figural correspondiente, por medio
de estructuras aritméticas de tipo aditiva y multiplicativa y evaluar la veracidad de las

conjeturas que formularon.

El sistema de representacion pictorico empleado por los profesores, les permitio continuar
con el trabajo de nuevos casos particulares y reconocer figuralmente el comportamiento de

crecimiento del patrén en las siguientes etapas o nimero de figuras.

El sistema de representacion tabular evidencio la forma de como los profesores organizaron
los términos de la sucesion, establecieron como entradas: el numero de figura o etapa (en
algunos casos representada por la letra x) y para la cantidad de piedras o cuadrados grises (en

algunos casos representada por la letra y).

El sistema de representacion verbal permitié a los profesores expresar textualmente el
comportamiento de los patrones figurales. Por lo general, algunos explicaron la

generalizacién por medio de este sistema.
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El sistema de representacion algebraico manifiesto por los profesores, mostrd que ellos lo
emplearon para determinar la cantidad de piedras o cuadrados grises para cualquier nimero

de etapa o figura. Se destacan que las expresiones algebraicas construidas por los profesores

fueron:

Tabla 29. Sistema de representacion algebraico de los profesores

Tarea 1

Tarea 2

Anm+1Dn+2)+2

B.n+24+n+2+n%+n

C. n+2)?%—-n
D. 2n’+6
E.n?4+3n+4

moowpy

8n+4+n?+n

411+ 2(m)] + [n(n+ 1)]
4n+ 1)+ (n*+1)
m®+n)+2n+1

n2

+n+4

En general, se destaca que los sistemas de representacion mas utilizados fueron el numérico

y el algebraico, en menor medida utilizaron las de tipo verbal, tabular y pictérico (véase

Tabla 30).

Tabla 30. Sistema de representacion utilizados por los profesores de Secundaria

Tarea 1 Tarea 2

Profesor o TN [T A [V P [ N|[T[A]V
P1* X X X

p2* X X X X X

pP3* X X X

P4* X X X X X X

P5* X X X X

P6 X X

p7* X X X X X X

pP8* X X X X X

P9 X X X

P10* X X X X X
P11* X X X

P12 X X

P13 X X X

P14* X X

P15* X X X X X X

P16 X X

Total 2 14 5 10 4 1 16 1 7 0

Nota. P= Pictérico N=Numérico A =Algebraico T =Tabular V =Verbal

*Profesores que generalizan
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Procesamiento en un mismo sistema

Se destaca que los procesamientos realizados por los profesores fueron llevados a cabo en el

sistema de representacion pictorico, numérico y algebraico.
Pictorico

El procesamiento en este sistema de representacion se evidencia en la continuidad de etapas
o figuras para representar el comportamiento del patrén figural por medio de las piedras o
cuadrados grises (véase figura 44 y figura 45). Esta forma de analisis por parte de los
profesores, favorecio el que sélo identificaran el comportamiento de crecimiento del patrén

figural, sin que lograran construir una conjetura que representara esta regularidad y

generalizar.
Etapa 3 e ,T T 20 ‘
| T ?
T \ " A
1\ G Q t
(v\q STy
\
. gy U paB 3 3 !\
ixta etapa i en la construccion . Figura 1 F%ura 2 Fi\g?fra 3 S A
spuesta. g b W P IL1 2 S
oy Yo « B¢ LS
Tarea 2
Tarea 1 . .
Figura 44. Sistema de

Figura 45. Sistema de representacion P15
representacion P6

Numérico

En las producciones de la mayoria de los profesores, se evidencio el uso del sistema de
representacion numérico en el desarrollo de las tareas. Los procesamientos manifiestos por
los profesores en este sistema de representacion, fueron por medio de operaciones aritméticas
para construir estructuras aritméticas (aditivas y multiplicativas) que les permitiera
representar el comportamiento de los objetos con respecto al nimero de la figura o etapa

(véase figura 46). Los profesores que se apoyaron de este sistema de representacion a través
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de las estructuras aritméticas y realizaron diferentes procesamientos, evidenciaron construir

conjeturas y generalizar.

Figura 1 Figura 2 Figura 3
HX3+2x1 HX5 t3x@ 4x3 r4x3 489 + 4%5
1242 214 20 46226 26 4 12 =40 36 420 =53¢

T R P R S S

Figura 46. Sistema de representacién numérica P8

Algebraico

Uno de los procesamientos en el sistema de representacion fue el algebraico, donde el
profesor representa por medio de una expresién matematica la sucesion de la forma f(n) =

(n+ 1)(n+ 2) + 2 (véase figura 47) que es equivalente a:
a, =n’>+3n+4

Los procesamientos en este sistema de representacion de los profesores los realizaron para
simplificar sus expresiones algebraicas (ver figura 47 y figura 48). Para utilizarlas como
reglas generales en la determinacién de los objetos para cualquier nimero de etapa o figura.
Los términos generales de la sucesion cuadratica, fueron expresados por el sistema de

representacion verbal y algebraico, este ultimo fue el que predoming.

a. ¢Cuantos cuadradog grises col arl

g [1+200) + k’ (o)
NE NN N

) ‘ _ : o+
H49 4 nr 2 40 b /[ n*4+ 9N t+H 7
£ . LT . ,

et 3wt 1+ A 1= 14

Figura 47. Sistema de representacion ] ) .
algebraico P2 Figura 48. Sistema de representacion

algebraico P4
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Conversion entre sistemas

La mayoria de los profesores al momento de leer la tarea, realizan la conversion del sistema
de representacion pictdrico hacia el sistema de representacion numérico, para establecer los
términos de la sucesion cuadratica. Uno de ellos, al representar la sucesion con el sistema de
representacion numeérico, realizé la conversion al sistema de representacion algebraica, por
medio de una regla general, que es la sucesion no lineal. Mientras que otros, a partir del
sistema de representacion pictorica, optan por hacer la conversion hacia el algebraico. Se
destacan cinco tipos de conversiones entre sistemas de representacion de los profesores de

matematicas en secundaria.

Conversion |

Pictérico-Numérico- Algebraico (funcional)-Numérico

El profesor 2 con base en el sistema de representacion pictérico realiza la conversion al
sistema de representacion numeérico, que expresa la cantidad de piedras en las primeras etapas
a traves del conteo. Luego, reconoce el comportamiento de los términos k-ésimo de la
sucesion y lo asocia con una expresion algebraica, que corresponde la conversion al sistema
de representacion algebraico. Por altimo, realiza la conversion al sistema de representacion
numérico, para evaluar que su expresion algebraica es verdadera para las primeras etapas.
Las conversiones entre las diferentes representaciones (véase figura 49), evidencian la forma
de razonar inductivamente del profesor quien trabaja con casos particulares hasta generalizar,
el transito de un sistema de representacién a otro permite reconocer que el profesor identifica
el comportamiento del patrén figural y es asociado funcionalmente con una sucesion

cuadrética.

B @
‘,’{i;fr‘ 4_‘ Etapa Etapa 2 Etopa 3
)86 -
EeS D Numérico

Pictorico

n+9 + nt2

Algebraico funcional

Numérico

Figura 49. Conversion de sistemas de representacion P2
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Conversion 11

Pictorico-Numérico-Algebraico- Verbal

El profesor 10 realiza la conversion al sistema de representacion pictérico al numérico, al
construir estructuras aditivas y multiplicativas que representara el comportamiento de la
cantidad de piedras en correspondencia con el nimero de la etapa. Estas estructuras facilitan
la conversion al sistema de representacion algebraico, que es la construccién de una
expresion funcional, que implica la sucesion cuadratica en términos de n para determinar la
cantidad de piedras en cualquier etapa. El profesor, expresa textualmente el comportamiento

del patron figural y la regla general construida (véase figura 50).

31 N LI i NN
A %’ ‘ool m 07
Y8
!
[4ea)-2 00000

Numérico

Pictorico

(04F 0

Vapa

Ve Viqma

A e de chams Algebraico funcional

Verbal

Figura 50. Conversion de sistemas de representacion P10
Conversion 111

Pictdrico-Numérico

El profesor 14 realiza la conversion del sistema de representacion pictorico al sistema de
representacion numerico. La conversion consiste en realizar conteo de los cuadrados grises
en cada una de las etapas que los organiza en una secuencia numeérica, para continuar
realizando procesamiento en este mismo sistema, determina las diferencias entre los términos
k-ésimo de la sucesion (véase figura 51). Este profesor evidenci6 dificultades para reconocer
el comportamiento del patron y construir expresiones numéricas o algebraicas que lo

representara para cualquier nimero de figura.
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Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 51. Conversién de sistemas de representacion P14

Conversioén IV

Pictérico- Numérico--Verbal-Algebraico-Pictorico

Las conversiones de una representacion a otra del profesor 4, manifestaron su forma de
razonar inductivamente desde el trabajo con casos particulares hasta la generalizacion. La
primera conversion realizada por el profesor consistio desde el sistema de representacion
pictdrico hasta el sistema de representacion numérico por medio del conteo estratégico de las
piedras en cada una de las etapas propuestas en la tarea, para representarla a través de
estructuras aditivas y multiplicativas asociadas con la identificacion del patrén figural. El
profesor expresa verbalmente como percibi6 este comportamiento de crecimiento, que esta
relacionado con el area del cuadrado y piedras faltantes (véase figura 52).

Para luego, convertir su representacion verbal a la representacion algebraica, que asocia por
términos de n, el nimero de la figura y la cantidad de piedras.

La generalizacién algebraica construida por este profesor, es representada en el sistema de
representacion pictorico, diferente al planteado inicialmente en la tarea. Es asociado con el

binomio cuadrado perfecto

oQ <> A
COOR0 OO
00

g -7
(2122, (3+2)'-3>

Numérico

Pictérico Verbal
‘erbal

l
(n#2)=1

Algebraico funcional

Pictérico

Figura 52. Conversion de sistemas de representacion de P4
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Conversion V

Pictorico-Tabular-Numérico-Algebraico.

El profesor 7 evidencid la conversion del sistema de representacion pictorico al sistema de
representacion numérico a través del conteo de los cuadrados grises y blancos en las tres
primeras figuras. Esta representacion es convertida al sistema de representacion tabular en
una tabla de doble entrada, que corresponde a los valores de x y los valores de y, asociados
con el nimero de la figura y la cantidad de cuadrados grises, el procesamiento en este sistema
continua con el hallazgo de las primeras y segundas diferencias. El sistema de representacion
tabular permite la conversion al sistema de representacion algebraico, el profesor identifica
los coeficientes de la relacion funcional de la sucesion cuadratica y lo corresponde en
términos de x, para determinar la cantidad de cuadrados grises en cualquier nimero de figura

(véase figura 53).

[HEEE]

Figura 3
WO

B T Figura 2
. . ' Figura 1 9
Pictérico W 1\':

l Numérico

oaxi dpx +L

adbh=
Taib=o

Wyx2¥ (2

ng?
W
cw

x243x44

2a=

L W
»
»N

5 144 712 'z.
Algebraico funcional  |sp )\4)

Tabular

Figura 53. Conversién de sistemas de representacion P7
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Resultados y discusion

En esta investigacion se analizo el razonamiento inductivo que evidencian profesores de
matematicas de secundaria, al resolver tareas que demandan la generalizacion de patrones
figurales, asociados a sucesiones cuadraticas. EI modelo de Cafiadas y Castro (2007) fue til
en el analisis, asi como los sistemas de representacion a los que recurrieron al resolver las

tareas.

En respuesta de la pregunta de investigacion: ¢Cual es el razonamiento inductivo que
evidencian profesores de matematicas de secundaria al resolver tareas con sucesiones

cuadraticas en el contexto de la generalizacion de patrones figurales?

6.1. Pasos del razonamiento inductivo

Los pasos del razonamiento inductivo en que se involucraron con mayor medida los
profesores, fueron: el trabajo con casos particulares, la identificacion del patron, la
formulaciéon de la conjetura y la generalizacién. Se involucraron con menor frecuencia, en la
organizacion de casos particulares y en la justificacion de la conjetura. Por cuanto al paso de

la demostracidon, ninguno lo realiz6 (véase Tabla 31).

Tabla 31. Pasos del razonamiento inductivo que siguen los profesores de matematicas

Pasos del razonamiento inductivo

Tarea | Trabajo Organizacion de
con casos casos

Identificacion Formulacion Justificacion de L .,
Generalizacion ~ Demostracion

particulares  particulares de patrones de conjeturas las conjeturas
T1 11 5 12 7 2 11
T2 9 4 11 8 6 8

a) Trabajo de casos particulares

La mayoria de los profesores que trabajo con casos particulares, identificaron la cantidad de
objetos en cada etapa de la sucesién. En algunos casos, este trabajo consistié de conteos

estratégicos, uno de ellos por medio de la descomposicién de la figura o identificacion del
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todo en las partes que la conformaban, para reconocer el comportamiento del patron figural.
En este primer paso, lo visual fue importante en la percepcion de la distribucion de las figuras,
permitié que el trabajo con casos particulares conllevara al siguiente paso, que es la
identificacion del patron. Otros profesores, realizaron el conteo a fin de establecer los
términos k-ésimo e identificar el tipo de sucesion. Algunos profesores si bien trabajaron con

casos particulares, evidenciaron dificultades para avanzar a las siguientes etapas.

Pocos profesores organizaron los casos particulares que identificaron, su sistematizacion se
apoyo del uso de tablas de doble entrada, establecieron la correspondencia entre las variables
de la cantidad de objetos del patron figural con el nimero de la etapa o figura, segun las
demandas de la tarea. Las tablas fueron distribuidas para algunos casos, de forma vertical y
para otros, de forma horizontal. Esta forma de organizar la evidenciaron aquellos profesores

que utilizaron el método de diferencias en su proceso inductivo.
b) Identificacion del Patron

En la etapa de la identificacion del patron, los profesores tuvieron formas particulares de
reconocerlo. Algunos profesores, se apoyaron del sistema de representacion pictorico
(figural) para analizar el comportamiento de crecimiento de los objetos y reconocieron la
figura por partes. En algunos casos implicaron el cuadrado o el rectangulo y, lo relacionaron
con la férmula bésica de sus areas, asi realizaron la representacion numérica de estructuras
aditivas y multiplicativas. Otros profesores, por medio del método de diferencias,
determinaron las primeras y segundas diferencias entre los términos k-ésimo, hallados en la
etapa anterior (trabajo con casos particulares), reconocieron que las primeras diferencias no
eran constantes y que las segundas si lo eran, en este sentido les permitio hallar nuevos

términos k-ésimo por recurrencia.
¢) Formulacion y justificacion de la conjetura

Los profesores que formularon conjeturas, son aquellos que percibieron el comportamiento
de los objetos en las figuras (patron figural). En un primer momento, establecieron estas
conjeturas a traves de las estructuras aditivas y multiplicativas, seguidamente, las
convirtieron a una estructura algebraica, ya sea en términos de n (demanda de la tarea) o en
el uso de otra variable. Pocos justificaron sus conjeturas. De quienes lo hicieron, fue la de
tipo algebraico y la validaron con casos particulares.
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d) Generalizacion

Los profesores que generalizaron sin formular conjeturas, fueron aquellos que aplicaron el
método de diferencias. En un primer momento, lo usaron para reconocer el tipo de sucesion

(cuadratica) y con base en ello determinaron la regla general asociada al patron figural.

La generalizacion construida por los profesores que formularon la conjetura, previamente la
verificaron para comprobar la veracidad de la misma, en algunos casos este proceso fue
realizado con los casos particulares propuestos y en otros, fue utilizado con nuevos casos
particulares, como términos cercanos y lejanos. Este proceso consistio en evaluar la conjetura
para algunos casos particulares, en correspondencia entre la cantidad de los objetos con el
numero de la etapa o figura. Se reconocio6 que la generalizacién fue representada de forma

algebraica y en algunos casos, verbal.

6.2 Tareas y formas de proceder del profesor

a) Tareas

Desde el punto de vista metodologico, las tareas promovieron que los profesores trabajaran
con etapas cercanas Yy lejanas, a fin de que construyeran una conjetura, y seguidamente la
validaran, para establecerla como la regla general que explica el comportamiento del patrén
figural asociado. Aunque como se ha sefialado, no todos validaron sus conjeturas. De otra
parte, se reconoce que si bien se promovié desde las preguntas de las tareas el que transitara
por algunos pasos del modelo del razonamiento inductivo, se observé que no todos se cifieron
a ellas. Quienes se ubican en estos casos, se enfocaron a determinar la regla mediante

diversas estrategias.

Por cuanto a la resolucién de las tareas, los profesores reflejaron el proceso inductivo como
estrategia, en el contexto de la generalizacion con patrones figurales. La investigacion ha
reportado que el trabajo con patrones figurales construidos de forma bien definida, favorece
el que se interpreten como configuraciones de cierta manera (Rivera, 2010). En este sentido,
la tarea del profesor en este estudio, consistido en involucrarse en una generalizacion
significativa de patrones. Sin embargo, los objetos de un patron figural resultan complejos
de interpretar, aun cuando su construccion esté bien definida. Ejemplo de ello, es la tarea 2
la cual le resulté mas compleja de analizar a una mayoria de profesores, en razén de que el
patrén figural implicé mas de un objeto, en este caso, cuadrados grises y blancos, en relacion
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con el nimero de figura. La tarea demando representar algebraicamente, el comportamiento
de la variable cuadrados grises, en la que se observa, la distribucion de estos objetos, no se
relaciona con una figura geometrica en especifico. No obstante, la ubicacion de los objetos
blancos con los grises conforma un rectangulo. Estas variables influyeron para que los
profesores evidenciaran dificultades en el reconocimiento del comportamiento de los

cuadrados grises.
b) Formas de proceder del profesor

En términos generales se establece, que el contexto de la generalizacion de patrones figurales
conllevo a que los profesores involucraran sus capacidades inferenciales perceptivas y
simbolicas (Rivera, 2010), en el proceso del razonamiento inductivo. Quienes trabajaron con
casos particulares hasta la generalizacion, construyeron y justificaron de forma completa, Gtil

y enriquecedora su forma de razonar en este contexto algebraico.

Como es natural, los profesores procedieron de forma diferenciada al trabajar con los objetos
del patron figural de cada tarea. En ese sentido, se reconocieron dos formas de proceder
(véase Tabla 33):

b.1) Descomposicion de la figura. Percibieron los objetos del patrén figural como
configuraciones bésicas: cuadrados y/o rectangulos. A partir de ello, asocian una

estructura matematica Util para explicar y justificar el comportamiento de estos objetos.

b.2) Método de diferencias. Identificaron el patron de recurrencia entre los términos k-
ésimo de la sucesion asociada al patron figural. Luego, trabajaron con la primera
diferencia y reconocieron que no es constante, por ello, determinaron las segundas
diferencias y observaron que es constante. A partir de ello, derivaron que la sucesion

es de tipo cuadratica.

Los profesores que recurren a la descomposicion de los objetos en las figuras de las etapas
dadas en las tareas, favorecid que reconocieran el comportamiento del patrén figural y lo
asociaran con la expresion algebraica de la sucesion cuadratica como objeto matematico en
estudio. Las expresiones algebraicas que establecieron como regla general, reflejan que el
profesor, relacion6 ese comportamiento con la relacion funcional cuadrética, a partir del area

de un cuadrado o rectangulo, en dependencia de la percepcion del profesor. Asi también, el
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uso del método de diferencias a partir de la cantidad de piedras como términos k-ésimo de

la sucesion.

Tabla 32 Formas de proceder del profesor al resolver tareas de generalizacion

Formas de .
Tarea Ejemplos
proceder
Etapal Etapa2 Etapal
T1
Descomposicion
de la figura Con base en esta forma de percibir los objetos del patrén figural
en T1, construyeron una regla general asociada a una estructura
multiplicativa y aditiva:
m+1)n+2)+2
+ * HH
12 F B T 1
Figural Figura 2
Con base en esta forma de percibir los objetos del patron figural
en T1, construyeron una regla general asociada a una estructura
multiplicativa y aditiva:
41+ 2n)+n(n+1)
Términos k-ésimo 8 14 22 32
Primera diferencia 6 8 10
T1
Segunda diferencia 2 2
Con base en esta forma de percibir los objetos del patron figural
en T2, construyeron una regla general asociada a una expresion
Método d algebraica:
_Eto o_e x> +3x+4
diferencias
Términos k-ésimo 14 26 56 74
Primera diferencia 12 14 16
T2 . .
Segunda diferencia 2 2

Con base en esta forma de percibir los objetos del patron figural
en T2, construyeron una regla general asociada a una expresion
algebraica:

x> +9x +4
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Los profesores que aplicaron el método de diferencias, utilizaron la figura solo para
identificar los términos k-ésimo de la sucesion, para enfocarse a trabajar en el sistema de
representacion numérico y algebraico. La investigacion ha documentado (e.g., Orton &
Orton, 1999), que quienes recurren a este método para determinar el comportamiento de un
patrén figural, favorece que el que reconozcan la regla de manera inmediata y expresarla

algebraicamente.

Las tareas permitieron analizar la forma de razonar inductivamente del profesor y como los
conocimientos previos favorecieron para que la resolucion de la misma, presentara diferentes
formas de proceder, enriquecio la informacion del como perciben el comportamiento de una
sucesion cuadratica. En algunos casos, relacionado con la forma de ensefianza de este

contenido matematica escolar y sus conocimientos matematicos.
6.3. El papel de la visualizacion

La investigacién reporta que la visualizacion juega un papel importante en la generalizacion
de patrones, principalmente en los patrones figurales (Stacey, 1989; Rivera, 2009; Kirwan,
2017). En un proceso inductivo, se reconoce que el profesor que percibe el patron figural,
establece numéricamente estructuras aditivas y multiplicativas (numéricas) de lo que observa
en las partes y el todo del patrén figural y significa algebraicamente este comportamiento

(regla general algebraica).

Se destaca la visualizacion de los profesores en las siguientes etapas del razonamiento

inductivo:
a) Trabajo con casos particulares

La visualizacion de los profesores que realizaron un conteo estratégico de los objetos de los
patrones figurales, les favorecio para agruparlos numericamente, de tal manera que se
asociara con el comportamiento de crecimiento de los objetos en las etapas de la sucesion, a
través de la representacion numérica o algebraica del patron figural. La forma como
percibieron la cantidad de estos objetos, permite establecer la importancia que juega la
visualizacion como punto de partida en el proceso inductivo, y asi continuar con este proceso

en las demas etapas.
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b) Identificacion del patrén

La visualizacion del patrén figural favorecio a los profesores para que identificaran el
comportamiento, asociado con el crecimiento de los objetos que conformaron las figuras. Por
ejemplo, algunos profesores visualizaron en la tarea 1, un cuadrado. Para ello lo completaron
con los objetos faltantes para conformarlo, implicaron su area y formula bésica para
representar su comportamiento. Otros profesores, visualizaron el patrén por partes, para
analizar su comportamiento, fue asociado con el rectangulo que conformaban las piedras del
patron figural y las piedras de los extremos. En la tarea 2, algunos profesores visualizaron
las partes iguales del patrdn figural conformadas por las escuadras de la figura y el rectangulo
de los cuadrados grises ubicados en el centro. En este sentido, la visualizacion permitio a los

profesores vincular el comportamiento de los objetos en términos matematicos.

6.4. Sistemas de representacion
En el proceso inductivo, los profesores utilizaron diferentes sistemas de representacion en la

resolucion de las tareas. Destacan el verbal, numérico, tabular, algebraico y pictorico.

Se pone de manifiesto la utilidad del sistema de representacion pictorico (patrén figural) en
el contexto de la generalizacion, los profesores que evidenciaron el trabajo con casos
particulares hasta la generalizacion, fueron aquellos que transitaron de un sistema de
representacion a otro, representando de diferentes formas el como fue su trayectoria en el
proceso de resolucion de las tareas.

Por lo general, significaron en cada sistema de representacion, la forma como percibieron el
comportamiento del patron figural y su movilizacion en los significados de la sucesion
cuadrética en los sistemas de representacion pictdrico, numérico, tabular, algebraico y verbal.
Aquellos que profesores que no generalizaron, se limitaron a reconocer el comportamiento
del patron basados en el sistema de representacidn pictorico en combinacion con el sistema
de representacion numérico, no lograron representar este comportamiento en términos

matematicos generales por medio de estructuras aritméticas y algebraicas.
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6.5 Reflexiones finales

Una limitacion del estudio, es la escasa profundizacion que hizo del razonamiento que
siguieron los profesores que no generalizaron. Esta limitante no obedecid al instrumento ni
al modelo del razonamiento inductivo, sino al tiempo del que dispuso para trabajar con esta

poblacion.

Un desafio para investigacion, es documentar las dificultades que enfrentan los profesores
que no generalizan y de donde provienen. E ir mas alla, por ejemplo, generar programas de
actualizacion que desarrollen el razonamiento inductivo de este tipo de poblacion, en el
contexto de la generalizacion de sucesiones. En este marco, se plantea ademas, indagar acerca
del conocimiento del profesor de matemaéticas de secundaria, ante tareas o problemas

asociados a la generalizacién de patrones lineales o no lineales.
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Titulo profesional:

Afos de experiencia docente: Grado (s) escolar (es) en que se desempefa:

1. Observa la secuencia de las siguientes figuras.

Fig. 1 Fig. 2

Fig. 3

a. ¢Cuantos cuadrados blancos y grises conforman la figura 5? ;Cuéntos la figura 7?

Argumenta ampliamente el proceso de solucion.

b. ¢Qué figura contiene un total de 140 cuadrados grises? Justifica ampliamente el proceso

de solucién.

c. ¢Qué figura contiene un total de 326 cuadrados blancos? Justifica ampliamente el proceso

de solucion
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2. Los catetos de un tridngulo rectangulo isésceles ABC miden 10 cm cada uno y sobre su
hipotenusa se encuentra un punto P. Se establece que este punto solo se puede desplazar sobre
el segmento AC del triangulo, y al trazar perpendiculares a los catetos, forma un rectangulo
como en la siguiente figura.

"I

a. Ubica el punto P en diferentes posiciones y determina el area del rectangulo que se forma
en cada caso.

b. A partir de esta informacién, determina el area del rectangulo para cualquier base y
cualquier altura. Argumenta ampliamente el proceso de solucién.
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3. Analiza las siguientes secuencias de figuras.

3¢

Fig-1 Fig. 2

Fig. 3 Fig. 4

a. Con base en el andlisis, genera una expresion algebraica con la que sea posible determinar
el nimero total de lados en cualquier figura. Argumenta ampliamente el proceso de solucion.

b. Genera una expresion algebraica con la que sea posible determinar el numero total de
puntos en cualquier figura. Justifica ampliamente el proceso de solucion.
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4. Julio puede formar castillos con naipes de uno, dos, tres pisos, etc. Se aprecia en la figura
que se necesitan 2, 7 y 15 cartas respectivamente.

a. ¢Cuéntos naipes se necesitan para construir castillos de 10 pisos? Argumenta ampliamente
el proceso de solucion.

b. ¢(Cuéntos naipes se necesitan para construir un castillo de n pisos? Argumenta
ampliamente el proceso de solucién.
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Titulo profesional:

Afos de experiencia docente: Grado (s) escolar (es) en que se desempefia:

Tarea 1. En la construccién de un patio, se colocan piedras circulares de igual tamafio. Para
observar el avance que sigue la construccion, se toma una foto al patio por etapa.

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

a. ¢Cuantas piedras circulares se han colocado para la sexta etapa si en la construccion
del patio se avanza de la misma manera? Justifica tu respuesta.

b. ¢Cuéntas para la etapa 50? Justifica tu respuesta.

c. ¢Cbémo se puede hallar la cantidad de piedras circulares para cualquier nimero de
etapa? Describe ampliamente tu respuesta.
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Titulo profesional:

Afos de experiencia docente: Grado (s) escolar (es) en que se desempena:

Tarea 2. Observa la secuencia de las siguientes figuras. Justifica ampliamente el proceso de

solucion en cada una de las preguntas.

Figural Figura 2 Figura 3

a. ¢Cuantos cuadrados grises conforman la figura 5?

b. ¢Cuantos cuadrados grises conforman la figura 7?

c. ¢Cuantos cuadrados grises conforman la figura n?
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